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INTRODUCTION

Nous désignerons par algebre de Sklyanin avec n générateurs une algébre
associative graduée A sur le corps des nombres complexes €, A=CeAje A, o... telle
que :

a) A est engendré par son sous-ensemble A|, dim A =n,
b) A est un facteur de I'algébre tensorielle Ce Aje Aj @ Aj @... selon I'idéal engendré
par un certain sous-espace de Aj @ Ay,

c)
dim Ai =(

n+i-1

i
Un exemple trivial d’algébre de ce type est I'algébre des polyndmes a n indéterminées.
Le terme d’"Algébre de Sklyanin" est justifié par I’étude [2] ou I'on a construit et
étudié une famille non triviale d’algébres de ce type avec quatre générateurs. Quelques
modeéles intégrables de physique statistique correspondent aux représentations de ces
algébres.

Soit A; une famille d’algébres de Sklyanin, te V, V étant un petit izoisinage de
zéro dans le plan complexe et A étant 'algébre des polynémes 4 n indéterminées.
Cette famille définit une partition de €™ en feuilles symplectiques (Cf. §1). Par
analogie avec la méthode des orbites en théorie des représentations des groupes de Lie
(Cf. [7]), il est naturel de considérer qu’a chaque feuille symplectique correspond un
idéal bilatere de I'algébre A; (pour de petites valeurs de t), tandis qu’au sous-ensemble
de Lagrange du feuille symplectique correspond une représentation de A;. L’origine
des coordonnées est la feuille de dimension minimale. Supposons que I'on ait une
feuille symplectique K homogéne de dimension 2 (céne au-dessus d’une courbe
algébrique non singuliere &, La variété K a un point singulier : I'origine des
coordonnées. Choisissons un recouvrement ouvert {V;j} de la courbe & Le
recouvrement {'\\’il, ?J: T V; x C* est construit de maniére canonique sur la variété
K\ {0}. Factorisons A selon I'idéal correspondant a la feuille symplectique K. Nous

obtenons une famille d’algébres @; ou % est I'algébre des fonctions sur K. La
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déformation @; définit un champ bivectoriel x sur K invariant par rapport aux
extensions de €. Localement, x est de la forme ¢ A 8 ol e est un champ de vecteurs
correspondant au groupe des extensions et ou 8 est un champ de vecteurs sur un
ensemble ouvert V; c &, On en déduit qu’il existe un champ non trivial z seulement s’il
existe un champ de vecteurs non nul sur &, c’est-a-dire que si & est soit (EPI, soit une
courbe elliptique. Nous étudions le cas ou & est une courbe elliptique et ou I'inclusion
& G CP™-1 est définie par un fibré linéaire sur & possédant un espace de sections de
dimension n.

Dans cette étude, nous construirons une famille d’algébres de Sklyanin
Q, (1, &, nx3, 1€ &, C’est une famille d’algébres a n générateurs dépendant du
point 7 de la courbe elliptique & L’algebre Q,, (0, éﬁ est isomorphe a I’algébre des
polynomes. L’unique feuille symplectique homogéne de dimension 2 est un céne sur
&, Pour n = 4, notre famille coincide avec la famille d’algébres construites par
Sklyanin.

Décrivons a présent le contenu de cette étude paragraphe par paragraphe. Au
§1, en suivant partiellement [5], nous exposons les éléments de la théorie générale des
algébres de Sklyanin. Nous définissons en particulier une relation entre chaque
algébre de Sklyanin A et la variété projective M au-dessus de laquelle se trouve un
cone qui est ’analogue quantique de la réunion des feuilles symplectiques homogénes
de dimension 2. Puis nous définissons la transformation7: M » M et I’algébre S qui
apparait comme le produit semi-direct de I'algebre des fonctions sur M et de I’algébre
de groupe du sous-groupe des déplacements engendré par 7. (Il n’existe pas de
fonctions holomorphes sur M et, de ce fait, on étudie a la place les sections de certains
fibrés). Si A = Q, (7, &), alors M = & et la transformation 7 = M + M est un
déplacement sur un élément qui dépend de 7 ¢ & L’algébre de Sklyanin s’applique
dans I’algébre S. Au §2 nous étudions les algébres a trois générateurs. Dans ce cas, on
définit de maniére naturelle une courbe elliptique, ainsi qu’un point de cette courbe et
un fibré linéaire. Il semble que ces données déterminent de maniére univoque

I’algébre de Sklyanin. Les algébres a trois générateurs que nous avons construites ont
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un groupe d’automorphismes non trivial. Le groupe de Heisenberg I'3, c’est-é-dire le
groupe ‘a trois générateurs a, b, ¢ et avec des relations ad-b3= - 1, ae = ea,
be =¢b, ab = eba. En étudiant les algébres a n générateurs, nous nous sommes limités
au cas des algeébres sur lesquelles agit, par automorphisme, le groupe de Heisenberg
'y (C’est un groupe avec des générateurs a, b, € et des relations analogues a celle de
I'3, & ceci prés que la premiére relation se transforme en al = b1 =M = 1). L’action du
groupe I'; conservant 'espace des générateurs, il réalise une représentation unique
~ irréductible de dimension n du groupe Ty

Au §3 on construit et on étudie une famille d’algebres Q,, (7, &). Le cas o n
est pair et celui ou n est impair différent quelque peu. Nous étudions en détail le cas
ou n est impair. On montre a la fin du paragraphe comment construire ’espace des
relations dans Q, (7, &) quand n est pair. Au §4, on étudie en détail le casoun=35. En
particulier, dans I'algébre Q5 (7, &9, on met en évidence une sous-algébre de Sklyanin
Q25 (7, &), avec cing générateurs, non isomorphe a Qs (7, &). L’algébre Q5 (r, &) est
isomorphe a son tour a une sous-algeébre de Q25 (r, &). Au §5, nous indiquons une
nouvelle famille d’algébres de Sklyanin avec n générateurs pour tout nombre impair
n> 5 (pour n = 5 on obtient Q25 (1, &)). Nous construisons dans ce paragraphe (en
utilisant un procédé qui nous est naturel) la R-matrice de Bélavin et sa duale et
indiquons la relation entre cette R-matrice et la famille des algébres Q, (7, % Les
symboles et les principales formules qui concernent les fonctions 6 a une variable 8
sont regroupés en annexe. (Nous conseillons au lecteur de lire attentivement tout
d’abord ces annexes avant de lire le §2).

Notons que ces algébres qui sont construites dans cette étude sont loin de
représenter toutes les algébres de Sklyanin associ¢es a une courbe elliptique. Il en
existe une infinité ; il en sera question dans une autre étude.

Cette étude est étroitement liée aux recherches de I. V. Tcherednik sur les
R-matrices elliptiques. Les auteurs lui savent gré de l'intérét qu’il a porté a cette

étude.
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§1. ELEMENTS DE LATHEORIE GENERALE DES ALGEBRES DE SKLYANIN

Soit A une algébre graduée de polyndomes a n indéterminées dont les
générateurs sont de degré 1 ; V est 'espace des générateurs ; A s’identifie a I’espace
des fonctions polynominales sur V*. Nous étudierons les déformations A de I'algébre
A dans la classe des algébres graduées, t appartenant a un voisinage de zéro dans C.
En d’autres termes, sur I’algébre A=e Si(V), le produit g; : Si(V) ® Si(V) +S i+j(V), ou
g est un produit ordinaire dans I'algébre de polynomes, est supposé dépendre de t.
Alors gy (f @ g) =fg + tw (f, g) +... On sait que lopération {f, g}=w (f, g) - w (g, f) définit
sur I'algébre des polynomes une structure d’algébre de Lie définie par un certain
champ bivectoriel v sur V* tel que {f, g} = < df A dg, v >. Le champ bivectoriel v définit
une distribution intégrable T sur V*, et notamment, dans ’espace tangent au point
W c V*, on choisit un sous-espace Ty, tel que v(m) ¢ A2Tm et pour aucun sous-espace
W c Ty, v(m) ¢ A2W. Nous appellerons feuille symplectique correspondant a la
déformation A, la variété algébrique N c V* telle que : a) I'espace tangent en
n’importe quel point non singulier n € N contient T, ; b) N n’est pas la réunion des
sous-variétés algébriques vérifiant a).

L’algébre A, est un quotient de I'algebre tensorielle engendrée par I'espace V
selon I'idéal engendré par le sous-espace S*y <V @ V, dim S; = n(n-1)/2 ; de plus
So = A2V. Définissons I’algébre duale A*t comme facteur de I’algébre tensorielle
engendrée par V*, selon I'idéal engendré par le sous-espace S}L c V* o V* composé
d’éléments s tels que <s, u>=0pourtoutueS;cV o V. ll est facile de montrer que
pour tout t suffisamment petit, la famille A*t est une déformation de I'algébre de
Grassmann a n indéterminées, ainsi que A*t ~ Ext" At(C, ©) et A*t?-"Ext* A%(C, ©)
(Cf. pour plus de détail [5], [4]). Puis, jusqu'a la fin de ce paragraphe, toutes nos
affirmations seront justifiées pour un t suffisamment petit et nous ne le spécifierons pas
spécialement.

Si W c V est un sous-espace de dimension k, alors le quotient de I’algébre A

selon I'idéal J(W) engendré par W est gradué, A est un module et la dimension
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(Ag/I(W))(i) est égale a la dimension de I’espace des polynomes de degré i a (n-k)
indéterminées, c’est-a-dire
(n -k+i-1)
i
. . &7 .oy . \ *

Par analogie, si W c V*, dim W = k, alors le quotient de I’algébre A o selon l'idéal
engendré par Y posséde des composantes homogénes de méme dimension que
I’algébre extérieure a (n-k) indéterminées, c’est-a-dire :

(n - k)
1

Soit a présent t + 0. Définissons alors deux sous-ensembles de Grassmann d’une
variété de sous-espaces de dimension k dans un espace de dimension n. Désignons par
Glt(k) I’ensemble des sous-espaces W de dimension k tels que les dimensions de
composantes homogeénes du facteur A; selon I'idéal a droite Jl(W) engendré par W
soient égales a
(n-k+i-1)
i

Gzt(k) est défini de la méme maniére par factorisation de A, selon I'idéal a gauche
engendré par W. On peut montrer que Glt(k) et Gzt(k) sont des variétés algébriques.

Soit W € Glt(k). L’espace Ext' At(C, A/d 1(W)) est doté de maniére naturelle
d’une structure de module a droite sur Ext’ At(C, O) = A*t.

Proposition 1.1.
a). Le A*t module P*t = Ext’ At(C, A 1(W)) est isomorphe au quotient de A*t selon
I'idéal a gauche engendré par I'espace W+ c V*,

dim Ply = (n - k) ;
1

b) inversement, soit P; un A*t module a droite gradué a un générateur,
dim Py =(n - k) ;
i
alors Pit est un facteur de A*; selon I'idéal engendré par le sous-espace W+ c V*,

weGlyK).
Démonstration. Soit W € Glt(k). On peut montrer qu’il existe une famille

d’espaces Wg € Gls(k) telle que Wy = W. Pour s = 0, les affirmations de la proposition
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sont connues (Cf. [8]). En calculant Ext a I’aide des bar-résolutions, il est facile de
voir que les espaces Extl sont des cohomologies d’ensemble gradué (étant donné que
les algébres A sont graduées) et que pour s = 0, dans chaque composante homogéne
on ne trouve que des cohomologies de méme dimension. Cela signifie que les
dimensions des composantes homogénes de I'espace Ext*p ¢ (C, Ay/J 1 (W>s)) pour de
petites valeurs de s sont identiqu_es a celles pour s = 0. Cela démontre a) ainsi que le
point b).

On voit qu’une affirmation analogue est vraie aussi pour W e G2t (k).

Proposition 1.2. G, (n-1))=G2, (n- 1))

Démonstration. Soit W 1 Glt (n) et x € V* un vecteur non nul d’un espace de
dimension un W.. Il découle de la proposition précédente que W Glt (n-1),siet
seulement s’il existe y € V¥, tel que yx = 0. De la méme fagon, W € Gzt (n - 1) si pour
x € W1 il existe y tel que xy = 0. Ainsi, nous devons démontrer que si dans I’algébre A*t
on a choisi deux éléments non nuls x, ye Alt, xy =0, alors il existe z e Alt de sorte que
yz =0, et inversement. En réalité, s’il existe un y tel que xy =0, alors le module a droite
xA*; est isomorphe a A*/yA* et les dimensions des composantes homogénes du
module A*/yA*: sont les mémes que celles de I'algébre de Grassmann a (n - 1)
indéterminées. Cela signifie qu’il existe un z tel que yz = 0. La proposition est
démontrée.

I1 découle de la proposition 2 que sur la v_ariété Glt(n -1)= G2t(n -1)onaune
transformation 7 qui associe a I’élément x € Glt(n - 1) I’élément y tel que xy = 0.
Notons que I’équation xy = 0 dans I'algébre A*; pour de petites valeurs de t posséde au
plus une solution puisqu’il en est ainsi dans I'algébre de Grassmann A*;. La variété
Glt(n -1) ccpn-lgy, pour cette raison, il existe sur Glt (- 1) yn fibré de dimension
un ¢ (restriction a Glt (0 - 1) 4y fibré standard sur CP (" - 1), Nous renoncerons par la
suite a I'indice supérieur dans Glt (n-1) ¢ désignerons Gt(n - 1) s0us le nom de
variété caractéristiqpc de I'algebre A;.

Nous avons"ybesoin de la construction suivante qui généralise quelque peu la

construction habituelle du produit semidirect. Soit N une variété complexe, 7 une
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transformation N + N et » un fibré de dimension un sur N. Désignons par les symboles
v 1a suite de fibrés définie par les formules vy =v, v;,; = (@) et soit v(i)=vie...ev],
pour i > 1, v(0) étant le fibré trivial. 1l est clair qu’il existe un isomorphisme
8ij : g ('ri)* vy )% () soit Sj I’espace des sections du fibré @, L’isomorphisme
8ij permet de définir la multiplication S; @ Sj -+ §; + qui transforme I’espace S« =9 §;,
i> 0, en algebre associative graduée que nous désigncrons par S«(N, 7, v). Supposons
que v soit un faisceau ample. Alors Sx(N, 7, v) est une algébre engendrée par son sous-
espace S1. Les relations quadratiques entre les générateurs peuvent étre décrites ainsi.
Identifions I’espace Sy ® Sy avec I'espace des sections du fibré vX]v sur N x N.
Mettons en évidence dans S; @ S; le sous-espace de sections T s’annulant sur la sous-
variété composée de points (n, 7 (n)), n € N (c’est-a-dire sur le graphe de la
transformation 7). Soit C le quotient de I'algebre tensorielle CeS; @ S;© S @ ... selon
'idéal engendré par le sous-espace T c S| @ S;. Il est clair que I’application néturclle
¢: C-+ S (N, 7, v) est une surjection. Si 7 est la transformation identique, alors
S (N, 7, v) est une algébre commutative.

Par exemple, si v est le fibré trivial, alors S (N, 7, v) est le produit semidirect
de I'algébre (AN) des fonctions sur N par I'algébre des polynomes a une indéterminée
z. Ce produit semidirect est la somme directe des sous-espaces de la forme @(N) ® zi,
i> 0, le produit étant défini par la formule (f zi) (g ® zj) =f (aig) o ziY1 ol a est
I’endomorphisme de I’algébre (AN) induit par la transformation 7.

Citons encore un exemple. Soit N.un espace linéaire de dimension finie et 7
une application linéaire B : N » N. Il est clair que le produit semidirect S de I’algébre
des polynomes (c’est-a-dire (AN)) et de C(z) est une algébre bigraduée puisque
I’endomorphisme (AN) induit par B conserve la graduation naturelle sur @AAN). Soit
S°= @ S° une sous-algébre dans S, S°; I'espace des €léments de degré (i, i). Alors
S° = S°(B) est une algébre graduée qui est une déformation de I’algébre des polynomes.
En effet, soit B(t) = E (1 - t) + Bt un endomorphisme de l’espéce N, E étant
’application identique. Alors, S°(B(t)) est une algébre de polynémes quand t = 0 et -

S°(B) quand t = 1. Soit w(A) le champ de vecteurs linéaire sur N dui correspond a
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I'opérateur A : N » N. Le champ bivectoriel sur N qui se produit par suite de la
déformation S°(B(t)) est w (E) A w (B). Notons également que la variété
caractéristique d’une telle algeébre coincide avec I’espace projectif tout entier.

Nous associerons a chaque point x € N un S(N, 7, v) module gradué, Mx,
dim Mx(i) = 1, i > 0, dim Mx(i) = 0, i < 0. Soit x € N et soit OQ(x) I’orbite du point x
sous ’action du sous-groupe engendré par 7, c’est-a-dire I’ensemble {x, 7(x), 12(x), e}
; vx est la restriction du fibré v sur Q. Il est clair qu’il existe un homomorphisme
S(N, 7, v) » S(Q(x), 7, vy). Lalgébre S(Q(x), 7, vy) est isomorphe au produit
semidirect de I’algébre V des fonctions sur Q(x) et de C[Z]. Il existe sur ’algébre
S(Q(x), 7, vx) un module Mx de base v;, j = 0, 1, ... tel que Z(vj) = Vjyp et
f(vj) = f'rj(x))vj, fe U. L’homomorphisme S(N, 7, v) » S(Q(x), 7, vy) définit sur I'espace
Mx une structure de S(N, 7, v) module.

Revenons a présent a I’étude de la famille d’algebres A,.

Proposition 1.3. Il existe un homomorphisme d’algébres graduées
P A S(Gt(n'l), 7, §) dont le noyau est contenu dans I'idéal de I’algébre A; constitué
d’éléments de degré > 2.

Démonstration. A chaque point x € G¢ (n-1) correspond I’A; module Mx de
base vi, i = 0, 1, 2, ... Etudions le sous-module de base v, i > 1. Ce module est
isomorphe a M 7(x), 7(x) € Gt(n'l). En effet, I'’A{ module de dimension 2 engendré par
(Vi vj,1) définit un élément y; de I'espace Extl At{C, €) c A*.. Le fait qu’il existe un
A module de dimension 3 de base v;, v;, |, vj,7 signifie que yj, 1y; =0. Ainsi, I'élément
de G¢ (n-1) qui correspond a yj, | est obtenu a partir de I'é1ément qui correspond a y;
par la transformation 7. Il est clair qu’il existe une algébre S(Gt (n-l)’ 7, ) sur le
module M,. L'action des espaces Alt sur M, est définie comme suit : Alt a une
représentation sur un sous-espace de I'espace des sections du fibré ¢ sur G, (0-1) [1en
découle que I'application A; + S(G; (n-l)’ 7, £) se prolonge en un homomorphisme
A+SG @D 7 ¢,

Remarque. Nous n’avons pas pu montrer que les variétés Glt(k) et Gzt(k)

coincidaient quand k < n-1. Selon toute vraisemblance, ce n’est pas le cas.
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Cependant, Glt(k) et Gzt(k) sont toujours isomorphes. En effet, soit I'’A*; module a
droite Mg correspondant a I'élément g e Glt(k). L’espace adjoint est naturellement
doté d’une structure de module a gauche correspondant au point u(g) € Gzt(k). On
définit de maniére analogue I'application u* : Gzt(k) + Glt(k). Il est clair que uu* et

u*u sont égaux a 'application identique.
§2. ALGEBRES A TROIS GENERATEURS

En utilisant la technique du paragraphe précédent, nous étudierons dans ce
paragraphe une certaine classe d’algébres a trois générateurs. Commengons par
quelques considérations. Soit B = C @ B{ @ By @ ... une algébre graduée a trois
générateurs, dim By = 3 et dim B; = (i+1)(i+2)/2 et B* = Ext*g(C, €)= Ceo B*; @ B*y @
® B*3, dim B*| = dim B*) = 3 dim B*3 = 1. Pour chaque élément x € B*{, on définit
deux opérateurs L, et R, de B*| »~ B*9, Lyy =xy, Ryy = yx. Nous dirons que I'algébre
B* est non dégénérée s’il existe x € B*{ tel que l'application Ly ne posséde pas de
noyau. Soit X 'ensemble des x tels que dim Ker Ly # 0. I1 découle de la proposition 2.1
que si I'algébre B est une petite déformation d’une algébre commutative, alors
dim Ker L, = dim Ker R, et est égale a z€ro ou a un. Choisissons une base des espaces
B*| et B*). L’ensemble X est défini par une seule équation de troisiéme degré
DetL, = 0. Supposons a présent que le polynome DetL, est non dégénéré, c’est-a-dire
que son ensemble de zéros est un cone au-dessus d’une courbe elliptique &, Ainsi,
dans ce cas, la variété caractéristique de I'algébre B est une courbe elliptique. Si B est
une petite déformation de I’algébre commutative, alors 1a transformation 7 : &+ &
doit étre voisine de 'identité, c’est-a-dire que 7 est un petit déplacement. Introduisons
sur & une structure de groupe algébrique (& cette fin, on prend généralement pour
¢lément nul I'un des points de la courbe). Nous désignerons désormais par la lettre 7
le déplacement &+ & et I'éléement par lequel s'effectue le déplacement, c’est-a-dire
T(X)=X+7,TE€E &

Ainsi, dans ce cas, I'algébre B s’applique sur 'algebre S(g, 7, V), v étant un

fibré défini sur éfpossédant un espace de sections de dimension 3. Notons que les
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deux algéebres S(&, 1, v;) qui correspondent & deux fibrés vectoriels égaux vy et vy
possédant un espace de sections de dimension 3 sont isomorphes puisqu’il existe un
isomorphisme x : &+ & tel que x* vq =vy. Nous désignerons par S(&, 1, n,) I'algébre S
qui correspond a la courbe &, au déplacement 7 et au fibré possédant n sections. La
dimension de I’espace de sections dufibré ve ... ® v (i fois) est égale a 3i. Il en découle
que l'application B; + S (&, 1, 3) est une surjection, de plus les applications
B -5 (& 1,3) et By~ Sy (g, 7, 3) sont isomorphes. Et comme B est une algébre a
relations quadratiques, B est défini univoquement par une courbe elliptique et un
déplacement.

Proposition 2.1. a) Soit & une courbe elliptique, v un fibré linéaire sur &
possédant un espace de sections de dimension 3 T(v) et 7 € &, 1l existe alors une
algébre graduée de Sklyanin avec un espace de générateurs de dimension trois
isomorphe a I'(v). L’espace des relations est composé des éléments I'(v) ® I'(v) =
I'(vEW) qui s’annulent sur la sous-variété {x, x + 7}, x € & de Ex &,

b). Il existe dans ’algébre B un élément A de degré 3 qui appartient au centre.
Le facteur de l'algébre B selon I'idéal engendré par A est isomorphe a I'algébre
S(&, 1, 3). Si 7 n’est pas un point d’ordre fini, le centre de I'algébre B est engendré
par I’élément A.

¢). Un groupe de Heisenberg I'; agit par automorphismes sur I’algébre B.

d). L’algebre duale de B, B*, c’est-a-dire Ext*g(C, €) a des composantes
homogénes de méme dimension que I'algebre de Grassmann a trois indéterminées.

Il est bien connu (Cf. [1]) que le sous-groupe de & constitué des éléments x € &
tels que x*(v) = v est précisément le groupe des points d’ordre trois. L’isomorphisme
X*(v) = v définit sur I'espace T'(v) une action projective du groupe Z3 ® Z3, c’est-a-dire
une action du groupe de Heisenberg. L’espace des relations décrit au point a) est
invariant par rapport a I'action du groupe de Heisenberg. Cela démontre le point c).

L’algébre commutative S(Z. 0, 3) est un facteur de I'algébre des polynomes a
trois indéterminées selon un idéal engendré par un polynome de troisiéme degré. Il en

découle que I'algébre Ext*s( £ 0, 3)(C, €) est une algébre anti-commutative a trois
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générateurs impairs de degré 1 et a un générateur pair de degré 3. Calculons a présent
EXt*s(E”, 0, 3)(@, Q)

Lemme 2.2. dim Ext*s(g, 0, 3)((E, C) = dim Extis(g 0, 3)((13, C) pour tout
i>0.

Nous remettons la démonstration de ce théoréme a la fin du paragraphe.
D’aprés le point d de la propriété 3.1, la sous-algébre de Ext*s(g 7, 3)(C, ©)
engendrée par les éléments de degré 1 est 'algébre B*. On peut montrer que I’algébre
B est isomorphe a I'algébre Ext*B(€, €). Les autres affirmations de la proposition se
déduisent des résultats du paragraphe suivant.

Supposons a présent que la variété projective définie par ’équation Det L, =0
posséde des singularités. Trois cas peuvent alors se présenter : les zéros du polynéme
DetLy (c’est-a-dire le cone au-dessus de la variété caractéristique G) est la réunion de
trois plans ou la réunion d’'une quadrique et d’'un plan ou un céne au-dessus d’'un
cubique a point double. Etudions d’abord le premier cas et limitons-nous a la
situation générale ou les trois plans ne coincident pas deux a deux. Alors, G est la
réunion de trois droites dans cp2 qui passent par des points distincts deux a deux Z,
Z,, Z3. La transformation 7 : G » G qui se trouve dans la composante connexe de la
transformation identique est un triplet de trois automorphismes P4, P;3, P93 ou Pij
est 'automorphisme de la droite (Z;, Zj) passant par les points Z; et Zj qui laisse les
points Z; et Zj invariants. L’algébre B qui correspond a la variété G et a
I’automorphisme 7 s’applique sur I’algébre S(G, 7, v) tandis que S(G, 7, v) s’applique
sur I'algebre S((Z;, Zj, Pij’ v | pij) = Sij- I’algeébre Sij est isomorphe a I'algébre a deux
générateurs X;, Xj ; et a une relation XiXj = Qjj Xj Xj» i <j, ou le nombre qjj est défini par
la transformation Pij- Il en découle que ’algébre B est engendrée par trois générateurs
X[, X9, X3 qui vérifient les relations XiXj = Qjj Xj Xj» i<j

On étudie par analogie le cas ou G est la réunion d’'une quadrique et de la
droite. Limitons-nous encore a la situation générale ou la quadrique K et la droite L
s'intersectent en deux points, Zy et Z, € CP2. La transformation 7 : G + G qui se

trouve dans la composante connexe de I'application identique conserve les points Z
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et Z, et définit une transformation projective L » L. En raisonnant comme
précédéemment, nous trouvons que ’algébre B qui correspond a la variété G et a la
transformation 7 s’applique sur 'algébre a deux générateurs x{, x5 et a une relation
X1X9 = Qqx9Xy, q€ C.

Il est facile de montrer que si B est une algébre telle qu’il existe une application
surjective de B sur I’algébre de Sklyanin 4 deux générateurs et que Det L, # 0, alors la
variété G est réductible. Nous laissons au lecteur le cas ou G est une cubique a point
double.

Démontrons a présent le lemme. L’ensemble K+ dont les cohomologies sont
Ext*s(gi 0, 3)(¢, @) est naturellement gradué, K« = Kn’ n € Z. L’ensemble dual de
K« peut €tre décrit comme suit. Soit § =vKlT*v[X...[X(7 n'1)"‘ v un fibré sur E=&x ..
.x & (n fois). Désignons par le symbole Er, 1 <k <n -1 la sous-variété dans E
constituée des n-uplets x|, ..., X,, X; < &, Xk = Xk41- Soit I‘(% un sous-ensemble dans
T(¢) constitué de sections réduites a zéro sur la sous-variété Ey. Au uplet d’indices
1<ij <... <ig < n -1 nous ferons correspondre I'espace T'(§)/T;((§) + ... + Iix(§) =
=Wj] ... is» au uplet vide nous ferons correspondre I'espace W = I'(§). Le uplet des
espaces Wj; ... jg est un systétme de coefficients sur I'’ensemble simplicial
correspondant a un simplexe de dimension n - 1. L’ensemble des cochaines a valeurs
dans ce systéme de coefficients est I’ensemble K«. Il est facile de montrer que dans
notre situation sa cohomologie est la cohomologie du fibré ¢ - D sur E ou D est le fibré
correspondant au diviseur E; + ... + E;_;. En utilisant des résultats connus (Cf. [1])
sur les cohomologies des faisceaux inversibles des variétés abéliennes, il est facile de

montrer que les cohomologies du faisceau ¢ - D ne dépendent pas de 7.

§3. ALGEBRES QUADRATIQUES A n GENERATEURS ASSOCIES A UNE
COURBE ELLIPTIQUE ET A UN POINT SUR CETTE DERNIERE

Soit & une courbe elliptique, 7€ &, n» 3 est un nombre impair. Désignons par

Qp (7, &) une algébre avec des générateurs {x; lie Z,,} avec les relations :
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X< X5 _1X; X: _(no1) Xien-
....... . _1_-_+ _--!-}_IT!_____- + ... + __1_£[I-!2__1tr_‘_!_ = 0,
05(1)h_5(r)  0541(7)0_ju1(7) 854n-1(7)0_j4n-1(7)

oui,jeZ,,j+0, [6j} sont les fonctions ¢ d’ordre n (Cf. annexe).
On voit facilement que I'algeébre Q, (7, &) admet les automorphismes suivants

2nik/nxk. Le groupe engendré par o) et gy est

P01, 09, 01(X) = Xpyp, 0x(xp)=¢
isomorphe au groupe de Heisenberg I'y.

Théoréme 3.1. Soit z e &. Désignons par MlZ I’espace de base v;, i € Z. les
formules Xjvj = 6i (z + (n-2)j7) Visl définissent sur MlZ une structure de Qp(7, éﬁ
module.

Démonstration. Il faut montrer que les opérateurs x; agissant sur Ml 2 satisfont
aux relations de I'algébre Q, (7, éﬁ Cela revient a vérifier la relation suivante entre les

fonctions 6 :

AN A
EGS(T)OSH(T) 05+j(1) as_j(r) e 010 1(7) X85 5(z+ (n-2)7)8;,4(2) = 0

ou la sommation est effectuée sur tous les s e Z,.

Cela découle de I’équation plus générale :

A\
305(11)05_*_1(12) 05+j 0-j+S e 0g4n-1(Tp-2) X

X 0 @Z+T +... +Tp 0)0i,5(D)=0,5€Zy
Dans ces formules, le signe A signifie que le membre correspondant dans la formule a
été omis. Dans la seconde formule, les indices de 7 parcourent les valeurs 1, ..., n-2
(c’est-a-dire qu’il y en a autant que de facteurs de la forme 6a(78)). Pour démontrer la
seconde formule, il faut fixer toutes les variables 7q, ... 7, 7, Z, sauf une seule, et
utiliser les relations bilinéaires de Riemann.

Il découle du théoréeme 3.1 que I'algebre Q, (7, gj s’applique sur I’algébre
S(g (n-2)7, n). Décrivons a présent P'algébre Qp (7, gj en termes plus géométriques.
Soit v un fibré linéaire sur & dont 'espace de sections est de dimension n. Mettons en
évidence dans T (W) o T (V) =T (VR v) le sous-espace? de sections s’annulant sur la

"diagonale" déplacée Ap={(x, x+p) |x€ g] Identifions T avec I'espace de sections du
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fibré v[x]v -Ap ou Ap est le fibré qui correspond au diviseur Ap ; dim (T wvRxv) —Tp)) =
n? - 2n. Le fibré V[Rv - /A\/} est invariant par rapport au déplacement sur les éléments
(x, y) de la variété abélienne &x & tels que n(x+y)=C, (n-2) (x-y)=0. Cela signifie
qu’une action projective du groupe H =2, x Z, x Z,, 7 X Z,, 7 est définie sur I'espace
T (v[X]v) - Ap). Le fibré v[X]v cst’;i\;l et v(Xv est"A\;z, T|, T) € & se trouvent dans une
composante connexe du groupe de Picard de la variété & x &. Il existe un élément
a(ry, 19) € &x &tel que vy ‘/Ml =a(7q, T9)* Wixlv -TT?_) ; a est défini a I'addition
d’un élément de H prés. Soit 71- 79 voisin de zéro. Alors I'élément a(7, 79) peut étre
également choisi voisin de zéro. Cela nous donne une connexion plane projective sur
le fibré ¢ sur la courbe &, la couche ¢ au-dessus du point p étant ’espace T (v[X)v) -
“Ap). La monodromie de cette connexion est non triviale, le groupe de points d’ordre
(n-2) sur & isomorphe au groupe I ( %/(n—2)ﬂ1(§5 agit surT' (v xv) Ap). Soit p : &+ &
le revétement p(x)=(n-2)x. La monodromie de la connexion projective sur le fibré p*(¢)
est triviale. Ainsi, nous pouvons identifier a une constante de 'espace I (v/X]v) -
/K(n-2)'rl) et T (v[Xlv) ‘/EZn-2)12) prés. Sur Pespace T (v(X}v) -/&'07) le groupe de
permutations & deux éléments agit et soit A le sous-espace de sections antisymétriques.
Le sous-espace correspondant dans I' (v xv) T(n—2)1) c T (v)oT (v) et c’est ’'espace des

relations de I'algébre Q (7, (%

Théoréme 3.2. Soit Mk,p, ... 4., 7 € & un espace de base

Vil --- ik | if, ..., ig > 0 }. Définissons I'action des opérateurs Xj par la formule
suivante :
Xjvil ik =

6i(zg + (nig - 2 (i + + i) 1)
= 2 -Teooooooooooooomosoeomoooooooooes Vil,..., is+ 1, ..., ik

s I8(z, - zg + n (i, - i) 7)

r#s

1 <s<k

Alors, Mkzl ... zkestun Qu(7, &) module. Sin> 3, les modules Mkzl 7k

et MK gk sont alors isomorphes seulement si le uplet zp, ..., Zy est obtenu a

z'1,
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partir du k-uplet z’l y eens Z’k par permutation. Lorsque n = 3, les modules Mzzl, 72 €t
Mzzz’ '23 sont isomorphes siz| +29+23=0.

Démonstration. Pour simplifier les calculs, limitons-nous au cas oun =3. La
démonstration est analogue dans le cas général. Etant donné que 'algébre Q, (7, &)
est définie par les relations quadratiques, alors il suffit de démontrer le théoréme dans
le cas k = 2. Appliquons la relation dans I'algébre Q (7, &) au vecteur v0,0- Il découle
du théoréme 3.1 que I'on obtiendra V1,1 multiplié par un certain coefficient.

L’annulation de ce coefficient est équivalente a la relation suivante entre les fonctions

q:

00 (T) 00 (Zl) 00 (22 - 271) + 01 (1) 01 (Zl) 02 (ZZ - 271)
+

00 (T) 00 (Zz) 00 (Zl - 271) + 91 (1) 01 (Zz) 02 (Zl - 271)
8, (1) 8, (z7) 8y (zp - 271) 8 (zy - zp + 371)

8, (1) 85 (25) 87 (27 - 27) 8 (zp - zy + 371)

Utilisons I’égalité qu’il est facile de démontrer en comparant les zéros des deux parties

69(z1) 01(z1) Ga(z;)
Det 8,(zp) 6p(zy) 81(zp) =
81(z3) 0y(z3) 8p(z3)

n n
= af(zy - zp + n/3)0(zp - z3 + -5)0(23 +2y + '5)9(21 + 2, + 23),

ou a est une valeur ne dépendant pas de z{, 2y, z3. On en déduit que :
00(21) 00(22) 00(23) + 01(21)01(22)01(23) + 92(21)02(22)02(23) =

n n
=0 (z) - zp + 23) (8 (21 - 25 + '5) 6 (zp - 23 + -é-)
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n n+ 2 n+ 2
(] (Z3 - Zl + -é-) + azo (Zl - ZZ + é- + ;-) 8 (22 - Z3 + ;' + i-)

n 2
0 (zq9 - zy + ---) + --))
3 1 3 3
ol a; et ay ,ne dépendent pas de zy, zy, z3. Remplagons dans cette formule 21, z;, 23

respectivement par 7, 2}, 27 - Zy. Nous obtenons

00 (T) 00 (Zl) 00 (Zz - 2T) + 01 (T) 01 (Zl) 02 (Zz - ZT)
+ 02 (1) 02 (Zl) 31 (Zz -21) =0 (Zl - Iyt 37) S (Zl’ Zz),

ous (zq, zp) =S (z;, z7), d’'oiI'on déduit I'égalité recherchée.

Remarque. Dans le cas général, il faut examiner le déterminant correspondant
d’ordre n.

Il est facile de montrer que pourles z(, ..., z, généraux; le module anl, ., Zn

est engendré par le vecteur vo, . o- Il en découle que les dimensions des

composantes homogénes de I'algebre Q (7, gﬁ sont dans tous les cas inférieures a
celles de 'algébre des polynomes a n indéterminées. Pour 7 - 0 les relations entre les
générateurs de Q, (7, &) tendent vers les relations dans I’algébre des polynomes. Cela
signifie que Q (7, &) est une algébre de Sklyanin pour tous les 7, a I'exception, peut-
étre, d’un nombre fini. Pour les petites valeurs de 7, Q, (7, &) est une déformation de
I’algébre des polynomes. Décrivons les feuilles symplectiques qui correspondent a la
déformation Q, (7, %, 7-+0.

Pour tout m, 0 < m < (n - 1)/2, il existe un feuille symplectique M™, La
dimension de la variété M™ est égale 42 m ; MO est I'origine des coordonnées, Ml e
cone au-dessus de la courbe g, M2 est le cone au-dessus de la réunion des cordes de
& et, en général, M™ est le cone au-dessus de la réunion de tous les espaces a3 m
dimensions qui passent par le (m + 1) point de g, MO cMlc... e M®-1V2 14 varicte
M™M-1 est Pensemble des caractéristiques de la variété M™. La feuille M est une

hypersurface qui est ’ensemble des zéros d’un certain polynéme K de degré n

invariant par rapport a I’action du groupe de Heisenberg. Les feuilles symplectiques
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restantes sont définies par les équations K = ), X e C*, et sont des variétés algébriques
non singuliéres de dimensionn - 1.
Les feuilles MK sont étroitement dépendantes des modules Mkzl . zk- Soit
T ; lidéal bilatéral dans Palgébre Qu(7, gﬁ composé des éléments agissant
trivialement sur tous les modules Mkzl 7k Lorsque 7 tend vers zéro, I'idéal IkT,
k <(n - 1)/2 tend vers I’espace des fonctions qui s’annulent sur MK, Cest pourquoi
I’existence de feuilles symplectiques MK se déduit du théoréme 2.
Soitk<(n-1)/2etV,q; ... zZk (7) un idéal de Q (7, % composé des éléments
annulant le vecteur V0,0, ..., 0- Lorsque 7~ 0, 'idéal V3 . zZk (1) tend vers I’espace
des fonctions qui s’annulent sur I’espace intersectant le cone au-dessus de la courbe &
sur les droites correspondant aux points z{, ..., z;. Cet espace est la sous-variété de
Lagrange de la feuille symplectique correspondante.
Le centre de I'algébre Q(7, % est engendré par un seul élément K, de degré
n. De plus, K, » K pour 7 - K. L’élément K, agit trivialement dans tous les modules
Mkzl 7k L <k <(n-1)/2 etI'idéal constitué des éléments annulateurs dans tous les
modules Mkzl _zk» L <k<(n-1)/2 engendré par K,.
Donnons la description géométrique des idéaux Iy,. Soit T Ialgebre
tensorielle de 'espace I'(v), T=CeTj{oTy @...,ouTi=T (@i u),E(]i v est un fibré y/xv
@v E\/ sur A= &x ... g(i fois). Désignons par Nik la sous-variété composée de
.i-uplets (xy, ..., X{), X; € & tels qu'il n'y ait pas plus de k éléments différents parmi
X -j(n-2)71, 1<j <i. Il est facile de montrer que I'espace Jk, =®Jk., (i), ou JkT HcT;
est I’espace des sections du ﬁbré@i v qui s’annulent sur la sous-variété Nik, est un
idéal bilatére de T. L’idéal IkT est précisément l'image de Jk., pour un
homomorphisme T -+ Q,, (7, &). Etudions le cas ou 7 = 0. Alors Qp (0, Céﬁ =T (Siu) ou
Siv est le degré tensoriel symétrique du fibré v, c’est-a-dire le fibré Sur Iespace
Ex ...E/5 (Zi est un groupe symétrique agissant naturellement sur &x ...& Lideéal
Iko est engendré par ’espace Iko (k + 1) de sections de I‘(Sk+lv), qui s’annulent sur la
sous-variété de &kl composée des uplets (xy, ..., Xg,) dont au moins deux

composantes coincident. Identifions I‘(Sk+1u) avec l'espace de polynomes a n
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indéterminées de degré (k+1). Alors la variété algebrique projective définie par le
systénie d’équations Iko k+1)c gk+l (T'(v)) est précisément la feuille MK, Cest vrai
lorsque

n-1

K< --nv
2

Décrivons a présent les modules correspondant aux feuilles symplectiques
définies par I’équation K = A, A € C*. Notons que pour différents A, ces feuilles sont
isomorphes et sont appliquées I'une sur I’autre par étirement de ’espace CI. Etudions
le module

M(n+1)/2
z1l, ..., z(n+l)/2
Un élément central K, n’agit plus en tant que zéro. Il est naturel de définir le module
correspondant a la feuille symplectique comme le facteur

M(n+1)/2 (n+1)/2

21, oy zmal) 2 N T T XM )2

Ce module est irréductible pour des valeurs générales de z;.
Pour les algebres Q (7, &), il n’existe pas d’équivalent naturel des modules de

Verma. Les modules

M(n+1)/2
zl, ..., z(n+l1)/2

sont plutot des équivalents des modules de Whittaker (c’est-a-dire des modules au-
dessus d’une algébre de Lie semi-simple, induits a partir de la représentation de
dimension 1 de la sous—algébfe nilpotente maximale). Pour progresser dans la
description des modules Q. (7, éﬁ irréductibles, nous décrirons z‘t_ présent les

homomorphismes des modules

M(n+1)/2
z1, ..., z(n+l)/2

les uns dans les autres.

Nous dirons que le vecteur homogéne
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M(n+1)/2
.21, ..., z(n+l)/2

est singulier si la dimension de I’espace engendré par les vecteurs Xjv, i € Z,, est égale
a (n+ 1)/2 (dans le cas général, elle est égale a n). En d’autres termes, il existe dans ce

cas un homomorphisme

’s'n+1)/2 M (n+1)/2
ul, ..., u(n+l)/2 z1, ..., z(n+1)/2°

qui applique le vecteur Vo, 0, ..., QSuUr V. Nous appellerons ’ensemble

n+l
(ul, ..., u(n+1)/2)e.E ----
2

ensemble propre du vecteur v. Il est clair que les vecteurs Vil, ..., i(n+1)/2 sont
singuliers. Il est clair également que 'opérateur K7 transforme un vecteur singulier en
un vecteur singulier avec le méme ensemble propre. Le premier vecteur singulier non
trivial (¢’est-a-dire non proportionnel a un des vecteurs Vil, ..., i(n+1) /) pourzl, ...,
z(n+1)/2 est homogéne de degré (n - 1)/2. Nous le désignerons par Vo, ..., 0: 1 La

formule suivante est vérifiée :

(n-1)(n-2)
- Zs T TTTTTomees T)
’ g JEnE 2R ) 2
09'~-’ 0 ; 1 S /Il S S
s 0(zy-24)6 (z—zs).../a\(zz-zs)a (Zp41-25)
2

ol vg= Vi 1.0 1. ..1 (zéro en s) et la sommation étant effectuée sur s,
1 <s <(n+ 1)/2. L’ensemble propre du vecteur v .., 0, 1°6st égal 5 {z) + 7, ...,
Z(n+1) ,7+7}  En répétant cette procédure, on peut obtenir les vecteurs singuliers

Vil,. i(n+1)/2 + P pour tous les uplets iy, p > 0 avec I'ensemble propre

_ (n+l)/2 .
{zl + (nig-2 Sil TH) T, woos Z(na1) 2

(n+1)/2
+ (ni(n+1)/2 -2 2 | is+p)T},
S=
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de plus le degré d’homogéné€ité du vecteur v; 1, ..., i(n+1)/2 > D est égal a

Notamment le vecteur v;; 1 | est de degré n et d’ensemble propre {z;
Z(n+1)/2)- (Ce vecteur est proportionnel au vecteur K7vy ¢ ). En général, le
vecteur Kovip - jn+1)/2, 5 P est proportionnel au vecteur vij . itn+1)/2+1
p+1. Pourz; L ....n+l2 et 7, tout vecteur singulier dans le module

(n+1)/2
z1l, ..., z(n+l)/2

M
est proportionnel a ’'un de ceux mentionnés.

Remarque 1. Soit n = 3. C’est le seul cas ou ’ensemble propre d’un vecteur
singulier soit défini univoquement. Si {z{, 2z} est 'ensemble propre du vecteur
singulier, les ensembles propres du méme vecteur sont les couples {z9, z3} et {23, z1} ou
z| + 2) + 23 = 0. Dans ce cas, dans la notation vj jpvi3, le dernier indicc ne se
distingue pas des autres, nous écrirons donc vjjj»i3- Le degré du vecteur v;;;2i3, est
égal a iy + iy + i3. Ainsi, il existe dans le module Mzzl; 72 un ensemble de vecteurs
vi1i2i3 liés par les relations :
0(z9 - 23 + 3(i3 - i7)7) Vi141,i2,i3 ¥ 8(z3 - zy + 3(iy - i3)7) x
Vil,i2+1,i3* 0021 - 23 + 3z - 1)7)vip 3+l = 0.

L’élément central transforme vjjj7;3 en un vecteur proportionnel a vj; +1,i2+1,i3+1.
Les générateurs x; agissent sur les vecteurs vj;;7;3 d’aprés la formule
0i(zy + (ip + i3 - 25)7)

X'V' > . e i I N et V: . o +
ivili2i3 0(22 Sz 4 3 (1.1. . 1_2)1) il,i2+1,13

01- (Zz + (13 + 'il - 2]2)7) y +01-(Z3 + (12 + 'il - 213)1)
P i2,i341,i3 7 Tt O
01'(23 - Zp 4 3 (12 - 13)7 16,1540, 1 0(22 -3 + 3(13 - 'IZ)T)
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0 (Z3 + (11 + 12 - 213)7)

X Vig4],i3,§] =, 7 ToTommImesessstooee Vi3,i1+1,i2 *
9(21 - Z3 + 3 (13 - 11) )

. 01(21 + (i3 + 12 - 211)T)v
0(zg - 21 + 3(1p- ig)r) o HDIE
Remarque 2. Soitay, ..., e, € C/T, ¢y +... +a, =0. Désignons par (ay, ..., ap)
I'élément de I'algébre Q (7, &) qui est une combinaison linéaire des générateurs et
dont la ¢ fonction correspondante (obtenue lors de I'identification x; ~ 6;) admet

Pensemble ay, ...,, a, comme ensemble de zéros. Alors les relations suivantes sont

vérifiées dans I'algébre Q (7, &3 :

S(ep, ...,an 9, an > ap)lay + 27, ..., ap 9, + 27 B, 7) =

(@, ...nap9, B+ (M-2)7, 7 + (n - 2)7)(ag + 27, ...,

ap.y  + 27, eq g -(-D)7, 0y - (n - 2)7),

ouay,... a,, B, ysont des €éléments quelconques de C/T tels que ¢ +...+ap =ap +...+
a,9+ B+7=0,S étant une constante. L’apparition d’une constante dans ce cas est
inévitable puisque les éléments (ay, ..., a,) eux-mémes ne sont définis qu’a une
constante pres.

Remarque 3. Les variétés GIT(K) et GZT(K) coincident pour K > (n+l)/2.
L’espace W c V, dim W = K appartient a GIT(K) si et seulement si I'espace dual
W L ¢ V* intersecte le cone au-dessus de la courbe & selon (n - k) droites. Ainsi, dans
ce cas, les variétés MKk peuvent étre définies dans une situation quantique.

Etudions a présent le cas ou n > 2 et pair. Soit ¢ un fibré sur & possédant n
sections et V =T (¢). Le groupe T des points a = (x, y) d’ordre fini sur Ex & iels que
a*(¢ Kk -,R;), pE &, est composé des couples (x, y) tels que 2n(x +y) =0, (n-2)(x-y) =
=0. L’action projective de ce groupe permet de définir une connexion projective sur le
fibré sur & avec la couche T¢x ¢ -’K(p), au-dessus de p. Posons p = (n-2)7/2. Sur le
fibré avec des couches I'(¢ [x] ¢ -/A\(n—2)1/2, 1€ &, la connexion projective posséde une

monodromie triviale. Cela permet d'identifier (2 une constante prés) les espaces
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(¢ Xl¢ "Bp) et I(§ [X] € “8p). L'image de S avec cette identification de I'espace des
sections antisymétriques dans ['(§ x € - Ag) est I'espace des relations dans I'algébre
Qu(7, &) pour n pair. (S c T(¢ X\ ¢ - xr(n-2) /2) € T(€ [X) €)=V ® V). Les algébres
Qok(r, g} se distinguent des algébres Q9 , (7, &) par une série de propriétés. Ainsi,
si 7 n’est pas un point d’ordre fini, alors le centre de I'algébre Qopp,1(7 , gj est

engendré par deux éléments de degré k.
§4. ALGEBRES A CINQ GENERATEURS

Etudions plus en détail le cas ou n = 5. Le noyau de ’homomorphisme
Q5(T’ &-S (g, 3'r’ 5) est alors engendré par cing éléments quadratiques CTi, T €Z5.
Le groupe de Heisenberg agit de mani¢re irréductible sur 'espace de base {C"i}. Pour
7 +0, les éléments de CTi tendent vers les polynomes quadratiques a x; indéterminées,
i e Zg5. La variété projective définie par les polynomes Coi est notre courbe elliptique,
c’est-a-dire que le fibré M! est défini par les équations Coi = (. Désignons par K le
rapport 6,(0)/61(0). Les polynomes Coi sont définis par les formules suivantes :
i = x5 + Kxiep Xipq - (1/K) X442 X3
Les relations dans I'algébre Qs(7, &) peuvent étre décrites sous la forme suivante :
03421 (37)Xi 4342 X34j-1 * 024+2(3T)X54443 Xj-i42
+ (1/K) 825(37)X445 X_j4j = 034(21) 07 (1) 8g1(7)C755
04421 (37)%4 1541 Xa-i+j * 924+1037)Xa4945 %1341 -
-k 825 (37)X444 X.q4j = - 035(27) 65_5(7) 83_5(7)CT5;
oui, je Zs. Les parties gauches des relations sont les identités réalisées dans I'algébre
dans S(&, 37, 5). Ce sont les conséquences immédiates des relations bilinéaires de
Riemann.

Les éléments de C’i engendrent une sous-algébre de I'algébre Q4(7, % qui est
également une algeébre de Sklyanin. Désignons précisément par ()25(7, é&) Palgébre

avec les générateurs y;, i € Zs et les relations



0143700243 (T)Y 4542 ¥3-i+§ + K024 (T)0045(T)Yaki4j Y1-i4j -
- k8145 (1)03,5(T) Y14iaj Yaciej - 034i(7) O444(7)
X ¥Y34i4j Y2-i45=0-

Théoréme 4.1. Q25('r, &) est une algébre de Sklyanin et on a l’inclusion
Q25(1, & + Qs(r, % qui transforme les générateurs y; en CTi- Il est clair que le
groupe de Heisenberg agit par automorphismes sur 1’algébre Q25(r, %

Etudions a présent les modules au-dessus de 1’algébre 025(1, % Etudions le
module Mzzl, 22 au-dessus de P'algébre Qs(7, gﬁ Le sous-espace de Mzzl, 22 de

base v::, i > 0 est un sous-module et le module Mlzl est un facteur sur ce dernier. De

ij
maniére analogue, le facteur sur le sous-espace de base Vij» j> 0 est un module Mlz?_.
Les éléments de CTi agissent de maniére triviale sur tous les modules Mlz, zeC.Ilen
découle que le vecteur CTi(Voo) est proportionnel a vy et en général le vecteur CTivkz
est proportionnel a vy _ | 41 Ainsi, Pespace de base {vyq, V{1, V22, ...} est un module
au-dessus de la sous-algébre de Q4(7, &9 engendrée par les éléments Cv. Cela signifie
qu’il existe au-dessus de I’algeébre Q25(1, % une famille a 2 paramétres de modules
gradués avec un espace de dimension 1 dans chaque graduation. (Les deux
parameétres sont 2l et 22). En réalité, la variété caractéristique G41 de I’algébre
Q25('r, &) est de dimension deux.

Théoréme 4.2. Soit Plzlzz I’espace de base v;, j >0, j € Z. Définissons I'action

des opérateurs y; sur 'espace Plzlzz par les formules suivantes :

Y2iVj = (20,(z1 +i7)0;(z9 +i7) + KO 1,i(21 +iT)84,4(20 +]T)
+Kkb4,3(z1 +i7)01,i(20 +j1)-(1/k)02+i(zl +j7)03,4(Zy +J7)
- (M834i(z1 +iN824i(z2 +IT)Vi4 -
Alors Plzlzz est un 025(1, &) module.

Décrivons a présent en termes géométriques les relations dans Dalgebre
025(1, gﬁ Soit v un fibré linéaire sur la courbe elliptique &, dim T'(v) =35, 2y le carré
symétrique du fibré v, S2y est un fibré sur F = &x 8722, A un idéal sur F des relations

de points (X, X), X € &, Posons ensuite ¢ = $2y -5 o A est le fibré correspondant a
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I'idéal A. La dimension de I’espace I‘(Szu) est égale a 15. La restriction sur A du fibré
S2y est isomorphe a v2, c’est-a-dire qu’elle a un espace de sections de dimension 10.
Ainsi, dim T'(¢) = 5. Le groupe & agit sur la variété F d’aprés la formule 7(x, y) =
=(X+7,y+7), TE &, Nous désignerons par le symbole 7 le déplacement F » F pour
re &, Le théoréme 4.2 signifie précisément que I’algébre Q25(T’ % s’applique sur
P’algébre S(F, 7, £). La dimension de I’espace des éléments de degré 2 dans ’algébre
S(F, 7, gj est égale a 15. Il s’avére que 'image Q25(1’ 5 + S(F, 71, 55 est un
isomorphisme sur ’espace des éléments quadratiques. Nous avons montré que les
relations dans I’algébre Q25(7, &) sont des relations quadratiques dans I’algébre
S(F, 1, gj Notons que la situation est analogue a celle du §2 avec 'algébre Q5(r, g}
Les relations dans Q3(7, &) sont des relations quadratiques dans S(g 7, 3).

Le noyau de I'image Q25(1, &y + S(F, T, &) est Iidéal engendré par cinq
éléments de troisiéme ordre d;, i € Zg. L’algébre engendrée par les €éléments d; est
isomorphe a I'algébre Qs(7, %

Théoréme 4.3. L’algébre Q5(1, &) est incluse dans I'algébre Q25(T, &). La
composition des inclusions Q5(7, gj - Qs(7, % transforme le générateur x; € Q4(7, 85
en élément K7x; (rappelons que Kr est I'élément central de degré cinq dans I'algébre
Qs(r, &.

De maniére tout a fait analogue, la composition d’injections
Q25(1, &) - Qs(7, &) - Q25('r, &) transforme les générateurs y; de I'algebre Q25('r, &)
en éléments K’ y; o K’ est un €lément central de I’algébre Q25('r, &) de degré égal a
cinq. Si 2 west pas un point d’ordre fini, alors le centre de I'algébre Q25('r, &) est
engendré par un ¢élément de 5¢me ordre. (Notons que les €léments K, et K’ eux-
mémes existent pour tout 7" si 7(y est un point d’ordre fini, alors ils sont définis comme
la limite de K, pour 7~ 7).

Décrivons les feuilles symplectiques correspondant a la déformation de
I’algébre commutative Q25(7, 5 7 + 0. Le fibré ¢ définit I'inclusion de la variété
& x é”/zz dans CP%. Le cone de €7 de base & x é”/zz est la réunion de feuilles

symplectiques de dimension deux. Menons a présent des droites par tous les couples
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de points de la forme (z, Zl), (z, z9) dans & x 8722 et soit N 'union de ces droites.
Soit gz la sous-variété de & x é”/zz formée des points de type (z, zp). 1l est facile de
montrer que la courbe gz est dans un plan (IJP2Z c CP4. La feuille symplectique
suivante est un cone au-dessus de I'union de toutes les droites passant par (z, z;) et (z,
29), (c’est-a-dire au-dessus de N) ou, ce qui revient au méme, le cone au-dessus des
réunions de tous les plans (EPZZ. L’union de toutes les variétés CP2Z est de dimension
trois, c’est-a-dire une feuille de dimension quatre. Les autres feuilles sont les surfaces
de niveau d’un certain polynéme de cinquiéme degré.

Remarque. Les algébres Q25('r, % et Qu(7, % sont une partie de la grande
famille des algébres de Sklyanin que nous décrirons dans une autre étude. Nous

donnerons certains exemples de ces algébres dans le pafagraphe suivant.
§5. LA R-MATRICE DE BELAVIN ASSOCIEE A UNE COURBE ELLIPTIQUE

Soit v un fibré sur la courbe &, dim T (v) =n. Soit [)gku le produit tensoriel du
fibré v et A un idéal sur &X = &x ... x & (k fois) formé des k-uplets (Xg, ..., Xg) tels
qu’au moins un couple de points x; et X; sont égaux et A soit le fibré correspondant sur
&K La section du fibré [Xlku -s A, s e Z, estune section du fibré [¥ k, qui s’annule sur A
avec une multiplicité s.

Proposition 5.1. La caractéristique d’Euler du fibré [)ka - s A est égale a
n(n - ks)k'l. Sin>ks, alors dimT (kv -sA)=n(n - ks)k‘l.

Les deux affirmations de cette proposition sont bien connues et.on peut les
trouver, par exemple en [1]. Le groupe symétrique i agit sur I'espace T (&Ikv - S/K).
Les représentations irréductibles du groupe 2y sont numérotées par les diagrammes de
Young (Cf. {7]). Soit &(s, u, n) une multiplicité avec laquelle la représentation du
groupe 3 correspond au diagramme de Young u, entre dans la décomposition de la
représentation I' ( k, s A). On sait (Cf. [7]) que #(0, u, n) est la dimension de la
représentation irréductible de I'algébre de Lie gl(n) qui correspond au diagramme u.

Proposition 5.2. &(s, u, n)/n = $(0, u®) n-ks)/(n-ks), ot u(®) = u si s est impair

et u(s) est un diagramme double si s estimpairnn - ks > 0.
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On peut le démontrer en calculant par exemple la nature de la représentation
I'( x k, s 4) du groupe 3.

Exemple. La dimension de I'espace des sections symétriques du fibré
xKys s’annulant sur A avec une multiplicité 2s, est égale a d(n, k, 2s) =

=n(n+1-2ks)... (n+k-1-2ks)’k ! Remarquons que

(2k + 1)(2k + 2)
d (2k +1, k, 2) =2k +1, d(4k + 2, k, 4) = ~-----ommmmmounn-
2

Nous nous servirons a présent de ce calcul pour construire une nouvelle famille
d’algébres de Sklyanin a n générateurs généralisant la famille 025(1’ &.

Soit Ny le kéme produit symétrique de la courbe & A 1 est'image de I'idéal 2A
par I'application & x ... x & ~ Ny ; sk est le produit symétrique du fibré v et soit
I3 —sky . Ay, ou Aj est le fibré correspondant a I'idéal A{. Le groupe & agit par
déplacement sur la variété Ny d’aprés la formule (xy, ..., xg) + (x| + 7, ...Xg + 7). Nous
supposerons par la suite que n est un nombre impair. L’algébre S(Ny, 7, £) est
graduée et l'espace des éléments de degré i est de dimension d(in, k, 2i).

Pourk=(n-1)/2,

Ainsi, pour i = 1, 2 espaces S(Ny, 7, £) sont de méme dimension que I’algébre des
polynémes a n indéterminées. Soit V =T'(¢’) et C, c V @ V est I'espace de relations
quadratiques dans ’algébre S(N(n-l Y2 T £).

Théoréme 5.3. Le quotient de 'algébre tensorielle de ’espace V selon I'idéal
engendré par C, c V @ V est une algébre de Sklyanin que nous désignerons par
an(r, % La variété G, (n-1) de P'algebre an(f, % est isomorphe a la variété
N(n-l) /7. Lalgébre an(r, gj est immergée dans l'algébre Q(7, gj, de plus les
générateurs dans an(r, (% sont envoyés sur des éléments de degré (n-1)/2.

Etudions la famille de modules
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" (n-3)/2
zl, .., z(n-3)/2

de I'algebre Q,(7, &). Soit L le sous-espace des éléments de degré (n-1)/2 agissant
trivialement sur tous les modules de cette famille. La dimension de 'espace L est égale
an et la sous-algébre de Q (7, % engendrée par L est isomorphe a Q2n(1, éﬁ

Passons a présent a la construction de la matrice elliptique R. Nous définirons
I’algébre de Zamolodtchikov correspondant a la R-matrice (Cf. [6]).

Soit X un ensemble donné. L’algébre de Zamolodtchikov ¥n(X) est une
algébre associative engendrée par les générateurs x;(u), ue X, i€ Z,. Les relations
dans.n(X) sont telles que pour tout couple u, ve X, u # v et pour les indices i, j e Z,,
le produit xi(u)xj(v) est égal 4 une combinaison linéaire de produits x((V)x.(u),
1, s € Z,. On désignera une algébre avec de telles relations sous le nom d’algébre de
Zamolodtchikov, si pour tous uy, uy, u3 € X différents deux a deux, les éléments
x;1(uyp) X X52(u9)x43(u3), i, € Z,, sont linéairement indépendants. Baxter a construit un
exemple de cette algébre. Nous exposerons une variante de cette construction
attribuée a I. V. Tcherednik (Cf. [6]).

Soit X, un ensemble de fibrés vectoriels sur une courbe elliptique possédant un
espace de sections de dimension n, & = X, et 7 un déplacement & + &
Pour ¢y, ..., g € X, posons
VL, - £ =T 0 Ep0 (D)% 0. (1K D)rgy)

Il est clair qu’on a un produit :

V(L - €V Egyrs -0 €D VL -5 €D

puisque

£1®1*679...8 ('rl'l)*fl =(§19... ®('rk‘1)*§k) ®

o (TX)* (61, @ T €psn ... 0 (1K D)xe)).

Le produit direct de tous les espaces V (€1, ..., £x), fj € X, k > 1 est une algébre
associative que nous désignerons par vn(é”, 7). Si n = 2, alors dim V(¢§q, &) = 4,
¢; € X, Définissons I'algebre de Zamolodtchikov comme une algébre engendrée par

la somme directe des espaces V(¢), § € X5 dans laquelle sont vérifiées les relations
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quadratiques dans I’algébre vz(éﬁ 7) entre les €léments des espaces V(§q) et V(§3),
§1 # 6'2. (C’est précisément I'algébre de Zamolodtchikov qui correspond a la
R-matrice de Baxter).

Nous dirons que ’algébre de Zamolodtchikov&/n(xn) est associée a la courbe
elliptique et a I'élément 7 s’il existe un homomorphisme des algébres
%(Xn) -+ Vn(g 7) qui envoie les éléments x;(¢) sur la base standard 6; dans I'espace
V(§) =T(¢).

Théoréme 5.4. Soitn» 2, u, ve &, 7€ &, Les relations suivantes définissent

I’algébre de Zamolodtchikov associée a la courbe &etalélément (n- 1)r
X (u)x;(v) 5 Xj-5(V)Xj45(u)

aj-i (v-u+7) S 95(7)93‘-1'-5("'“) .
Ici,seZ,, i,jeZ, etune K constante indépendante de i, j est égale a
81(0)8,(0)... 0,-1(0)8g(v-utT)8 (v-utt).. .0, 1(v-u+7)
00(7)01 (7). By 1(7)8g(v-u)8y(v-u)...00 1(v-u)

Avec un choix de constante K de ce type, I'algébre de Zamolodtchikov pour
7 -+ 0 tend vers I'algébre commutative. La condition que cette algébre soit associée a
une courbe elliptique, signifie qu’il existe un module au-dessus de cette algébre avec
une base vj, i € Z, et une action xj(u)vi = 0j (z+u+n-1)it)vi,y, z€ & (z étant un
parameétre dont dépend le module).

Nous donnerons a présent une construction géométrique des relations dans
cette algébre pourtoutne Z, n> 2. Soitv =& x £y ,vy=¢§y X §)(§j € X)) deux fibrés
sur & x &, Les fibrés v et vy deviennent isomorphes lors d’une restriction sur la
courbe gjo’ pE & constituée de points (X, y) € &x & tels quey-x=p. Pourtoutpe é”,
nous définirons I'isomorphisme K, (€1, €) : v | gb =y | ccopp Plus précisément, nous
construirons un fibré de dimension un sur &, dont la fibre au-dessus de p € & estun
espace d’homomorphismes de dimension un : v, | gp = Vg | g} Le systéme des
isomorphismes Kp(f 1> €7) est une section de ce fibré. La constante K dans les

formules pour les relations dans 'algébre de Zamolodtchikov dépend du choix de
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cette section. Soit ko un sous-faisceau dans le faisceau des sections du fibré vievy
constitué des sections (s 1- 82), sj € T (v;) telles qué Kp(f 1> £2)81 l gjo =$9 | % Il est
clair que ko €St UN faisceau de sections d’un fibré de dimension deux défini sur & x &
(que nous désignerons par la méme lettre); Le fibré Bo posséde les propriété}s Ny
principales suivantes. Soit a € & x &. 1l existe un fibré vectoriel x sur & x & tel que
a*(up) = lip ® X. Et inversement, pour chaque fibré vectoriel x sur & x & dont la
premiére classe de Chern est égale a zéro, il existe a tel que p pBX= a*(u p).

Notons que Bol = Bp2 © X| 2 ou Xp g = Apl - Apz, Apa sont lés faisceaux
inversibles correspondant aux idéaux Ays A 02- Cela signifie qu’il existe un élément
a(py, pp) € &Ex & tel que a(pp, p2)*up1 = fip)- Si les points pq et py sont voisins, alors
I’élément a(py, py) peut étre choisi voisin de zéro. Nous obtenons un fibré x sur la
courbe & dont la fibre au-dessus du point p € g-est_ ‘,I‘(up). I y a une connexion
projective plane sur 1 dont la monodromie définit une représentation projective du
groupe ﬁl(gi/(n—l)vr 1(% sur (s p)' Effectuons le changement par la variable (n-1)7=p.
On obtient une connexion projective plane avec une monodromie triviale sur le fibré
sur & dont la fibre au-dessus du point 7 ést I‘(u(ri-l)r). Ainsi, nous pouvons identifier
(2 la constante prés) les espaces I'(sg) et ['(p, )7). Soit T un espace dans I(ug)
constitué des sections (sy, 0sy) ou o : Iy e §7) - I'(¢9 ® £1) est lapplication
correspondant a la permutation sur &x & Le sous-espace T dans I'(u, ;)7 est le
graphe de 'application R7 : T(§} @ §9) ~ T(§p ® {|). Ce sont les relations dans I’algébre
de Zamolodtchikov (c’est-a-dire x;(¢ l)xj(fz) = RI(Xi(E1)Xj(Ez)) ou le produit
x;(€ l)xj(£2) est identifié a la section du fibré £| @ £7). |

Il est curieux que la R-matrice double de la R, -matrice (c’est-a-dire
'application (T(§p) e T (§)*~ (T(§)eT (62))*) admette une construction géométrique
- plus simple.

n-le

b4

Soit £ € X, et W(€) un espace de sections antisymétriques du fibré x
dim W(¢) = n. Définissons I'espace W(¢y, &5, ..., §k) comme espace de section du
fibré x n'lv, oum=¢| e 1*62 ®(19)* 3@ ... @(Tk'l)*fk qui s’annulent (k - 1) fois

puisque A est dans I'idéal (c’est-a-dire lorsque les coordonnées coincident),
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symétriques pour k pair et antisymétriques pour k impair. Il est clair qu'on a une
multiplication

WL oer ) OW (Els -0 £2) WEL, .o €]

qui transforme I’espace Wn(g, 7) = ®  W((£1, ..., €§) en algébre associative. La
dimension de I'espace W((¢}, £7) est calculée a I'aide de la proposition 5.2. On
obtient 2n n (n-1) ...3)/(n-1) ! = n2. Définissons 3 présent Dalgébre de
Zamolodtchikov %% comme I’algébre engendrée par I'espace @ W(¢), ¢ e X, dans
laquelle sont réalisées les relations quadratiques entre les générateurs de I’algébre
CWi(& ).

Remarque 1. La R-matrice de Bélavin (Cf. [6]) correspond précisément a cette
algébre duale de Zamolodtchikov. On peut choisir dans.%* la base xj(u),ue & ie Z,.
On a une famille %%* de modules M(z, ..., z,_1) dépendant du uplet z;, ..., z,_ de
points de la courbe &, de base vi, je Z, j » 0. Les opérateurs agissent sur I'espace de
base Vi d’aprés la formule
x_i(u)vj =0j(z] +u+j7) 0j(Zp +u +j7) - 63(Z[, 5 + U +j'r)vj+1.

Remarque 2. Il découle de la formule du théoréme 5.4. que lorsque u-v=r,
I'image de la R-matrice est précisément dans ’espace des relations de l’algébre
Qu(7, &). (Nous considérerons que X; sont des générateurs de I'algébre Q (7, % et

nous négligerons la relation entre X; et u,v).
ANNEXE

Symboles et formules concernant les 4 fonctions.

Soit n un nombre positif impair, T c € est un réseau non dégénéré, engendré
par 1 et n, Imn > 0. Désignons par 8,(T) I'espace de fonctions holomorphes sur tout le
plan complexe et satisfaisant aux relations f(z + 1) = f(z), f(z + n) = -e'z"inzf(z). Il est
facile de vérifier que dim 8,(T) = n et que tous les éléments de 8,(T) ont exactement n
zéros aux déplacements sur les‘éléments du réseau I prés. On sait (Cf. [1]) qu’il existe

une action projective du groupe
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1
Iy Ip = (---T)/T

ce qui permet de choisir une base {6,(z), « € Zn] déﬁnie par les relations :
8,(z+1/n) = e2rie/n 8,(2) ; 8,(ztn/n) = _e~2mizimi ("'1)'7/"0,“1 (z)

L’ensemble des zéros de la fonction 6,(z) est égal a

a m
(----n+-—-+Timel)
n n

I1 est facile de vérifier que 6,(-z) = e-2ninz 6_o(2). Soit n > 3. Posons P, = §,(0). Alors

P'a = Pa et les formules suivantes sont vérifiées :

Py kPj-kPtsiPt-i + PhaiPi-iPteiPtj + PiajPisjPrakPrk =0,

Pi kP kBt+i(@8¢i(2) + Py Pk i8145(2)8¢ j(2) +

+PiiPij Otk (28 1 (2) =0, *)
Pj_kej +k(7)8,i(z+7)8¢_j(2) + **
+ Pi_j9i+j(T)9t+k(Z+T)9t_k(Z)

+ Py ;08 4i(7)8¢ +j(z+'r)9t_j(z) =0,z,7eC.

Remarque. si & = C/T. Quand n > §, les formules (*) définissent I'inclusion
&c Pl pourn= 3, les formules (*) sont vides et 'inclusion & c CP2 est définie par
la relation :
830(2) + 83 (2) + 837(2) + k8((2) 8;(2)820(2) =0,
ou la constante k ne dépend que de n. Les formules (**) pour n > 3 expriment la loi
d’addition sur &

Nous dirons que toutes ces formules sont des relations bilinéaires de Riemann
; nous désignerons par 8(z) la 8 fonction de premier ordre. L’identité suivante est vraie
pour celle-ci :

9(22 + Z3)9(22 - 23)9(24 + 21)9(24 - Zl) + 9(23 + 21)9(23 - Zl) 9(24 + 22)9(24 - 22) +
+ 6(z] +29)8(z) - 29)8(24 +23)8(24 - 23)
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