C.ROGER
M. ELGALIOU

A. TIHAMI
Une cohomologie pour les algebres de Lie de Poisson homogenes

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1990
,p-1-26

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1990 10>

© Université de Lyon, 1990, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathématiques de Lyon » im-
plique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pé-
nale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1990____1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

UNE COHOMOLOGIE POUR LES ALGEBRES DE LIE DE POISSON
HOMOGENES

C. ROGER, M. ELGALIOU, A. TIHAMI

RESUME : Dans ce travail nous étudions les algébres de Lie de Poisson homogenes de degré p
([1,4]). Nous définissons une cohomologie de Poisson qui nous permet d'étudier les déformations
de ces structures. Nous terminons avec des calculs de cohomologie et de déformations de certaines

structures.
1. ALGEBRES DE POISSON QUADRATIQUES

Définition 1 : Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle et A un anneau commutatif. A

est une algébre de Poisson sur K si c'est une K-algébre de Lie dont le crochet {,} vérifie :
V fighe A {fgh} =f(gh} + {fh}.g

Définition 2 : Si A = K[X] ,...,, Xj] et si {Xj,X;} = Pjj(X1,....Xyq) ot Pjj(X1,...,Xn) est un
polynéme de degré p, on dit que A est une algébre de Poisson homogéne de degré p. En particulier
pour p=2, A est une algébre de Poisson quadratique. Ces algebres ont ét€ introduites par Sklyanin
dans ([5]).

Exemples :
1) n=2.
Toute matrice symétrique d'ordre 2 | g 2 ] définit un crochet quadratique sur K{X,Y] par :

[X,Y] = aX242bXY + cY2.



2)n=3.
Soit (a,b) ek2-{(0,0)}. {X;, X2} = 2aX1X2 + bX3 : {X2.X3) = 2aXoX3+bX] et

{X3,X1} = 2aX3X1 + bX% définissent sur K{X1,X2,X3} une structure d'algébre de Poisson

quadratique. Ces structures ne sont pas rigides au sens strict, mais leurs seules déformations sont

parmi les algebres du méme type.

3n=4.
Les formules
{X1,Xo} = 2123X2X3 ; {X1,X2} = -2XX3
{X2,X0} = 2131X3X ; {X2,X3)} = -2X0X1
{X3,Xo} = 212X1X2; {X3,X1} = - 2X0X2

avec Ji2 + J93 + J31 = 0 (Identité de Jacobi) définissent sur K{Xp,X,X2,X3] une structure
d'algebre de Poisson quadratique dite algebre de Sklyanin. Cette algebre a été obtenue par Sklyanin
en calculant certaines solutions de I'équation de Yang-Baxter. Cette structure est un cas particulier
d'une famille plus générale de structures, définies par {X;,X;} = ajj{ XxX1} avec (ik,D) = {(1,2,3,4},
ajj = -ajj et
ajpaiq + ajzagn + ajqazz = 0 (Identité de Jacobi).

Ces algebres, en un sens, des généralisations de so(3).

L'algeébre des polyndmes A = K[X1,...,Xy] est filtrée par (AP)pe N , oU Apest l'espace

vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a p. L'algébre graduée associée est @N Ap, ou
pe€

Ap est I'espace vectoriel des polyndmes homogenes de degré p. Le crochet de Poisson est homogéne

pour cette graduation. On a (AP,A9) C AP*d et (Ap,Aq) C Apiq V pge N.

Définition 3 : Soir {,} et {,}' deirx crochets quadratiques définis sur A. Un homomorphisme de
(AL} dans (AL(,)) esi un homorphisme ¢ d'algébre de Lie et d'algébre associative qui respecte la
filtration (AP) c'esi-ad-dire :

DX, YD = (6(X),06(Y)}' V X, Ye A,

2) O(XY) = ¢(X).4Y)

3) $(AP) C AP ¥ pe N.

Un tel homomorphisme sera appelé homomorphisme de Sklyanin. Il est enti¢rement

déterminé par la donnée des ¢(Xj) = i aji Xj + aj pour i=1,...,n et donc par la matrice My = (ajjij et
=
le vecteur Eg = (ay,...,ap).

Notons {X;,Xj} = g ij’ XX et {Xi,Xj) = 2ok s C";j' XXy ; Cij= (Cﬁ"jl Y, et



Cij= (Cli(jl )k,| matrices symétriques d'ordre n ; C = (G;j)j ; et C' = (C'j); j matrices symétriques par

blocs d'ordre n2.

Proposition : Soit ¢ un endomorphisme de A compatible avec la filtration AP. ¢ est un
homomorphisme de (A,{,}) dans (A,{,}") si et seulement si ' My CMg =Ny CNg et

LEy CijEg = O et MyCiiEy =0 , Vije {1,..,n} o My = (8;jMg)ij, N = (ajjln)o,jdij est le

symbole de Kronecker et 1, est la matrice unité d'ordre u.

Corollaire : Soit ¢ un automorphisme de A (i.e. det My Z O) compatibble avec la filtration
(AP)pe N. 0 est un isomorphisme de Sklyanin de (A,(,}) sur (A,{,}") si et seulement si :

(1) Ny CMy = Ny CRy et CjjEy =0 V ije (1,....n}.

En effet CjjE¢c Ker 0= {O}.

Proposition : Si les algébres de Poissons quadratiques (A{,}) et (A,{,)") sont isomorphes alors

C et C' sont des matrices de méme rang.

Cas particulier : Si n=2, l'identité (1) est équivalente 3 M¢C12tMy = (detMy). C'12 .
On en déduit du corollaire que, modulo isomorphisme de Sklyanin, on a quatre structures d'algeébre

de Poisson sur R{X,Y] données par les matrices
00 o lo lo ]
, , et (voir exemple 1°).
00 oo ) \ol ol

1. COHOMOLOGIE DE POISSON
a) Cochaines de Poisson

Définition : Une q-cochaine de Poisson 'y de poids inférieur ou égal a k est une application (q+1) -

linéaire alternée de Ax..xA((q+1)-fois) a valeurs dans A vérifiant :
i) y(AiO,...,AiQ) — Ao+ +g+k
ii) y(ab,ay,...,aq) = a.y(b,ay,...,aq) + b.y(a.ag,....89).

Notons P((lgk)(A) I'espace vectoriel des g-cochaines de Poisson de poids inférieur ou égal a k.

Remarque : Une application (g+1)-linéaire alternée de Ayx...xA; dans A9+1+k définit une unique
(@-cochaine de Poisson de Poids inférieur ou égal a k car celle-ci est une dérivation par rapport a

chaque argument.



Inversement, ia restriction de toute q-cochaine de Poisson de poids inférieur ou égai a k a Ajx..xA;

est une application (q+1)-linéaire alternée a valeurs dans AG*+1+%, Ainsi ye P?,(k)(A) est parfaitement

déterminée par la donnée des Y(Xjo,....Xiq) i0,....ige {1,...,n}.

Proposition : Soit y: Ax..xA ——3 A une application (q+1)-linéaire alternée vérifiant la condition

i) de la définition. Alors Ye P‘(}Q()(A) si et seulement si vy est un cocycie de Hochschild.

Proposition (voir [ | pour les définitions de la cchomologie de Hochschild) : Soir (A.{,}) une
algeébre de Poisson quadratique sur A.(P;;k)(A),a) est un sous complexe du complexe de Chevalley,

pour la cohomologie de A comme algébre de Lie, d désignant le cobord de Chevalley relaiif au

crochet {,}.
b) Cup_produit :
. ql q2 . PO o
Soit yie P(gk)(A) et v,€ p(skZ)(A)' On définit le cup produit Y Ay de yq et 7y, par :
¥ (agy--aql+qz+1)E Al0x. . xAld1 a2+

MiAY2) (a0, 2q14Qze1) = OZ ; €(0) Yi{as(0)s»Ac(q1)) Y2 Ao(q i+ 1o Aes(ql 424+ 1))-
ql+1.q92+1
ol ﬁf’qnl,qzﬂ = {oe Yq1+qz+2/0(1)<..<<s(ql+1 ) et o(ql+2)< <o(ql+q2+1) }.

On vérifie aisément que :

1+q2+1
DYiIA2ePG 0 )

29 A W=371A e (P Y A9 2
3y o* (v1 A ) = 0FY1 A OF y2 pour tout isomorphisme ¢ de Skivanin.

4) Produii intéricur :
¢ A sV N o mtl Y el .
YV Xe A Vpr...pEA V51 P = 7Py

onaix(yiA vy =ixytAa p+ Dy Aivy

onalix(yia v2=LEx1iAa v+ viALx Y.



¢) Cohomologie de Poisson :

La cohomologie de Poisson de poids inférieur ou égal a k de A est définie par

Ker(PJ,(A) 2, p PERGY)

Higy®) =

d

Z

Im(P(A) —— P Sk)(a))
On peut décomposer cette cohomologie suivant les poids :

Soit ge N et je N . Notons P¢ G I'ensemble des applications (q+1)-linéaires alternées ® de Ax...xA

dans telles que :
. . +1 . - . . .
a) V (ig,....ige N#*1 o : ‘Aio X...X Aiq — Aio +ip+..HgH et

b) o(ab,ay,....aq) = a.m(,ay,...,aq) + b.w(a,ay,...,aq)

o est dite cochaine de poids j.

Soit he(re N) la surjection canonique de A sur A
Soit Y une g-cochaine de Poisson de poids <k et soit ¥ la restriction de Y2 Ay x...x Aq (q+1 fois) :

q+1+k

'Y‘= HhrOY.

hr 0 ¥ est une application (q+1)-linéaire alternée de A1x...xA1 dans A, et donc se prolonge de

manmieére unique en un élément de p((lr_q_1 ) (A).

Ainsi v s'écrit de maniére unique :
q+l+k
r= H Yi  avecYyEe p((li-q-l) (A).

i=o

On en déduit la décomposition : P sk)(A) P (k)(A) ..OP ‘(li_ a1 (A).

Proposition : g) ye P%sk) (A) est un cocycle de Poisson (resp. un cobord de Poisson) si et

seulement si Y , Yk-1 ..., Y-q-1 Sont des cocycles de Poisson (resp. des cobords de Poisson).

b) Higy(A) = Hjy(A) @ HY ,(A) @ ..® H{ 1(A)

Kerq ‘(A) 9, Pq (A)

ou H%)(A)-—
1
Im(P T(A) ~>P‘* ) (A))



Remarque : Si g+1 > n alors H((lsk)(A) = O. En effet les représentants des éléments de H((lsk)(A)

sont des applications (q+1)-linéaires alternées y entierement déterminées par les Y (Xjo,...,Xiq)

igs....ig€ {1,...,n}. 8i g+1 > n alors nécessairement au moins deux des X;. sont égaux et la cochaine
J

est donc identiquement nulle.

III. DEFORMATIONS :

Soit A un K-espace vectoriel et {,} un crochet de Lie sur A. Nous désigones par E(A,A)
'ensemble des séries formelles en Ae K & coefficients dans A.

Nous précisons ici les diverses notions de déformation : déformation d'algeébre de Lie [2],
déformation d'algebre de Poisson et déformation d'algebre de Sklyanin (qui est un cas particulier de

celle de Poisson).

1) Déformation d'algébre de Lie :
Nous suivrons la présentation de [2]

a) Rappel : Considérons I'application bilinéaire alternée
LIr:AxA—> E(AQ)

(u,v)— {uv)r = {uv]} + Z At Cy (u,v,w)
r=1

ol les C; sont des 2-cochaines de Chevalley [2].
On a, pour u, v, we A,

+ 00

S {{uv)r,wlr= z At Dy (u,v,w)
t=1

ol S est la sommation aprés permutation circulaire de (u,v,w) et ol

Dy(u,v,w) = Y, S CCslu,v),w) 1,8 21.

r+s=t

On a I'égalité Dy = Ef- dC; ol d est le cobord de Chevalley associé a {,}. Si Dy = O, pour tout te N*,

on aura :

S{tuvlw}=0

On dira alors que {,}a est une déformation de {,}.



Si (1) est limité a l'ordre q, on a une déformation d'ordre q si (2) (Identité de Jacobi) est satisfaite a
Tordre (q+1) pres. S'il en est ainsi, Eq4 est automatiquement un 3-cocycle de (A,{n,}). Pour qu'on
puisse trouver une 2-cochaine Cq41 telle que Egq g - va+1 =0, il faut et il suffit que Eq4] soit un
cobord. Ainsi Eq41 définit une classe de cohomologie, élément de H3(A,A), qui est 'obstruction 2
l'ordre (q+1) a la construction d'une déformation prolongeant la déformation précédente. Une
déformation d'ordre 1 est dite une déformation infinitésimale.

b) Equival e d Jéf i 'aloct je Lie :

+o0

Considérons une série formelleen A Ty =1d + 2 ASTs ol les Tg , (s>1) sont des endomorphismes
s=1

de A ; T) opére naturellement sur E(A,L). Considérons une autre déformation de {,} :
AxA——EA)L)

() —> (uv}y = (uv) + Z ATC? (u,v).

r=1

Supposons que Tj, transforme {,}i) en{,)n:

Tal{u,.v}) = (Ta(u), Ta(v) ]2
ce qui est équivalent a :
3) C -G+ G = JTy (t=1.2,.)

ol I'on a posé Gy =0 et

4) Gy(u,v) = by T C; (u,v) - x Cr (Tsu,Tg,v).

S+r=t §+8'=t

On dira alors que les déformations {,}) et {,}5¥ sont équivalentes. Si I'égalité (3) est vérifiée jusqu'a

l'ordre q, on dit que les déformations {,};L et (,)), sont équivalentes a l'ordre q et (C;]+1 'Cq+l"Gq+1)

est automatiquement un 2-cocycle. Sa classe de cohomologie de Chevalley, élément de H2(A,A) est
'obstruction 2 l'ordre (q+1). En particulier, deux déformations infinitésimales définies

respectivement par les 2-cocycles Cy et C; sont équivalentes si et seulement si (C} - C) est exact.



2. Déformation d'algébre de Poisson :

On suppose maintenant que (A,{,},...) est une algébre de Poisson.
a) Définition : Une déformation de l'algébre de Poisson (A,{,}) est une déformation de

+00

(A,{,}) en tant qu'algeébre de Lie : (u,v}—> {u,v}y = {u,v} + Z AT Ce(u,v), telle que
r=1

—>{uv,w}x = u{v,w}a + v{u,w}yr Les C; vérifient donc Crluv,wv) = u.Ce(v,w) + v.Cr(u,w).

[On s'intéresse seulement a la déformation du crochet et non a celle de la structure associative].

b) Equival e d 1t ions d'algebre de Poi :

Soient {,} et {,}i deux déformations d'algebre de Poisson et Ty, une série formelle en

+@O

A: Ty =Id+ Z ASTg (ot les Tg sont des endomorphismes de A) vérifiant :
s+1

Ta({u,v), = { Ta(u), TaW

et Ta(u,v) = Ta(u).ta(v) ce qui se traduit par :
G-G+G= oTy t=1,2,... (voir 1)b) (4)

5 Ty(d.Id) = Z Ts.Tr Vte N avec la convention To=Id.
r+t

Il résulte de (5) que, si Ts=0 V O<s<to

Tip est une dérivation, et les mémes considérations que 1)b) restent valables.

(*) Une structure sera dite rigide si toute déformation est équivalente 2 une déformation triviale.

3) Déformation des algébres de Sklyanin :
a) On suppose maintenant que A = K [X,,...,Xp] et (Xj,Xj) = Pjj(X1,...,Xn) est un
polynéme homogene de degré p. Une déformation de (A,(,}) de poids inférieur ou égal A k (ke 2)
+0
est une déformation d'algébre de Poisson (u,v)——-{u,v} = {u,v}) + ZK‘C,(U,V) telles que les ¢r
r=1

soient des 1-cochaines de Poisson de poids inférieur ou égal a k. En particulier, si les Cy sont de
poids égal A (p-2), nous dirons qu'on a une déformation homogéne de poids p. Plus particulierement
si p=2 (le poids k est nul), on a une déformation d'algebre de Skiyanin. Le crochet {,}), est alors un

crochet de Poisson quadratique.



b) Equival e d 16, . le Sklyni
Soient {,}) et {,}i deux déformations de l'algebre de Sklyanin de poids inférieur ou égal a

k.
+c0

Définition : on dit que {,}) et [oo}i sont équivalentes s'il existe T), =1d + z Ar T, oa T, (r21)
r=1

est endomorphisme de A compatible avec la filtration (A9)q (i.e. TH{AY) C A4 V r,qe N) tel que :

Tx((u,v}i) = {Ta(u), TA(W)

et Ta(u v) = Ty(u) Ta(v).

On a les mémes considérations qu’en 1)a)b) 2)a)b) @ condition de remplacer H(zsk) (AA) et

H?Szk)(A,A) respectivement.

Remarques :
1) Pour p=2, toute déformation de (A,(,)) de poids inférieur ou égal a k=O induit une
déformation homogene de poids O.

2) Les H‘()o)(A) jouent un rdle essentiel dans la déformation des structures de Poisson

quadratiques.
Onala
Proposition :
1) soit A l'algébre définie dans l'exemple [2] p. |
a) H?So)(A) est la sous-algébre engendrée par le polynéme

Q= X? + Xg + Xg + 6a/bX1X2X3.

1sib3+8a3z O
b) DimH1<O Ay={ ! 2’ =
(<0) 3 sinon

si b3 32 0
c)DimHiO(A)={8 sibd + 8adz

12 sinon

95i b3+ 8ad= O
d) DimH?SO)(A)={ SR

11 sinon



Il résulte de cette proposition qu'il existe des déformations infinitésimales du crochet {,} ;ily a
méme des vraies déformations. Une classification de ces déformations sera donnée ultérieurement.

2) Pour l'algébre de Sklyanin (K [Xo, X1,X2,X31,{,)) ot

{X1,Xo} = 2J23X2X3 : {X1,X2} =-2X0X3
{X2,Xo} = 2)31X3X1 ; (X2, X3} =-2XoX1
{X3,Xo} = 2112X1X2 . {X3,X1} =-2X0X2

avec J12,J23,J31€K et J12+J234J31 = O K=Roul).Onala:

Proposition :
@) Higoy(A) = K [Ko,K1] 02 Ko = X} + X3 + X3

K=X +}X3+ bX5 + EX3 avec Jij=Ji- Jj. (cf. )

1 si tous les coefficients J sont non nuls
b) Dim H(ISO)(A) = {2 si un parmi les coefficients Jjj est nul
4 si tous les Jjj sont nuls.

2 si tous les coefficients J sont non nuls
¢) Dim H%SO)_(A) = {7 si un parmi les coefficients Jjj est nul
18 si tous les Jjj sont nuls.

LA encore on a des déformations infinitésimales. On montrera ultérieurement que ces algébres
admettent des vraies déformations mais qui restent parmi les algébres du méme type. Les algébres de
Sklyanin sont des cas particuliers des structures de Poisson quadratiques de 'exemple 3) page 2 que

nous étudierons par la suite.

IV. EXEMPLES DE DEFORMATIONS D'ALGEBRES DE POISSON
QUADRATIQUES :

On suppose que k = C.

1) Déformations de l'algebre (A,{,}a,b ):
(XiXj} = 2aXiXj + bX avec (ijk) € { (12,3)(23,1,(3.1,2) }.

Lemme : Soit (a,b)e K*2 tel que b3 + 8a3 = 0 alors (A,{,}ab) est isomorphe a (A,{, }-iaV3.0 ).
10



Proposition 1: Un 2-cocycle ce P(lo) (A) s'écrit :
1) c=QuX1X2 +vX3)@1 A 32)
+ QuX1X3 + vX5) (@3 A 9p)
+ QuXoX3 + VX3 (@2 A 33) + 9T

avec u,ve K et Te P?o)(A) si B3+8a3 Z0etb Z0.

2)  c=QuXiXz2+viX;)@1 A 3)
+ QuaX1X3 + v2X3) @3 A 91)
+ Qu3XpX3 + v3X]) B2 A 33) + 9T

avec u;,vi€ K (i=1,2,3) et Te P?O) (A) si b=0. Les coefficients u,v,u;,vi sont uniques et T est unique

modulo un cocycle de PO (A).

Proposition 2 :
1) Sib3 + 8a3 Z0 et b = 0 alors toute application

+0)
(u,v) —>{u,v}ap + z ATCr(u,v) on

r=1
2
Cr= {2arX]X2 + brX3 (a] A 82)
+(2a; X1X3 + brxg) (@3 A 91)
+ (2a,X9X3 + brX% (d2 A 93) avec a;,beK,
est une déformation de {,)ap.
2) Si b=0 alors toute application

+®

v) — {uyv) + Y, AMCe(u,v) on
r=1

¢r = (2aiX1X2 + br1X3) @1 A 93)
+ (220X1X3 + bpX5) (33 A 91)
+ (Qap3XoX3 + b,3X%) (92 A d3) avec a,bie K

est une déformation de {,}o Si et seulement si ¥V t€(2,3,...,..).

11



Z (ari - a2) bs3 + (asi - a2) b3 =0
r+s=t
r>1,s>1

2 (a3 - ag) bsy + (as3 - agi) bz = 0
r+s=t
r>1,s>1

et

2 (am - ar3) bsi + (ag2 - as3) by = 0.
r+s=t
r>1,s>1

Proposition 3 :
1) Sib3 + 8a3 Z Oetb Z 0alors toute déformation infinitésimale de (a,{,}ap) est

prolongeable en une vraie déformation.
2) Une déformation infinitésimale (u,v) —— (u,v]oo + AC (u,v) aeK, de {,}o0 est

1
prolongeable en une vraie déformation si et seulement si C est de la forme :
1

Ci= QaiXiXz2+ b1X§) (91 A d2)
+ QapX1X3+ byX3) @3 A 1)

+ (2a3X2X3 + b3X21) (02 A 93) avec (a1 -az)by=(az-apby=(az-a3)b1 =0 et Te P?O)(A).

On déduit donc des résultats précédents que les structures {,)on ne sont pas rigides.

Proposition 4 :
1) Sib3 +8a3 # 0, bz 0 alors toute déformation de {8, est équivalente a une déformation

+ 00

de la forme : (u,v)— {u,v]ap + Z AICr(u,v) ,
r=1
on Cr = 2a;X1 X3 + b;X3) 91 A 32)
+(2aX1X3 + b 1X3) @3 A 1)

+ (2arX2X3 + bX{)@2 A 33) avec abr e K.

2) Toute déformation de {,)}q o est équiivalente a une déformation de la forme :
+00

(u,v) — {u,v}ao + 2 ATCr(u,v) ,

r=1

12



o Cr = (2aiX1X2 + biX3) 01 A 32)
+(2a12X1X3 + bX3) 33 A A1)
+ (2ar3X2X3 + br3X%)(82 A 03) avec agj,brie Ket V te {2,3,..]).

Y (ai-ap) bs3 + (agi - a52) b3 =0

r+s=t

2 (a3 - ar) bsp + (ag3 - agi) b = 0 r, s 21
r+s=t

Z (a2 - ar3) bgi + (ag2 - ag3) by = 0.
r+s=t

La proposition 4 donne une classification, par isomorphisme, des déformations des crochets {,}ap ,
on obtient un crochet du méme type. Cette derniére remarque est encore valable pour les algebres du
type . Cette derniére remarque est encore valable pour les algebres du type :
{XiXj} = -2XoXk et {X i, Xo} = 2KjkXjXk
Gjk e {(1,2,3),(2,3,1)3,1,2) }.

On suppose que les coefficients de structure J12,J23,J31 sont non nuls (c'est le cas générique).

Proposition :

Ker 0 | P(l ) (A)=Ku® Kv® BPZO)(A) onu=1J31 XoX1 (92 A 93) - 123X X2 (93 A 1)

v = J12X0X1(92 A 93) - 123XoX3(d1 A 7).

Lemme :

[uul =[v,v]=[uv]=0 oul,]estle crochet de Richardson-Nijenhuis (cf. [2]).

+00

Proposition : Les séries de la forme : {,} + Z ATCron ¢p = agu + bev avec ap,be K, sont des
r=1

déformations de {,}.

Corollaire : Toute déformation infinitésimale de {,} est prolongeable en une vraie déformation de

{.}.
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Proposition : Toute déformation de {,} est équivalente a une déformation de la forme

+00
(L1+ D ATC,
r=1

+ 00

et {,} + ZXTCr. ol Cyr=au+Dbv et C;‘V' re N*,

r=1

Remarque : Les deux derniéres propositions donnent une classification, par isomorphisme,des
déformations de {,} et montrent que le représentant de chaque classe appartient a la famille des
crochets :

) ajj XkX] @i A aj)
i,j,k,1

la sommation est sur les i,j,k,le {O,1,2,3} tels que {i,j,k,1} = {O,1,2,3}. Cette famille de crochets
sera étudi€e ultérieurement. On montrera que pour les ajj Z O, ces crochets sont équivalents 2 des

crochets de Sklyanin avec J17,J23,J31 tous non nuls. Ceux-ci sont donc invariants par déformation.
Il semble qu'on n'ait pas de rigidité au sens strict mais seulement des familles de crochets admettant
des déformatrions non triviales vers des crochets du méme type, ot seules les valeurs des constantes

de structure sont modifiées.

V. CROCHETS DE RICHARDSON NIJENHUIS ET PROLONGEMENT DES
STRUCTURES.

On se propose d'appliquer au travail précédent les méthodes d'algébre de Lie graduée pour le
crochet de Richardson-Nijenhuis. On essaiera ensuite de prolonger les structures d'algébres de
Poisson sur l'anneau des polynomes a deux indéterminées vers l'anneau des polyndmes 2 trois

indéterminées.
Crochet de Richardson-Nijenhuis : (voir [2], ou [4] pour la version présentée ici)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. A¥E* et S*E sont respectivement ses algébres
extérieures et symétriques associées. Sur l'espace vectoriel (A¥ Ex ®S*E), on définit le crochet de
R-Npar V a®X € APE*® SUE. V B®Y € ASE* @ S'E ol X =X;..Xget Y =Y}..Y;

t

[0®X ,B® Y]= 2 PBn iy, (0 ® XY .. Yi .Yy
k=1

a
+EDEDEDH X a A i, (B) ® XpXi . XqY .
k=1 k

14



[,]: (APE*® SUE. ) x (ASE*® SIE*) ——» (APS-1E*® Sa+-1E).
(a®X, POY ) —— [ (a®X , BOY ]

Ce crochet vérifie :

1°) ( APE*® SIE* ) x (ASE*® SIE*) ¢ AP+S-IE*® SU+-1E)
2°) Si a®X. € APHIE*® S'E et B®Y € ASHIE*® S*E  alors

[0®X. BRY | = (-1)P2+] [BRY . a®X] .

3°) Si a®Xe APHIE*® SE . B®Ye ASHIE*® S'E et y® 7 € AWIE*® S'E
alors (-1)PU [a®X, [BRY, Y® Z | | + (HVFBRY, [Y® Z, a®X] ] +
(-1su [y® Z, [a®X, PRY] | =0

A'E*® S'E = @ APHIE*® S'E muni de |,] est une algebre de Lie graduée ou l'espace vectoriel
p=1

des éléments homogenes de degré p est AP*IE*® S'E .

Cochaines de Poisson de peids < k (resp. = k).

Tout élément ye APE* ® S*E définit une application p-linéaire alternée de Ex..xE (p fois dans S*E
qui se prolonge en une application ye AP((S*E*) ® S*E qui soit une dérivation par rapport & chaque

argument. Ainsi, on définit I'application

Y AE*® SE— A¥(SE)*) ® S'E

Yy =Y

y est linéaire injective et son image y ( A¥E*¥ @ S*E) = @ wy ( APE* ® S*E) est somme directe
p=0

des sous-espaces vectoriels de APS*EY ® S*E, pe N, dont les éléments sont des dérivations par
rapport a chaque argument. Avec E = A (I'espace vectoriel engendré par les polynémes homogénes
de degré 1 de

K[X1,....Xal etvia y ona: Py (S*E) = (ATE* ® S# KB DL, (S'E) = AZHE* @ S<at Ik )

1
ou SSIE= ® SiE.
i=0
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P? <k)(S"‘E) (resp. p? (k)(S*E) ) est I'espace vectoriel des a-cochaines de poids inférieur ou égal a k

(resp. égal a k).

Les crochets de Poisson homogenes de degré p sur S*E sont les ce A2E* ® SPE vérifiant : [c,c] =0
et [c,m]; = 0 ou [,]; est le crochet de Lecomte et De Wilde sur I'algebre de Lie graduée M*(S*E)
(voir [2]) ’

Cup-produit.
Sur A*E*® S*E, on définit également la loi naturelle "A" par V o ® X € APE* ® S*E,

BRY € AME*® S*(E) (a®X) A PB®Y)=(xAB) ®XY ol (A B) est le produit extérieur

de la p-forme a par la g-forme B. Via y, laloi "A" n'est autre que le cup-produit de cochaines de

Poisson de A*((S*E)*) ® S*E.
Un simple calcul montre qu'alors :

YV ae X € APE* ® S*E. f®Y € AIE* ® SE et y® Z € APE* ® S*E
[ae X, (BAY) A (Y® Z)= (BOY) A [aeX Y® Z] + (-1)FP+D lae X, BRY] A (Y® Z).

Cette identité suggere la définition suivante :

Définition : Soit A = ® AX ke Z , une algébre de Lie graduée (A,[,}). On munit A d'une loi "A "
bilinéaire, antisymétrique graduée et vérifiant :
19 AUX AV ——— 3 AUV ¢
U , V)———— UAV
29 VYV Ue AU A eAVet We AW
[UVA W= VA >UW<> + (-1)uw+D [UVIA W.

(A,LL], A ) s’appelle alors une algébre de Lie de Poisson graduée.

Cohomologie de Poisson :

Soit ce A2E* ® SPE vérifiant [c,c] = O et [c,m]; = O.
Pour ke Z , on a le complexe

ac dc de dc
ACE*®S<KE — 5 ATE*@S<k+p-1 5 A2E*@SSk+2(0-DEF — 5 | ANE*@S<k+n(p-DE — 5, O

ol Ic(a®X) = (-1)® [c,a®X] si a®X A 3+1E+* @ S'E.
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Proposition : On a dc ¢ 3¢ = O.

Définition : La cohomologie de Poisson de poids inférieur ou égal a k (resp. de poids égal a k)
d'une structure de Poisson homogéne de degré p (p <?2) est donnée par :

dc
a Ker(AAE*@S<a+kE 5 AatlE*@g<a+k+p-1E)
H(<k) (E.dc) = ( - ) sip<2
Im(A2 1E*®S§Sa-1+kE — 5 A3 *®S<a+k+p-2R)
ac
Ker(A3E*®Sa+kE — 3 Aa+lIE*®Sa+k+p-1E
(resp H?k) (E0c) = ( % ) sip=2).

Im(Aa‘lE*®Sa'1+kE —_ AaE*®Sa+k+D'2E)

*
Proposition : H' _ (E,d0) resp. H(k) (E,0¢) est une algébre de Lie graduée.

(<k)
a a+i+k a+i+k
- - a .
Remarque : P ) (E) = AHIE*@S<atl+kE = iEi AHE*®SIE = iiB) Pliaty ()

est la décomposition en "tenseurs purs”.

On en déduit une décomposition en espaces de cohomologie "purs” :
a+k+i

a+l a+l
H(sk) (E,ac) = i?o H(i—a-l) (E,ac) .

Proposition : la loi "A" passe a la cohomologie de Poisson de poids <k (resp. de poids égal a k).
Corollaire : (H?Sk) (E,d0), [LI,A) (resp. }i?k) (E.90), I,1,A) est une algébre de Lie de Poisson
graduée.

La démonstration résulte de I'argument générai pour les algebres de Lie graduées présenté dans [2].

Déformation d'algébres de Poisson de degrép (p <2):
Soit ce A2E* ® S2E tel que [c,c] = O et [c,m]; =0,

Une déformation de l'algébre (S'E,m,c) est une série, en A,

o0
cA=c+ I cr , telle que :
r=1
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i) cre A2E*® S<2E
i) [ca.cal = O ou [,] est le crochet de R-N.
ii°)  [ca,m]; =0 ou[,]1 estle crochet de Lecomte.

Les identités ii°) et iii®) sont respectivement équivalentes a :

el =-12 2 [cacdetleem]li=O  Vre N.
t,2>1

t+3=r

o0

Deux déformations cp etc'y =c¢ + p ATc'y sont équivalentes si et seulement si il existe
r=1
o0
Ti=Id + p AT, avec Ty € E* ® (K®E) tel que Ta(c "\ (u,v)) = cp(Ta(u), Ta(v)) ; identité qui se
r=1
traduit par : c't - ¢¢ + By =9 T ot B =O et
Buv)= X Tscruv) - 2 co(Ta(u),To(v))

r+2=t 2+2'=t
) (cr(Ts(u),v) + c(u, Ta(v)) - 2 cr(Tg(u),Ts,(v)) avecr,s,s' 21,
r+2=t r+2+2=t

Quelques classes de crochets de Poisson quadratiques :

a) Les éléments gA idg ol ge E* ® E sont des crochets de Poisson quadratiques. Ils forment

un sous-espace vectoriel irréductible de A?E* ® S?E pour l'action de BL(E).

Proposition : Soit g e E* ® E. L'algeébre de Lie de Poisson (A, gAidg) n'est pas rigide.
En effet : En supposant que g # Aidg A€ K (sinon gA idg = O).

L'application ¢ : EndE ———— EndE a un noyau de dimension = 2 (car il contient g
et a ————[a,g] = aog - goa

idg). 11 existe donc ¢ ¢ Im¢ + Kidg c'est-a-dire ¢  |a,g] + o idg avec ac E* ® E et ae K.

On a[cAid, cAid] = [gAid ,cAid] = O et cAid ¢ <|a,g] Aidg / ae E* ® E) car l'application
sl(E)}——— A2E* ®S2 E est injective. Donc gAid + t cAid est une vraie déformation de gAid.

( 11— 1Aidg)

b) AZE* ® S2E est la somme directe de deux facteurs irréductibles (pour l'action de BL(E)
qui sont Aj = (gAidg , ge E* ® E) et un espace supplémentaire noté Aj.

Cette décomposition résulte du calcul des diagrammes de Young pour les représentations de GL(E)
(on supposera que dim E > 3)
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L]
A2EH— [ ] S2E)— [ [ ]

n I ]
Do - O e O

soit A2(E*) ® S2(E) —— A @ A3. On identifie facilement A et SL(E).
Soit I' 'application linéaire :
[: A2(E*) ® S2(E)——— E*QE

e}

I': (up A up) @ (vi.vy) [ui(vpuz - uwa(vpuy] ® Vp

+ [ug(v)uz - up(vou] ® vi

I" est GL(E)-€équivariante et induit une décomposition Im(I") = Aj et Ker(I" ) = Aj.

Les éléments de L2(E*) ® S2(E) du type g A f avec g et f dans GL(E) vérifiant g2 = f2=fg - gf = O
sont dans A2.

Exemples :
Crochets de Poisson quadratiques appartenant @ A2 :

1°) Soit f un élément nilpotent de E* ® E et p son degré de nilpotence. Alors 2 ajj fi A fl avec
i,j2p/2
ajj € K est un crochet de Poisson quadratique appartenant a Ao.

Plus généralement, si A est un sous-espace vectoriel de E* ® E tel que : Vf, ge A fog = gof

alors toute somme finie de la forme 2 fing; , avec fj,gie A, est un crochet quadratique de Poisson.

Remarquons que les crochets ci-dessus ne sont pas nécessairement dans Aj.

2°) On suppose que n = 4. Soit ajje K, i,j = 1,2,3,4 tels que aj; = O. aj; = -a;; et
ajpap3 + azq a2 + azzay; = O (Jacobi).

On pose : gi=ap€E1®e3 ; h1=¢) Bey ga=2aj4€1 ®ep ; hy=¢4®e3
g2=a31e3®¢€2; hp=¢€)1 ®es gs=ae2®e3 ; hs=e3@e¢
g3=apner®e; ; h3=€3@e4 go=anue3®e; ; hg=e4®e€).
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6
Ona: gi2 = hi2 =giohi=hjogi=0 Vi=1234.Doncc= Zl gi A hj est un crochet de Poisson
1=

quadratique. Cette famille de crochets de Poisson contient les crochets de Sklyanin [ ].

PROLONGEMENT D'UN CROCHET DE POISSON QUADRATIQUE DE
A=K[c],...,6n] A A= K[C],...,Cn,€n+1].
Position du probléme : étant donné un crochet de Poisson quadratique sur A, on veut

déterminer les crochets de Poisson quadratiques ¢’ prolongeant ¢ a A'. On utilisera le fait que
A = S*(E) ot E est le K espace vectoriel de base ey,....enet A'=S*(E)oUE'=E ® Kpp41 .

Le crochet ¢ peut s'écrire :

c= X Cik.lei/\ gj ® exe] avec cMo ko ok
.. ] 1) 1] 1 1)
1<i,jk,1<n

Nous nous limiterons aux crochets ¢' de 1a forme suivante :

C=c+ X C?b € A €ne] ® €, €p avec C?b = Cli)a
1<i,a,b<n+1 )
On pose :
D= X C?b €i®e,eh
1<i,a,b<n
0= X 2C"™gRe,
1<i,a<n

k= Z Cn+1 n+1 £

1<i<n
1l est clair que D (resp. £ , resp. k) est une dérivation de poids 1 (resp. O. resp. -1) et

¢ = c + DA €n+1 +2 A (‘8n+] ® en+1) +k A (8n +1 ® e§+1).
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Ona:
1° [c',c'] = [c,c] + 2[c,DA gng1 | + 2[¢,] A (Ens1 ® ens1)]

+2[ckA(eny1 ® €2 DI +[D A2 DAEL ).

n+1

+ [IAC €n41 ® 9?1+1) ,IN(€q41 ® Cn+])] +[kA( €ne1 ® erzwl),k/\( Ent1 ® eﬁH)]
+2 [DA ens1] Al Ens1 ® € )1+ 2 [DA €ns1 KA Ens1 ® €21

+2[1ACen1®e ) kA(en®e2, )]

) [ec]=0
3°) [DA €nst , DA €041]1=0

1) [In(enr1®e, ), 1A(en1 ® e, )]=0
) [kA(enr1 ®e ). kA(enp1 ®e? )] =0

60) [C”D( €n+1 ] =- [C)D] A |
T [ekA(em1 ® el D) =-[ckl Alen1 ®el, )

n+1

3

[cIA(enn1®e )] =-[c1] A(en1 B¢ )
) (DA ens1,1A(Env1 ® e D] = 1ADA €nyy
107 [DA ens1. kACEns1 ® €2 )] =2kADA(en1 ® e )
119 [1ACen1®e ) kA(en1 ® e )] =kA TA(en1 ® €2, )
D'oll
[¢'c'] =- 2 [c,D]AEns1 - 2c,1] Al Eni1 @€, )
- 20c kA enp1 ® €2, ) + 2 IADA ens1 +4kADA(€nr1 ® e )

+2 kA TA(Ea1 ®€2,)).
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Proposition :

[c,D]-1A D=0
[cc']=0 ¢ S [c,1]-2 KA D=0

L[c,k] kA 1=0

Remarque : Dans le cas particulier ou ¢ = gAidg ot ge E* ® E. le systeme ci-dessus s'écrit :
[D,glAidg + 1IAD =0
[1,g]Aidg + 2 kAD = O

L[k,g]/\idg +kAT =0

Equivalence de deux prolongements :

Deux prolongements ¢’ et " de ¢ sont dits équivalents s'il existe un isomorphisme de (A',c") sur

(A',c"), dont la restriction & A soit un automorphisme de I'algébre de Lie de Poisson (A,c) :

Sic"=c+DA ene1 + I'A (Ens1 ® enst) + kA (Ene1 @ eﬁﬂ) et si ¢’ et ¢" sont équivalents alors il

existe he BL(E)) tel que hige BL(E), hig(c) = c et h(c") = ¢' ot h(c") est I'image de c¢" par h
conformément 2 I'action de BL(E') sur A'E'* ® S'E'. En posant h(epy) = dene + b avec
oe K* be E. On obtient :

h(c") =c +h(D)Ah(gq+1) + h(1)AD(Ens1 ® enyq) + h(k)Ah(gns) ® eﬁﬂ)
=c+ 1 (h(D") + h(1YA b + h(k) ® b2) Aep41
(02

+ (A(1) + 2h(K) ® b) A€ns1 ® env1) + Ah(K)A(enst ® 2

D =L (h(D) + h(1) Ab +h(k') ® b2)
[04
h©)=c"€93 | - h1y + 2hk) ® b

k = ah(k")



Remarque : Un cas particulier important est celui ot A est un idéal de l'algébre de Lie (A'c'). Ce

cas est caractérisé park =0et 1 =O.
¢) Prolongements dans le cas ou n = 2 :

On suppose que le corps de base est R . On montre qu'il y a quatre classes d'équivalence de

crochets de Poisson quadratiques sur A = Rley ; ep] :

190 ;29 81/\ez®e%; 3% 81/\£2®(e?+e§)et4°) 81/\€2®(C?+e§) .

Les automorphismes de ces structures sont de la forme :
1°) g1 avec g1 € GL(DE).

2°) g2 = a(e1Ae1+ €2Ae) + bep ® ey aveca Z O.

3°)g3=a(€1® e; +£7 ®ep) +b(-e1® ey +£® eq) avec a + b2 O.
) ga=a€1 ® e;+e2® e2) +b(e1 ® ep +£7® eq) avec a? + b2 O.

Remarque : On établit aisément que :

. 1
gJ:; (a1 ® e1+6,® e)-be; ® ¢;)

; 1
g31=m (ae1® e1+82® ) +bE1® e2- £2® e1) )

: 1
g1=7 7 (@@ ec1+e2®c)- bE1® e +e2® )

d'ou, si k = kj€1 + kogo ,

1 . §
ga(k) = (akiey + (akz - bky)e2) o ga(k) = ko g}

1
k) =53 ((ak; + bka)e; + (aky - bkpe )

1
ga(k) = =55 ((aki - bkoer + (akz - Dkp)ez )

Ainsi pour la structure 2°), on peut via un isomorphisme (voir (*)) se ramener a des prolongements
tels que ke {O,, €1, €2} (en jouant sur les valeurs de a et b). De méme, pour les structure 3°) et 4°)
on peut se ramener a des prolongements tels que ke (0,€7) et ke {O,€1 + €2, €1 - €2}

respectivement.

Apres un calcul long et fastidieux on obtient les propositions suivantes :
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Proposition 1 : A un isomorphisme prés, les prolongements du crochet nul sur R [ey,e3] sont

donnés par :

19k=0,1=0,D=¢1 ®Q avec QeS?E
29k=0,1=¢;®¢),D=ae; ® ¢} avec ac {O,1).

3°)k=O,1=£1®e1-2(,D=at—:1®e§ avec ac {O,1}.

4°9k=0,1€ GL(E),D=0
59k=0,1=0,D= £ ®Q avec QeS?E.

Proposition 2 : A un isomorphisme prés, les prolongements de €1A €3 ® e% sont donnés par :
I19k=0,1=0,D= ¢ ®(ue% +veje) + €1 ® (we%+%ve§) avec uetwe R et ve {O,1}.
29k=0,1=ae) ® e;,D=¢] ® ¢ e;3+82®(%9- e%)avecaelR.
39k=0,1=2e1®e; ,D=£1® (veies +wey) -5 €1®¢; avec

(vw)e {0} x (1) U {1} x R.
4k=0,1=ug; ®ej+€ ® (ve; +uep), D=0 avec u, ve R.

59k=¢g1,1=-262®¢e;,D=0.
69k=€,1=0,D=ae7) ® e%avecae R .

Proposition 3 : A un isomorphisme prés, les prolongements de €1 A £2® (el2 + e%) sont donnés

par:
19k=0,1=0,D=¢® (ue%+ue§+82® (vc§+ve%)avec(u,v)e [0}y x (1} U {1} x R.

29k=0,1=£2® (uej - vep) + £ ® (ve; + uep), D =0 avec (u,v) € R2.
39k=0,1= €1 ®ez- £1®¢; ,D= ,®¢. + 2@ ¢jen.

49k=0,1=-2e1Qe2+2 e2® ¢;, D=1 ® (ue%-—k ez@(ve% - 2uejer)

avec (u,v)e {O)x {1} U{1}xR.

59k=€,1=2€1®ep,D=7® e%+2 €1 ®ejen.
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Proposition 4 : A un isomorphisme prés, les prolongements de €1 A €3 ® (e% - e%) sont donnés

par
19k=0,1=0,D=¢; ® (-ue’ +ue)) + £ ® (ve’ - ves) avec (uv) € {O)x{1} U {1} x R.

29k=0,1= €] ® (uey +vey) + €3 @ (veq +uey), D = O avec (u,v)e R2.

39k=0,1=e1Ae2®(uer-ex)+ €2®(ey+uep), D= g ®(e% +ep®erer avecue R.
4°)k=0,1=281®(e2+2&2®¢1,D= €1 ® (ue] ) + £2® (ve, - 2uey)

avec (u,v)e (O}x{1}U {1} x R.

59k=0,1= €] ®(uep + (2-u)er) + € ® ((2-u)eq +uey) et

u(u-1)

Dz_(_.z_%(_u_'_ll €1 ®C%+g2®(ei’+uelez+ Te%)avec ue R*

6°9k=0,1= € ® (uey + (u+2)er) + €2 ® ((u + 2)e; + uey)

etD=£li2%9—+—Q €] ®e§+ R (e%- +uejer +u—(%+~1~)e§

avec ue R*.

79k=gp,1=-26;®ey,D=-82®@ch- 26 Dejer.

8% k=g€1+ver, 1 =21 ®(vey -ep) et
D=¢g;®| (u+1)e§ + 2v(u-Deges + ues]

+e2® [ uve% + 2ueien + v(u-1) e%] avecue R et ve {-1,+1}.
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