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QUANTIFICATION D'UNE VARIETE SYMPLECTIQUE

G. PATISSIER

I) LA GEOMETRIE SYMPLECTIQUE COMME MODELE DE LA MECANIQUE CLASSIQUE.

a) Un systéme dynamique est un couple (M,X) ol M est une variété et X un champ
devecteurs (dépendant en général du temps) sur M. Dans un systéme mécanique réel 1la
variété M est définie par la cindmatique du probléme (les positions, vitesses et
les contraintes sur les particules qui constituent le systéme), le champ X est

défini par les forces qui agissent sur le systéme. Les trajectoires de X sont les

. . .t pps . d . s . .
solutions du systéme différentiel H% = X(x(t),t) (1.1) et décrivent son évolution
au cours du temps. Pour simplifier on suppose a partir de maintenant que le systéme

est autonome (X est indépendant du temps), 1'équation (1.1) s'écrit %% = XX(t)(LZ.)

et 1'évolution du systéme est entierement décrite par le flot @t de X.

*
b) Supposons que M = T (V), on note  la 2-forme symplectique canonique de
M. Si (q1,...,q ) est un systeme de coordonnées locales de V, on note

(q1,...,q sPys- 3Py ) celui de T (V) défini par 1'écriture Z P; dq des formes
i=1

sur V, les variables q; sont les variables de position, les variables P,
. 00
correspondent aux quantités de mouvement. Soit H € C (M,R) , on note XH le champ

de vecteurs hamiltonien défini par H (XH Jw = -dH).
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Les systéemes dynamiques (M,XH) sont particuliérement importants en mécanique

newtonienne ou H(q,p) = §%~p2 + v(q) est 1'énergie totale,
Soient G un groupe de transformations symplectiques de M et une application
F: M+ g* , on pose J;(E)(x) =< F(x),E> (x €EM,E € g). On note g le champ
de vecteurs sur M engendré par £. On dit que .# est un moment si Xuﬁ(g) = g .
On suppose de plus que 1'action de G est équivariente c'est-a-dire que

#(s.x) = Ad. . F() , alors SUEND = {£®), S} ([1]) . Dlapres le

théoréme de SARD J”_1(a) est une sous—variété de M pour ''presque tous" les a. Soit

Ga le stabilisateur de a pour la représentation coadjointe, Ga'opére sur U¢—1(a)
et avec de bonnes hypothéses 1l'ensemble des orbites pour l'action de Ga sur J7_1(a)
est une variété symlectique Fa' On dit que F_ est 1'espace des phases réduit
(11,[2). si H € C (M,R) est une fonction invariante par G on déduit du théoréme
de NOETHER que les fonctions Lékg) sont des intégrales premiéres du systéme %% = XH'
Le champ XH est alors tangent aux variétés Jz_i(a) et on montre qu'il définit un
champ de vecteurs hamiltonien sur F ([13,[21) , notons le Y . Le systéme dynamique
(Ya’Fa) est utilisé pour étudier les équilibres relatifs du systéme initial

M,x.) ([11,[2]) . Donc méme les systémes CRzn,XH) conduisent & 1'étude de systémes

hamiltoniens sur des variétés symplectiques générale.

Nous verrons que c'est ce genre de probléme : "étude d'un systéme sur une

variété symplectique" qui est difficile en mécanique quantique.

¢) Donc soit (M,w) une variété symplectique, on rappelle que si

H,K € Cw(M;R) le crochet de POISSON {H,K} est défini par

{1k} = w{xg, X} = - @ = XK
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D'apres le théoréme de DARBOUX il existe sur M un systéme de coordonnées locales

(dites canoniques) (q1,...,qn,p1,...,pn) dans lesquelles
n n
w= dPi A dqi . Alors XH = ¥ ( gﬂ- . gi. _ oH . 5§_ ) et
i=1 i=t Py % Oy OBy
2 .9 K _ M oK
Bk} = I (= .= -& &)

1 ap. " oq. d9q. = 9op.

L'équation (1.2) prenant la forme

_i _ oH
(1.3) de Py .
1=1,...,n
P __ o
dt Jq :

Par définition y € Cw(M Xx R ,R) est une loi de conservation ou une intégrale
premiére du systéme 1.3 si y(q(t),p(t),t) = cte pour toute solution (q(t),p(t))
de 1.3. Il est facile de voir que les lois de conservation sont les solutions de

1'équation aux dérivées partielles du premier ordre

%% + XH(Y) =0 soit g%- = {y,H} (1.4) et qu'alors si Yy et y, sont

deux lois de conservation il en est de méme de

v,y 3,0 = v, Go), vl . 1.5)

La relation (1.5) définit une structure d'algébre de LIE dans 1'espace

des lois de conservation.

EXEMPLE - LES SYSTEMES DYNAMIQUES LINEAIRES.

* ~
On suppose M = T ®"D = R"xR" = {x = (q1,...,qn,p1,...,pn)} et

n
w= I dpi A dqi . Soit H une forme quadratique sur R?“ , HE Cm(M) et le
i=1
N . . .. . v dx N 2n
systéme 1.3 devient linéaire, il s'decrit - = Ax ou A€E LR .
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Le flot de XH est ¢. R — Sp(n,R)

tA
t —» €

et il est clair que A € sp(n,R). Cherchons les lois de conservation y quadratiques

en x,c'est-a-dire de la forme
Y(x,t) = w(B(t)x,x) ou B(t) peut &tre pris dans sp(n,R).

L'équation 1.4 s'écrit
dB 3
(1-6) a‘E + [B’A] = 0.
. _ oAy -tA
Les solutions de (1.4) sont de la forme B(t) = e B(o)e . On remarque

ue B(t) est une courbe située dans l'orbite de B(0) pour la représentation
q P

adjointe. Si B, et B

1 o sont deux solutions de (1.6) il en est de méme de [B1,B2]

et 1'application Y * B est un morphisme d'algébres de LIE.

On a en mécanique quantique une situation analogue avec des opérateurs B

définis sur des espaces de dimension infinie.

5. QUANTIFICATION DANS R" ([14])

a) Les espaces utilisés ici sont R" (espace de configuration)
* - , o . .
T ®R™Y) _.R2n (espace de phase), ‘yTRn) , ﬁ?ZGRn) les éléments normalisés @ i.e.
J lm[zdx = 1) sont les fonctions d'onde, £ﬁGR2n),§?20R2n),fﬁ'GRzn) (observables

classiques).

Par définition une observable quantique est un opérateur hermitien non

borné H sur ﬁ?zCRn) , on note ¢ (H) son domaine.

b) DEFINITION : une observable quantique H étant donné,un systéme dynamique

. U
uvantique est défini par le groupe d'opérateurs unitaires elﬁﬁH,
q q P g P P

D(H) N {w’lwllz = 1} étant 1'ensemble des états du systéme,

Soit Yy € Q) N {w,{lwl[ = 1} donnant 1'état du systéme 3 1'instant
2

t = 0,1'évolution de 1'état du systéme au cours du temps est donné par
it
H

(2.1) bomew Py
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Dans ce cas wt est solution de 1'"équation

2.2) & =Lny

En général H est un opérateur différentiel et donc (2.2) est une équation aux
dérivées partielles, on dit que H est 1l'opérateur d'énergie. De maniére analogue
au cas de la mécanique classique une loi de conservation est une application

Y: PH) XR +R telle que Y(wt,t%=£/Ctepour les solutions de 2.2. (2.2) étant
un systéme lindaire cherchons,par analogie avec la mécanique classique,les lois de
conservation quadratiques en { , c'est-a-dire de la forme y({,t) = <B(t)yY,{> ol
B(t) est un opérateur hermitien et <,> le produit hermitien de,ﬁPZCRn). On montre

comme pour 1.6 qu'alors

[B,H] =0 (2.3)

c) Un probléme typique de la mécanique quantique est, étant donné un
systéme physique dont les propriétés mécaniques classiques sont supposées connues,
lui associer un systéme quantique. ([14]).I1 devient maintenant évident qu'il faut
chercher un (ou des ?) procédé "automatique" permettant a partir d'un systéme
classique donné de construire le systéme quantique correspondant. On appelle
quantification un tel procédé. En fait on ne peut pas quantifier tous les systeémes
classiques et on est conduit en pratique & privilégier une sous—algebre de Poisson

de CC®R™).

. ax 2 .
d) Exemple . Soit o 1'espace des fonctions polyndmiales sur R % de degré (2.
est une sous—-algebre de POLSSON chR)Zn de dimension (n+1)(Zn+1). On considére
1'opérateur linédaire On———ig——) LCPR™Y)) défini sur une base de la manieére

sulvante
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f Q(qi)-w = qiw on ‘pose Qi = @(qi)
@(pi).w = ?~ .~g% on pose P, = @(pi)
’ i
{
(D(quJ) =';— (P1QJ + QJP]_) = (I)(qui)
. ®(1) = 1d , Q(Pipj) = Pin s @(qiqj) = Qin-

Ce sont les régles de quantification de SCHRODINGER. Les opérateurs Pi’Qj

vérifient les reégles de commutation [%fQj] = % §.

i [Pi,Pj] = [Qi,Qj] = 0.

On vérifie qu'alors
o({f,gh =% [¢(£),0(g)] (2.4)
(on dit que & vérifie 1'axiome de DIRAC).

Soit par exemple 1'hamiltonien classique E(q,p) = 7% p2 + V(q) ,E est

1'énergie mécanique totale d'une particule de masse m se déplacant dans un champ

de force conservatif dont 1'énergie potentielle est V(q).

- &
On a () = ™ 2 — * v(q) et 1'équation (2.2) s'écrit
M i=1 34’
i
h Bwt h2 n BZw
T 3¢ - " 9w - T -—53- + V(q) wt , on obtient ains$i 1'équation de SCHRODINGER.
m i=1 9q.
i
Si V(q) = ?" q2 $(E) est l'oscillateur harmonique.

e) 11 est nécessaire de définir ce que l'on entend par quantification d'une
variété symplectique. 11 est trés difficile de répondre & cette question et le but
de ces exposés est de donner des indications sur les réponses de certains auteurs

(KOSTANT-SOURIAU [14]1,B.F.F.L.S. [31[4] , et MASLOV [10] , [11]).



3. REGLES GENERALES DE LA QUANTIFICATION D'UNE VARIETE SYMPLECTIQUE.

a) Soit (M,w) une variété symplectique constituant 1l'espace des phases,
Cm(M) est l'espace des observables classiques. Soit (E,p,X) un fibré vectoriel
hermitien, une mesure étant donnée sur X on note H 1'espace de HILBERT des
sections de carré intégrable de E. Une observable gquantigue est un opérateur sur

H (en général hermitien et non borné).
b) Soit A une sous-algebre de Cw(M), une quantification linéaire ([5])
est une application linéaire ¢ : A -+ ¥(H) telle que

£ f

i) f est hermitien. (en général non borné).

L. S S 1
ii) {f,gl = 4 [f,g] + O(H ).
(3.1) |
iii) 1 = 1Id
{ iv) Pour tout x de M il existe un voisinage ouvert U de x et f1""’f2n
dans A tels que (f1/U ""’f2n/U) soit un systeme de coordonnées

canoniques de M.

A ces quatre axiomes peuvent s'en ajouter d'autres (cf. [14] par ex.) qui
ne nous intéresse pas directement ici. Ceci se généralise en remplacant H par les

sections d'un faisceau (voir § 8).

4. LA QUANTIFICATION SYMETRIQUE OU QUANTIFICATION DE WEYL.

* ~
a)C'est une généralisation de 1'exemple 2.d. On prend M = T ®R™) _:R2n

et A = 5/0R2n). Pour f € A on pose

- 1
f.p (@) = -
(2m)"

. , n
On obtient un opérateur sur F@R") de noyau

i<a-q'.p> '
J oi<a-a’,p f(ﬂi%_ » h p) @(q)dgdp (4.1)

J TITE> g X3, h)dE .
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La définition précédente s'étend au cas ol £ est un symbole, c¢'est~a-dire
vérifie pour un certain réel m.

‘n c, » D% g ca(1+|x|2)' 2 ,Yx €ER?D

U]

(4.2) YVo€ N

On dit que f est d'ordre § m, on note s™ 1'espace de ces symboles puis on pose

S= U s™ Quand f dépend de h on impose de plus que f : [O,holX'R2n + T soit
m € R
] .
de classe CQ° et que h +~§—? f soit C. de [O’ho[ dans S™ 23 .
oh

Les opérateurs définis par la relation 4.1 sont les opérateurs pseudo-différentiels
de WEYL ( [13],[9D).

-~ ~ ~

On montre que f o g = § avec

® 1 ,ih.n n
(4.3) (h,x)~ X E!Cff) [P1 P} , = 9 1 P 2] f(h,x+x1)g(h,x+x2)/X

n=o q p P q =% =0

2

ol X, = (q1,p1),x2 = (q2,p2), le symbole ~ indiquant que la série précédente est une

série asymptotique. Le symbole £ ainsi obtenu est le produit de MOYAL de f et g
([31,013D).

I1 est alors clair que les relations 3.1 ii a 3.1 iv sont vérifiées, 1la
relation 3.1 i 1'étant chaque fois que f est réelle. Une fois obtenue 1l'observable

quantique f il reste a résoudre 1'équation (2.2)

b) Considérons par exemple 1'équation de SCHRUDINGER stationnaire

2 n 2
(4.4) A== o1 2 vy
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i
= At
Si ¥ est une solution de (4.4) P(t) = e h Y est la solution valant

pour t = 0 de 1'équation de SCHRODINGER dépendant .du temps.

|

Hel o
QO
=
[t}

N

Mo

2
3)—% + V(q) ¥
1 qu

Q|
[
17

On peut chercher les solutions asymptotiques (quand h + o) de (4.4) qui s'écrivent

sous la forme d'une série asymptotique

i

=& o

h r
(4.5) UV = e Z h a,

Y=o

ot la phase ¢ est une fonction a valeurs réelles (méthode W.K.B). Par analogie

avec le passage de 1'optique ondulatoire a 1'optique géométrique on s'attend a ce
que le passage a4 la limite dans (4.6) décrive,d'une certaine facon, le passage de
la dynamique quantique a la dynamique classique. Toutefois on se heurte a des
difficultés dues & la présence de caustiques. La méthode de MASLOV permet de sur-
monter ces difficultés ([6] ,[12] ) elle consiste a chercher les solutions sous la

forme d'un intégrale oscillante.

e . el . . N
Plus précisémment solent X une variété de dimension n, U un ouvert de R , une phase

P € Cw(X X U,R) et ac€ C:(X X U X R) une amplitude que 1'on suppose définie par

[ee]

1 \u-r 00
=) a_ avec a_ € CO (X X U). On cherche les

une série asymptotique a~ X 5

r=o

solutions de 4.5 qui s'écrivent sous la forme

N

(4.6)  U(q,h) = (771;5) ZJ exp i (%@(q,e) - 7 M).a(q,0,h)d8

Sans entrer dans trop de détails, la recherche des solutions globale de (4.5)
pouvant s'écrire comme une somme d'intégrales de la forme (4.6) impose d'étudier

1'effet d'un changement de phase dans (4.6) et conduit aux notions suivantes ( [8]).

DEFINITION. ¢ est une phase non dégénérée si o, est une submersion sur

8
c¢ = {(q,0), <I>é =01}.

43



' s . . . -2n
Dans .ce cas C@ est une sous—-variété de dimension n et 1 : C. +R ,

$ d

i®(q,9) = (x,@é(q,e)) est une immersion lagrangienne, on pose AQ = ié(CQ), On

: *
montre alors ([8]) que pour toute sous-variété lagrangienne A de T (X) il existe
N.
, . N 1
un recouvrement .Z par des ouverts simplement connexes AQ , ou @i : Xi xR = =+R

i
est une phase non dégénérée.
. - l : " _ - ol 1
Si A(I)i n AQj # @ on pose 45 =3 [sign ¢i66 N, - sign ¢jTT + Nj]

les aij définissent un 1-cocycle de £ & valeur dans Z, on note [a] sa classe

dans H1(,ﬁ?,z) et toujours [0] la classe de H1(A,E) qui lui correspond par l'iso-

o

1 _]k

morphisme de DE RHAM. Les fonctions e

o 3

sont les fonctions de transition

d'un fibré vectoriel en droites complexe L, L est le fibré de MASLOV. Notons 91

2

le fibré des densités d'ordre %— sur A , quand on effectue un changement de phase
dans (4.6) 1l'application du principe de la phase stationnaire fait apparaitre les

sections de L ® 91/2 . Notons [0] la classe de la restriction de la 1-forme de

.

LIOUVILLE pidqi a A, On montre que si la projection A + X est propre et

r™Mp

i
si §%E [6]- %_[@] c ul(n,7) (4.7) (condition de quantification de MASLOV [6],[12])

u
S . -
w > E__ ot S ()) est l'ensemble des

il existe un isomorphisme #(N) — 1
s ™

[e 0]
sections de L ® 91/2 de la forme A =~ I («% M r Ar et IM celui des sommes
r=0

localement finies d'intégrales oscillantes 4.6 (les phases ® utilisées étant celles
données par un recouvrement £ ). ([8]).
Un cas simple est celui ol A est simplement connexe, alors

[6] = 0 et (4.7) se réduit a [a] € H1(A,Z).
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iwm .
, —; (sign ¢¥g9- Nj) _
Soit A. = e on a A. = 0...A. et on définit ainsi une
1 1 13773

section nulle en aucun point de A, si § est une %—-densité fixée de A 1'application
f > H#(A)(fA @ §) définit une application notée K(A) : Cz(A) > CC@®™) qui sera
utilisée dans le paragraphe 8. Evidemment K(A) n'est pas intrinséque puisque

dépendant de Fet de §.

5) L'EXEMPLE DU TORE ([11]).

Les opérateurs pseudo-différentiels sur S1 s'écrivent

+o0

(5.1) £, 2y o 5 gl ) Moy
193¢ m

=—00

ot les u  sont les coefficients de FOURIER de u et f : S1 xR >R un symbole.

.
soitT 2 = 8" x5! = {2, ) et®, ¢, €R} et

. .
X @ R2 +1I2 , X(p,0") = (elw,elcp ). La relation (5.1) a encore un sens pour

@ . . 3
f €cC CEZ) et s'écrit en introduisant h

0 b Dy . v el AT ime
f = f(e - =)= 3 f(e ,e h ) e u
T 9P m

n=-o

Pour que le symbole de l'opérateur précédent soit encore défini sur le tore il
q ym p P

suffit de supposer que gﬂ,e Z ou ce qui est équivalent que s w é Z .
h 2mh qr2

*
ou ¥ (w = d&p A dp' et w une 2-forme symplectique surﬁTz. Cette derniere condition

peut s'écrire (5.2) —1-[w] € HZCTZ,Z) elle correspond & la condition de quantifi-
21h ’

cation de BOHR et est imposée aux variétés symplectiques intervenant dans la théorie
de la quantification géométrique. La relation (5.2) intervient aussi comme nous le
verrons au § 8 dans la quantification asymptotique des variétés symplectiques de

KARASEV-MAST.OV.
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2 1

Soit W™ > S, les fibres {q} x Sivdéfinissent une distribution lagrangienne

(q,p) * ¢

-~

2 . . . . . . .
sur T (i.e. une polarisation) et on voit que 1l'opérateur f agit sur les fonctions

de T2 indépendantes de p c'est—a-dire sur les fonctions g telles que X(g) = O pour

tous les vecteurs X tangents 3 la polarisation.

6) LA QUANTIFICATION GEOMETRIQUE ([141).

Soit (M,w) une variété symplectique telle que [w] € HZ(M,Z). On note L un
fibré en droites complexe dont la classe de CHERN est [w] . On peut munir L d'une
connexion V dont la courbure est 2iTw . On suppose qu'il existe sur L une structure
hermitienne invariante h (c'est-a-direpour tout vecteur X et toutes les sections f et

g de L on a cga(h(f,g)) = h(VXf,g) + h(f,VXg)). On pose pour ¢ € Gw(M;R) et s € C (L)

6.1) 5(®).s = E_}ﬁ.vxg + d.s
Alors §(1) = Id.
S({o,u}) = 2im. [8(®),8()] .

§ est hermitien.

*

Remarque. Soit G un groupe d'actions hamiltoniennes sur M et .£: M =+ g un moment
~ -~ ~ A -~

équivariant. On pose pour § € g 6(E)=8(#(E)), alors puisque {#(&),#(m}= #&,n])

§ est une représentation de g dans 1'espace des sections de L.

Pour quantifier M on a besoin en plus d'une polarisation. Une polarisation
réelle F est par définition un sous—-fibré lagrangien intégrable de T(M). Les sections

locales s : 9 -+ L sont dites polarisées si VXS = 0 pour tout champ X tangent a F.

Les sections polarisées forment un faisceau.

~

Supposons que l'action de G préserve les feuilles de F alors Ep €F_, et

p

on montre facilement que §(£) envoie les sections polarisées sur les sections

-~

polarisées.

Ces notions s“étendent aux polarisations complexes de T(M) T . ([141).
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7) LA THEORIE DES DEFORMATIONS ([31.{41).

* :
Dans la quantification de WEYL de T (R") vue au § 4 on peut grace a 1'iso-
morphisme f *+ f et au produit de MOYAL 4.3 réinterpréter certaines notions quan-—

aF i

tiques. Par exemple 1'équation (2.3) i th [f,ﬁ] = 0 donnant les lois de conser-

N

vation de 1'équation de SHRUDINGER est équivalente via la transformation de WEYL &

df i N
— = e * - *
(7.1) It T (f h H-H h f) ou
(7.2) 1 o 29
e * - * = 1
inf *, H-H* £f] = {£,0} + £ (ih) Lp(f,H).

p=1
Dans la série (7.2) les Lp sont des opérateurs bidifférentiels donnés par
(4.3). Dans (7.2) apparait ainsi (au sens de B.F.F.L.S. [3],[4]) une déformation
du crochet de POISSON . De facon similaire le produit de MOYAL (4.3) peut &tre
considéré comme une déformation du produit ordinaire des fonctions. Si 1'on fait h=0
dans (7.2), (4.3) et (7.1) on obtient le crochet de POISSON {f,H} , le produit
ordinaire des fonctions f.H et 1'équation
af
T - {£,u}
donnant les lois de conservation des systémes mécaniques classiques associés a
1'hamiltonien H. De ce point de vue on peut dire que la mécanique classique est
la limite quand h * O de la mécanique quantique ou inversement que la mécanique
quantique est une déformation de la mécanique classique et c'est ce point de vue

qui est utilisé par B.F.F.L.S. 7[4]) pour quantifier une variété symplectique.

Soit donc (M,w) une variété symplectique, on pose N = C (M,E) et on note
E(N,A) 1'espace des séries formelles & coefficients dans N. Un star produit est un
produit associatif dans E(N,A) défini sur N par

nk k

u* v =uv+ AMuvl+ I T

P, (u,v)
3 o2 KTk

ou les opérateurs Pk sont bidifférentiels. L'associativité du produit précédant

s'exprimant en termes de cohomologie de HOSCHILD de la variété M.
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DEFINITIONS ([4]).

i) ® €N est une bonne observable si XQ est complet.
ii) * est invariant par a € Nsi

{a,f * g} = {a,f} * g+ £ * {a,g} .
iii). Soit & une sous-algébre de LIE de dimension finie de N telle que
1'application . : M +»g/* définie par x - AA.LA(X) est injective. Ici
{LA} est une base de H et {AA} la base duale desl* .

Dans ces conditions une quantification de la variété symplectique (M,w)
est un star produit défini sur N = Cm(M,E) invariant par une sous—algebre suffi-
samment grande o/ = N de bonnes osbervables tel que z%-(a*f - f*a) = {a,f}
Va€d, V€N Les éléments de s/ sont les observables distinguées ou les

coordonnées priviligiées de la quantification.

8) LA QUANTIFICATION ASYMPTOTIQUE DE KARASEV-MASLOV  ([10] [11]).

a) RAPPELS SUR LA THEORIE DES FAISCEAUX ([71)

Un faisceau % est un triplet (S,I[,X) vérifiant

i) S et X sont des espaces topologiques et Il : § + X est une surjection
continue,

ii) II est un homéomorphisme local.

iii) I1 existe sur chaque fibre 5, = H—1(x) une structure de groupe
(1'opération est notée + et 1'élément neutre ox).

iv) Soit S®WS = {(0,B) € S, 7(a) = m(B)} muni de la topologie induite
par S X S. On suppose que sur S &S les opérations (o,B) + o+B

et (a,B) - 0-B sont continues.

I1 résulte des axiomes précédents que la topologie induite sur chaque S,
est la topologie discréte et que la section nulle x *+ 0, est continue. Une section
de # sur un ouvert U de X est une fonction continue s : U+ S telle que Tos = IdU ,
1'ensemble T'(U,S) des sections au-dessus de U est un groupe abélien. Pour cons-
truire un faisceau il suffit de connaitre tous les I'(U, S), 1l'ensemble des T'(U,S )

définissant ce qu'on appelle un préfaisceau.
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En général un préfaisceau sur X est la donnée d'un groupe abélien SU pour
chaque ouvert U de X tel que pour chaque paire d'ouverts U et V de X tels que

VCU il existe un morphisme de groupes rg : SU - SV tel que

i) SU ={(0) si U=¢
A U_ v U :
i1) ry < IdSU et ry = ry o ry si Wcveclu
On construit un faisceau & partir d'un préfaisceau de la maniére suivante : soit
SX la limite inductive des SU pour x € U
(si 8(x) est l'ensenble des ouverts de X contenant x, dans U SU on considére
U € 8(x)

la relation d'équivalence suivante : f € SU et g€ SV ‘sont éqﬁivalents s'il

existe WE &(x) , WS U, W<V tel que rUf =r

W w8 »on note fX la classe

d'équivalence de f en x,on dit que fX est le germe de f € SU en x et on note S_

1'ensemble quotient).

On pose ensuite S = U S, » et T:8~ S, la projection canonique.
x € X

Pour f € SU solt fU y €st ume base d'ouverts.

= {fx,x € U} , 1l'ensemble des f
On munit S de la topologie définie par cette base d'ouverts, alors (S,m,X) est un

faisceau.

EXEMPLE : Soit X une variété différentiable, on note rs :‘ngU)c___—;%k(V)
S

1l'opérateur de restriction. Alors {(gk(,U),rg} est un préfaisceau, le faisceau

.. . . k
associé est celul des germes des fonctions de classe C sur X.

~

Un morphisme de faisceau h : (S,m,X) + (8,m,X) est défini par une fonction

continue h : $ + S telle quee T = T o h et telle que pour chaque x de X

o~

hx : h/SX : SX g SX soit un morphisme de groupes.
On remarque que h est un homéomorphisme local. Un morphisme de préfaisceaux

h:{s, , rg} -+ {gU s ;g} est un systéme {hU} de morphismes de groupes

U
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~

~U _ 4 U _ . PR . .
hU : SU -+ SU. tels que rv._hU = hv.rV . Tout morphisme de préfaisceaux induit
un morphisme sur les faisceaux associés en posant hx(fx)‘= (hU(fU))x. Réciproquement
tout morphisme de faisceaux h : (§,I,X) » (S,ﬁ,X) induit un morphisme sur les

préfaisceaux des sections de (§,I,X) et de (S,II,X) par'hU(f) =ho f.

b) THEORIE LOCALE DE LA TRANSFORMATION DE WEYL ([10] [11])

On note CSR™) 1'espace des fonctions ¢ : Jo,1] =+ C:GRn) bornées au sens

h —» wh

12, Pour chaque ¥ € CS(R™) la forme linéaire définie sur LZGRzn) par f - (fwh,wh) 2
: L

définit une fonction p$ dans LZGRZn) par <D$;f> ='<f¢h,¢h> . est la fonction

0P
2
de WIGNER de y et on la note pw . On a :

-icz,p>

5.1 pplae) = | e b o+ 15 5, (@ - Byaa.

Soit Y € CS(Rn), on définit le support modulo O(th) (k > 0) de la fonction pw

comme le complémentaire de 1'ensemble des points z  pour lequel 11 existe un

.2k)

voisinage U tel que pour tout f € C:(U) <pw,f> = 0(h . On note osck(W) ce

support, pour k = + ® on a une notion analogue au front d'onde d'une distribution

(I81).

LEMME : i) oscz(w + x) & oscz(w) U oscz(X)

ii) Vf € CwGRzn), oscz(EW) C:oscz(w) N suppf.

Donc si B est une partie fermée deIRzn 1'ensemble [B] de toutes les fonctions

P € CLZGRn) telles que oscz(w) c B est un sous-espace vectoriel. On pose pour tout

ouvert D chn

o n
T®M) =cs®) / 2" - pj

Si D, cD, il existe .une application linéaire canonique rD2

1 : I‘(Dz) + I‘(D1)

notée w/D1.
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D

Dl} , . ol Di parcourt .1'ensemble des

]

g . w ’ » »
ouverts de D, est un faisceau noté m(D) et toute fonction f €.Co(ﬂD.def1n1t un

Par suite pour tout ouvert D de R© { T,

morphisme des sections de ce faisceau. La localisation désirée est ainsi construite.

c) MORPHISME DE FAISCEAUX ASSOCIE A UN CHANGEMENT DE COORDONNEES SYMPLECTIQUE.

. = 2 - ~ c e . .
Soient D un ouvert de R“" et Y : D+ y(D) un difféomorphisme symplectique.
Si D est un ouvert relativement compact tel que D € D on associe 2 Y un morphisme

de faisceaux T(y) : w(D) =+ w(y(D)) de la maniére suivante :

A = Grap(y) = {(z,Y(z)),z € D} est une sous-variété lagrangienne de

Y
2n % 2n

(a,p) :R(q' ") muni de la 2-forme dpé\adq — dp' Adq' (car @ est symplectique).

R

Soit O_ : 5 > AY le difféomorphisme z + (z,y(z)), on note d la %-densité de AY

Y
telle que Q: .d soit la %~densité canonique de D.

Maintenant soit £ = (A¢ ) un atlas lagrangien de AY et on suppose que chaque

i
A¢ est simplement connexe. On prend D simplement comnexe de telle sorte que la
i
.. . tses s . s P G o 2n

condition (4.7) soit vérifiée. On considére 1'opérateur K(AY) : OO(AY) > C R").

-n/2

Si ¢ est une fonction valant 1 sur OY(B), (2mih) K(AY) ¢ est le noyau d'un

opérateur intégral T(Yy) : d:GRn) -+ d:GRn).

PROPOSITION ([10] , [11])

i) osczr(y)w c Y(oscz(w)) , par suite 7t(y) engendre un morphisme de faisceaux
T(y) : w(D) + w(y(D)) et T(y) est indépendant de ¢
i) Ty = !

iii) Si £ € C (D) £oT(y) =T(y) o (yod)
iv) Soient Y1:Y2s Y3 trois difféomorphismes symplectiques tels que

Y3oY2()Y1 = Id. Alors

T(y4) o T(y,) o T(yy) = exp(iC4,,) [Id + ih Ry, ] .
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d) THEORIE GLOBALE MODULO o(h?)

Soient (M,w) une variété symplectique, & ='{wi 2 UV, i €1} un

. . * - .
atlas canonique de M (i.e. w = ®; dp A dq sur Ui) on suppose que toutes les intersec-

~
~

tions finies des U; ont une homologie triviale. On associe a.& un atlas

~

A = {wi DU, VL, i € I} ayant les mémes propriétés que & et tel que ﬁi < U

pour tout 1i.

A chaque carte wi : Ui -+ Vi on associe le faisceau m, o= W(Vi), si Wc Ui

. . _ ~-1
on note ﬂi/W le faisceau w(p;(W)). Si u; N Uj # @ on pose Tij = T(Lpi o ¢ﬁ )

_1 . .
= : + /U, .. 'apré i

Tij T((pi o (% ) 'rrj/Ui n Uj 'rr1/U1 N UJ Alors d'aprés la proposition
précédente

;30T =1d, T, . T, . oT . =exp (iC, . . )(Id + ih R, . )

I Y2 2’3 3l 2'3M 2*3%
PROPOSITION. C. . . 1 L
Putabeneesihodmininphufniy = —k' 144 -

11,14 T wi1izi3 + 7 Siqizig wi1i213 est un deux-cocycle pour

la cohomologie de CECH de M (& valeur dans R ) définissant la classe [w]
2,
dans H" (M,R),k est un deux-cocycle & valeurs entiéres. On montre que

k = wz (mod2) ot w, est la deuxiéme classe de STIEFEL-WHITNEY de la variété.

2

i L. = R . _ 3
Posons ensuite lek wﬁ , Oon montre que lek est un deux-cocycle a

ijk

valeurs dans le faisceau des germes de fonctions ¢’ sur M. ((3p).

ijkg B
_ _ _ _ . . : .o .
pkli pjki + pj%i pj2k~ 0) . Soit maintenant {ei} une partition de 1l'unité
subordonnée au recouvrement (U.,) on pose p.. = (®. o @T1)*( ¥ e, P.,.)
i i] iy I&ﬂU.ﬂU$¢ k Tikj
1 ]

et on considére ensuite 1'homomorphisme de faisceaux Tij : Hj/ Ui n Uj 5 'ni/Ui n Uj

~ A
défini par T,.= T,.(Id + p..). Alors
1] 1] 1]

PROPOSITION : Tij o Tjj = 1d , et sur nd/UafﬁUBIWUY on a

~ ~ ~

Tij o Tjk o Tki = exp(lcjki)ld.
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Par suite si ‘f%ﬁ [wl -%k/4 € HZ(M,Z),leS’conditions précédentes permettent de

définir un faisceau II(M). On tHote I'(M) .1'espace des sections de ce faisceau. On
dit que T(M) est le faisceau des paquets d'ondes sur M, une section de ce faisceau
m Pl
est un paquet d'ondes. Maintenant si f € Co(M) f définit un opérateur sur
I'(M) de la maniére suivante. Soit ¥ € T'(M) , II)/Ui définit un élément wi € ﬂ(Ui)
w -1 . " =
on pose pour f € CO(M) f. = f o9, puis f(ll))i = fi(wi) oY, .

Sur Ui n Uj f(W)i = f(w)j + O(hz), donc modulo O(h2) on a défini un opérateur

fi: M) > I'(M) et on a
~ - A . L~
fogs=1{g-~- %; {f,g} + O(hz).
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