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TRANSFORMATION DE MELLIN ET
ALGEBRES DE KAC-MOODY

par Mustapha Rachidi

I - Introduction.

Ce travail est une suite de [2]. On se propose ici d'établir les
relations existant entre la représentation adjointe des algébres de Lie de
Kac-Moody affines et la transformation de Mellin algébrique. Plus précisément

étant donnée une L-algébre de Lie simple & (de dimension finie), on étudiera
ad)
L 't €Q

des racines de § relativement & une sous—algebre de Cartan h , et la trans-

les relations existant entre les opérateurs (T ol Q désigne le treillis
formation de Mellin algébrique et, plus généralement,les relations avec 1l'action
du groupe de Weyl W =W XQ [1] sur les différents types d'espaces de Mellin-

Lie [2], et cette transformation.

Dans un premier temps on obtient une famille importante de relations de
commutation, grace aux propriétés des systemes de racines de §, et des résul-
tats de [2]. Dans un second temps on donnera une caractérisation explicite des
ad)
' eqQ -1
adjointe de 1'algébre de Kac~Moody réduite & = g[t,t ] sur les algebres de

opérateurs (T qui auront une actiog analogue a celle de la représentation
Mellin-Lie. Il en découte aussi que la seule sous-~algébre de Lie de 1'algeébre

de Mellin-Lie ﬁt(g) A[Z] invariante par les opérateurs (T;d)C €q * est la
sous—algébre de Lie Mi(ﬁ) ot h est la sous-algébre de Cartan de &. D'ol

1'intérét important que revét la représentation fondamentale de 1'algébre de

Lie affine associée & & , sur 1'espace fondamental v = Sym(g_) et (I [1]

ou I' est un réseau d'une base orthonormée de h , et S_ est la sous—algebre de

Heisenberg.
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Il - Notations. et rappels.

et E,.

2.1. Soit ¢ une E-algebre de Lie de type auto-dual i.e. An’Dn’E6’E7’ 8

Soit A = {ai,1$i$n} une base de racines simples du systéme de racines ¢

de ¢ , par rapport & une sous-algébre de Cartan (S.A.C.) h . Soit g 1'algebre
de Kac-Moody affine construite sur § par extension centrale de 1'algebre de

Kac-Moody réduite ¢ = g[t,t_1] [1] et [3] .

6 = _g[t,t_1] ® C.c 2.1)

ol ¢ est un élément central de ¢ . Soit <.|.> une forme bilinéaire symétrique
sur § , par k = E[t,t—1]—1inéarité elle s'étend en une forme <.|,> , sur @
N -1 . s — ; .
a valeurs dans K = C[t,t '], qui est bilinéaire symétrique invariante. Et la
forme
-1
<xly> = Res t <x y>t (2.2)

ot X,y € & , est une forme bilinéaire symétrique sur ¢ , qui est Z —graduée.
Elle est non-dégénérée si et seulement si sa restriction a ¢ 1'est [1]
d

Soit d = t I 1'opérateur dérivation degré, en prenant d.c = 0, 1l'opérateur

d s'étend d'une facon naturelle a § . Et 1'extension essentielle

~

€=¢6C.ceL.d (2.3)

est dite algébre de Lie de Frenkel-Kat¢ associde 2 ¢. Et la forme

<x1ﬁx1c+81dlx2ﬁx2c+62d> = <x1|X2>ﬁ1132ﬁ3231 (2.4)

ol Xy,%, € 6 et a1,81,a2 et B, € T ,définit une forme bilindaire symétrique,
~

invariante et non-dégénérée sur §.

2.2. Considérons la sous—algebre abélienne de g :

h=hotced

s
Soit é la forme linéaire sur h duale de d, alors pour toute racine o

de d:

nt
o =ndto
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est une racine de:g . Le fait queiﬁ/soit prise en tant que sous—algébre de

Cartan de % celui-ci admet un systéme infini de racine 5 , dont

A = {6 o, a1,...,ah} ; ol % est la racine maximale de ¢$, est une base de

racines 51mp1es [1] . Toute racine n§ (o n ¢ Z) est dite "isotrope", et,

toute racine ¢, = ng + o, OU oo € P et n ¢ Z, est dite réelle. Les racines
~

AL
isotropes et réelles épuisent les racines dé § relativement 3 K. Soit o dans

® , et p dans Z, on définit les réflexions suivantes

r N = A= <A@«
y (2.4)
= -p<
rwpd(x) NOVER IS
Sur 1l'espace -i =hO0C.c; ol a = .. la forme <. | > est la restriction

- <alo> ? ~

a h de la forme duale, de la forme canonique de h. On a aussi la relation.

_ _ v
Toips © Tarqs " 1, + (p-0)(a @ &) (2.5)
En particulier :
— = p— v
T& =T, 50T, ﬂd o ® 38 (2.6)

2.3. Soit ad : §->pgf(§) la représentation adjointe de 1'algébre de Lie §.

Pour cette représentation, on a la décomposition spectrale :

¢ o t" (2.7)
(m,a) ¢

atnd € ¢

(@2
f

=
®

ol tous les sous—espaces poids sont de dimension finie. Les opérateurs

r?d _ ad(ey) _ad(fi) _-ad(ej) (2.8)

sont b1en définis car ad(e ) et ad(f. ) sont nilpotents (o £ 1 £n) . De plus,
les r (1<1<n) sont des automorphlsmes de 1'algebre de Lie gﬁ, qul préservent

sa forme bilinéaire canonique. Notons que

2 ~ ad\r
(G ) =6 ri(C) (ri ) =1 ﬂd (2.9)
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Pour toute racine simple a. (1€ign) de ¢ , on pose

ad ad ad

'I.‘i = Ts o © T, (2.10)
i i
Pour toute racine Bet tout XB €'§B , on a :
ad k k=<B|ai>
T, t  ®x.) =t 0 x (2.11)
i ¢ g 8
< .k k v
ou t @ XB € EB @ t . Et pour tout h ¢ B on a :

Tei‘d(h) = h - [o;(h) + 1/2 <a;|a;> s(h)]Jc + s()h  (2.12)
Pour tout élément { du treillis des racines delé :

n
c=Zkiai ol k. €2
1=1

on pose :
ad, K1 ad. Kp

ad ) loneo(r?

TC = (T1

D'aprés les relations (2.11) et (2.12) on aura :
ad tk tkf<B

_ > . ' '
TC (t™ ® XB) = a XB ol xB € gB 2.11)

ng(h) = h-[z(h)+1/2<¢|£>6 (W] ¢ + §(h)h ot h ¢ f  (2.12)"

Et on déduit de (2.12) que :

ad _ ,ad - ad Wz € 3) (2.13)

R Y

d Y

. . a . . .
Et 1'application g » T est une représentation de dans ¢ . Les opérateurs
r 6 p

As
Tad sont appelées opérateur de transvection de . Et le groupe T engendré par

ad 8 P . e
les T sy U € est appelé groupe des transvections de §.

g
d

1l - Opérateurs T2 et transformation de Mellin algébrique.

Soit § une L-algébre de Lie simple de dimension finie, et de type auto-
duale. Soit ® le systeme de racine de § relativement a la sous—algeébre de

Cartan h:
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- * 3 ” Ll * - .
3.1. Soit x €gG et Z € . Considérons la transformée de Mellin algébrique

de x

~

x(Z) = EE t_k(tk ® x). (3.1)
k € 2

. e . . P ad .
La relation immédiate établie entre les opérateurs T et la transformée

de Mellin algébrique (en abrégé T.M.A.] est donnée par :

PROPOSITION 3.1. [1] [2].

Soient h € h , k € Z et Xa €6 , ol g€ Q. Alors

i) [tk ®h; x (2)] = al) 5 % (z), (3.2)

. ad,.” . & ~<alg> o

ii) 1D [x (2)] = Z x (z2) , (3.3)
z o o

ol g est un élément du treillis des racines Q de .

Soit ¢ dans ¢ et x dans & , et soit :
o -0

@ =2 TR e x) et @ =3 2% e x)
* k>0 ¢ o k<0 o

Les T.M.A. de "type positif'" et de "type négatif" respectivement de x
o

A partir des relations (2.11) et (2.11)' on tire

PROPOSITION 3.2 .

ad 7+ _ —<;|q> ZE Z_p(tp ® x ), (3.4)
T, [x (2)] =z prals> o *
pad [;—(z)] - 77la> > 7 PP @ x ). (3.4)_
g a P<<Ol,|(;> [0

Si «w|z> = o, en d'autres termes si & est dans 1'hyperplan {g € ¢; <g| g >=0}
les relations (3.4)+ et (3.4)_ deviennent

U] = 5@ et @] = X (2 (3.5)

¢ a o ¢ o a o

. ad . . . T+ T
En d'autres termes, 1'opérateur T  laisse invariant x (Z) et x (Z), et plus
o o

+ - .
généralement les espacex M (§ ) et M (¢ ) si w|z> = 0.
o 0
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. + . - L. N ..
Soit & (respectlvementlg ) 1'espace des séries formelles a coefficients

dans & limitées A gauche (resp. 2 droite). Pour tout ¢ dans.d posons

- *
M;(ga)-“-{zzp(tpex);xeg et Z ¢ T }
pan a a ,OL

- = TP (P . -~
Mn(ga) { ;%in Z 5 (t" ® xa) 3 X, €-§u et Z ¢l }

La relation (3.4)+ montre que pour tout 7 € Q et tout o € ® on a

Tad € End(M+(G ),M+(G )) et la relation (3.4) montrent que
=0’ n -

34 € EndM (& ),M;(ga)). Plus généralement, 724

r € End(M+(§),§+), d'apreés
(3.4), , et TZ € End(M (§),6 ). ‘

+ b

3.2, Soit A = {a1,...,a£} la base de racines simples de ¢ ; comme § est une
C-algebre de Lie simple de type auto—dual, la matrice de Cartan A = (<ai|aj>)
1€i,j¢n est non dégénérée, et par conséquent [Appendice] , il existe un

élément unique ho dans h, tel que :
(Xi(ho) =1 v OLi € A.

appelé "élément hauteur” du systéme de racines &. Soit o dans &, comme

L — ,
a= 2 ka, k € Z' ou k. € Z (1€igp) (respectivement) [4] , on a :
i=1

a(h) = 2 k. =h'(Q) (3.6)

1=1

D'ou 1'existence d'éléments de h tel que g (h) # o, pour tout g dans ¢ .

Considérons (t+<m[(;> 8 h) avec & (h) # O pour tout o0 dans &. Alors
e le> gy X (2)] = amz" e 3 PP o %) B.7),
p2<xlc>
reele gy % (2)] —amztels> ¥ PP ox) (3.7
p<+<| g > o

En prenant h = hO dans (3.7)+ et (3.7)_on a :
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THEOREMME 3. 3.

Pour tout [ dans Q, et tout o dans &, on a :

|

ad[ - Z_2<0.°|(;>

+ +<g, g)
Tr x,(2) ] ht (o) [e | ®

"+
ho , XQ(Z)] (3.8)+

,~2<a] > <a]p>

[X;(Z)] = ‘—‘-Tt-‘(&’—y [ t hO ’ ;;(Z)] (3.8)_

Ainsi, les opérateurs Tzd (g € Q), ont une action analogue a celle de la
représentation aejointe de § = _g[t,t ] sur les espaces de Mellin-Lie M (g)
et M;(g) [2]. Via les relations (3.5) , (3.8)+ , et la proposition 1 du 1-1.2

de [2] tout opératuer TZd (z € Q) se décompose comme suit :

—2<a|§>
ad _ Z +<a|z> (3.9)
T = he 7 a%(b “he@ 240 Oh)|m+<e;> *
<a|z>#o
—2<al§>
ad _ 7 +<a{;>
g o+ D ad (t 0 h_)
¢ qu, @€ ht (@) ° |y~ ©) (.9
<a| g>#0
ol = { x~ (Z) ; <u’g> =0}, et 1'opérateur Tzd étant considérée comme

element de End(M (G) [ ) et End(M (6) G—) respectivement . Et 1' extension
de 1'action des opérateurs T (c € Q) aux algébres de Mellin-Lie M (§) et

M (G) , se fait grace a la comp031tlon de ces opérateurs avec les dérivations
degrés d (Z -~ ) [2] (proposition 2 I. 1.3). D'aprés la proposition 3.2,
on remarque que 1 action des opérateurs Tzd (z € Q) est indépendante de 1la

*
variation infinitésimale de Z dans € , ainsi :

ad - _ ad [°
TC o dZ [XB(Z)] = dZ o TC [XB(Z)]
et (3.10)
ad “+ _ ad ~+
TC o dz [XB(Z) ] = dZ ° TC [XB(Z)]

ou ff € 9, xB € §¢3 et £ € Q. Plus précisément, on a :

PROPOSITION 3.4.

Soit B dans & et xBlgdans_ ,g}_B , o0 €0 et Xoc € ga , et ¢ € Q. Alors,

on a :
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i) 12, dz[;e(z)]

e . o1 = 1278l - s 2 % (2
. [XB( )1 = { 7~ <Blt . } XB( )

(3.12)
z_<B’C>{dZ - <B|C>}XB(Z)

o~ ‘
ii) T ([x (2), XB(Z)]) [T (x 2)),r? (XB(z))] = 2<a+3|§>TZd([Xa’XB]+CZ)
(3.13)

PREUVE.

i) Immédiat, en effet :

ad - -< >7
129, G (@] = [T (x8<z>>] - a7z Blz %, ()]

_ -<g|r>7 -<glc>,

= <B|§> Z IE XB(Z) Z BIC dZXB(Z)

- ~<Ble> 4 T _ ad =
Z | dZXB(Z) v|g> TC XB(Z)

-~ ° ad,” -<glr> o
TC o dZ(XB(Z)) dz o TC (XB(Z)) =17 BIC {dZ - <B|C>} XB(Z)

= {Z'<B|C> - <g|c> T }x (2)

ii) D'aprés [ 2] (proposition 2.1.1.3) on a :

ad . ~+ ~ _ ad d N 4
TC ([51(2)’XB(Z)]) = TC {(-Z 5 * 1) [x X ] (z) }
D'apreés (3.10) = (- Z-é% + 1) T ([X X ] T(2) )
D'aprés (3.4), = (- z-é; + 1) (2 @*Blz> 2 z (™ 8 [ x ,xB;)}
o

m><a+Bic>

Z'<u+8|€>{ EE (m+§J+B|C>+1)Z_m(tm 8 [x ,x ])}
m><g 4B > o B

D'aprés (3.4), on a aussi :

1 aa @, Gh@) 1= 7 eBle X G (Uos) gy )
s><B §>
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- Z-<oc+B[C> > ( 2 1) 2" [x, % )

gl
m><a+8|g> k+s=m

- z_<“+BI€>':E’ (p+1) Z(p+<a+8|c>)(t(p+<a+8|c>)
p>o

P = m~<g+B|{ > |
osons p = m-<a+B|C O[xa,xB])

,<oBle> 2 (m-<o+g|c>+1)2 " £ 9 [%,%]
m><u+Blc>

~

En faisant la différence des expressions TZd x+(Z),Ta
o

d ~+ ad, ~+ ¥ .
. xB(z) et Tc (an(z),xB(Z)])

on obtient :

+

ad, .+ - rnad T+ ad "+ _ ad +
TC ([xd(Z),xB(Z)])— [TC xd(Z),Tg xB(z)] = 2<a+B| > TC‘([xa,xB] (2)).

c.q.f.d.

D'aprés les relations (3.4)_ et (3.10), on a aussi une relation analogue 2
(3.13), entre Tad et [x (2),x
g o B8

*
tout k€ N , on a la généralisation de la relation (3.10)

(z) 1. Pour tout £ € Q et XB € 56(3 € ¢), et

ad k. .k ad 7
T, o dZ[xB(Z)] =d, o TC [xB(z)] ( )
3.10
Et - - k
ad k "+ k ad +
T~ od, [x(2)] =4d, - T x, (2)
R 2 A
ol d; = (Z é% )k est la k—éme dérivation degré.

Par conséquent, 1'homomorphisme d'espaces vectoriels Tad de 1'espace
de Mellin-Lie M+Q§) (resp. M_Qi)) a valeurs dans ﬁf (resp. ¢ ) se prolonge
en homomorphisme linéaire de 1'algébre de Mellin-lie &+QQ) (resp. ﬁ—@i))
a valeur dans gf (resp. gﬁ). Et, la relation (3.13) montre que ce prolongement

n'est pas un homomorphisme d'algébresde Lie . Cependant, posons :

@C = {a € &; <a|z> =0} u {0}

®_ est stable pour 1l'addition. Sig,8 € & , d'aprés (3.13) on a :

C
ad, "+ T+ _ ad ~+ ad ,~+
xc ([gx(z),xs(z)]) = [;@ (gx(z)), TE (xB(z) ] (3.14)

Posons : Qg = {0 € 0, o € @C} U {0}, on a : @C U @2 =¢ y {0}. Comme @Q est

stable par addition ; alors :
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Wi - 0 i) @ (W (3.15)

€
o @C\{o{\

est une sous-algeébre de Lie de M+(§), appelée "algeébre de Mellin-Lie-(Z)-stable'.

~ c . .
De méme, @, est stable par addition, ainsi :

c
- ~y -
M@ = @, (g o M () (3.16)
a € ¢ \ {0}
est une sous-algébre de Lie de M+'§) appelée "algébre de Mellin-Lie (g)-

instable'". Et on a la décomposition :

Sy ~ ~ ~y
M@ =0 e M) 1 o[ @ M=(6 )] @ M- (3.17),
a € 95 \{o} a € o {o}
a g
. U ~y
Soit : M (E) = MZ(8) + MI(&) (3.17),

Et on a le résultat :

THEOREME 3.5.

L'algebre Mt(H) est la seule sous-algébre de Lie de 1'algébre de
“4
Mellin-Lie M'(B) qui est (C)-stable et (g)4instable.

Soit ﬁ = WX Q 1le groupe de Weyl de 1'algébre de Lie affine-§_= é‘s T.c,
alors 1'espace V = Sym.(g_) est %—stable ainsi que C({) (o I' désigne le
réseau de ® ), donc V = Szm(g_) GE cT) est &—stable, ainsi que son dual
algébrique V =-§* = Sym*(Sf) 8 ©d), dont M+(B) est un sous espace qui est
ﬁ—stable d'aprés le théoréme 3.5. précédant. Ceci explique et justifie
1'intérét important que revét la représentation fondamentale de 1'algébre

de Lie de Frenkel-Kal sur 1'espace fondamentale V = Sym(S_) L €({ ) dans
[1] et [2].
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Appendice.

Soit & une L-algébre de Lie simple de dimension finie, h une sous-
algdébre de Cartan de &, et un systeme de racines de (§,h). Soit
A= {a1,...,a2} une base de racines simples de &. Alors, il existe un élément

unique h_ dans h tel que
ai(ho) =1
pour tout o € s. En effet
. ) o .
Soit h = § a0, ol 2 = rang(§) = dim h
1=1
I1 s'agit de déterminer agserenag tel que ai(ho) = 1 (1<i<q®) or

2
8 a1(ho) = E

a_<o la > =1
1778
P p

1

AN

az(ho) ap<a2|ag> =1

I
I M

(s) I

ak(ho) = % ap(allup> =1
p=1
est un systeme linéaire de £ équations a £ inconnues SFERRETL I qui est
équivalent a 1'équation matricielle :
Aa =1, )

.,a ) et I = t(1,...,1) € EQ , et
A= (<ai|aj>) 1< 1,8 %

qui n'est autre que la matrice de Cartan d'un systéme irréductible de racines

[4] , qui est non—génégénée, par conséquent, (S) admet une solution unique.

L'élément hO est appelé "élément hauteur'" pour toute o € ¢

a(hz) = ht (o)
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