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TRANSFORMATION DE MELLIN , ET ALGEBRES DE MELLIN -LIE

par Mustapha Rachidi

O - Introduction.

L'objet de ce travail consiste & exploiter la transformée de Mellin:
formelle, introduite par B. Fremkel &t V.G. Kac [1] afin de mettre en
évidence de nouvelles relations de commutation. En particulier, on récupére
ainsi de fagon purement algébrique des résultats de [1] établis par voies
analytiques, puis ces résultats sont généralisées, tout d'abord pour la
superposition d'états différents de particules indiscernables, puis, plus
généralement, pour la superposition d'états différents de particules dis-
tinctes. Ceci fait apparaitre une famille de fonctions de partitions qui
permet de concevoir simultanément la statistique d'une particule et de son

anti-particule,

En fin de compte, on établit que les algébres de Mellin~Lie ainsi mises
en évidence ont des filtrations ayant des propriétés analogues a celles des
algébres de Lie des opérateurs différentiels linéaires étudiés dans {6]

et [4].

| - Transformée de Mellin et espaces de Mellin.

1.1. Soit g une C-algébre de Lie de dimension finie. Considérons

ﬁ 1

g o € {t,t } .

L'espace des séries formelles & coefficients dans g . Posons



n ™ T
§_+={Z gnﬂt; gn€§_ ou gn=0 Vn<n0_,,0€1\}
n
G = 3 n . n y = -
& {% gn@t ,ng_ 3 oL g 0 Vm>m0,m0CN}
Plus préciseément §+ {resp. G _)} est l'espace des séries formelles
limitées & gauche (resp. & droite) a coefficients dang & . Soient x
et y dans G, (resp. & ) d.e.
X = gﬁ@tn et y = Z gl;]@tm(resp.x= Z gnﬁtn
n>n m > m n<£n
0 o o
et y = Z gr'n ot .
I
m £ m,

On définit alors, sans ambiguité un crochet de Lie sur §+ (resp. & )

par :
n+ s
x,y] = 2 lg e lec™= 2 gl e ().
nong s»m +n
m}mo
- " 5
(resp. [x,y] = Z g, & t7).

s & m_+n
o 0

*
1.2. Scient x € g et Z € T . On appelle transformée de Mellin de x,

la série formelle en z définie par

) = 2 75K g ox. (2.
k € Z

Pour Z fixéde dans T, ceonsidérons 1'ensemble

MZ(_Q_;_)={§(Z),X€5_ +.



Remarquons que, 'si 1'on pose g = Z x, ona

est un élément de § . Et il est alors immédiat que MZ(E) est un sous-I-

espace vectoriel de § , et plus précisément

PROPOSITION 1 : L 'espace vectoriel Mz(g) est de dimension finie et isomorphe

& 1'espace vectoriel QO sous-jacant & 6 .

PREUVE : Soit

-~

2 Gy M, ()
X —mee— %(Z)

Cette application est linéaire, et surjective par construction

soit ®(Z) =0 <= % %% g x =0
k
<= tk @ x =

0 vk € Z car Z # 0
{=> x =0

Donc “est injective. Donc &g = M, (&)

Etant donné % € § , considérons la décomposition suivante de ®(Z) :

2(z) = 8(2) + £ (2), (3)
o 27 = Y r¥cFex @ = 2 % ex @)
k>0 k<o

Et considérons

[t

(2" @), xeg }

:
(£ (2), xeg}

+
M, (6)

it

M, (&)

On appellera ﬁ+(Z) (resp. ® (Z)) la transformée de Mellin de type positif
(resp. négatif). Ec M;(G) (resp. M;(g)) l'espace de Mellin de type positif

(resp. négatif) de x.



Considérons les deux applications suivantes

27 (@),

Py My (8) ——> M (§) ob p, (R(2))

Py + M (6) —> M (5) ob p,(R(2) = & (2).

Elles sont linéaires, surjectives et inversibles, en effet :

272 v @)

p, ' &7 (2))

P & @) =@ 8@

On vérifie sans peine que :

1

-]
o
1l

Mi(g)

_1_
Pre Py Ty (g) ot Py AL

-1 _ -1 B
p2 o p2 _ﬂMZ(E) et P2 o p2 = ﬂMZ(g)

et grdce aux propriétés de Py et py, et 4 la proposition 1, on établit le

diagramme suivant :

- p
6> M (8) e——> H(E)

P N T
2 > M, (6

1.3. ETUDE DE QUELQUES RELATIONS DE COMMUTATION ENTRE ELEMENTS DE
+ -_—
Mz(ﬁ) (resp. M, (€))

Soit ®'(2) € M (§) (resp. % (2) € M (6)). On a :

2t (z) = 2 rkkex= 2 Ke @R
}{)o k)o
(resp. % (2) = EZ Z—k tk 0 x = EE tk G(Z-kx)).
k<o k<o
Posons : _ Z—k
By X.



Ainsi :
s (z) = E; t* o By (resp. % (Z) = zi tk %] gk)
k>o k<o
est un élément de G, (resp.§_). Considérons alors, les injections canoniques,

définies pour z fixé,

zZ, : M;(Q_;) C—> 6, et 7_: M (B> G_ .

+

Par transport de structure, on a alors des relations de commutation entre
P + - PR + -

éléments de Mz(g) (resp- Mz(g)). Désignons par M (&) (resp. M (G))

1'espace des séries formelles provenant de M;(g) (resp. M;(G)), et calculons

les crochets de Lie ainsi obtenus lorsque Z varie.
Soient x, y €6; on a

- (k+3) o)

[24(2),5+(2)] = 2.2 ® [x,y]
k3o j2o
+ oo
= ( 1) z7%5(t° @ [x,vy])
5=0 jt+k=s
j2o0,kzo

”~~
=z ) [xy'@
2@, @] = 2 28D D g g
k21
331

= 25 s 28 t %8 [x,v])

d -
= (2 "a"'z' -1 [X,Y] (z).



-

D'ou

PROPOSITION 2 : Pour x,y € &, on a les relations de commutations suivantes :
o ot d CTN L+
)l (), §@1=Czg+0 [xy] (),
z
(5)
) rem e d N -
if) B(2), §@1=Ggx-0 [xy]l (2.

. . P . . + - . .
REMARQUE : On peut interpréter gdométriquement M (&) et M () comme des fibrés
e N Z 2
au-dessus de & . Et physiquement ces fibrés correspondent a ume particule et

a son anti-particule.

PROPOSITION 3 : Soient x € &, k € Z et §(2) €M _(g). Alors

P
[tk ® x,%(z)] = zk[x,y] (z). (6).

PREUVE : [tk @ x , $(z)] 2: z“j [tk ® x , tj ®y] = 2: z“j t(k+j) ® [x,v]

jed je?
_ N
= zk EE z >t e [x,vy] = Zk[X,y] (z).
5 €2
COROLLAIRE 1 : Soit o dans §, systéme de racines de G , ea un élément de

1'espace poids Ea , et h la C.S.A._E de & . Alors

[t 8n, s ()] = o (1) 25 8 (2). (7)

COROLLAIRE 2 : Supposons que & est une algébre de Lie simple. Soit G =_§[t,t-1]

1'algébre de Kal-Moody réduite. Alors :

[ &, 1 (®)] <M ©®

i.e. Mz(g) est un ad(G)-module.

Notons que les expressions (6) et (7) corrigent l'erreur de la premiére

expression de la proposition 1.4 dans [1]

REMARQUE 1 : Les relations {5) seront d'une extr8me importance dans toute la

suite de ce travail.



1.4. LIEN AVEC LES SYSTEMES DE RACINES

Soient 6 une T-algébre de Lie simple de dimension finie et ¢ un systéme de
racines de G D'aprés le lemme 1, les propriétés des systemes de racines et la
décomposition d'une algébre de Lie simple de dimension finie en espaces poids
g, (¢ €0

&=ho & &
o ed o

oli hest la C.5.A. de § , on a les relations suivantes :

PROPOSITION 4 : soient o, P € & ey € ga et eg € QB , on a
n (—*zi+1)'é+ (z) sig+g € oll n cZ
D e, f fus g LB L
e (z),8,(2)]= _ . d . _ R _
a B l (- z o F 1) Ba(z) sig+ g= 0 ol hﬁ leg,e_q 1
0 sia+tBg B

ii) naB(+ z E% - 1) 'é;+8(z) sia+ B €O ob nog €2z
d ~_ , ‘
[éa(z), 8%(2)1: (z i 1) hg(z) sig+g =0, ol hy = [ea’e-a]

0 siog+tB e @

PROPOSITION 5 :

i) Soient h € h, aet B € @ ,euega,esggs, et Xk € N. Alors :
k -t o+ _ k, d _ "
[ [t™ & h, ea(z)], eB(z)i = - gz (= T + k -1) [ea,eB] (z)

ii) Soient h € h, c et § € &, euega , esggs,et k € 2. alors :

AN
[ [t* 8 h, 3;(2); ég(z) 1= - o(h) 25z é%.+ k-1 ey ep) (2)
~ k afh) zK s t %9
o SZ=1 z [ea,eB]

COROLLAIRE : Soient o et B €%, ey € G 4/ eg € Gg et h ¢ h. Alors

fl

AN
i) adt® 8 82,5 @] = ~@mBm)ZNEZ £ + k-1 (e, 0 (@) si ke

@ Bm)ZE (2 2 vie1) [0 T () +

I

i1) ad(c® 8 b) [65(2),85(2)]

+ kz 2°(t7% o [ea,eB]) si ke 2.

7



Notons que la démonstration des résultats précédents repose sur des
procédés techniques utilisant les relations (5) du lemme et les propriétés

des systémes de racines [5].

1 - Transformation de Mellin et relations de commutation a deux wvariables

complexes,

1.1. RAPPELS ELEMENTAIRES.

Soient z, et z, deux nombres complexes non-nuls et s € N. On a les

relations immédiates suivantes

2.0 7z~ 7.z
3 Z;k ZEJ R Z1 _ Zz 1 &-i) |
k+j=s i 2
jso,kzo
q+! _ g+l 2
ZE z? zg = 12 — 22 - z? (1 + Eg ) 3 (8-i1)
k+j=s 17 %2 1
k>1, 331
ZE 24 g% =g g (z,,2,) (8-iii)
. 1 2 2 k12727 ’
jt+i=s
ogigk-1
220 Kk k
. 1 %17 %
oll gk(z1,zz) =1 - % ;
2 1 2
1
- - #
S X, % (2,2, ouse B, (8-iv)
2 i s 1272
1<kg—s
. -s5+1 -s+1
3k=q 1 2 T %y
ot £ (z,,2z,) = (-1 + )
172 -3 Z, — 2
z, 2 1

Les relations (1), (2), (3) et (4) seront utiles dans ce paragraphe. Nous
procéderons 4 une éventuelle généralisation de quelques unes dans le paragraphe

. . . . + -
III et IV pour caractériser les algébres de Lie engendrées par M (§) et M (G).



1.2, PROPOSITION 6 : Soit & une U-algébre de Lie de dimension finie.

*
Soient x, et y € G, Zy s Z €C (z1 # ZZ)' . Alors

2
PN
(z1~22) [§+(z12,§+(22)] = z1[x,y ]+(22) - 2z, [x,v] * (21)

*
PREUVE : Soient x et y dans & , (ZI’ZZ) €c % z, # zy, , OD A :
57(z), 57 Gz)1=2 2%z rfex,tdey]
1 2 i 2
ko
o
= -k =] 8
= > ( > z, 7, Y £ 8 [x,y]
Sp0 k+i=s
D'aprés (8~1i) on a :
+ + 21 -5 s z2 -5
(7)), ()] = EE Z t” @ [x,yD) - :Z z.ot° 8 [x,v]
Z, -z 2 Z, -7 1
1 72 s2o0 1 72 530
21 /\ + A N -
= > [x,y] (ZZ) o [x,y] (z1) . c.q.f.d.
1 72 1 72

COROLLAIRE : Soient & une E-algébre de Lie simple de dimension finie, h

une sous-algébre de Cartan de G , et ¢ un systéme de racines de § relati-

vement a E_. Soient o, € , ey € ﬁa et eB € gB. Alors '
+ +
n {z.8 ,(z,) - z,& _(z.)} si o+ € & U {0}
N -+ wt YR T 1T a3 72 27g+R 71 . z
(z2 22)[ea(z1),e8(zz)]~ ol : e = ‘n.OL et 1:1(1B €z
0 siagtp ¢ @ U {0}

On a aussi le résultat :

*
PROPOSITION 7 : Soient x,y € & , (z1,22) €r z (z1 # zz) . Alors :

z1(z1—zz)
zZ

2

- - AN S~
(11) [ (21),? (22)] = 7, [x,y] (zl) -z [x,y] (zz)



PREUVE : [ i"(z1),§_(zz)] =

|
P
N
-
N

- 2« ‘ zl,: z% ) ¢ e x,v].
qx2  k+j=1

D'aprés (8-ii} on aura :

Z Z
>, z? ™% 8 x,y]1) - _2 2. er’q t™ & x,yD
2 q}z Z1 22 q22 rs

[27(2,),5 (2,)]

Z
2y 2 23 @Y feyl)
1 g2
z, N z, N Zy N
- —L Iyl TG -

Z1—22

[x,y1 7 (z,) - (1+ E%)[x,y] (z))

2
Z Z, Z
+ {._ ~ L 2 +z. (1 +'E% )} (t—1 8 [x,v])

1729 Z47% !
Z2 22 A 22—Z2
or : - J + _L + oz, (1+~—2 ) = ZZ_ LI (z1+zz)
21TEy BT 1 1723

(zy+z ) (z9-2y)

77 + (Z1+ZZ) (z1 # 22)

- (zt+22) + (z1+z2) = 0.

_ - 22 N P
D'ou %k (21),§ (22)] = =z { zz[x,y] (z1) - ZT[X’Y] (zz)

1°71 72 } c.q.f.d.

COROLLAIRE : Sous les hypothéses du corollaire de la proposition 6, on a :

(12) )“@B{zzé&+8(z1)‘z1é&+8(22)}Si a+f € ¢ y {0}
12
z,{z,~2,) )
L1z ['é&(z1),'é—8-(22)] = ou e =h, et g € Z
’ l 0 sia+B § ® U {0} .

10



1.3. ACTION DE L'ATGEBRE DE KAC-MOODY REDUITE & = & [t,t '].

Soient & une C-algébre de Lie simple de dimension finie ; I une sous-
algebre de Cartan de & , ® systéme de racines de § relativement & h . Soit
6 = ﬁ[t,t_1] 1'algébre de Kac-Moody réduite associée & & [21,[21,[4].

LEMME | : Soient o et B € ¢ , h€ h, e, € §a, eg €6, , et k € N. On a pour

B
*32
(21,22) € L avec z, # z,

Z1Z

2 {25*1 [e ,e

+ k=1 2N Tt
7, o B] (21) +zg [ea,es] (22) {13)

[ad (tkoh) ;&(21), ;E(zn)] = a(h)

PREUVE : Soit kK€ N on a

k-1 . .
L[5 0 n,80(2,)1,8% (2] = atz][e) (2,87 (2 a2l 3. 270! 8 e ),83(2,)]

On a aussi, d'aprés (8-iii)

k-1 . . .

-3 k ot - - s

> 2 () @ e ),B (2 )1 = > [Z z z}t ® [e ,e ]

i=o 1 o’ RT2 $50 | j+i=s 1 2 o’ B
0<j<k~1

1

=S 8
> 2, g (2,2,) £ 8 [ea’eB ]
820
-~
= gk(z1,zz) [eu,eB] (22) s
k_ k
N 1 Z172)
ob g (z4,2)) = 53
A
1

A

17 %2
Par conséquent

_ N P
(z1-z2){ad(tk 8 h)é;(z1),§g(22)] - (h)z122{z§ 1[ea,e8]+(z1)—z?[eu,e6]+(22)}

c.q.f.d.

11



*
LEMME 2 : Sous les mémes hypothéses que le lemme 1, mais avec kg Z_,on a :

Pas

[ad(c" 8 18] '2,),8 21 - a(h)zﬁ[a;(z1),ag<zz)] + a(h)szk(z1,zz)[ea,e81+(zz)
-1
-q (.9
(15)  + a()f, (2,2, 52? z," (t? 8 [ea,eB])
-k+1__-k+1
on £ (z,,2)) = (-1 + —L ‘2 - i1 )
2 22724

PREUVE : C'est immédiat, via une technique analogue & celle du lemme 1, la

formule (8-iv}) et l'expression: :

=1

k -t _ ka7t -m ,.m
[c° 8 h,2 (2] = alh)z] {ea(z1) + jg 2" (" 8 ea)}
m=k
*
établis pour k € Z . c.q.f.d.

D'aprés le lemme 1 et le lemme 2, on a :

*
PROPOSITION 8 : Soient g et B € de € 8, e €&, 2,52, € U (z, # z,), et
o €8, 1222 17 %
et h e h . Alors
1.7

- ] - P
(zz)| = (u+B)(h)Z z { % [e ,e ]+(z1)~z§ 1[ea,e8]+(22)

. k ~+
i) ad(t @ h)[ea(ZI) a8

(16) si k € N.

B

ii) ad(:* @ h)[e (z,),8 (z 201 = (a(h)z +B(h)z )[e (z),8 (z 21+

k N P +
+ {a(h)zifk(z1,z )[e ,e ] (z )+3(h)22f (22,21)[ea,e8] (zz)} +

(17)
= k k ~d4, (.4
+ {(a(h)z1fk(z1,zz) + gz, £ (z,,202z, '} (£7 8 [e ,e ])
k=g a B
*
si ke Z.

Toutes les relations établies dans ce paragraphe seront généralisées,
dans le prochain paragraphe. Notons aussi que des relations analogues entre

éléments de M; (g) et M; (g) peuvent etre établies.
1 2

12



1.4, GENERALISATION.

. ~* ~t .
Le but est d'exprimer le crochet [x1(z1)-..xg(zn) en fonction .de

(x,,...,% 17(2,) élément de M' (&), ot le crochet [x,...x ] désigne
1 n k z, = 1 n

[ Doy Lo Ix__ux 104000

Etant donnée & une @-algébre de Lie simple de dimension finie. Soit
* *
(21,...,zn) €¢C ", avec z; # zj pour i # j et z € T . Alors, il n'est pas

difficile d'établir, les relations suivantes ; pour XiseoosX €6 :

[iT(z)...ig(z)] ) © ()2 %% ® [xp,....x_ ]

520 n
(17)
g (s) = 2
k,+...+k_=sg
1 n
OSkj$S
1Kjgn
Et
~F -1 _ . s
(R7(z).. .85 )] = 2 © (552,500,206 8 [x5.00,x )] (18)
520
k k
ol wn(s;z1,...,zn) = 22 z 1...zn n
k1+ .tk _=s
oSkjss
1€ign

Remarquons gue si z, = zj pour i # j , alors on aura l'expression (18) avec

n—-1 nombres complexes c'est-a-dire wn—l(S;z1""’zn’Ej’°"’zn) oll ﬁj signifie

qu'on supprime zj). Et si z, =z, = ... z =%, alors

z ° ¢ (s)

wn(S;z1,~--,zn)

Et 1l'expression (18) sera réduite a3 (17). C'est ainsi qu'on supposera que

les . . sont distincts deux a deux.
(zl)1$1Sn

13



-1 -1
.

Notons aussi que wn(s;z1,,..zn) est un polynSme homogéne en 2y 5. n

de degré s ; et 11 vérifie les propriétés suivantes :

i) tDn(S;zU“),---,zG(n)) = Lpn(s;z1,---,zn) (19)

ol U est un élément des groupes des permutations Sn'

s
. _ _-s o n—1
ii) wn(s,z1,...,zn) =z :S wn*‘(p, PRIERERD ) (20)
p=o0 n n

La relation (19) est immédiate, alors que (20Q) s'établit par récurrence sur n.

D'aprés la proposition 6, on a :

z ~ z ~
- iz [x,y]+(z2) + - _i [x,y]+(z1)
1 72 27

ENCHB MO

.. B -5 -s
Ainsi, on a : w2(5,21,z2) = f1(21’22)21 + f2(z1,zz)z2

Z1 22
ou f1(z1,22) = '2—1—:2—2 et f2(21,22) = 22

—Z

1

et 52 (q)a2p () = £2(5p02y)
T étant la transpositiom [1,2].
De facon générale, on a :

* *
PROPOSTTION 9 ; Soient s, n € N , (z,,...,2) € C " avec z; #zy i i # ]

’

n
_ -5
Alors : wn(s,z1,...,zn) = ?2% fk(z1,...,zn)zk (21)

ol fk(ZI""’zn) est une fraction rationnelle en ZyseeesZoy indépendante

de s. Et pour toute permutation o de Sn , on a ;

fk(2611)""’zﬁ(n)) = Eff‘(k) (24500002 ) (22)

14



PREUVE :
i) D'aprés la proposition 6, la proposition 9 est vraie pour n=2
ii) Supposons que (20) est vraie i l'ordre n et vérifiant 3 1l'ordre
n+!. Posons

K (24,0052 ) = [R(z). . 8 (2 )]

D'aprés 1'expression (18) on a :

s
Xn(ZZ""’zn+1) = EE wn(s,zz,...,zn+1) t” 0 [xz...xn+1]
520
or par hypothése de récurrence on a :
n+1 g
wn(s;zz,...,zn+1) = :i fk(z2""’zn+1)zk
k=2
d'or
n+i /\
+
Xn(ZZ""’zn+1) = Eéé fk(ZZ""’Zn+1) [X2"'xn+1] (zk)
Donc
~t _
Xn+1(zi’ .’z'ﬂ+1) = [X1(21),Xn(22,...,zn+1)]—

n+J . — .
ééb fk(ZZ""’zn+1) [xi(z1),[x2...xn+1] (zk)]

D'aprés la proposition 6, on a :

+
n+1 z1

-z

+
Xn+1(z1,...,zn+1) p fk(zz,...,zn+1)[x1x2...xn+1] (zk)

k=2 k

n+1 Z) ,,/”‘“\\\\

i +
+ ( Eéz £ (Zgsneesz ) === [xx,ex, 31702

1

k1
Posons
@
gk(z1,...,zn+1) = E;:E; fk(zz,...,zn+1) pour 2 < k < n+t
%if Zk
gz, 5...,2 ) = f.(zhyeee,z )i —
1771 n+1 = k72 n+1 7y z1

15



Alors, on aura :

nt
i L S
wn+1(s,z1,...,zn+1) ﬁi gk(z1{...,z )z

iii) Soit ¢ une permutation de S - D'aprés la relation (19), on a :

wn(s;ﬁj(1)""’ﬁ5(n)) =(pn(s.z1,...,zn)

n

n
' - -5
D'oi éz% f (z (1) (n))ﬁj(k) E% fk(z1,...,zn)zk
Donc €3—1(k)(z1""’zn) = £ (z (1)""’%3(n))
En particulier pour une transposition t [k, ,k, ] 1 &k <k, <n, ona:
sz(z1,. Yy =f 1(z kz, zk1, zn)
q.£.d
Une conséquence importante de cette proposition est :
*
THEOREME 1 : Soient KyseoesXy €6, et ZiseensZy € T deux & deux distincts.
Alors
+ ot 2 +
(23) [?1(21),...,xn(zn)] = ég% fk(zl""’zn) [x1, .,xn] (zk)
ol les fk(ZT""’Zn) sont des fractions rationnelles en ZyseneaZ
vérifiant (22), dites "fonctions de partition”.
COROLLAIRE : Pour n=3 on a :
z, z z, z z., Z
_ _ _ 1% -s I -s 3 %
i) w3(s,z1,22,z3) =

A Z

1 %2
(23“21)(23‘22

—_—
ii) [x (2 )XZ(ZZ)XB(Z )} o= 3 [§1x2x3] (21) +

Zy 23 N 3 %2 "f)\\ﬁ
+ TEESTEE:EET [X1xzx3] z (z — )(z s ) [x,x.x z3).

16
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[l - Etude des algébres de Mellin-Lie : M'(§) et M’ ()

3.1. Soit § une T-algebre de Lie simple de dimension finje. L'objet est
d'étudier les algébres de Mellin-Lie engendrées par M+(G), introduite au

. . +
paragraphe 11, comme étant les espaces des séries formelles provenant de Mz(g).

D'aprés la relation (17), on sait que :

(z)] = 2. @ (s) z °(t° 8 [x1,...,xn])
S30

ot mn(s)_; EE 1

k,+...+k _=s
1 n

kjgo , 1€3én

t A+
[x1(z)...xn

Notons tout d'abord, que la suite (@n(s)) pour s fixé, vérifie la relation

de récurrence suivante :

5
mn(s) = :E wn_1(p) (23)
p=o
ol wo(s) = 1. De plus wn(s) est un polyndme en s de degré n et a coefficients
dans 1) .
DEFINITION :

i} La dérivation dz =z J% est appelde dérivation degré

ii) La dérivation

p_ 4 d d

dz 23z 24z 0 % Az

\____——-—-\/—&_/
p-fois

est appelée dérivation degré d'ordre p, ol p-dérivation degré.

Posons : d(p) = (—1)p dz

z
n

:z a (n) sP

p=o P

et wn(S)

17



L'expression (17) devient :

n
[27(21) 2;(2)]= D« > ap(n) sP27%¢% o [xy---x, D

530  p=o

n
= pZO ap(n) { Z sP 2% t% @ [x1...xn]}

520
Ainsi
S‘c? ) (z) z P 27% % 8 [x1 xn}
520
—d(p)(ZznstS@[x x_ ]
z 520 ! B ‘
= dip) [x1...xn]+(z)
Donc
)@= Y a @ aP *(2)
x1z...xnz = pgo apn . x1...xn] (z).
D'ou

%*
PROPOSITION 10 :soient XyseneaX € et ze¢ @& . Alors

n

gt st = < (p) ~TONN 4+
[x1 (z)...xn(z)] —[ péo ap(n) tflz } [x1...xn] (z)

ot ap(n) e (oL p«gnl).

. + . . s
Soit M_ (§) 1'espace de Mellin de type positif. Posons

d(P) M+(G) = { d(p)§+(z) = Z sP 278 ¢% @ x, X €
Z zZ — Z
20
+ n (p) +
Et M (G,n) = & 47 M (5 .
z = p=o Z z =

. s g + +
Il est immédiat que Mz (§,0) = MZ (G). D'autre part, on a

+
MZ(E,H) < M;(g,m) pour n & m.

18
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+ +
Et les ensembles dip) Mz(g) et MZ(E,n), sont des sous-espaces vectoriels

de dimention finies de §+ , algébres de Lie des séries formelles limitées

a gauche.
LEMME 1 :
i) Soient x,y € §, n € N Alors
n
S B@5T @i Y V@, @) (25)

Z 50

*
ii) Soient X,y € §, n €N . Alors

d(n) (n+1) (n)
zZ Z

N 4
(2,571 =4 [yl" () + & Tx,y "(2) (26)

PREUVE. i) s'établit par récurrence sur n.

ii) Comséquence immédiate de la relation (5) -i) de la proposition 3.

c.q.f.d.

Ainsi, la relation (25) montre que les p-dérivations degré sont des déri-

. P ~t ~t +
vations pour le crochet des éléments X (z) et § (z) de M (g) espaces de
séries formelles provenant de M’ (G) Tandis que la relation (26) montre que

(n)

1'élément d [x (z),¥ (z)] est dans M+(§,n+1) espace des séries formelles

provenant de Mz(g,n+1).

On a aussi le résultat important suivant

LEMME 2 : Soient x,y € § , et (j,k) € N 2} Alors

(k) +(z) d(J) +(z)] est un élément de M+(§,k+j+1) ol M+(§,k+j+1)

+ .
est 1l'espace des séries formelles provenant de Mz(ﬁ,k+J+1).

(k) o+

1

¥ s Squ Z—(s+q)t(s+q)
520 g0

PREUVE. On a [d9%%(2), d(J)“ ()] o [x,¥]

(27) .
2 X sYhT e xy .

r>o stq=r

19



or Ar(k,j) = ;E squ est un polyndme en r-degré k+p+1 ; et A coefficients
s+q=r

dans @. Posons :

k+j+1
. .35 N _ . -
A (k) = si=:o b (k,j)r° ob b_=b_(kj) €@, avec bsieg £ 0.

Substituant 1'expression polynomiale de Ar(k,j) dans (27), on aura alors :

. k++1 _
[d;k)i+(z),déj)?+(z)] = bs( EE ¥z r(tr 8 [x,y])
5=0 r20
k+j+1 PN
_ (s) +
= Z bs dz [x,v] (=)
S=0
k+j+1 Pal
_ (s) +
= bS dZ [x,v] ().
s=0
Donc, comme bk+j+1 # 0, ona :
[dék)i‘f(z) , dij) 5 (2)] €M+(§,k+j+1)
c.q.f.d.
PROPOSITION %1 : Socient m,n € N. Alors
[ M (g,m), M (g,m]1 < M (gmint1) (28)

DEFINITION : On appellera algébre de Mellin-Lie M+(§) 1'algébre de Lie

+
engendrée par les crochets de Lie des éléments de 1l'espace M (g).

THEOREMME 2 : L'algébre de Mellin-Lie M+(§) est une U-algébre de Lie filtréde.
Plus précisément, la suite
+ + + + + +
(29) M (§,0) =M (B cM (G, Nc...cM (E,n)c...cM (&) = U M (g,n)

20
~+ -
est une filtration de M (&) . Et 1'algébre de Lie gradude associée est :

gradd (6) = & M (§,n) (30)
+ n €N
- M (6,n)
ol M+(E;n) = — - (nc N*)
M (6,n-1)

20



PREUVE : Conséquence immeédiate de la proposition 11.

c.q.f.4d.
C N P . .
Ainsi, les algébres de Mellin-Lie M (§), sont des algeébres de Lie
analogues aux algébres de Lie des opérateurs différentiels linéaires étudiés

dans[ 6] et {4].

3.2. STRUCTURE DE M (&)

-~

Grice & 1'étude faite sur M+(§) et au théoréme t, on peut étudier l'algdbre
de Mellin-Lie d'ordre Q,M;(g) algébre de Lie engendrée par M;(g) espace des

,(© =¥ (8 8.8 (&)
,...,Zn z

P -+
séries formelles provenant de M(z
1 n

1
d d

e . P _
La dérivation dk Zk T zk Az

z k
~ — i

p—fois

est appelée la k-eme dérivation degré d'ordre p.

(P) _ (_(\P 4P
Posons dk {(-1) dk .
+ SR S N Y I
Lt M (G,m) = > >, M (8) = D > 4 "M, (&) (31)
k=1 p=1 k p=1 k=1 k
Avec M (G,0) = M (§).
n— n —
I1 n'est pas difficile de voir aussi que :
M (6,m,) < M (§,m,) > (32)
o Gm, < 0 E,mz pour m, >,

Et d'aprés l'expression (23) théoréme 1, et 1l'expression (28) proposition 11,

on oa 3

[ M (G.0) M (6,m,)] < M (&,m+n+1) (33)
n— 1 n—=’"2 = n -

21



D'olu

“4
THEOREME 3 : L'algébre de Mellin-Lie d'ordre n, Mnﬁg) est une L-algébre de

Lie filtrée. Plus précisément, la suite
.
M (§) = M (6,0 M (6,1) c...cM (§m) c... (34)
n = n— n = n -
est une filtration de M;(g) et ,

“+
M = U M (G
m &N
Et 1'algébre de Lie graduge associée est
~4 “+
grad M_(6) = @ M (g,m) (35)

m €N

M

M;(ﬁ,m—ﬂ

On a ainsi un autre type d'algébre de Lie analogue a celui étudié en [6].
yp g

*
3.3. REMARQUE : Etant donné z dans &€ , dans 1.2 , on a un isomorphisme de

. + — . . »
T —-espace vectoriel entre Mz(g) et Mz(g). Et d'aprés la proposition 3 et la

proposition 10, cet isomorphisme de L-espace vectoriel

p:M (B — > M_(B)

~

+ ~
2 (2) —my X (2)
se prolonge de fagon canonique a un isomorphisme d'algébresde Lie

-

~ -

P M (B) —— M (6)

ol1 M-(Q) est 1'algébre de Mellin-Lie engendré par M—(g) espace des séries

formelles provenant de M;(g). Ainsi, on aura des résultats analogues a ceux
+

établis entre éléments de M (§). Plus précisément, les théoréme 1-2 et 3

sont vérifiés aussi pour M—(g) et M;(g),‘algébre de Mellin-Lie de "type-négatif'.

ot o ot o L .
Notant aussi que M (6) , M (&) , M () et Mn(g) ont un lien étroit avec
la représentation fondamentale des algébres de Kac-Moody [1] , et les

équations d'évolution de type K,P.
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