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4 

RECHERCHE D'ORBITES PERIODIQUES D'UN CHAMP HAMILTONIEN 

ASSOCIE A UNE STRUCTURE SYMPLECTIQUE NON STANDARD 

par Géra rd CRANGIER 

Résumé. 

Le problème de l'existence, sur une variété compacte M, des orbites pério­

diques d'un champ associé à un hamiltonien H, somme d'une énergie cinétique, d'un 

potentiel scalaire et d'un potentiel vecteur, au moyen d'une structure symplectique, 

non canonique, sur le fibre cotangent T*M est ramené à un problème variationnel 

global sur M à l'ailde de la transformation de Legendre et d'un relèvement approprié. 

Cette démarche précise celle imaginée par Novikov et Shmelster pour la loi de 

Kirchoff dans [5] . Elle peut aussi avoir pour application l'étude du mouvement 

d'un système de particules dans un champ gravitationnel et dans un champ électro­

magnétique [11] . 

_ Soit M une variété compacte connexe, de dimension n, de classe # (k^6) 

possédant la propriété suivante : 

1 1 
. Pour tout lacet y • $ M continu de classe # par morceaux il existe 

un ouvert ^ , domaine de carte tel que 

n 1 ( ^ ) = n 2 (# ) = {o} et Y ( ï
1 ) . 

Ces conditions sont en particuliers vérifiées dans le cas où M = J n . 

. Le fibre cotangent TT : T*M M est supposé muni d'une structure symplec­

tique définie au moyen de la 2 forme : 

fl = -dA + 7r*ft0 ( 1 ) 

où A est la forme de Liouville et Q,Q une 2 forme fermée sur M. 
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. De plus sur T*M est défini un hamiItonien H par : 

H(X) = 1 g*(X,X) + V(x) + A(x)X pour X e T*M (2) 

où g est une métrique riemannienne de classe # 

V une fonction numérique sur M dit potentiel scalaire, 

A une section du fibre T**M M dit potentiel vecteur (pour chaque x e M, A(x) 

est donc une forme linéaire sur T*M) 
4 

ftQ,A et V sont supposés au moins de classe # . 

1 n 
. Si ,<p) est une carte de M, on note q = (q ...q ) les coordonnées 

locales correspondantes de M, (q,p) avec p = (p-j »P2- • • P n) ^
e s coordonnées locales 

de T*M sur ) naturellement déduite de q, (q 5q) avec q = (q 1,...,q n) les 
a _ i 

coordonnées locales de TM sur ur ( # ) naturellement déduite de q. 5 nr :TM -*» M 
a 

désignant le fibre tangent de M. 

1 2 
. Si ^ est un ouvert de M vérifiant n ( °ll ) = n ( °ll ) = {o} il existe 

CL i CL CL 

donc une 1-forme oo sur T T ~ ( °U ) telle que 

Q. . = doj (3) 

a 

. On a les écritures locales 

H = \ g 1 J ( q ) p i P j + A
i(q)p i + V(q) (2»). 

Les conventions usuelles de sommation tensorielle seront systématiquement 

utilisées dans les calculs locaux. 

1. La t rans fo rma t ion de Legendre . 

o 

Soit X H (resp. X^) le champ hamiItonien de H dans la structure symplectique 

Q (resp. - dA) , c'est-à-dire le champ défini pour tout champ Y sur T*M par : 

fl(XH,Y) = dH/Y (4) 
o 

(resp. -dA(X H,Y) = dH.Y (5) ) 

Si T T ^ désigne l'application tangente à la projection T T , on a 

T T° 
TT X^ = TT X^ . 
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En effet localement on peut écrire : 
, (a) JOL) 

X = _3±L _ L + ( 3H + 9 fj JH_ 8 fi _3_H_ ) _ J _ [,,] 

H 9 p i aq1 aq1 àq 1 9 P J 1 ? " 9 P j 9 P i 

9 p i aq1 aq1 9 p i ( 4 ) 

TT TX (q,p) = T r TX H(q,p) = ^ - X = ( g i j ( q ) P i + A ^ q ) ) - X (5 1) 
H H 9 P i ôq 1 J aq1 

Pour chaque q fixé dans M l'application p h- iî TX H(q,p) de T*M 

T * 

dans T P M est une bijection affine , l'application T T X ^ : T M -> TM est donc 

globalement inversible, fibre par fibre son inverse & est la transformation de 

Legendre. Localement on a : 

^(q,q) = (q,p) avec p = g...(q)(qj - A j(q)) (5") 

où (9-jj)-jj désigne la matrice inverse de la matrice (g1J).j .. 

2. Problème variationnel sur les ouverts 

On définit sur TM l'énergie E = H 0 iP(6) et au-dessus de chacun des °U 
a 

_i 
une action s/^ :-nr ( %a) R par «^(v) = w (X H(i^(v)) (7) et un lagrangien 

L : -nr"1(# ) -y R par L (v) = se (v) - E(v) (8) pour v £ T j r " 1 ( # ). 

a a a a a 

On a les écritures locales : 

E(q.q) = \ 9 i j.(q) q V + U(q) (6') 

^ a(q,q) = g . ^ q î q V ' - A ^ q j q 1 (7') 

L a(q,q) ^ g ^ q J q V " A ^ t q î q 1 - U (q) (8') 

3 V e C A| a )(q) = g i j(q)A
j(q) - f f }(q) (9') 

U Cq) = V(q) - \ g i j(q)A
i(q)A j(q) (10') . 

Au moyen de l_a la transformation de Legendre s'écrit : 

if(q,q) = (q,p) avec p = ?U (q,q) - f ^ q ) (11') . 
3q 
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Si q et p sont liés par cette transformation on obtient : 

sf (q,q) = - S ( q ^ q 1 = ( P i + f ^ q î î q 1 (12') 
a 9q 

On munit M de la structure riemannienne g associé à et on note A M 
i 

l'espace des lacets Y : $ M, absolument continus dont la dérivée y (qui existe 
2 1 

presque partout) vérifie g{y,y) £ L (S ). On sait que AM est une variété hilber-

tienne de classe # k ~ 5 [cf [9] ] ou [3]] . 

On note W a = (y £AM/y(î 1) c ^ a > W a est un ouvert de AM. 

1 -1 
On désigne par l'espace des lacets Y : $ TT ( ̂  ) absolument continus 

^ a CL 

dont le composé avec une quelconque carte définie sur TT ( ̂ a) appartient à 

H 1 ( $ 1 , F 2 n ) . V a s'identifie donc a un ouvert de l'espace de Hilbert H 1 ( $ 1 , F 2 n ) . 

PROPOSITION 1. 

ÔQ € V A est une orbite périodique de X|_| si et seulement si <$0 satisfait 

à l'équation d'Euler du problème variationnel associé à la fonctionnelle 

S a : V a * F définie par S a(ô) = 6*0)^ - H(ô(t))dt. 

Si ô 0(t) = (q(t),p(t)) dans les coordonnées locales. 

ô 0 C V a est une orbite de X^, compte tenu de (3') 9 si et seulement si S 

est derivable et vérifie pour tout t de : 

( 1 3 ' M 1

 6 f
( a )
 6 f ( a ) 

1 p,(t) = (q(t),p(t)) + - V M * » arT q(t),p(t))—V-(q(t))-|1-(q(t),p(t): 

Cette dernière équation n'est autre que l'équation d'Euler du problème 

variationnel défini au moyen de S a . 

PROPOSITION 2. 

Y Q £ W a est la projection sur M d'une orbite périodique de si et seu­

lement si Y 0 satisfait presque partout à l'équation d'Euler du problème 
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variationnel associé à la fonctionnelle L : W a H - R définie par : 

r 1 

L a(Y) = L a(y(t)dt. 
J o 

Remarques préliminaires. 

1 1 n 

1. On note $ N >->H'($ ,R ) l'application défi nie par $(y) = o Y où cp 

est la carte définie sur . $ est un difféomorphisme de W a sur l'ouvert 

îïa = ( Y € H
1 ( î 1 , R n ) | Y(S 1)<= cp(^ a)l (cf. [ 7 ] ) p. 168). Démontrer la proposition 

2 pour L a revient à démontrer cette même proposition pour la fonctionnelle L a 0 

sur W a . En conséquence dans la suite on identifiera W a et W a et L a et L a 0 $ . 

2 

2. Si Y est la projection sur M d'une orbite 6 de Y e s t de classe # 

et 6 = &{y) • En effet si 6 est une orbite de X^; s est de classe ^ et vérifie 

ô(t) = X|^(ô(t)) pour tout t . Comme Y = T T Ô , on obtient pour tout t 

Y(t) = 7i Tô(t) = ^ ~ 1 ( ô ( t ) ) , Y est donc # 2 et 6 = &(y). 

3. On a la formule L a(y) = S a(<^(Y)) (9) dès que <^{y) appartient à V a 

Si on a les écritures locales y(t) = q(t) et <?(y(t)) =(q(t),p(t)) c'est dire que 

p(t) et q(t) sont liés par la formule (5') (ou (5")) 5 on obtient alors compte tenu 

des formules (8) , (12') et (1') 

f 1 * 
S a(^(Y)) = J ie{y) w - H(^(Y))dt 

o 

= f (Pi(t) + f ^ t q t t J î q ^ t ) - E(y(t))dt = L (Y) 
J o 

Démonstration de la proposition 2. 

On suppose que pour Y 0 £ W a d'écriture locale q(t) 5 la fonction 
3 L 9 1 1 n 1 

t -7— (q(t),q(t)) appartienneà H ($ ,K ) et que pour presque tout t de $ on ait 
3q 

la formule d'Euler : 

^ ( - ± (q(t),q(t))| t = -ik- (q(t),q(t)) (14'). 

3 L / x 

On pose p.(t) = -J*(q(t),q(t) - f a ;(q(t)) pour i = 1...n et ô Q(t) = (q(t),p(t)) 
3 q 
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On a donc Ô e V a . Comme la relation de définition dje p est la formule (11') la 

relation (5') à savoir q^t) = (q(t),p(t) = g1' j(q(t))p .(t) + A^qit)) est 

1 

aussi vérifiée, q est donc continue et sa dérivée existe presque partout sur $ . 

En particulier y Q est de classe <g et 5o = ^(yQ). 
Le deuxième membre de (14') est continue, on peut donc dire que 

3L 
t - * — j (q(t),q(t)) est continûment derivable et que (14 1) est vraie partout. 

3q 

Comme t + f j °^(q( t ) ) est # 1 , il en est de même de p, de (12') f de (8) et de 

(14') il vient : 

3 f i a ) .k 3f^ a )(q(t)) . 
Pi(t) + —V (q( t ) )q k(t) = — q J(t) - M- ( q ( t ) f p ( t ) ) 

3q 3q 3q 

Compte tenu de (5') on obtient 

3fi a )(q(t)) 9 r f
a ) , H 

p.(t) = - 1 " (q(t),p(t)) + -J , JÎL (q(t),p(t)) - —V W ^ ' l r ( ^ ( t ) ^ ) ) 
1 Sq 1 âq 1 9 P J 3 q K 8 p k 

Cette formule et (5') donne exactement (13'). 

1 2 

6 0est une orbite périodique de en particulier & e s t cê donc Yôest # . 

Réciproque. 
_ i 

Si Y 0 est la projection sur M d'une orbite de contenu dans TT ( ^ A ) > 
2 

Y 0 est, d'après la remarque préliminaire 2 de classe # et cette orbite périodique 

est 6 Q = &(y ). Les relations (13 1) et (5') sont vraies elles impliquent pour tout 

t de î (14') e ^ t une extrémale de L sur W . 
yo a a 

Remarque. 

On peut définir [cf [1] ] le champ X^ sur TM dit champ de Lagrange par 

i x JS?* fi = dE (10). La formule classique S£* X £ = X H (11) reste vraie. Autrement 

dit Y est la projection sur M d'une orbite périodique de X^ si et seulement si y 

est un orbite périodique de X̂ . . 
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Le problème variationnel local que l'on vient de décrire est très satis­

faisant car on a la : 

PROPOSITION 3. 

a 2 1 
L : W »->• R est de classe # (c'est-à-dire de classe % et de différentielle 
a a 

localement lipchitzienne) et vérifie la condition (C) de Palais Smale. 

On a L a( Y) = f 9 ( t) (Y(t),Y(t)) dt - Ai^tYttJÏYttJ-UtYftïîdt (12) 

° f1 

On sait classiquement (cf [ 9 ] ) que g ,.x (Y(t),Y(t),dt est de 

J 0 YVtJ 
k-4 2 

classe # donc au moins de classe # puisque k ^ 6. 

f 1 2 
Il est élémentaire de vérifier que Y ^ U(y(t))dt est de classe # 

dès que U est classe 0 

(OO 4 
Enfin Y A; (y(t))y(t)dt est de classe # , cela résulte du lemme 

Jo 

8.21. p. 211 de ( [9] ) ). 

Si A* est de classe # k de R n dans ( R n ) * l'application 
\ 

A* : H 1 ( $ 1 , R n ) X L 2 ( $ 1

5 R n ) R définie par A*(f,v) = J A*(f(t))v(t)dt est de 
k-2 0 

classe # K \ 

On voit sur l'écriture locale (9') que a£°^ est de classe c € ^ . 

Pour obtenir la condition (C) de Palais Smale on suit la démarche de [4] 

p. 524. 

1 1 n 
Soit une fonctionnelle > : H ($ ,R ) >*R qui vérifie les deux conditions : 

a) lim || u II 0 0 implique lim | ^ ( u ) | = +°°. 
n + 0 0 n H n -> ~ n 

1 1 n 
b) si ( u p ) n est une suite bornée de H ($ 5 R ) satisfaisant 

V e > 0 3N p,q >y N =>\{DJ(u )-DJ^(u ))(u -u )| < e il existe une suite extraite 
r H r H 

1 1 n 
(u ). convergeant dans H .($ ,R ) . 

n k K 
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Alors vérifie la condition (C) a savoir : 

toute suite (u ) satisfaisant |</(u )| borné et lim || grad^(u n)|| = 0 
n co 

possède une suite extraite convergente. 

1 1 
On introduit les notations pour u e H ($ , ̂  ) : 

a 

r1 

L°(u) = g i,(u(t))u.(t)u.(t)dt 

A 1 
t i(u) = L°(u) - { №\u{t))u\t)ét (15 1) 

J 0 

L (u) = L 1(u) - f U(u(t)dt (16') 

On sait [cf [4] v. p. 528 ] que L° vérifie les conditions a) et b). 

LEMME 1. 
A o1 1 1 
L : H ($ \% )-* K vérifie la condition a). a a 

En utilisant l'inégalité de Cauchy Schwarz, la compacité de M et la conti­

nuité de A ^ sur U il vient pour tout u de H 1 ( $ 1 , ^ ) 
a r a 

1 1 1 
| [ A i(

a )(u(t))ù i(t)dt| .< ( f || A i a )(u(t))|| 2dt) 1 / 2( [ ||û(t)|| 2dt) 1 / 2  

J o J o J o 

.< (C([ H û(t)|| 2 d t ) 1 / 2 

J 0 

C désignant une constante. 

Mais pour chaque x de °U^ h g ij(x)h
1h J est une forme quadratique définie 

positive, il existe donc m(x) > 0 tel que 

g..(x )hV > m(x) ( I h2.). 
1 J i=1 1 

De plus les (g^j)-jj s o n t continues et M est compact il existe donc m > 0 

telle que pour tout x de f et tout h de R n 

n a 

g. .(x )hV >, m ( i tt) . 
1 J i=1 1 
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1 1 
On en déduit pour tout u de H ( S \ % ) : 

a 
1 1 

L 1 ( u ) > m [ || û(t) || 2 d t - C( r ||û(t)|| 2dt) 1 / 2 

^o Jo 

> m | | û ( t ) | | 2 d t ( 1 - § - , ! ) 
J ° ( 7 | | ù ( t ) | | 2 d t ) ' / 2 

Jo 
1 1 

Si (u J est une suite de H ($ , ) ta lim M u M = + a> du fait 
n n a p ^ c o " p H 1 

que M est compact cela implique lim j || û (t)|| 2dt = +oodonc lim L 1(u ) = + œ. 

LEMME 2. 
A 1 1 1 
L : ftx{% 9 < % ) »->• R vérifie la condition b). 
a a 

1 1 
En différentiant (15') on peut écrire pour h e H ($ , °ll ) 

a 
DL°(u)h = DL 1 (u )h + f ( D A j u ( t ) ) h ( t ) + A Î a ) ( u ( t ) ) h ( t ) ) d t . 

a a J 0 

1 1 n 
Soit (u ) une suite bornée de H ($ ,R ) satisfaisante la condition : 

v c > o 3N p,q > N |DL 1(uJ - DL 1 ( u ) | ( u - u ) | < e . 
a P a q i p q » 

Pour deux indices i et j on a donc 

DL°(u.) - DL°(u.)(u,-u.) =(DL1(u.) - DL 1 (u .))(u.-u.) 
a i a J T J a i a J i J 

+ { (D^u.tt))- DA.(u j(t))(u i(t)-u j(t)) + ( A ^ u ^ t ) - A ^ ^ u ^ t K ^ - û j î d t . 

Comme L° vérifie la condition b) pour obtenir à partir de la suite ( u ) une 
a n n 

suite extraite convergente il suffit de montrer que V e > o 3N p,q > N = r r 

/ 1 éBA*(u p(t))-- DA*( U q(t)-u p(t)-u q(t)) + A i a )(u p(t)) - A^(u q(t))(û p(t)-Û q(t))dt < s 

ou ce même résultat pour une suite extraite de ( u n ) n . 
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Mais : 

I j ( A i a ) ( U i ( t ) ) - A i a )(u j(t)))(û i(t)-Û j(t))dt| 

n< ( j H Ai a )( U i(t)) - ̂
a)(u.(t))\\Zàt)]/2\\ ^-UjIlH1 

N< 2A( j 1 || A ^ u ^ t ) ) - A i a ) ( U j . ( t ) | |
2 d t ) 1 / 2  

car la suite ( u n ) n est bornée. 

L'inclusion de H (S ,F ) dans ^ œ ( $ J< ) étant compact donc il existe une suite 

extraite (u ) qui converge uniformément sur [0,1] , le fait que A*est continue 
n k 

implique que 

V e > 0 3 N p , q > N J || A i a ) ( u n p ( t ) ) - A i a )(u n( q(t) ||
 2 d t 4 

et | j \ o A ( u n p ( t ) ) - DA(u n q(t)))(u n p-u n q)(t)df | < § 

ce qui achève la démonstration de la proposition 3. 

PROPOSITION 4. 

Y Q € est la projection sur M d'une orbite périodique de ssi y Q est 

un point critique de L sur W . 
a a 

1 1 

On remarque préalablement (cf. t9] lemme 8.18 p. 210)que T H ( S\qi ) 
i i Y a 

pour Y € W s'identifie à H ($ , T Y ^ ) donc finalement comme uli est un domaine 
' a ' Y a 

de carte à H 1 ( S 1 , R n ) . 
A 2 2 

De plus comme L est de classe ^ et que d;L (la dérivée seconde de ln 

le long de la fibre) est une forme quadratique définie positive, il résulte d'un 

théorème de [10] (p. 392) que DL ( Y J est l'extension à H 1(£ 1,R n) de l'application 
1 3 L 3L ot o 

v - [ ( - T j ( q , q ) v n + — j ( q . q j v 1 )(t)dt (17') 
J o 3q 3q 

de # 2 ( $ 1 , F n ) dans F. 

74 



A 
Y„ est donc un point critique de L si et seulement si pour tout v de 

a 1 3L 3L 
f ( - ? ( q . q ) v 1

 + - S ( q . q î v ^ t j d t = 0 . 
J o 8q 3q 

1 1 

C'est-à-dire en généralisant à H ( $ \ % ) le lemme de Dubois Raymond si et seu-

lement si pour presque tout t de î : 

i (q(t),q(t)) (q(t),q(t)) 
3q 3 q' 

d'où, grâce à la proposition 2 si et seulement si y 0

 e s t ^ e projection d'une 

orbite périodique de sur M. 

3. Problème g loba l . 

On remarque que si y appartient à W n w en raison de (12)-
OT P 

L o( Y) - L (Y) = f ^ ^ ( q t t î î q ^ t j d t - f } A < a ) ( q ( t ) )q' ( t ) d t 

2 1 n 
de sorte que si h e (£ (S ,R ) le calcul précédent implique: 

9 A ( 6 ) 

(DL 0( Y) - DL B( Y))(h) = [- ̂  ( A j e ) ( q ( t ) ) + — X ( q ( t ) ) q | t ) ] h j(t)dt 

a A ( a ) 

- f î t- 4 (A< a )(q(t)) + —L- ( q U M q ^ t ) ] h j(t)dt 
J$' 0 1 J 9 q J 

3 A(e) 3 A ( B ) 

= f î ( - —V (qîtJJqVtJh^t) + —U- (q(t))q n(t)h J(t))dt 
J$ 3 q n 3 q J 

9 A ( « ) 9 A(a) 

- f , ( - - 4 r - ( q U H q ^ t ^ U ) + —V ( q t t j j q ^ t j h ^ t j j d t 
n 8q 3 q J 

= ' - dAi 3 )(q(t))(q(t),h(t)) + dA[ a )(q(t))(q(t),h(t))dt 

U 1 

In) (ci) 
mais dA* est globale , car dA* = dB + çiQ avec B la 1 forme définie par 
B(v) = A(x) (v)* pour v G T M (v^ désignant la 1 forme associée à v au moyen de 

X 
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g c'est-à-dire X •+ g Y(v,X) pour x G T M). Cela résulte immédiatement de l'écriture 
X x 

(9'). 
A A 

Donc pour y c W n W DL (y) = DL (y). 
Ot p CX p 

A 

On peut donc parfaitement définir sur ÀM une 1-forme fermée K coïncidant 

avec les divers DL„ ; et pour globaliser le problème introduire : AM le revê-

tement universel de AM, ce qui a un sens puisque A M est une variété hilbertienne 

connexe donc localement connexe par arcs et "semi-localement simplement connexe". 
~ 1 

Les éléments de AM sont les classes d'homotopie de chemin Y $ : $ M paramétrés 
par s € [0,1] d'origine un lacet y Q que l'on peut choisir pour simplifier comme 

réduit a un point m Q de M et ayant même extrémités y* (cf. [2] ). 

On note [r] un élément de AM ayant pour représentant l'application 
1 1 

r : (s,t) » r (s,t) de [0,1] x $' dans M satisfaisant pour tout t de $ r (o,t) = m . 

Soit p la projection canonique AM -»• AM c'est-à-dire l'application définie par 

ptr] = y r 

A 
On définit tout naturellement une application L qui globalise les différents 

A 

L a en posant 
A f A 

L ( m ) = J r K 

Cette application est bien définie (c'est-à-dire indépendamment du repré­

sentant choisi) en raison du lemme de Poincaré, R étant fermée (cf. la démonstra­

tion pour les variétés de dimension infinie du lemme de Poincaré dans [12]). 
Si [r] € AM il existe a tel que p[r] G IaL et L[r] = L n , (p l r ] ) , , de plus comme 
1 2 

n (W a) = n {°iïa) = {0} si r est un chemin paramétré sur [0,1] joignant y^ et 

de sorte que r(I x $ 1 ) c z ^ o n a si se projette sur y^ 0=1,2), On a 

L([r ]) = L (Y h) (i = 1,2) pour le même indice a. 

PROPOSITION 5. 

a ~ 2 
L : AM h- R . est de classe et on a la condition : si (u ) est une 

^ K n ;n 
suite de points de AM vérifiant 

1) |L(u n)| est bornée et lim || gradL(u n) || = 0 
n oo 

2) (u ) est contenu dans un nombre fini de feuillets v n'n 
alors il existe une suite convergente. 

76 



La condition (2) signifie qu'il existe un nombre fini d'indices a telle 

que pout tout n p(u ) e u W et pour chacun de ces a, les (u ) se projettant 

dans le même W a sont dans un nombre fini d'ouverts de p (W a) sur lesquels 

p est un difféomorphisme. 1 

Si M est une variété telle que n (M) soit un groupe fini, la proposition 4 
A 

implique que L vérifie la condition (C). 
A 2 

Le fait que L est de classe # _ est évident puisque p est un revêtement. 

Si les conditions (1) et (2) sont vérifiées pour une suite ( u n ) n la 

condition (2) implique qu'il existe une suite extraite (u ), , et un même indice a 
n. K 

telles que vk L(u„ ) = L^pu,, ). Comme L„ vérifie la condition (C), on peut 
n k a n k a 

extraire de cette suite (pu ) une suite convergente ; la suite correspondante 

pour (u ) est celle que l'on souhaite. 

PROPOSITION 6. 

Les projections sur M des orbites périodiques de coïncident avec les 

projections sur AM des points critiques de L , 

Si [r] est un point critique de L, il existe a tel que L([F ] ) = '-ot(p[r] ) 

Comme p est un difféomorphisme local y = P [r] est un point critique de L a donc 

en vertu de la proposition 4, y est la projection sur M d'une orbite périodique 

de X H. 

Réciproquement si y est la projection sur M d'une orbite périodique de X^, 

Y est de classe c € 2 donc il existe % satisfaisant ïï1(^ ) = n 2( °U ) = (0} 
1 ~ a a a 

et y{l ) c ^ . E n relevant Y dans AM, on peut dire qu'il existe [r] e AM telle 

p[T] = y et L( [T]) = L a ( y ) s comme y est un point critique de L a , que p est un 

difféomorphisme local ; [ r ] est un point critique de L. 

Le nombre d'orbites périodiques va pouvoir être estimé en étudiant 

la topologie de ÀM et en appliquant la théorie de Lyusternik-Schnirel'mann[6] . 
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