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CHAPITRE |

HAUTEUR D'UN ENSEMBLE BIEN FONDE

Résumé,

Nous prouvons qu'un treillis distributif de hauteur dénombrable contient une
chalne dont le type égale la hauteur. Avec une propriété supplémentaire sur le
treillis le résultat reste valable pour une hauteur quelconque. Ceci s'applique
en particulier au treillis I(E) des sections initiales d'un belordre E et donne
une nouvelle preuve d'un résultat de DE JONGH et PARIKH.

Nous construisons un belordre A dont le treillis I(A) ne contient aucune

chaine passant par tous les niveaux de hauteur.
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I - QUELQUES PROPRIETES ELEMENTAIRES DE LA HAUTEUR D'UN ENSEMBLE BIEN FONDE.

I-1. Hauteur d'un ensemble bien fondé.

Soit P un ensemble bien fondé. La fonction hauteur associe a tout
élément x de P un ordinal h(x,P) défini par induction comme suit

h(x,P) = sup{h(y,P) / y <x dans P}.
Par exemple h(x,P) = 0 si et seulement si x est minimal.

Cette fonction partitionne l'ensemble P en parties disjointes Pu, ol

_1 .
Pu = h "(a,P), appelées niveaux de hauteur.

Ainsi PO est 1'ensemble des éléments minimaux de P, et plus généralement

Pu est 1'ensemble des éléments minimaux de P ~ U P

a'’
a' <o

La hauteur de P -que 1'on note h(P)- est le plus petit ordinal o tel
que Pu = @. Elle vérifie h(P) = sup{h(x,P)+1 / x € P}. Soit x € P, on
note (+ X[p’ ou (+ x[, 1'ensemble {y /y € P et y<x} muni de 1'ordre

induit. On a h((+ x[) = h(x,P).
La fonction hauteur ne peut &tre définie que sur les ensembles bien fondés ;

deux ensembles bien fondés et isomorphes ont évidemment la m&me hauteur,

Exemples.

-~ Si P est 1l'ensemble ordonné illustré ci-dessous, alors h(P) =4.

1 Cr\: °
O

-~ Pour toute chalne bien ordonnée C de type o, on a h(C) = a.

P

I-2. Somme hessenbergienne.

Y Y
Tout ordinal o s'écrit sous la forme o = w 1 n, + ...+ W k n

ou les n, ,..., n, sont des entiers, et les exposants sont des ordinaux
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satisfaisant Y, > Yo eee > Y Si o #0 et n; # 0 pour tout i € {1,...,k}

K

alors la décomposition est unique : c'est la forme normale de CANTOR.

On peut donc écrire tout ordinal o sous la forme d'une somme infinie

*
o = z wY

n_, ou les nY sont des entiers presque partout nuls et 6
Y € 6

la classe des ordinaux, les coefficients n_ étant entiérement déterminés par a.

. . * N
Soit a4 = X W nY et soit B = I w mY’ la somme hessenbergienne

%
de o et B est l'ordinal a8 R = X w

Exemples.
- (w4 2 + w2 +w) B (w3 + W 3+4) = w4 2 4w wz + W 4+h
Notons par contre que

(w4 2 + wz + @) + (w3 + W 3+4) = w4 2+ w3 + W 3+4

- Dans 1'écriture d'un ordinal sous la forme normale de CANTOR on

peut remplacer la somme par la somme hessenbergienne. Ainsi

Yl Yk Yl Yk
o = Ww n, + ... +Ww n =W n, 8 ... w n

1 k 1 k

En particulier pour tout ordinal o et tout entier n on a o+n = 0o 8 n.
La somme hessenbergienne généralise 1'addition entre entiers : elle est

commutative, associative et compatible avec 1'ordre.

Les propriétés vis a vis de 1'ordre sont réunies dans la proposi-

tion suivante

I1-2.1. PROPOSITION.
Soient o, o', B et B' des ordinaux.
a). si a<a' et B<B' alors aBR<a'B® R

b). a 8 B

supfo 8 B' 81 /B"' <BlU{a'BRB1 /o <al

o a

c). si B <uw et B' < W alors B 8 R' <w

d). supfa' 8 B" /o' <a et B'<Bl<oa BB
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Preuve. Vérification de routine.
Pour le b) on distingue deux cas suivant que 0 et B sont li-

mites ou que 1'un d'eux est isolé.

Pour plus de détails sur ces questions voir par exemple E.KAMKE [6].

Le fait suivant nous sera trés utile :

I-2.2. PROPOSITION.
Soient P et Q deux ensembles bien fondés non vides. On a :
a). Vx€P; Vy€Q, h((x,y), P x Q = h(x,P) 8 h(y,Q)
b). sup{h(P), h(Q)} <h(P x Q) < h(P) 8 h(Q)

¢). sup{h(P), h(QQ} < h(P U Q) < h(P) 8 h(Q).

Preuve.

a). On fait la preuve par induction sur h((x,y), P X Q).

- h((x,y), P x Q) = 0. Dans ce cas (x,y) est minimal dans P x Q
et donc x et y sont minimaux dans P et Q et 1'égalité s'en

- h((x,y), P x Q) = a.
On a h((x,y), P x Q) = suplh((x',y"), PxQ+1/ (x',y") < (x,y)} ce
qui vaut sup{h((x,y"), PxQ+1/y"'<y}lU {h((x',y), PxQ+1 / x'<x}.
D'aprés 1l'hypothése inductive, cela vaut :
sup{(h(x,P) B h(y',Q)+1/y' <y} U {(h(x",P) B h(y,)+1 / x' < x}.
D'aprés le b) de la proposition I-2.1. (et les propriétés de commutation)

c'est h(x,P) 8 h(y,Q).
b). La premiére égalité est évidente (P et Q sont respective-

ment isomorphes a deux parties de P X Q).

Pour la seconde utilisons le a) : On a
h(P x Q) = sup{h(x,P) ® h(y,Q +1 / (x,y) € P x Q}
Disinguons deux cas

- h(P) ou h(Q) est limite. Alors l'inégalifé résulte du d) de
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la proposition I-2.1.
- h(P) et h(Q) sont isolés. Alors on a h(P xQ)+1 = h(P) 8 h(Q)

d'ou 1'inégalité annoncée. En effet, dans ce cas il existe x' dans P et

y' dans Q de hauteurs maximales et donc h(P X Q) =h(x',P) 8 h(y', Q') +1.

D'ou résulte que

h(P xQ)+1 = (h(x',P)+1) 8 (h(y',Q) +1) = h(P) 8 h(Q).

c). La premiére inégalité est évidente. On prouve la seconde iné-
galité par induction sur h(P U Q).

Si h(PUQ =0 c'est évident.

Sinon, soit x € P U Q. On a h((« x[P U Q) = h(x, PUQ <h(PUQ).

Donc, d'aprés 1'hypothése inductive : h(+ x[ ) < h((= X[P) 8 h((« X[Q)

PUAQ
c'est-a-dire h(x, P U Q) < h(x,P) 8 h(y,qQ).
Or h(x,P) 8 h(y,Q) <h(P) B h(Q). D'ou le résultat.

Q.E.D,

II - UNE FORMULE DE MAJORATION DE LA HAUTEUR D'UN TREILLIS DISTRIBUTIF.

I1-1. Hauteur de L'ensemble des sections injtiales finiment engendrées d'un

ensemble bien fondé.

Soit P un ensemble ordonné. Etant donnée une partie A de P
1'ensemble (+ Al formé des x de P tels que x <y pour au moins un
y de A est la plus petite section initiale contenant A ; nous disons
qu'elle est engendrée par A. Nous disons qu'une section initiale est fini-
ment engendrée si elle est engendrée par un ensemble fini. Nous notons
IO(P) 1'ensemble ordonné par inclusion des sections initiales finiment

engendrées de P,

Toute section initiale finiment engendrée I est engendrée par

une antichaine finie (formée de 1'ensemble des éléments maximaux de 1I)
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et donc IO(P) est isomorphe a 1'ensemble des antichaines finies de P
muni de 1'ordre de majoration (i.e. {XO yesny xn} < {yo seves ym} lorsque

pour tout Xi’ il existe yj tel que X, < yj dans P).

I1 est évident que si 1'ensemble IO(P) est bien fondé, alors P
1'est aussi. Un résultat classique de G.BIRKHOFF [1] nous donne la réci-

proque :

II-1.1. THEOREME.
Soit P un ensemble ordonné. Si P est bien fondé alors IO(P)

~ 1'est aussi.

On en déduit que la hauteur de P est définie si et seulement si
celle de IO(P) est définie. I1 est intéressant dans ce cas, de donner

un rapport entre la hauteur de ces deux ensembles bien fondés. On a

II-1.2. THEOREME.
h(P)

Soit P un ensemble bien fondé. Alors h(IO(P)) < W
Cette inégalité est la meilleure possible :

o

pour chaque o il existe P tel que h(I_(P)) = w et h(P) = o.

Pour la preuve du théoreme II-1.2., on a besoin des faits suivants

II-1.3. LEMME.
Soit P un ensemble bien fondé et soit I dans IO(P).
Si1 I = Il U 12 avec I1 ,12
h(I, I (P)) <h(I,,I (P)) 8 h(I,,I (P)).
o 1 0 2 o

€ I (P) alors
]

En particulier, si les éléments maximaux dans I sont {Xo yee s xn},

on obtient h(I, I (P)) <h((+=x ], I (P)) B ... 8 h((==x1, I (P)).
o o o} n (o}

Preuve.

On la fait par induction sur la hauteur des éléments de I (P).
Si h(I, IO(P)) = 0, 1'inégalité est évidente., Soit J dans IO(P) tel
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que J < I. Soit M 1'ensemble des éléments maximaux de J ; soient

#

v o— v _ - T ' '
I = G I1 n M] et L (+ 12 NM],Ona J I1 U I!, avec I1 c I1

et Ié [ 12, 1'une des deux inclusions étant stricte. Donc, d'aprés 1'hy-
pothése d'induction h{(J, IO(P)) < h(I! ,IO(P)) 8 h(I. ,IO(P)) d'ol
h(J, IO(P)) < h(I1 ,IO(P)) 8 h(IZ ,IO(P)), puisque h(I] ,IO(P)) < h(I1 ,IO(P))
ou h(I] ,IO(P)) < h(I2 ,IO(P)). On en déduit que :

h(I, IO(P)) < h(I1 ,IO(P)) B h(I2 ,IO(P)).

Q.E.D.

II-1.4. LEMME.

Soit P un ensemble bien fondé. Pour tout x dans P, on a :

h((< x], I_(P)) < ' C5P)

Preuve.
On la fait par induction sur h(x,P).
Si h(x,P) = 0, c'est-a-dire si est minimal dans P, on a (+ x] = {x}

donc h({x}, IO(P)) =1 (¢ € IO(P)) et on a le résultat. Supposons que
h(x,P) = a et soit I g (+ x] dans IO(P). Puisque I € IO(P), il existe
une antichaine {x ,..., x } telle que I = (+x ] U ... U (+ x 1. Donc
) n o n
d'aprés le lemme II-1.3.
h(I, I (P)) <h((+x 1, I (P)) B ...8 h((+x1,TI (P)).
) o o n o
Or pour tout i =0 ,..., n, on a h(xi , P) < h(x,P). Donc d'aprés 1'hypo-
thése d'induction h(xi , P) < wa, d'ou on en déduit que h(I, IO(P)) < wu,
donc h((+ x], IO(P)) < o,

Q.E.D.

Preuve du théoréme I1I-1.2.

Soit I dans IO(P), alors il existe une antichailne fxo ye e Xn}
telle que I = (+ xo] U ... U (+~xn]. D'aprés le lemme II-1.3., on a :

h(I, I (P)) <h(*x ], I (P)) B ... 8 h((+x1, I (P)
(@] O o] n o]
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h(x , P) h(xn , P)
© B ... 8w

h(xi , P)
Or pour tout i1 =0 ,..., n on a h(xi ,P) <h(P) d'oll w <

h(P) u)h(P).

donc, d'apres le lemme II-1.4, h(I, IO(P))'< W

h(P)
w .

Donc h(I, IO(P)) < ® , ce qui nous donne h(IO(P)) <

Q.E.D.

II-2. Hauteur d'un treillis distributif et de L'ensemble de ses éléments

sup-irréductibles.

Soit T wun treillis, on dit qu'un élément x de T est sup-

-irréductible si pour toute écriture x = X ona X =%, OuU X =X

vV X .
1 2’ 1 2
v fq 2 . . .
On note T 1'ensemble des éléments sup-irréductibles de T.
Si T est un treillis bien fondé alors tout élément de T est le
supremum d'un nombre fini d'éléments sup-irréductibles, C'est-a-dire pour

v .
tout x dans T, x = X V ... V X, avec x, €T pour 1 =0 ,..., n.

Donc, on peut associer a tout élément de T au moins une antichai-

. . v
ne finie de T .

Si 1'on suppose de plus que le treillis T est distributif, alors
. - . v D o1 2 .
1'antichalne finie de T associée a un élément est unique. C'est en

substance le théoréme suivant de G.BIRKHOFF [1]

I1-2.1. THEOREME.
Soit T wun treillis distributif bien fondé. Alors T est iso-

. v
morphe a IO(T ).

(Pour plus de détails, voir e.g. G.BIRKHOFF [1] ; G.GRATZER [5]).

La collection des ensembles ordonnés de la forme IO(P) avec P
bien fondé englobe donc celle des treillis distributifs bien fondés. Naturel-
lement pour qu'un IO(P) soit un treillis distributif il faut et il suffit
que 1'intersection de deux sections initiales finiment engendrées soit fini-

ment engendrée.
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Une conséquence immédiate des théorémes I1-1.2. et II-2.1. est la

sulvante :

I1I-2.2. PROPOSITION.

v
Soit T wun treillis distributif bien fondé. Alors h(T) < wh(T ).

Application au treillis I(P) des sections initiales d'un belordre :

Considérons un ensemble ordonné P; dans le treillis I(P) des sec-
tions initiales de P ordonné par inclusion, les éléments sup-irréductibles
sont exactement les idéaux de P. Si donc on suppose I(P) bien fondé, c'est-

-a~-dire P belordonné,on a alors L(P)

2

IOQi(P)) ou J(P) est 1'ensem-

ble des idéaux de P d'ou :

I11-2.3. COROLLAIRE.

Soit P un ensemble belordonné. Alors h(I(P)) < thg(P)).

III - TYPE D'ORDRE DES CHAINES D'UN TREILLIS DISTRIBUTIF.

Nous considérons un treillis distributif bien fondé. Nous distinguons

deux cas suivant que la hauteur est dénombrable ou non.

III-1. Treillis distributif de hauteur dénombrable.

On a le résultat suivant

I111-1.1. THEOREME.

Soit T un treillis distributif bien fondé de hauteur o dénom~

brable. Alors T contient une chaine de type 0.

La preuve utilise les deux lemmes suivants qui sont valables quel-

que soit la cardinalité de la hauteur de T.

I11-1.2. LEMME.

Soit T wun treillis distributif bien fondé. Soit x € T,

alors h(T) < h((+ x[) 8 h([x »)).
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Preuve.

On utilise le fait <(e.g. cf. G.GRATZER [5]) que T est isomorphe
a une partie du produit direct (+ x] x [x =). Pour le voir, soit
@ : T — (+ x] x [x ») 1'application définie par ©(y) = (y A x, ¥y V X),

alors ¢ est un isomorphisme sur son image.
En effet, il est clair que si vy, <y, dans T, alors w(yl) < @(yz).
Supposons maintenant que m(yl) < m(yz).

Ona y, =y A (y1 v x) < vy A (y2 v x), car Y,V xSy, VX Or T est
distributif, donc :

vy A (y, vxI=(y; Ay v (ylAX)<(y1/\y2)v(y?_/\x)=y2/\(y1vx)-
On a donc ¥, < v, A (y1 vV X) < Y, A (y2 vV X) = y,» puisque y, Vv X < Yy V X

Donc y1 < y2.

On en déduit que h(T) < h((+ x] x [x »)). D'aprés la proposition I-3.1.
on a h({(+ x] x [x »)) <h(( x]) 8 h([x »)).
Et puisque h((+ x]) = h((+ x[) +1, on en déduit que :

h(T) < h((+ x[) 8 h(lx »)) .

II1I-1.3. COROLLAIRE.

Soit T un treillis distributif et soit ao > ... >0, »0 des

k
% *x
ordinaux tels que h(T) = w + ... + W , Alors pour tout 1i=0,...,k
Q. (04
et tout x tel que h(x,T) = I wJ+8 avec 8§ <uw k, on a
j<i
o.,
h(x,») = £ wi.

i<j'!
. . . o
En particulier si h(T) = w alors,pour tout x dans T, on a :

h(lx ) = o™,
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Preuve.
a.,
On pose R' =h([x »+)) et B= X w 3 . On peut écrire B'
8 i<j’
sous la forme R' = z w tel que Bi > ... > R".
i<lf<n "
Supposons que B' < B, donc il existe un plus petit entier m, tel

que B' #o0 et B' <o . On en déduit que :
m m m m
a. o,
(£ wl+) BB < £ wd<h@
i<i j<m
ce qui est contradictoire avec le fait que h(T) < h((+ x[) 8 h([x »))

O.,

J

(lemme II-3.2.). Donec h{[x )) = )

z
j>1i
Q.E.D.

Ce corollaire va nous permettre d'obtenir par induction la preuve

PR Q o
du théoreme, lorsque la hauteur n'est pas de la forme w ou w +1.

ITI-1.4. LEMME.
Soit T un treillis distributif bien fondé, et un élément x de T
tel que h(x,T) soit un ordinal indécomposable, alors x est

sup-irréductible et donc (+ x[ est un treillis.

Preuve.
On suppose que x = X v X,, avec X, #x et X, # x. Alors on
considére 1l'application ¢ : (+ x] — (= X1] X (« XZ] définie par

w(y) = (y A X3 YA XZ)' On prouve que c'est un isomorphisme sur son ima-

1

ge, en effet soient y et y' dans (* x] tels que ©(y) <o(y")

' _x_as . ' 1
c'est—-a-dire : y A X, <y A Xy et y A X, <y' A X,

Ona y=yA (Xl v x2) (v A Xl) v (v A XZ) d'aprés la distributivité

de T. Or :

'

(y A Xl) v (y A x2) < (y' A xl) v (y' A x2) =y' A (x1 v x2) =y

D'ot y<y'.
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On en déduit, d'aprés la proposition I-2.2. b) que

h((+ x]) < h((« Xl]) 8 h((+ x, 1)

2
ce qui veut dire h(x,T)+1 < (h(x1 ,T)+1) 8 (h(x2 , T) +1), donc
h(x,T) <h(x ,T) 8 h(x,,T)+1

d'ou h(x,T) < h(x1 ,T) B8 hi(x,, T).

2 bl
. Q (¢}
Supposons maintenant que h(x,T) = w , donec h(x1 ,T) <w et

(¢4 N e e ae . . Q ..
h(x2 , ) <w . D'apres 1'inégalité ci-dessus on a h(x,T) < w : contradiction.

Q.E.D.

Preuve du théoréme.

On procede par induction sur 1l'ordinal a = h(T).

Jer cas.
0 n'est pas indécomposable, c'est-a-dire qu'il s'écrit sous la

forme o =a' +a" avec 0 <a" <a.

ler sous-cas.

I1 existe au moins une telle décomposition avec a" # 1, c'est-a-
-dire que o ne s'écrit pas sous la forme o = a'+1l, avec o' indécom~

posable.
o o} 0.

o 1

Ecrivons h(T) = w ~ + w +...+mk avec a0>a ...>uk>0.

1
%
Soit x dans T, tel que h(x,T) = w , d'aprés le corollaire III~-1.3. on a

a a

hilx ) = w 1, ces W k. Donc d'aprés 1'hypothése d'induction [x -)
CX.l (04
contient une chaine C" de type w + ... + ®w . Et puisque
o

h((+ x]) = h(x,T)+1 = w 04-1, alors (+ x] contient une chaine C' de
%
type w .

La réunion C' + C" est une chaine de type o dans T.
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Z2éme sous—cas.

B

o =w +1, Dans ce cas T contient un plus grand élément que 1'on

B

note x. On a h(x,T) = w , donc d'aprés le lemme I1I-1.4., (+ x[ est un
treillis distributif bien fondé. D'aprés 1'hypothése d'induction (+ x[

contient une chaine C de type wB, d'ot C + {x} est de type a dans T.

2éme cas.

o = wB indécomposable.

Soit (OLi)i < une suite strictement croissante d'ordinaux tel que o = 0O
)
et SUp 0. = Q.
i<w *

On construit par induction sur n, une suite strictement croissante

X dans T, et une suite C de chafnes dans T avec C
& < w ’ Cn < n

de type supérieur ou égal 2a a_ pour tout =n < Ww.

On note X 1'élément minimum de T et C = {x }.
o o

seees C T

Supposons construits {x ,x
o 1 n

BERREE xn} et {CO , C

Puisque h([x_»)) = a (corollaire III-1.3.), on choisit x dans [xn, -+)
n

n+l

N
tel que h(xn+ [Xn »)) > a ,q» d'ob h([xn ’Xn+1]) > o

1° 1° +1°

[x ,x .1 étant un treillis distributif bien fondé, d'aprés 1'hypo-

n n+l

thése d'induction, il contient une chaine C de type supérieur ou égal

n+l?

N

a o .
n+l

I1 est clair que C = U Cn est une chaine de type o dans T,
Q.E.D.

Concluons en notant qu'un treillis distributif de hauteur dénombra-
ble n'est pas forcément dénombrable : considérer par exemple 1'ensemble
<w

K , des parties finies de K, ordonné par inclusion,; ol K est un car-

dinal non dénombrable.
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III-2. Types d'ordre des chaines dans un treillis distributif de hauteur

gue lconque.

Dans le cas général l'énoncé du théoréme III-1.1. est faux

Considérons 1'ensemble ordonné X = L1 | X somme directe des chaines X
OL<U)1 o
de type .
A
. e sesse B sases e ssees pour o < Ww
2 1
W 6}

L'ensemble IO(X) ordonné par inclusion, des sections initiales de X qui
sont finiment engendrées est un treillis distributif bien fondé. Or toute
chaine dans IO(X) est de type strictement inférieur a W, bien que
h(IO(X)) = W

Dans cette partie nous présentons une condition suffisante pour

avoir le théoréme en toute cardinalité :

Soit P un ensemble ordonné et soit K un cardinal. Une K-suite
extraite de P est une application de K damns P ; un cas usuel est celui

d'une w-suite ou d'une suite indexée par les entiers.

On dit que P vérifie la condition P(k) si,pour toute K-suite
(x.)i <k extraite de P, on peut extraire une K-sous-suite croissante.
Par exemple P vérifie la condition P(w) veut dire qu'il est belordonné,
ou encore qu'il est bien fondé et fini-libre (i.e. sans antichaine infinie).
Dans ce cas particulier il résulte du théoréme de partition de BEN DUSHNIK
et MILLER [4] que,de toute K-suite extraite de P, on peut extraire une
K-sous—-suite croissante, c'est-a-dire P vérifie P(k) pour tout K in-

fini.

L'observation suivante nous sera trés utile. -
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III-2.1. LEMME.

Soient P, Q deux ensembles ordonnés et K un cardinal infini.
a). si P vérifie P(K) et si Q est isomorphe i une partie
de P ou image de P par une surjection croissante alors Q
vérifie P(k).

b). S1 P et Q vérifient P(k) alors P x Q aussi.

En particulier si P vérifie P(k), le produit PP =P x ... xP

(n fois) aussi.

Preuve.

Le a) est immédiat : pour le b) on procede ainsi.

Soi ] L)), une K-sulte extraite de P X Q. Puisque P
oit (Gx,,v,)); -, Q. Puisg

vérifie P(k), alors on peut extraire de (X.)i < une K-sous—suite crois-—
i

sante (xj).

c K = K. . ).
jEwm telle que M et Ml Donc (x1 ,yJ) est

jEM

une K-suite dans P X Q.

De méme, Q vérifie P(k) donc on peut extraire de (yj)j cy une

K-sous—-suite croissante tel que NcM et [Nl =«k. D'olu on

O e n
. _ - . y
obtlent une K-sous-suilte (xk ’yk)k €N croilssante dans P X Q.

Q.E.D.

I11-2.2. LEMME.

% Soit P un ensemble belordonné et soit K un cardinal régulier
1
% indénombrable (K > w).
1
1
1

Aloré L(P) vérifie la condition P(x).

Preuve.

Soit (Ii)i < Ume k-suite extraite de I(P) et soit 1 <kK. On
note Mi 1'ensemble des éléments minimaux de P\\Ii; évidemment IMiI est

fini pour tout i < K. Pour tout entier k, on note .Ck la classe des Mi
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tel que |Mi| = k. Puisque K est régulier, il existe alors u..: classe,

soit C , de cardinalité k. Aprés réindexation, soit C_ = (N,). , une
n n 171 <K
K-sous—-suilte de M.). . Donc pour tout | <k, N. = {xJ ,... 3 d'ot
( 1)1 < K P J > ] i’ ? n}’
on peut considérer (Nj)j < » Comme une K-sulte extralte de P x .,. X P

(n fois). Or P est un belordre donc il vérifie P(x), et il en est de méme
pour P x ... x P (lemme III-2.1.). On peut alors extraire une K-sous-suite

(N croissante.

é)ﬂ < K

Il est clair que la K-sous—-suite de sections initiales, correspon-

dantes a N! est croissante.
Nplp <

Q.E.D.

Le résultat principal est le suivant :

II1-2.3. THEOREME.
Soit T wun treillis distributif.
Si T vérifie la condition P(Kk) pour tout cardinal régulier K«

tel que w < Kk, alors T contient une chaine de type h(T).

Preuve.

On la fait par induction sur h(T) = a.

ler cas.

0 est décomposable,

La preuve faite dans le théoréme III-1.1. concernant les hauteurs dé-

nombrables décomposables, reste valable dans le cas général.

Z2éme cas.

o = wB indecomposable.

1er sous=-cas.

cf(B) < w.

On fait exactement la méme preuve que pour les hauteurs indécomposa-
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bles dénombrables.

2éme sous-cas.

cf(B) = K > w, donc K est régulier.

Soit (Bi)i < une K-sulte strictement croissante d'ordinaux tel-
By @
le que sup W =W .
1<K

Pour tout i <K, on choisit X, dans T tel que h(xi , T = w .

Puisque T wvérifie la condition P(k) on peut extraire de la K-suite

(x.)
i

{ < ume K-sous—suite croissante. Donc,aprés renumérotation de cette

K-sous-sulte, on obtient une K-suite (yj)j < strictement croissante
(puisque tous les x, sont différents) telle que pour tout j <K,
B! B
= J i_ B
h(y. , T) = w et sup W Y = w .
J j <K
Maintenant on construity par induction sur 1, une K-suite de chalnes de T
soit (Ci)i <<
Bl
~ On a h(yO ,T) = w ° donc,d'aprés le lemme III-1.4., (¢ yo[

est un treillis, en plus (* yo[ vérifie la condition P(k) pour tout K

régulier donc d'aprés 1'hypothése d'induction (+ yo[ contient une chaine
1]
Bo
CO de type

- Supposons construites les chaines (ci)i < u avec U < K.

Bé Bﬁ
% Si 1 =8+, on a h(y(S ,IT) = w et h(yu ,T) = w

or vy, € (+ yu[ et,d'aprés le lemme III-1.4., (+ YU[ est un treillis dis-
tributif bien fondé. Donc d'aprés le lemme III-1.2.,

h((+'yu[) < h((+ yé[) 8 h([y6 ’YU])

Bl
d'ou h([y(S ,yu]) =M, D'aprés 1'hypothése d'induction [y(S ,yu] con-
B'
tient une chaine C& de type H. on pose CU = CG + Cﬁ.

29



% 81 U est limite, on pose C_ = U C. + {y }.
Wos <y O u
U

I1 est clair que la chaine C = Ci est de type wB dans T.

U
1<K Q.E.D.

Application au treillis I(P) des sections initiales d'un belordre P.

Comme conséquence du théoréme III1-2.3. et du lemme III-2.2., on

obtient

I11-2.4. THEOREME.
Soit P un ensemble belordonné, alors l'ensemble I(P) des

sections initiales de P contient une chaine de type h(I(P)).

Ceci est une version équivalente au résultat suivant, di a

D.DE JONGH et R.PARIKH [3], et en fournit une nouvelle preuve

I1I-2.5. THEOREME.
Soit P un ensemble belordonné. Parmi les extensions linéaires

de P, 1'une d'elles a un type d'ordre maximum.

Pour le voir utilisons le résultat classique (cf. R.BONNET et

M.POUZET [2]) suivant

II1I-2.6. THEOREME.
Soit P un ensemble ordonné.
a). si P est une extension linéaire de P alors L(f) est une
chaine maximale de I(P).
b). Si C est une chalne maximale de I(P), alors il existe une

unique extension linéaire P de P telle que C = I(P).

L'ensemble P étant belordonné, l(P) contient au moins une chalne
de type d'ordre maximum, qui est la hauteur de I(P). Une chaine maximale C
la contenant a le méme type d'ordre et 1'extension linéaire correspondant

est de type d'ordre maximum,
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Réciproquement si P est une extension linéaire de type maximum
de P, alors un raisonnement par induction n'utilisant pas notre résultat

montre que L(ﬁ) a pour type la hauteur de I(P).

Commentaire.

La condition P(k), imposée dans 1'énoncé du théoréme III-2.3. est
probablement trop forte : elle n'est pas forcément satisfaite lorsque la
hauteur de T est dénombrable alors que la conclusion du théoréme reste
valable. Une condition plus intéressante semble &tre celle-ci : P vérifie

*
la condition P (k) si pour toute K-suite (x.)

)i < v avec (h(xi ,P)).

1 <K
strictement croissante, on peut extraire une K-sous-sulte croissante,
I1 a été prouvé par E.C.MILNER et N.SAUER [7], ainsi que M.POUZET [8],
%
que tout P (treillis ou non) vérifiant P (w) contient une chaine de ty-
pe d'ordre h(P). Nous ignorons si un treillis distributif satisfaisant

% c s
P (K) pour tout K >w a la méme propriété.

IV - CHAINES PASSANT PAR TOUS LES NIVEAUX DE HAUTEUR.

Nous venons de voir que si P est un ensemble belordonné alors

1'ensemble L(P) des sections initiales de P contient une chaine de ty-
pe h(I(P)).

11 est naturel de se demander si,plus fortement, L(P) contient une chaine
C qui passe par tous les niveaux : c'est-a-dire une chaine C telle que

pour tout o < h(I(P)), il existe J dans C avec h(J, I(P)) = a.

En terme d'extension linéaire cela correspondrait a une extension linéaire

P de type d'ordre maximum, dont la restriction a toute section initiale

de P serait encore de type maximum.

La réponse est négative, comme le montre 1'exemple que nous construisons
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ci-dessous.

IV-1. Construction de L'exemple.

Etant donné un entier n > 1, soit An 1l'ensemble défini comme
suit 0
A = {(k, ,..., k) EN tel que b2 k., + (n-1) <k_}
n 1 n ; . i n
1<i<n

ordonné par la relation :

(y seney k) < (B 5enes &)
(kl yenas kn) < (Kl yeens Kn) lorsque lexicographiquement, et
k <.
n n

Par exemple :

A1 est 1'ensemble IN des entiers muni de 1l'ordre usuel

A2 est 1'ensemble [1\1]2 = {(i,3) Esz, i < j} ordonné suivant

les composantes i.e. (i,j) < (i',3j') 1lorsque i< i' et j<j' (cf.

figure 1). La structure de A3 est un peu plus compliquée, mais dans tous

les cas les chalnes dans An sont de type au plus ww, et pour tout X

dans An’ la section initiale principale (+ x] est finie.

\
_—

T I/////ﬂ figure 1
/////ﬂ Ay A, U {(1,1)/i € N}

On pose A = U A que 1l'on ordonne comme suit
n>1
(k1 yeoes kn) < &y ,..., Em) si et seulement si
n=m et (k1 v kn) (Zl yesns Kn) dans An

ou

n<m et kn < m-1.
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Cet ensemble est représenté par la figure 2

W

Figure 2

IV-2. Hauteur de L(A).

Pour calculer la hauteur de A dans £(A), on a besoln des faits

sulvants

IvV-2.1. LEMME.
Pour tout entier n » 1, 1'ensemble An est belordonné et

n
h(a ,I(A)) = o

Preuve.

Si n=1 alors A1 =IN muni de 1l'ordre naturel sur les entiers.
Si n>1 alors An est une partie du produit direct :mn_l X NN,

n-1 p . . - .
avec N ordonné lexicographiquement (donc c'est une chaine bien ordon-

» n . .
née de type w ) et N muni de l'ordre naturel sur les entiers. Donc

An est belordonné.

En plus h(An"L(An)) <ot puisque le type maximum des extensions liné-

1

. n- n . .
aires de NN XIN est w , et si on ordonne les n-uplets de Ah. lexico-

b

. . . . .. ‘ n
graphiquement on obtient une extension linéaire de An de type w .
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Donc h(A ,I(A)) =uw .
n-"~ n

Q.E.D.

Iv-2.2. LEMME.

Soit I une section initiale propre de A. Alors il existe un

entier k tel que I.N An = @, pour tout n > k.

En particulier, si I est un idéal alors il existe un entier £

~ ~ - -
tel que I <A, avec A, ( Aﬂ]'

Preuve.
Supposons que I N An # @ pour tout n € M, avec M partie infi-

nie de N. Soit (£, ,..., Ki) dans A ; il existe k € M tel que

1
k-1 >-Max{(£i, i}. Donc (tl yeens Ki) < (0 ,..., 0, k-1), ou (0 ,..., 0, k-1)

est plus petit élément de A , et I N #¢. D'ou (£
P <

K seees Ki) €1

1

et I = A. Donc il existe un entier k tel que

I < A1 u...u Ak = Al u...u Ak.

En particulier, si I est un idéal alors il est contenu dans l'une de ces

~

sections initiales, soit A

X
Q.E.D.
IV-2.3. PROPOSITION.
L'ensemble A est belordonné et h(A, I(A)) = w”.
Preuve.
Supposons que A contienne une suite infinie (s.) d'éléments

i't €N

deux a deux incomparables. D'aprés le lemme IV-2,2., la section initiale

engendrée par les éléments de (Si)i e ©St contenue dans une réunion

finie A1 u...u Ak' Donc il existe i dans {0 ,..., k}, tel que Ai

contient une antichalne infinie, ce qui contredit le lemme IV-2.1..

En utilisant le m@me raisonnement, il est clair que A est bien fondé.
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Puisque A est un belordre, I(A) est bien fondé et on peut définir la

hauteur de I(A). Soit I wune section initiale propre de A, il existe

un entier k tel que I c A1 U ... U Ak’ d'o h(I, I(A)) < wk et

W . . s . . ~
h(A, I(A)) < w . Or si on considére les sections initiales A., omn a
i

h(X, , L) >w’, d'ot h(a, L&) =u”,

Q.E.D.

IV-3. Propriété de 1(A).

IV-3.1. THEOREME.

I(A) ne contient pas de chaine qui passe par tous les niveaux.

Preuve.
Prouvons tout d'abord, que pour tout entier i, 1'ensemble Ai/Ai

est de cardinal fini. Soit (k, ,..., kn) dans Kﬁ /Ai’ donc on a

1

Z k., + (n-1)<k et k =< i-1, d'ou
n n

Y W, <2 (i-1). L'ensemble
j<n J j<n J

de tels éléments est évidemment fini.

Prenons deux entiers différents 1 et 1i'. On a
A.NA,, = (BA.~NA.) N (A.,~NA)
1 1 1 1 1 1

d'ou |A,~A,,| est fini.
i i
Revenons a la preuve du théoréme, et supposons que I(A) contient une chali-

ne (Id)a < W qui passe par tous les niveaux de hauteurs.

Donc h(Ia , L(A)) = a pour tout o< ww, en particulier h(Iw » L(A)) = w.
Or une section initiale de hauteur indécomposable est un idéal (lemme III-1.4.)
donc d'aprés le lemme IV-2.2., il existe un entier 1 tel que Iw C:Ki,

Prenons un entier j > i, on a h(I ., I(a)) = w! > wl, donc I . ¢:Ki 3
o) w?
par contre il existe un entier 1i' tel que I ; Cixi,. Or lXi n Ki'l est
w

fini, donc lIw nit J.I est fini, ce qui contredit les faits que Iw cI j
w ’ w

et 1 est infini.
w Q.E.D.
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Iv-3.2. Probléme.

Est—il vral que tout belordre P contient une partie isomorphe

a A des que I(P) ne contient pas de chaines passant par tous les ni-

veaux 7

Commentaires.

a). D'aprés la généralisation du lemme de KOENIG, tout ensemble bel-
ordonné contient une chalne qui passe par tous les niveaux. Donc pour tout
ensemble P vérifiant la méme propriété que A 1'ensemble I(P) est
non belordonné (en particulier pour L(A), 1'ensemble des X; forme une

antichaine infinie).

Les ensembles belordonnés dont 1'ensemble des sections initiales n'est pas
belordonné peuvent étre completement caractérisés au moyen de 1'ensemble R,
di a RADO, défini comme suit
R = {(i,j) EINZ ,i <3l ordonné par la relation
i=1" et j<3j'
(i,3) < (i', i") lorsque ou
1.j <1i',
(cf. figure 3).
La caractérisation die a R.LAVER est la suivante : soit P un ensemble bel-

ordonné , L(P) est non belordonné si et seulement si P contient une partie

isomorphe a R.

Figure 3.

e RU {(i,i), i €N}
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Notre exemple consiste a remplacer dans 1'ensemble de RADO les chalines

verticales par les ensembles An'

b). L'exemple A prouve aussi que l'ensemble J(P) des idéaux
d'un belordre P, ne contient pas nécessairement de chaines dont le type

d'ordre est égal a h(J(P)).

En effet, si 1'on considére pour tout entier n » 1, et pour tout n-uplet

. . veoas .
(11 seees 1n) 1'idéal L(i i) de A engendré par
1 n
{1, ,..., i, k), ) i.) +n < k}. Alors L .y <L,., .
1 n 1<j<n j (11,..., ln) (11,..., ln)

si et seulement si (i . in) < (ii ye s ié) lexicographiquement.

1 °°"

. - .o n
Ce qui nous donne une chaine d'idéaux de type w  dans An+1'

. -~ . 4z W
Donc h(J(A)) = ww, sans que A contienne une chaine d'idéaux de type w .
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