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INTRODUCTTION

La notion de Modele étalé d'un espace de Banach est d'invention assez ré-
cente, puisqu'elle a été introduite par A. Brunel et L. Sucheston en 1973.
Décrite de facon simplifiéde, 1'idée principale est la suivante : partant d'une

suite bornée (Xn) dans un espace de Banach E, on construit un nouvel es-

n € N’
pace dont la norme dépend a la fois de la norme de E et des propriétés de la

guite (Xn) En vérité, ce ne sont pas toutes les propriétés de (Xn)

n €N n € N
qui sont prises en compte, mais seulement celles qui sont asymptotiques : si

est une autre suite, avec S A 0 1'espace associé sera le méme.

(yn)n o N n n-—>+w

L'espace F ainsi construit - qu'on appelle modéle étalé de E - a une ca-
ractéristique essentielle : sa norme est invariante par étalement sur la suite
fondamentale. Ceci signifie qu'il existe une suite (en)n £ N qui engendre ce
modele (cette suite est une base dans certaines conditions) pour laquelle on

peut écrire, par exemple,

aje, +a, el

Cette propriété d'écartabilité facilite grandement 1'étude de 1'espace F.

En méme temps, cet espace T demeure suffisamment proche de E pour que
soit possible la traduction sur celui-ci de certains résultats obtenus sur
celui-1a. En particulier, F est finiment représentable dans E, ce qui signifie

que tous les sous~espaces de dimension finie de F se retrouvent dans E.

C'est ce double aspect : simplicité plus grande que celle de 1'espace

originel, mais proximité suffisante — qui donne son efficacité a 1'outil que

nous venons de décrire.

Les applications sont de plusieurs natures. La premiére, historiquement,
est due a A. Brunel et L. Sucheston qui, lorsqu'ils ont introduit ce concept,
ont montré qu'il pourrait 8tre utilisé pour étudier la sommabilité - en des

sens divers - de la suite (Xn) sur laquelle la construction est faite.

n €N
Cette étude a ensuite été poursuivie, notamment par le premier auteur du pré-

sent ouvrage.

Une seconde application est de fournir un cadre, particuliérement bien
adapté, pour la démonstration d'un résultat de J.L Krivine(précisé ensuite par

H. Lemberg) concernant l'existence, sur chaque suite bornée, d'une suite de



blocs équivalente a la base canonique de 2P ).

La troisiéme application concerne la notion d'espace stable, due a4 J.L Krivine

et B.Maurey ; elle permet de trouver les sous—espaces 1lsomorphes a 2P

On voit donc qu'il s'agit la de directions assez différentes. Il faut
d'ailleurs oberver a cet égard que le présent ouvrage n'épuise pas toutes les
applications connues de la notion de modéle étalé puisque, tres récemment,

R. Haydon et A. Pelczynski ont montré aque cet outil était essentiel pour 1'étu-
de de 1'intégrabilité - au sens de Darboux - des fonctions a valeurs dans un es-

pace de Banach.
Notre ouvrage se divise en sept chapitres :

Dans le premier, les notions de modele étalé et d'extension d'un espace
de Banach sont introduites. Nous le faisons de deux maniéres, en apparence dif-
férentes : la premieére est celle de A. Brunel et L. Sucheston, la seconde fait
intervenir la réitération d'ultrapuissances, concept issu de la Logique. Nous
étudions ensuite les principales propriétés de la suite fondamentale du modeéle,

par exemple, a 1'égard de la topologie faible.

Le second chapitre est consacré a la premiére application importante :

les liens entre la structure du modele étalé et les propriétés de sommabilité

~

de la suite (xn) Nous étudions a cet égard trois propriétés qui font

n €N’
partie d'une méme famille : la propriété de Banach-Saks (la suite (Xn)n en @

. . . . -
une sous—sulte(x'n) c Ndont les moyennes arithmétiques — ou sommes de Cesaro -
n
1

1
n k’
de Banach-Saks faible. Nous caractérisons ces propriétés au moyen du modele

X convergent), la propriété de Banach-Saks alternée, et la propriété

-_-™M 3

étalé construit sur la suite (x ) Cela nous permet d'en donner une des-
n

n €N’
cription compléte, de les comparer entre elles, et aussi d'obtenir des énoncés
de disjonction uniforme, d'ou le modele étalé a compleéetement disparu (ce qui

en prouve l'utilité ! ). Nous entendons par 1i un énoncé du type : toute suite
bornée (xn)n cy 2 une sous—suite dont toutes lessous-suites vérifient une pro-
priété A, ou bien une sous-suite dont toutes les sous-suites vérifient une pro-
priété B (A et B étant évidemment contradictoires). Les résultats de ce chapitre

sont dus pour 1l'essentiel, au premier auteur [8].

Le troisieéme chapitre concerne le comportement des modéles étalés a 1'égard
de la dualité. On y démontre notamment que, sous certaines conditions, le dual
d'un modéle étalé de E est un modéle étalé d'un quotient de E'. Ces résultats

sont dus au second auteur [48]. On y étudie en outre les moddles étalés isomor-



phes a c,» ce qui permet d'obtenir les résultats duaux de ceux du chapitre II.

Le quatrieme chapitre est le plus technique, car il a pour but de fournir
les exemples nécessaires au bon développement de la théorie. Un premier para-
graphe est consacré aux espaces de suites usuels. Un second, plus long et plus
difficile, étudie successivement huit espaces, de complexité croissante, dont
les modeles étalés sont entiérement décrits. Ces espaces possédent, a des degrés
divers, des pathologies remarquables qui éclairent bien les différents aspects

de 1la théorie.

Le cinquieéme chapitre ne fait qu'esquisser une théorie ol 1la finie-repré-
sentabilité serait remplacée par la notion de modéle étalé : au lieu de considé-
rer, par exemple, la super-réflexivité (tout espace finiment représentable dans
E est réflexif), on la remplace par la M-réflexivité : tout modéle étalé de E
est réflexif). Certes, nous donnons quelques énoncés positifs, mais bien davan-
tage, des contre-exemples qui montrent que les choses, dans ce nouveau cadre,
ne se passent pas si bien. C'est sans doute pourquoi les M-propriétés n'ont pas

connu le développement des super-propriétés !

Le sixieme chapitre concerne les extensions localement de type QP, et les

extensions de type Qp ; 11 est consacré a la démonstration d'un résultat de

P

J.L Krivine, précisé par H. Lemberg : un &, ou Cyo est finiment représentable

en blocs sur n'importe quelle suite bornée dans un espace de dimension infinie.

Le septiéme chapitre est consacré a la théorie des espaces stables, due a
J.L Krivine et B. Maurey : il y est démontré qu'un tel espace contient (pour un

p, 1 < p <+e) un sous—espace isomorphe a gP.

Nous pensons avoir ainsi présenté un assez large panorama des applications
de la notion que nous voulons étudier, sans toutefois épuiser le sujet, comme

nous 1'avons déja dit.

Nos notations sont celles utilisées habituellement. Nous avons numéroté les
résultats par chapitre et par paragraphe, ce qui permet de les retrouver plus
aisément. Nous avons donné toutes les démonstrations en détail. Certes, & plu-
sieurs reprises, les matiéres traitées se réveélent fort peu élémentaires, d'une
parten ce qu'elles requierent une technique assez sérieuse, et d'autre part
parce qu'elles utilisent des résultats antérieurs qui eux-mémes ne sont pas
simples. Nous nous sommes cependant efforcés de mettre 1'ouvrage & la portée
d'un lecteur n'ayant que des connaissances élémentaires en Géométrie des Espaces
de Banach, telles qu'on peut par exemple les trouver dans [12]. Pour cela, nous

avons regroupé dans différents appendices des résultats aue nous devrions utiliser,



notamment sur 1'extraction de suites basiques

Nous espérons ainsi contribuer & faire connaltre quelques techniques et
résultats récents de la Géométrie des Espaces de Banach, et donc de 1'Analyse

Fonctionnelle.



CHAPITRE 1

DEFINITION ET PREMIERES PROPRIETES DES MODELES ETALES

Dans ce chapitre, nous montrerons comment on peut associer, a une suite
bornée dans un espace de Banach, un nouvel espace de Banach, dont la norme ne
dépendra que des propriétés asymptotiques de la suite de départ. Al'origine,
ceci a été fait par A. Brunel et L. Sucheston [16],[17 ], au moyen d'un procé-
dé d'extraction de sous-suites. C'est ce que nous développons dans un premier
temps, dans un cadre un peu plus large. Ce nouveau cadre nous permet ensuite
de rattacher cette construction 3 une "réitération d'Ultrapuissances", qui est
une notion issue de la Logique. Dans les paragraphes suivants, nous commencons

1'étude de 1'espace de Banach ainsi obtenu.

1. CONSTRUCTION DU MOBDELE ETALE

A) - Le procédé d'extraction de bonnes sous—suites, de A. Brumel et L. Sucheston :

On notera K le corps des scalaires (ce sera toujours R ou C).

PROPOSITION 1

Sotit (xn)n € we suite bornée dans un espace de Banach séparable E,

réel ou complexe.

Il existe une sous—-suite (x' ) extraite de la suite (x ) telle
n'n €N n"né€N
que, pour tout x €E,pour tout k »1 toute suite finie de scalaires (a1, a

)

,a

9o e erdy

(réels ou complexes), la limite

Lim || x + a, x' +a,x' + ... +a x I

1 2 n k n
n 2 k
existe lorsque n, <my <L <imy tendent vers l'infint.
Posant a = (a1 > By seens ak), nous noterons L(x,a) cette limite. L définit
. . N . .. . .
clairement une semi—-norme sur E X‘K( ? L'existence de la limite ci-dessus si-

gnifie que, pour tout x € E, tout k » 1, toute suite finie de scalaires

(a1,...,a ), tout € >0, on peut trouver un entier 3 tel que sid< o, < n, <...< n
alors
k
| lx+2a, x'_ || -1 (x,a)| < e.
i n,

1 1

La démonstration de ce résultat utilise le théoréme combinatoire de Ramsey :

THEOREME DE RAMSEY

Soit k un entier, k > 1. Soit Jfk l'ensemble des k-uples d'entiers

distincts.

? n
St H , A est une partition del%%, on peut trouver une partie infinie de N,



I, telle que tous les k -uples dont les composantes sont dans 1 appartien—

b

nent au méme sous—ensemble A' ou A ".

Nous allons maintenant démontrer la proposition 1.

+ Tout d'abord, fixons x € E, k > 1 et Apseecs akG K, et définissons ¥,

detﬁidans'R+, par :
. k
p(n) =||x + L a. x

oy s

sin = (n1,...,nk) avec n, <...< (le k ~uple d'entiers constituant n a

n
1 k
donc d'abord été rangé en ordre croissant).

La fonction ¥ est bornée : si C = ’Ix]l + (sup”xiH)Z ]ai‘, on a
¢(n) < cC, Vn. 1

C

Posons )(; ={n; 0<yhm) < %} et JYW = {n ; 5 < Y(n) < C}

D'apreés le théoréme de Ramsey, i1l existe une suite croissante d'entierc
— C . -
(u(;)) telle que, par exemple, 0 < Y(n) <-§, si les composantes de n
(1
n )n € N

n €& W 0
sont dans la suite (an %1€EJ' On considére alors la partition de (o

obtenue par :

: — — _C - C — _cC
v . < = "o_ (e -
3{2 {n; 0<yhn) < 7 Y, ){é {n ; 7 Y(n) < 5 }.
. . (2) . (n
I1 existe une sous—suite (a ) extraite de (o ) telle cue
_ n & N n'n€t N ~
pour tous les n dont les composantes sont dans cette sous—suite, y(n) est
dans 1'un des deux intervalles [O,%—] ou ]%3%-] On continue ainsi. Soit
(a(n)) la suite diagonale. Par construction
n 'n€ N ’ ’
k
(2)  Lim||x +Z a, x_ |
i n,
1 i
existe lorsque n1< v <nk tendent vers 1'infini et appartiennent a la suite
(n)
@ )new.

E étant supposé séparable, soit (zj,Aj).

e une énumération des paires ou :
J

- zj décrit un ensemble dénombrable dense dans E,

- Aj décrit 1'ensemble des suites finies de scalaires, a coefficients

rationnels (si K = R) ou a parties réelles et imaginaires ration-
nelles (si K = T).
. (1) . , . , . .

Soit (g ) la suite d'entiers donnée par le raisonnement ci-dessus

n 'né& N



a = A, . D'apres ce qui précéde, on peut, pour chaque j, trou-

N
(i) (j=1)
n ) n )

pour x =z, ,
ver une suite (B pour laquelle 1la

(n))
n’'n€ N’

extraite de (B n€ N°

n€ N’
= Zj et a = Aj. Pour la suite’ diagonale (B

limite (2) existe pour X
la limite (2) existera donc pour tout couple (zj’Aj)’ j € N,

Ces couples formant un ensemble dense dans E x }((EJ), il est immédiat

que la limite (2) existe pour tout x € E et tout a € H((Rq). La suite cher-
, .. (n)
] J

chée (x rl)n e n est celle dont les indices sont dans (B n )n € n°

pellera bonne sous-suite extraite de la suite(x ) .
n'n € N

On 1'ap-

Plus généralement, toute suite bornée (yn) pour laquelle la limite

n € N
LimIIx + ay, + ... ray, |

1 k

existe lorque n, <...< n tendent vers 1'infini, sera appelée une bonne suite.
Le résultat démontré par A. Brunel et L. Sucheston [17 ] concernait seule-

ment 1'existence de la limite Lim |Ia1x' ..t akx'nll. Le fait d'y ad-
i k
]

joindre les éléments de E, c'est—-a-dire de considérer x + a1x'n +...+ ax'
1 k
ne complique guére la démonstration, et nous permettra, dans notre construc-

tion, de garder trace des propriétés de l'espace E. Il y aura a cela de nom-
breux avantages qui seront apparents des les prochains paragraphes de ce

chapitre.

Pour terminer ce paragraphe il nous faut observer qu'il n'y a évidemment

icité n i X donnée, dela bonne sous—-suite (x'
pas unicité,pour une suite ( n)n €N s ( n)n € N

(toute sous—suite de (xn)n = contient une). Ceci oblige & certaines

précautions de langage.

B) - Le Modéle Etalé sur la suite (x ) . .
in € N

(N)

la base canonique de K . Supposons extraite une

Notons (ei)i €N
\]

bonne sous-suite (x n)n c n° Ppar la proposition 1.
N
En posant, Vx € E, Va € ](( ),
(3) L(x,a) =||x + £ a, e.]|
.11
1
. ()
on définit donc une semi—norme sur E x K .
La suite (ei)i cn ©st écartable au-dessus de E pour cette semi-norme,



c'est-a-dire :

PROPOSITION 1

Pour tout x€E, tout k=1, toute suite finie de scalaires ay seees 3y

et toute suite d'entiers n, <...< n, ona:
k k
I+ Ea e Illxs § oaell
i=1 i i=1 **

C'est une conséquence immédiate de la facon dont la norme est définie.

c o s g k k
La propriété obtenue pour x = O, c'est—a—dlrellz a.e ll =|lz aiei|ls'ap—
f i 1
pelle simplement dcartabilité de la suite (ei)i cN°
Si a = 0, on trouve L(x,0) =|| x|| , et la semi-norme introduite sur
N - . .
E x ](( )COIHCIde donc, sur E, avec la norme de E. La notation [|x + Z_aiei”

” . 1
que nous avons adoptée n'est donc, en ce sens, pas abusive. Elle pour-
rait 1'8tre en un autre sens, car elle sous—-entend qu'il s'agit d'une norme

()

sur E x K . Nous allons voir a quelle condition c'est bien le cas

PROPOSITION 2

La semi-norme L est une norme sur E x ]<(DJ) si et seulement si la sutite
(x'n)n ¢ e converge pas dans E.
DEMONSTRATION
a) Soient x € E, aj,..., a € K tels quel| x + ‘§1 a.e.|l =0
i=

Par définition ceci signifie que, Ve >0, Jvtel que V n, <...< n o, si v=<n1,

{Lx‘+.Z a. x' || <e.
< 1 n,

1 i
En particulier si v<n < m < n2<...< m ., on a simultanément
x + a,x'" + a,x' +...+ a x' < e
Il 1" n 2" n k n “
2 k
x +a,x'" + a.x' +...+ a x' < g
[+ ape! e ap'y o,
2 k
et donc
| |
a, (x < 2e.
la et = x|
Si la suite (x'n) ne converge pas, ceci implique a, = 0 ; on procede de
méme pour les autres coefficients Ay srees Ao



b) Inversement, si la suite (x' ) converge vers un point x, il

n'n € N
est clair que L(x,-1) = 0. Ceci prouve la proposition.

Remarquons au passage qu'il est évident qu'une bonne suite ne peut

avoir de sous-suite convergente sans €tre tout entiére convergente. Il

résulte de cette proposition que L est une norme lorsque (x )n €N n'a
n

pas de sous-—suite convergente.

DEFINITION

Nous appellerons suite étalante toute bonne suite non convergente.

Ce que nous avons vu montre que toute suite bornée sans sous-suite con-

vergente contient une suite étalante.

DEFINITIONS
Soit (x_) €N une suite étalante dans un espace séparable E. Le

complété de E x }((Eq)pour la norme L définie par (3) est appelé extension

de E définie par la suite (xn)n c N On le notera & . L'espace vectoriel

fermé engendré par les (ei)i dans & s'appellera modéle étalé de E défint

£ N

I1 sera noté F. La suite (ei). sera la suite

par la suite (xn) €N

n€ N~
fondamentale du modéle étalé (et de 1'extension).
Si E est un espace de Banach quelconque, non nécessairement séparable

une suite bornée dans E, nous considérons EO = span {(x ) Yo
n’'n

et (Xn) € N

n € W
l'extension et le modéle étalé de EO associés a (x ) €N peuvent alors

n’'n
étre définis. Ce modéle étalé sera simplement appelé modéle étalé de E cons-

trult sur (xn)n €WN"

Nous allons maintenant donner une seconde construction du modele étalé,

utilisant la notion d'ultrapuissance.

2. REITERATION D'ULTRAPUISSANCES :

. . .. . N . 4z
Soit % un ultrafiltre non-trivial sur N ; dans le produit E~ , considé-
rons le sous-ensemble & des suites bornées. Sur ce sous—espace vectoriel,
1'application (Xn) 2 lim |lxn || définit une semi-norme. Soit A le sous-

n €N g
espace de /4 des éléments de semi-norme nulle. Le quotient 52[4f . s'appelle



. N . .
ultrapuissance de E, on le note E* /7 . Deux suites bornées (xn) et (yn)

définissent le méme élément de quky si lim [kn—yn||= 0 ; la norme de la

classe de (x) dans E]N gy est alors lim Il x l].
n’n 7 n

€N
p . N
On démontre (voir [12]) que E 4@ est un espace de Banach.

~ L. Lo N N .
L'espace E peut 8tre plongé isométriquement dans E~ /5 : a un point

x € E, on associe la suite constante (x,x, ...) ; la classe de cette suite

a pour norme | x|

N . . .
Notons E, = E k% . Soit (x ) une suite bornée dans E, sans sous-
1 n'n € N

suite convergente. Cette suite détermine un élément €1 € E1 et 51

serait déterminé par une suite cons-—

n'est pas
dans E : en effet, 1'élément £1 de E1

tante (x,x ... ce qui signifierait lim ||x -x|| = 0 et (x aurait une
(x, ), ce g g = _-xl| DN

sous—sulite convergente.
Mais la suite (x )
n

par le plongement canonique de E dans E_, dé-

n € IN?
termine aussi une suite bornée de E1, encore notée (x )

n
n ¢ N
En effet, sinon, il serait donné par une

1
. .
neEN" Soit E2 1'ul

. N . . . ,q 2
trapuissance E1 /Qy . La suite (Xn) détermine donc un élément 52 de E

2
et cet élément n'est pas dans E1.
suite d'éléments de E et les éléments X = (X ,.v.yX ... -

(ym)m €N 0 ( 0’ X ) con
vergeraient vers Ez dans E1, c'est-a-dire :

lim lim X = = 0
Ix -yl =0,
n > +co m > +o0

U U

mais ceci impliquerait que (xn) a une sous-suite convergente dans E.

n €N
En réitérant 1l'opération, on définit E = E EJ/ ; on obtient une
k+1 k U >
suite croissante d'espaces emboités. On note E” le complété de I g ' Ek'

La suite (xn) définit pour chaque k un élément gk dans Ek’ n'apparte-

n € N

et une suilte bornée (x dans E, .
( n)n £ N ans k

<

nant pas a Ek+1’

Nous allons voir que la suite Ek est écartable au-dessus de E, au sens

donné a la proposition 2. : en effet, pour tout x dans E,

| x + zai giH w = x + Zai gn e

. E
1

pour toute suite finie de scalaires (ai) et toute suite strictement croissante

E

d'entiers .. Montrons par exemple que :
+ £+ + a o = X + a + a + a ©
e sag gy vay gy +ag gl pe = | e vy gy rag gy
T.a d4monstration dtant identique dans le cag oénéral,

Les deux normes ci-dessus sont prises dans E,. Celle de gauche wvaut :

4
Lim]|x +a, £, +a, &, +a, x|
W 101 22 T Mgy

10



et celle de droite

+
o}

a1
+
ja¥]

Lim [[x +ay £y +a, 5 +ay nIIE3

Mais pour tout n,

|‘x +a,x +a & +a ¢

3 11 2 3
= Lim ||x + a, x_+a, £+ a, x|
Mo+ 3 171 2 ml%
U
= Lim {|x +a, x_+a, £, +a, x
Mo + 0o 3 n 171 2 mHH
U

tandis que

3

= lerag va g ey gl E,

= Lim || x + a; X+ a, 51 +a, me B

m-—> +co 1
U

ce qui prouve 1'écartabilité.

Montrons maintenant que la suite (Ek) est donnée i partir d'une bonne

sous-suite de la suite (x ) Curieusement, l'ordre des indices est in-
n

n€ N’
versé par rapport a celui dans la bonne sous-suite de Brunel-Sucheston

PROPOSITION 1

Il existe une sous-suite (x')_ . telle que,
n

n®™ N
vV k,V Aiseeerdp € K, Vx€E, onatt :

de la suite (xn)n €

Lim lx +a, x'"+ ... +a x']||
n, > n, Seae n 1 n, k o
- +oo
= le + a1 €1+ ves + ak ngEw
DEMONSTRATION :

En utilisant les mémes arguments qu'au §1, on voit qu'il suffit de mon-
trer l'existence de cette sous—suite pour chaque x et chaque suite finie

Bysenes e I1 suffit méme de montrer que, pour tout & > 0, il existe une

sous-suite (x')
n'n €

- N telle que

11



lx +Sa, x' ||=]lx+2 a; giHEw
i i (e)
ol ,la notation a = b signifie |a - b| < e.
(e)

Pour simplifier 1'écriture, limitons-nous au cas k = 2, c'est-a-dire

a = (31,a2). On a :

% +a & +a, ‘52“}32 = lim [[x +a, £ +a XnHE1
et donc, pour une certaine sous-suite [x \ de (x ) . s
\n(ll)}k€]N nn € N
lx +a, £, +a,¢ I =1lim ||x+a & +a, x I
1o T %l T T 1517 % n(11() E,

Donc, 1l existe ko > 1 tel que si k > ko, on peut trouver un ensemble

X dans 1l'ultrafiltre % , avec

= ”X+31 Xm+a2X(1)H
(e) RN

M lx+a g +a, gl

! 2

si m€ X.

Soit n, le premier indice de (n(1)>k N et soit X1 £ 9, donné par (1).

1 k c
Soit n, > n, un entier de la suite n(1) appartenant a X,. Il 1lui
2 1 k/k €N 1
correspond un ensemble X2 €Y. Mais X1 9 € 9 . On trouve n, > n,, dans
. (O X . .
la suite (n k‘/k £ N’ appartenant a X1 n X2 et ainsi de suite. Pour la
suite n, ainsi extraite, on a :
[+ a6y +a, 5l Lim [[x +ap %, +ayx b,
2 1>] 1 ]
(E) -~ + oo

ce qui prouve la proposition.

Pour retrouver le modele étalé construit au §2, on considére le sous-
espace vectoriel de E* engendré par E et la suite (Ek)k e eton le mu-
nit de la norme

|x +a, e +...+akekl| =[x +a

1 E. 4+ ... + a

k 71 1

le complété de ce sous-espace vectoriel est 1'espace F du §2. On peut avoir
1'impression que 1'approche décrite dans ce paragraphe est plus simple, en
ce sens qu'elle permet d'éviter de faire appel au théoréme de Ramsey. Mais
c'est illusoire, car la démonstration faite est précisément celle de ce

théoréme.



Nous verrons au chapitre VII dans une certaine classe d'espace de
Banach une troisiéme construction des modeles étalés, obtenue aussi au

moyen d'ultrafiltres : ce sera les "types'" sur un espace de Banach.

3. FINIE-REPRESENTABILITE DE L'EXTENSION :

DEFINITION

Sotent G, et G2 dewr espaces de Banach. On dit que G, est finiment

1
représentable dans G

1

9 st pour tout e > 0, tout sous—espace G? de dimen-

. .. . . . . . . o
ston finie de G1, 11l existe un sous-espace de dimension finie G2 de G ,

et un isomorphisme- T de G? sur GZ, vérifiant ||T][.|[T—1|| <1+ e,
Cette notion a été introduite par R.C. James [39]. Elle est claire-

ment transitive : si G1 est finiment représentable dans G2 et G2 dans G3,

' . . . '
G1 1'est dans G3. En outre, si (Gk)k €N est une suite croissante d'es

paces, chacun étant un sous-espace fermé du suivant, tous finiment repré-

sentables dans un Banach G, alors la complétion de U Gk 1'est aussi.

k > 1
1 soit finiment représentable dans G2
sous—espaces de dimension finie de G1 se retrouvent dans G,- C'est ce qui

se produit dans le "Principe de Reflexivité locale', di a Lindenstrauss-

Le fait que G signifie que les

Rosenthal [50] (voir J. Stern [65] pour une démonstration), qui établit
que pour tout espace de Banach E, le bidual E" est finiment représenta-

ble dans E.

La notion de finie-représentabilité est intimement liée & celle d'ultra-

puissance, comme le montre le résultat suivant

PROPOSITION

Soient G, et G, deux espace de Banach. G, est finiment représentable

1 1

dans G, si et seulement st G1 est isométrique d un sous—espace fermé d'une

ultrapuissance de G,

Au §2, nous n'avons introduit que les ultrapuissances ayant N pour en-
semble d'indices. Nous nous contenterons donc, et cela suffira & notre objet,

de démontrer le résultat suivant

PROPOSITION 1

Pour tout ultrafiltre U sur N, l'ultrapuissance E, = EN/@(est finiment

1

13



représentable dans E.

DEMONSTRATION : (elle est reproduite de [65]).

Soit B un sous-espace de dimension finie de E Soit b, ... bl une

1° 1
base formée d'éléments de norme 1 de E N B ; on compléte cette base en

une base b1 ... b C, «.. C de B, faite d'éléments de norme 1. Com-

[ASE 8!
me B est de dimension finie, on peut trouver un nombre M > 0 tel que pour

toutes suites de scalaires A, ... A, My «ce Hpy, oD ait

1 2
SN Is g I
Toqa |+ = e, <Mz A b +Zp,c
k-1 k K '=1 k! 1 k 'k 1 k' k! E1

Soit € > 0 et soit § > 0 avec

1T+ 8 +M8(1+6)

1T -8-M8(1+8)

Comme la sphére unité de B est compacte, on peut trouver une suite finie

(ys)s‘=1 g qui forme un &-réseau dans cette sphére : ceci signifie que
tout point de la sphere est & distance au plus égale 3 § de 1'un des Y- On
peut évidemment supposer que les éléments b1 ces bQ, Cq ver Cgn de la base

apparaissent dans la suite (ys)S .. Pour chaque s =1,...,S on décom~

=1,...,8
pose y_ em

L s 2! S
y =X B b + I vy, c,
5 11 k "k K =1 k k
. . . k' .
Pour k' = 1,...,2", soit (ci )i — une suite représentant Cpr dans
1'ultrapuissance. Pour tout s = 1,...,S, on a :
z s - 8 . s a s k!
1=l B b, © vy ,c ,0l.=_ 1lim || B b + T v, c. |
k=1 K Koog KTRTTE g e eny KOk e K
et on peut donc trouver un indice i tel que, pour tout s = 1,...,S, on ait
X s L s k'
1-s8< | = B b T vl <1 +38
k=1 k'=1
t
On note X = ¢, , pour cet indice 1i.

Définissons un opérateur linéaire T, de b dans E, par

L 8! 2 L'

T(Z Ak bk + X My ck,) = ¥ Ak bk + X

1 X0
1 1 | g kK

14



3 B
Soit y un élément de B de norme 1, décomposé en v = & Ak bk +‘Z Mer Cpre
Soit s tel que Hys - y||< 8. On a 1 !
]
L s L S
lry-1y |l < (s> C 2 |n -8 | + = [u, - v.,])
s oy KK ok k

< M(148) Hy—ysl|< MS(1+68).
et donc
1-8< IITyS{| < 1+

d'ol

1 -8 ~Ms(1+8) < || Ty|| < 1 + & + M&(1+8)
et si y est gquelconque

(1- 6 -Ms(1+8)) [|yll<llTy]l < (1+6+M8(1+68)) ||y]]
'

D'ol il résulte que ||T||. ]| T '|]< 1 + ¢, et la proposition est établie. Il

faut remarquer que T est 1'identité sur E.

Au vu du §2, nous en déduisons

PROPOSITION 2

Solt (xn)n e N Une suite étalante dans E. L'extension de E construi-

te sur la suite (Xn) est finiment représentable dans E.

n € N
Nous aurions pu démontrer directement cette proposition, a partir de
la définition, sans utiliser la notion d'ultrapuissance. La technique de
démonstration aurait été trés voisine (choix d'un §-réseau, etc...) ; ce-
la s'explique par le fait que les deux approches que nous avons développées
sont en réalité deux langages différents pour un méme objet. Trés précisé—

ment, on obtient alors la proposition suivante

PROPOSITION 3

Sotent € > 0 et N C W*, Tl existe un entier 3 tel que, pour tous

Dyseee,ny aVEC
J < n1 < vee < nN,
L'application U, défintie de Span[e1,...,eN 1 dans span[xn see X 1 par
1 N
Ue, = x (i =1,...,N) soit un (1+e)-isomorphisme, c'est-d-dire :
1 n.

1

15



N N N
(1-e)|| 2 a.x_ || < [IZa. e.]] < U+)|lT a, x i,
| Lo ; L ; i o,
pour toute suite de scalaires SIRRRRPL
En particulier, pour € = 1/2, pour tout k > 1, soit Nk = 2k. La sous-suite
' — ' _ . . .
(Xk)k € W (xak)k - s'appellera sous-suite caractéristique de la

sutite (xn)n Elle jouera un rO0le important au chapitre II.

€ N°

4, SUITES ECARTABLES DANS LES ESPACES DE BANACH :

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser aux propriétés de la

suite fondamentale (ei)i du modele étalé, du point de vue de la conver-

£ N
gence faible ou de la basicité. Un grand nombre de ces propriétés résul-

tent simplement du fait que cette suite est écartable (voir prop. 2) et

non constante, c¢'est-a-dire que

. = || X a, e,

Isa e I =lza ell,
i i i

pour toute suite finie de scalaires (ai) et toute suite strictement crois-

sante d'entiers n, < 0, <

L'espace vectoriel fermé engendré par la sous-suite (e ) est
ii€ N

alors isométrique a celui engendré par la suite (ei)i e W

lLes résultats de ce paragraphe sont dus a S. Guerre et au second

auteur [33].

LEMME 1

Soit (ei)i G une suite écartable dans un espace de Banach G. Une

N
et une seule des éventualités suivantes est réalisée

1°) La suite (ei)i converge faiblement et sa limite faible est

€ IN
non-nulle.

2°) La suite (ei)i converge faiblement vers 0.

€N

3°) La suite (ei)i est de Cauchy faible (pour toute forme liné-

€ N
atre continue , la limite Lim f(ei) existe), mais ne converge

pas faiblement.

4°) La suite (ei)i est équivalente d la base canonique de 2].

€ W

16



DEMONSTRATION

D'apreés un résultat de H.P. Rosenthal [58], de toute suite bornée
on peut extraire une sous-suite qui est de Cauchy faible, ou bien équi-

valente a la base de 21.

Mais si une sous-suite de (ei)i est équivalente a la base cano-

€ N

. . - . .
nique de £, il en est de méme de la suite (ei). c  tout entidre et

i
. . . . . Vo
si (en.)' est de Cauchy faible, (ei)i €N 1'est aussi puisque 1'ap
i1 € N
plication T définie par Ten =e,, 1 £ N, est une isométrie.
i

PROPOSITION 2

Soit (e.). une sutte écartable de E.
11 € NN

1°) La suite (ei)i est toujours basique, sauf si elle converge

€ N
faiblement dans E vers un élément e non nul,

2°) 57 (e.).
“ ( 171 €N
un élément e, alors, pour toute suite finie de scalaires (ai),

converge faiblement, dans E" muni de o(E",E'), vers

on a

p—

W 1% aelll > el Iz

1 1
b) S e" @ E et 81 M est la constante de basicité de la suite

(e.). €W’ alors

i1
|5 a, e.]| » lLE:lL sup |T a.|
ii i

i M+1 g€N ix>q

39) 57 (ei)i ¢ converge faiblement vers O, elle est basique incon—
ditionnelle monotone, ce qui, rappelons~le,signifie que pour toute
suite finte de scalaires (ai), pour tous ensembles finis d'entiers

A et B avee A < B,

Iz apell <l 2 a el
i€ A ie€B
DEMONSTRATION

1°) Dans le premier cas du lemme 1, la suite (ei)i cm Me peut étre
basique (si une suite basique converge faiblement, ce ne peut €tre que vers
0, voir Appendice A). Dans les second et troisiéme cas, on peut extraire

de la suite (ei)i une suite basique, d'aprés des résultats de Kadec

€W

17



et PeXczynski ([41], cf Appendice A) ; la suite (ei)i c n tout entiére

est donc basique, puisqu’'elle est écartable.

2°) Soit e" la limite faible des s dans E" muni de o(E",E'). Puis~-
que la norme de E" est semi-continue inférieurement pour o(E",E'), on a,

pour toute suite de scalaires Bpseeesdy f

Ha e +...+a e ” = Ha e +..-+a_ e + a e H
11 k 'k 1 n, k-1 o k n,
pour toute suite finie d'entiers n, < ... X< n
>|la, e +...+a e +a e" ||
1 1 k-1 ooy k
et donc
||a1 e, *o..ta ekl‘ > LU [l ey et e + ake"H
k-1 ™ Me-1
> |la, e +...4a _e + (a, ,+a e"l|
1 n, k-2 n_, k=1 k
et ainsi de suite. Ceci montre a). Le b) s'en déduit immédiatement, puis-
que || ii({ai eill < (M+1)[|§ a eiH

3°) Nous allons montrer que si ags 2,5 a, sont des scalaires

|[ < Ha1 e, + a e2 + a3 e3||,

+a, e
171 373

la démonstration étant identique dans le cas général.
tend faiblement vers 0, 1'enveloppe convexe fermée, pour

Si (e)); ¢ p

o(E,E'), des (ei)i contient O, donc aussi 1'enveloppe convexe fermée

£ W
pour la norme.

P P
Soit € > 0. I1 existe donc des coefficients rationnels 7% N 7?,
avec p, +o.0+ P, = N, tels que
1
— +ooH /
On a, pour tout j = 1,...,k :
+ ) + = + +
Ha1 e, a, eJ+1 ay ek+2[| ||a1 e, a, e, * a, e3i
En répétant P, fois cette égalité avec j = 1,...,pk foisavee j = k, sommant

et divisant par N, on obtient

18



et donc

I a, e +a, e+ aq eJI > |a1 e, + a3e3H - €

d'ot la :onclusion.

On wvoit donc que, dans les trois cas du lemme 1 ou (e.), ne con-
i'1

¢ N
verge pas faiblement vers 0, il existe un § > O tel que, pour toute suite

finie de scalaires (ai)

() |z a, el >s6|za.|
i 1 1 i 1

COROLLAIRE
L'application somme S, définie de span{(ei)i ¢ IJ} dans K par
S(Z a. e.,) =% a,, est continue de span{(e.). } dans K s7 et seulement
.11 .1 1’1 € IN

1 1

87 la sutite (ei)i ne tend pas faiblement vers O dans G.

€N

DEMONSTRATION

. e ' .
c qu signifie qu'il existe

un § > O tel que (1) soit réalisé. Cette propriété est donc satisfaite

Dire que S est continue sur span%(ei)i

dans les trois cas ol la suite (ei)i ne tend pas faiblement vers O.

€ N
Inversement, si la suite (ei)i €N tend vers 0 faiblement, on peut, pour
A .. n n
tout n » 1, trouver des coefficients positifs ai( ), avec X a (n) =1

(

et || = a; n)ei||< 1/, et S ne peut &tre continue.

P tend pas faiblement vers 0, elle peut ne pas

étre inconditionnelle (dans c la suite (sn)

Si la suite (e )
n
n €N définie par

s, = ey te..te ("base sommante' de c ) est écartable, mais non incondi-
n n o

tionnelle). Mais les différences consécutives (e2n - ) le sont

®on+1’n € N
toujours

PROPOSITION 3

Soit (en)n e Wre suite écartable ; la suite des différences
(e

- ) 11 . Seisément a pour toute
on eZn+1)n €N est inconditionnelle. Plus précisément, on a p



suitte finie de scalaires (ai) et tous ensembles finis d'entiers A et B

avec A < B :

| = a.(e2i - ezi_1)|| <| = ai(e2i - )]

e, .
iea t iCB 21-1

DEMONSTRATION

I1 suffit de montrer que pour tout n € IN, tout io avec 0 < io < n,

n
ll'ZO a; (e, — eyl <l )|
1= 1

141
i# o

n M3
o

asleyr — enin

Mais pour tout m € N, tout k = 0,...,m~1, on a :

Iz a; (e, e2i+1)” =
1=0
i1
II.L()ai(eZi T Ciar) YA (e T ep )
i= 0 (o] O
7 )l
* oz oag(ey —ey
1=1O+1

En ajoutant ces égalités et en divisant par m, on obtient

? |
lliz()ai(eZi BRI
i0_1 a]'_
_ ) B _
= Il.f 3 ey m oo P2t (er T e e
1=0 o o
n
+ X a.(e,. - e, .. |l
. 2i 2i+1

[ (

> b a.(e.,.

=0 1 21
1#10

- ey li- Aallle 1,

et ceci prouve la proposition.

Remarque et définition

Une suite écartable inconditionnelle est souvent appelée sous-
symétrique (cf [47),[51]). Si de plus elle est monotone (au sens des pro-

positions 2 et 3 ci-dessus), on la qualifie de I-sous-symétrique. Nous

préférerons 1'appeler Inconditionnelle Monotone Ecartable (en abrégé IME).

. . . . .
11 est facile de voir que pour une telle suite (_n)n > q» Si (an)n >

20

1



est une suite de scalaires et (en)n avec 0 <06 <1, on a :
n

> 1
2o 6 £ <|[Za £
n n n n n n
Nous allons maintenant nous intéresser au comportement des moyen-
nes arithmétiques (ou "sommes de Cesaro') d'une suite écartable (en)n €W’
L b
1] bt .
c'est—-a-dire des sommes {— Z e,
k Sifk e

PROPOSITION 4

Soit (en)n c N wne suite écartable non constante dans un espace de

Banach. Les conditions suivantes sont équivalentes

a) L'enveloppe convexe fermée des (en)n cw contient O.

b) Les sommes de Cesdro S =

- M

e. convergent vers 0 fortement

==

lorsque k = +o,

b') Les sommes s, convergent vers O faiblement, lorsque k - +o.

k

c¢) Une sous-suite (s'k)k c N converge vers O fortement.

c') Une sous-suite (s', ) converge vers O faiblement.

k’k € IN

d) La suite (en) tend vers 0 faiblement.

n € N

e) La suite (en)n ( est basique inconditionnellle et n'est pas

S\
équivalente d la base canonique de ol

DEMONSTRATION

a) = e) : la démonstration du fait que (en)n ey °st basique incon-
ditionnelle (et méme, plus précisément, que 1'on a || X a. e.ll < |l a. e.l

A L i B i i

si A< B) a déja été donnée a la proposition précédente, 3 °). La suite
(en)n cm e peut &tre équivalente a la base canonique de 21 : on au-
rait alors pour un & > O [|Z a, e |I > 6§, si a, > 0 et Zai = 1.

e) = c) : Supposons la suite (en)n £ W basique inconditionnelle et

supposons qu'aucune sous-suite des sommes de Cesaro ne converge vers O
fortement. Nous allons montrer que (en)n e est alors équivalente a la

base de 21.

Si aucune sous-suite de (Sn)n ¢ e converge vers 0, on peut trou-

ver un nombre § > O tel que V k,

21



k
]|—- z e.|| >0
i
1
Puisque la suite est inconditionnelle, il existe un 61 > 0 tel que
Vk&€ N*, Ve cee€y S +1, on ait
I e. e |l >8
i1

=
- Mx—

1

I1 nous suffit donc de démontrer le lemme suivant

LEMME 5 [8]
1 k
- . - 2
§'il existe §, > 0 tel que V k, V e ...e, = 1, [lk:zsl eiH > 5.,
alors 11 existe 5, >0 tel que V¥V k, ¥V CyveeCy scalaires

k !
|5 c. e.l] > 6, X |c.g.
;b1 2 i

DEMONSTRATION DU LEMME 5

a) Supposons d'abord les scalaires réels. Il suffit alors de démon-

trer le lemme pour c € 7ZZ ., Maissil'on pose €, = sgn c, et p, = [CiI

1...Ck
on a

I[e1 Py e, *eet g Py ek”

> He1(e1 ...+ e )+ ez(ep g et ep +p ) +
1 1 1 %2
..t e (e +...+ e )]
k p1+...+pk_1 p1+...+pk
> 6(p1 o+ pk)

et le lemme est démontré dans ce cas.

b) Si 1'espace est complexe, le calcul précédent vaut encore pour

les scalaires réels. Done, aucune sous-suite de (en) ne peut €tre -

n€ N

de Cauchy faible. D'aprés un résultat de L.E. Dor [26], ceci implique
' o . . s

qu'une sous-suite (e n)n €N de (en)n €N est équivalente a la base

. 1 . . N .
canonique de % complexe. Mais la suite (en)n €N tout entiere lui

est alors équivalente, par écartabilité.
Revenons a la démonstration de la proposition 4

c) = c') est évident.
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c) = d): si d) n'est pas réalisé, on peut trouver une forme linéaire

réelle f de norme 1, un nombre § > 0 et une sous-suite (e' ) €N de
n'n €

(en)n €N tels que

Vn, f(e' ) » 8§
n

Puisque les espaces vectoriels fermés engendrés par (e'n)n c et

par (en) sont isométriques, il existe une forme linéaire g,.de

n € N
norme 1, telle que g(en) >6Vn€&N. Onaalors g = >6Vk,et c")

ne peut &tre réalisé.
d) = a) est évident.
Donc a), e), c), c¢'), d), sont bien équivalents.
¢) = b) : Soit n, une suite d'entiers telle que s -» 0 . Soit € > O

k nk k 5 4+
et ko tel que I|Sn | < e/2.

k
n, o
Soit n_ tel que —2 < E-He || . sin> n_, on écrit la division eucli-
0 n 2 1 0
dienne n = o, +r, v < n,
On a : © ©
, 0 : Mk n
el = I el <3 I elle 1 Iy e
1 T mn +1
Ko
e
<2 s, 0+ EL
—n kg, nko n
€ € _
Sty TE

et donc s - O
n

n —» +oo

b) =b') est évident, b' = a) aussi. Ceci achéve la preuve de la proposition.

Revenons maintenant aux modéles étalés et examinons les liens entre

la convergence faible de la suite étalante (xn)n cp ©t celle de la sui-

te fondamentale (e )n Ces liens ont été étudiés par S. Guerre et
n

€ N°
le second auteur [34].

5. CONVERGENCE FAIBLE DE LA SUITE ETALANTE ET CONVERGENCE FAIBLE

DE LA SUITE FONDAMENTALE DU MODELE :

. . , g . .
Soient (x_) une suite étalante, ¥ 1'extension construite sur
n' n

€ N
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cette suite, F le modeéle étalé et (en)n €N la suite fondamentale du

modele.

PROPOSITION 1 ([8])

5t (Xn)n € N

est basique inconditionnelle et, plus précisément

o
converge faiblement vers 0 dans E , alors (en)n €N

I =a, ell ¢l £a el

ieat i€ B

pour toute suite finie de scalaires (ai) et tous ensembles finis d'entiers

A et B avec A < B.

Démonstration

Elle est voisine de celle de la propositiion 4.2 -3°). Montrons

que ]la1 e, + a, e3|| < Ha1 e + a, e, + ag e3|1.
Soit € > 0. T1 existe 3 tel que si 3 < n, < n, < n,, on ait
[’[31 e1 + a3 e3|‘ - Ha1 Xn1 + a3 Xn3l|l < e
]||a1 €, + a, e, + a3 e3|| - ‘|31 Xn1+ a2 xn2+ a3 xn3l|| <e

Puisque x = 0 pour o(E,E'), il existe N € IN* et des entiers

n - +oo

Pyse-sPy > avec p1+...+pk = N, tels que

1 oot ) <
5 (, Xn1+1 Px Xn1+k | €/|a2[
Pour j = 1, , k, on a
|[a1 e, + a, e, + a3 e3|| > Ha1 X +a, x . +a, x I‘— €

2 n+] 3 o, +k+

et donc

> [|a X + a + a, x |[ €
1 'n, 2 N 3 okt

> ||a1 xn1 + ay xn3||— 2e

> Ha1 e, + ay e3|| - 3e ; ce qui prouve la proposition.
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Le lemme qui suit montre ce qui se passe lorsque la suite (x ) € N
n'n €

tout entiere est décalée d'un vecteur x quelconque

LEMME 2

Si (Xn)n ¢ y ©st une suite étalante et x un point quelconque de E,

la suite (xn—x)n €N est encore étalante. Soit ¥ 1'extension de E cons-
. G .
truite sur (xn—x)n cn , # celle construite sur (Xn)n € w® (gn)n € N
la suite fondamentale du modele G, (en)n €N celle du modele F. De la
formule évidente
k k k
Lim |y + Ta.x x)!l = Lim |p-(Za,)x +X a, x|
n <...<n i=t * "4 n,<...<n 1t [
1 k ’ 17" 7k
— + oo - + 00
VWVy€E€EE, Vk, V a1,...,akscalaires), résulte
k k
(6 Sa, g.|| = - .
) ||y+>1"alng [y -Capx + T a, el

1 1

et 1'opérateur T, défini de % dans ¥ par
T + . g£.) = - . + . e,
(y + X a, gl) vy (X al)x 5 a; e,

est une isométrie linéaire et surjective de ¥ sur &.

THEOREME 3

Setit (xn)n c N 4ne suite étalante et (en)n €N la suite fondamen-—

tale du modéle F construit sur cette suite.

Supposons que (en)n cn e soit pas équivalente d la base canoni-

que de 21. Alors

1) (en) est faiblement de Cauchy dans F,

n € N

2) (Xn) est faiblement de Cauchy dans E,

n € IN
3) (Xn)n ¢  converge faitblement dans E si et seulement si (en)n €N
converge faiblement dansF , et la limite est la méme (et donc,

en particulier, appartient a E).

DEMONSTRATION.

1) Résulte immédiatement du lemme 4.1,

2) Soit f une forme linéaire continue sur E. Si la suite (f(xn)n c EQ
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ne converge pas, soient (x' ) et (x”n)n deux sous-—-suiltes telles

€ N
= p, avec A # M.

=B
~ 3

que lim f(x'n) = A, lim f(x'n
En posant ¥(82i) =X, ?(e21+1) =y pour i € W, on définit une forme
linéaire continue sur %, prolongeant f. Comme (en)n €N est faiblement

de Cauchy, on doit avoir A = p, d'ot une contradiction.

3) Supposons que (xn) converge faiblement vers x € E. Alors

n € N
(xn—x)n c N converge faiblement vers 0, et, d'aprés la proposition 1, la
suite fondamentale (en—x)n €N du modéle étalé qui lui est associé est

basique inconditionnelle.

.. s . 1
Comme (en) n'est pas équivalente a la base canonique de £ ,

n € N

(en—x)n ¢ N Pon plus ; elle est donc faiblement convergente vers 0,

d'aprés la proposition 4.4.

Réciproquement, si (en)n converge faiblement vers e dans %,

€ N
montrons d'abord que e est dans E. On sait qu'il existe une suite
Phsd Ph+
Gn = Z AL e., avec A. >0, X A, =1V n, qui converge vers e dans
Pn+1 . L pn+1

& pour la norme.

Pour tout € > 0, on peut donc trouver N € W tel que si p,q > N,

6 -0 < e.
o, -0l <e

Pour p et q ainsi choisis, il existe (par définition de la suite

(e )

n - IJ) un élément t € E tel que

[T, ol = lle —ell ] <e

I1 en résulte que la distance de 6p a E tend vers 0 lorsque p = +o

et donc e € E.

Soit maintenant f une forme linéaire sur E. Comme la suite (xn—e)n €N

est faiblement de Cauchy dans E, on peut, en posant

fle.-e) = 1lim f(x -e),
i n
n -+

définir une forme linéaire sur %, prolongeant f, de méme norme que f.

Mais ?(ei—e) = 0, pour tout i € N, et donc X e, faiblement dans E.

I1 résulte en particulier de 3) que, dans un espace réflexif, une

suite étalante converge faiblement.
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Dans les hypotheses du théoréme ci-dessus figure le fait que la suite

.. N . 1
(en)n €N n'est pas équivalente a la base canonique de ¢ . Nous ver-

rons que si elle 1'est, on ne peut rien dire du comportement de la sui-

te (xn) du point de vue de la topologie faible. Le chapitre sui-

n € NN
vante sera consacré & une étude particuliére des espaces ayant un modéle

. . N
étalé isomorphe a & .

Laproposition qui suit permet de limiter 1'étude des extensions au

cas ol la suite étalante est basique :

PROPOSITION 4

1) Toute extension est isométrique d une extension construite sur
une sutte étalante basique (et dont la suite fondamentale, en conséquence

est basique).

2) Tout modéle étalé est isomorphe a4 un modele étalé dont la suite

fondamentale est basique.

DEMONSTRATION
1) Soit (en)n €N la suite fondamentale d'une extension de E cons-
truite sur une suite dtalante (x ) .
nn €& N
51 (x ) est équivalente a la base canonique de 21, ou conver-

n'n € N
ge faiblement vers O, ou faiblement de Cauchy non convergente, elle pos-

séde une sous—-suite basique, qui détermine le méme modéle étalé.

Dans le cas ou (xn) converge faiblement vers un point x # o,

n €N
1'extension  construite sur (xn}'r c n ©St isométrique 2 l'extension

construlte sur (xp—x)n €N (lemme 2) ; une sous-sulte de cette suite

est basique.

2) Soit (en)n e pune suite écartable faiblement convergente vers

un élément non nul e, span {(en)n c IJ est somme directe de K.e et

de span {(en—e) } . On a un isomorphisme

n € N

Ke(@span{ (en-—e)n ]N}") span {(en—e)n c ]N} D

€

défini par :
(he, ¥ a.(e.-e)) - (e,~e) + .2, a. . (e,-e)
{ 11 1 i>1 T1-171

et cecl prouve notre assertion, puisque (en—e)n est basique et écartable.

€ NN
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Plus précisément, on peut énoncer

PROPOSITION 5

ST (xn)n €N est une suite étalante convergeant faiblement vers

un élément e de E, les modéles étalés sur (xn) et sur (xn—e)n

n € IN € N

sont isomorphes.

DEMONSTRATION

Dans le cas ou la suite fondamentale (e )n €N du modele étalé
n

converge faiblement vers e, la démonstration est celle du 2) de la pro-

position précédente.

Supposons maintenant que (en)n soit équivalente a la base ca-

N
. 1 .
nonique de & . Posons y, = X, ~ €, et notons (fn)n c N la suite fonda
mentale du modele étalé sur (yn)n € N- Pour toute suite finie de sca-
laires a1,...,ak, on a
||(a1 fotera £) - (a £ +ova f2k)|
=||(a1 e, t...ta ek) - (a1 Cpq et A e2k)H

> 26(|a1| +o..+ Iakl)

Mais || (a1 £, +...+ £) - (a, £ ) |

1 A Tk 1 fkar et A fop

, et la suite (f ) est donc bien équi-

< 2||a1 L ak t WKk € N

: il
valente a la base canonique de & .

6. LE SHIFT SUR LA SUITE FONDAMENTALE DU MODELE ETALE
(IN)

, on peut définir un opérateur T par
()

Sur l'espace E x K
T(x + g a; e, ) = x + b3 a; e, (x € E, (ai) F K ). La définition
méme de 1'extension.37§bntre que T se prolonge en une isométrie de % dans
%, dont la restriction a FE est 1'identité et la restriction 2 F est le

shift usuel sur la suite fondamentale du modéle.

Les résultats de ce paragraphe concernent les propriétés d'ergodi-
cité de ce shift. Ils sont dus & A. Brunel et L. Sucheston [18] ; les
considérations du paragraphe précédent permettent cependant de préciser

les résultats de [18] tout en simplifiant les démonstrations.
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Pour n € N, nous notons F_ = span {(e.). } et F = 0 F .
n i1 > n © n

>

THEOREME 1

L'espace F_ est l'ensemble des points fixes de T sur F, il est de

dimension 0 ou 1.
Le second cas se produit si et seulement si la suite fondamentale

(en)n ¢ pconverge faiblement (dans F) vers une limite non nulle e (ce

point e est dans E) ; on a alors

F=F + (I -TF et

DEMONSTRATION

Soit P l'ensemble des points fixes de T appartenant a F. Il est

clair que P C F .
(=0}

Nous allons maintenant distinguer deux cas, suivant que la suite

(en)n €N est ou non basique

1) Si la suite (en) est basique, alors P = F = 0

n € N
En effet, chaque x € F_a alors, pour chaque n € W, une décomposition

Mais 1'unicité de la décomposition sur une suite basique implique

que tout les (ai(n))i sont nuls.

2) Supposons maintenant que (en) ne soit pas basique.

n € N

On sait alors (prop. 4.2) que (en)n F converge faiblement vers un élé-

- W
ment e # 0, dans F, et, d'aprés le théoréme 5.3, ce point e est dans E :

il est donc fixe pour T.

Considérons la suite étalante (xn - e) dans E, qui engendre

n € N
un modéle étalé G dont la suite fondamentale est (en - e)n €N Notons

Gn = span (ei - e)i N

On a alors

a) la suite (en - e) tend vers O faiblement,

n€ N
b) Gn est invariant par T, puisque T(ei -e) =e. - e,

c¢) Pour tout n € N, F = Ke + G .
n n
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Du 1), on déduit alors que G_=0NG =0 = {0} et
n

n
F =0NF =NEKe ®G ) =Ke® N G =Ke.
© n n n

Pour terminer, remarquons d'abord que, d'aprés la proposition 4.4,

n n
1 2(e.-e) ———— O dans F, et donc — X e. ———> e comme
n 1 n-—> + o™ n 1 J n-—> +

annoncé. Il nous reste a voir que G = (I-T)F. Pour cela, il suffit
de remarquer que (I-T)F est engendré par les vecteurs (en—e ) n,p € N,
et que les espaces span{(en—ep) n,p €N et span{(en-e), n €N}

coincident.

COROLLAIRE 2

L'extension % admet une décomposition canonique ¥ = E @ G,
ou G est un modéle étalé de E ; la restriction de T d G n'a que 0

pour point fixe, et T est L'identité sur E.
Nous obtenons en outre le théoreme ergodique suivant pour T :

THEOREME 3

S7 dans F la suite fondamentale (en) N est faiblement
n €
convergente, alors, pour tout y de %

n "
% Sy —» (y) dans &,
1

n - + o
ou NM(y) est la projection de y sur E parallélement d 1'espace G

défini au corollaire précédent.

DEMONSTRATION
Soit e € F la limite faible de la suite (en) ; 1'espace G
n € N
est span{(en—e), n € N}. Tout point y € % admet une décomposition
unique
Y =Y, v, €E vy, €6,
1o 133
1 — = —_—
et 1'on a - f Ty =y, * 5 f Ty,
1n
Mais on sait que E-Z (e.,-¢) —————»0, et donc, pour tout k € N,
1 n - +®
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TJ (e, -e) ——————— 0. La méme conclusion vaut pour toute

1
n k
n - + c

- ™MD

combinaison linéaire finie des (ek) , donc pour tout élément
;oo k €EN
de G, et-; T Yy ———> 0 ; ceci acheve la démonstration du
1 n -+ o

théoreéme.

h)
Concernant le comportement des sommes de Cesaro des (e.) s

J ] €N
nous avons obtenu :

PROPOSITION 4

n
Les sommes de Cesdro-% z ej convergent dans F vers un point e
1
(e #00ou e =0 ) st et seulement si la suite (e ) converge
N'n € N

fatblement vers e.
Nous verrons au chapitre sulvant comment traduire ces rensei-

gnements sur la suite (x_) dans E.
n
n €N

7. SOUS-ESPACES DE MODELES ETALES

Nous allons d'abord préciser quelques notations, qui nous

seront utiles & plusieurs reprises par la suite

Notations

Si (Zk) est une suite de points dans un espace de Banach,
k €N
toute combinaison linéaire (finie) u = X a2, s'appellera un bloc
k

sur la suite (zk) . Les (a, ) sont les coefficients du bloc. Le
k €N

support du bloc u sera {k, n, <k < nz}, ou n, est 1l'indice du pre-

k

mier coefficient non nul dans le bloc, n, 1'indice du dernier coef-
ficient non nul. Nous noterons n, = deb(u) (début de u), n, = fin(u).
I1 faut noter qu'avec cette définition, le support d'un bloc ne

contient pas de "trous".

Si u, et u, sont deux blocs sur la suite (z ) , nous
! 2 k k € N

dirons que u, et u, sont conséeutifs, ou que u, est antérieur a Uy,
si fin(u1) < deb(uz). Nous dirons que u, reproduit u,, ou que u, et u,

sont isondmes ou (un peu abusivement) que u, et u2Aont les mémes
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coefficients, si u, s'écrivant u, = z az ., onau, = > az R

pour un certain n € N. Une suite de blocs isondmes est donc une

suite de blocs dont tous les éléments reproduisent le bloc initial.

Comme au paragraphe précédent, soit (x.) une suite éta-
Jienw
lante, % 1'extension de E, F le modéle étalé, et (e, ) la
k €N
suite fondamentale de celui-ci. Soient (g ) des blocs (non
n €N
) . Nous nous inté-
k €N
ressons au sous-espace fermé G engendré dans F par la suite (gn)
neN
Les résultats de ce paragraphe sont dus au premier auteur [11b].

k

nécessairement consécutifs) sur la suite (ek

DEFINITION
Une suite de blocs (wk) o Sur la suite (x.)
Ti<k=<2 Jijen
n €N
sera dite cycliquement reproduite sur la suite (x.) st :
j EN

a) Pour tout k » 1, tous les WE (n > log2 k) utilisent les mémes

coefficients,

b) Pour tout mn, tout k aveec 1 < k < Zn, tout k' aveec 1 < k' < 2n+1’

'

Wk est antérieur a W .
n n+1

PROPOSITION 1

Pour tout e > 0 et toute suite (gn) de blocs sur la
n €N
sutte fondamentale (e, ) du modéle étalé, il existe une suite
K Kren
de blocs (Wn)1 < k < 2ns cycliquement reproduite sur la suite
n €N
(x.) , telle que, pour tout n € N, l'espace vectoriel engendré,
5, p g
J EN ,
dans F, par Bp-+8B sott(1+ EH) isomorphe d 1'espace vectoriel
2 n
engendré, dans E, par : wl,..., w2 .

St, a l'origine, les (gn) . étatent conséeutifs sur la
n

suite (e ) , les (wﬁ) peuvent étre pris consécutifs,
k €N 1<k<2"

n €N

k

dans l'ordre :

(1) whow W, W, W, W,
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DEMONSTRATION

Soit € > 0. Notons 8, =

RN
T
j=1

sition par récurrence.

.

jk)ej, et démontrons la propo-

Pour n=0, par définition du modéle étalé, il suffit de choisir

m, assez grand pour que

n n
1
ooy |3 aPe < |7 o
j=1 J J j=1 J
n

et on posera W1 = 21 a§1) . .

= 1Mo

1 1 2 1
Supposons WO, W1, W1,...,Wk_1,..

le dernier indice utilisé dans la suite (x.)

truction. Soit N = max nj, ] < Zk

t

Me—1

peut trouver un entier m >

j

e,
]

’

n
< (1+e)|l£ u$1)
j=1

+mo

k-1
w2 construits. Soit m
*2 k-1 : M1
pour cette cons-—
j €N

. D'aprés la proposition 3.3, on

tel que, pour toute suite (Ci)

i <N
de scalaires, on ait
e N N e N
(1- —E) ” z c.e.li< ,’Z C.X, " < (1+ —E) |IZ c.e.
P FORRR Ly 3Ty o Wy T3
Posons alors 0y
Ny n k 2 k
W; = X u§1) Xo o Wi = iZ a§2) X: s Wi hX a§2 )x.+ .
j=1 ] J my j=1 ] jm i=1 ] ] m
On obtient alors, pour toute suite de scalaires B1,..., sz,
. lzk oK j . 2k '
1- —) || .g. <|| = W < (1+ —) 3 .g. et donc
( k) BJgJ z BJ K = BJgJ
2 1 1 2 1
e 1 oK
span[g1,...,g2k] est (1+ EE)—lsomorphe a span[wk,.. Wy 1. Par

ailleurs, il est

est cycliquement reproduite sur la suite (Xj)

est donc démontrée.

. . . k
clair sur la construction que la suite (W)

"1<k<2"
n €N
. La proposition

j EN

La proposition ci-dessus est donc une conséquence trés simple

de la proposition 3.3. Elle permet néanmoins de décrire, par exemple,

a2 quelle condition le modéle étalé F est réflexif, ou a quelle

o . , . s o1
condition il contient un sous-espace isomorphe a £
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contient 21).

PROPOSITION 2

Le modéle étalé F n'est pas réflexif si et seulement si pour

. k .
tout € > 0 on peut trouver une sutite (wn) de blocs normalisés,

1<k <2"
n €N
cycliquement reproduite sur la suite (x.) , et telle que, pour
tout n > 1 , pour tout k < 2n, on ait : € N
1 k k+1 2"
- (2) dist(conv(W ,...,W ), conv(W_ ',...,W )) > 1-¢g,
n n n n

DEMONSTRATION

Supposons F non réflexif. D'apreés un résultat de
R.C. JAMES [37], on peut, pour tout € > O, trouver une suite de

blocs normalisés (gn) sur la suite fondamentale (ek)
n €N k €N
telle que, pour tout k € N", dist(conv(g1,...,gk), conv(gk+1,...))>-1—€.

La suite (Wk) , cycliquement reproduite sur (x.) ,
"<k <2® i €N
n €N
obtenue par la proposition 1, donne (2) aprés normalisation.

Inversement, si (2) est satisfait, notons

n
2 (L
Wﬁ = 3 a(.)x.+
j=1 3 Iy
Dy 2
et posons g, = Y u§ )ej. Puisque tous les Wk (k > 1og2 L) uti-

j=1
lisent les mémes coefficients, on obtient, faisant tendre k vers + o :

dist(conv(g1,...,gk), conv(gk+1,...)) > 1-¢

et F n'est pas réflexif.

PROPOSITION 3

Le modéle étalé F contient ! st et seulement si, pour tout

€ >0, on peut trouver une suite (wk) de blocs normalisés,
n n
1<k <2
. . . n e N P
eycliquement reproduite sur la suite (xj) , conséecutifs dans
e n .

J
l'ordre (1), et telle que, pour tout n € N, wl,...,wi soit (1+€)

équivalent a la base canonique de 21n.
2
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DEMONSTRATION

Supposons que F contienne 21. Soit € > 0. D'apreés un résultat
de R.C. JAMES [38] (voir p. ex. [51]), on peut trouver une suite de

blocs normalisés (gn) sur la suite fondamentale (ek)
n €N k €N
telle que, pour toute suite finie de scalaires (ai)
i1 €N

(3) (1= 5) T lajl <||T ag|| < T lal.
1 1 1

Nous allons les remplacer par des blocs consécutifs. Notons

2 . N . . .
8y = z ag )e.. Quitte a extraire une sous—suite de la suite (gn)

j ] ] n €N
(qui vérifie encore (3)), on peut supposer que, pour chaque j € N,

. . . L . . .
la limite lim ag ) existe. En effet, ces coefficients forment

2 = 4 o

une sulte bornée

LEMME 4

St |Z y.e. |<iM, alors pour tout j, ly.| < M

3] j . —o
ler=ea |

DEMONSTRATION DU LEMME

On a
IEvses B flvaes * oo F vgoqegor * Y585 * ¥gugeqan o oL

ol ACSTRIRETI AR SRR LENP R SIS ETRL UL SR e |

et donc

“Yj(ej—ej+1)ll<§2M, d'oll le lemme.

1 .
1 L - !
Posons maintenant 8y =3 (gzz g22+1). La suite (gz)2 .

vérifie encore (3), et on peut écrire

gi =X B;z)e., avec pour tout j, lim Bgl) = 0.

; j 4> oA

Pour une sous-suite (gg) de (gé) , on peut alors trouver
2 €N 2 €N

une suite de blocs (hz) , consécutifs sur la suite (ek) R
L €EN k €N
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normalisés, et telle que ”hz—gz " < €y pour tout ¢ € N. On

obtient alors
(4) (1-¢) ?Iail < “? aihi“ < ?lail,

on procéde alors comme pour la proposition précédente.
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CHAPITRE 11

PROPRIETES DE BANACH-SAKS ET MODELES ETALES
I SOMORPHES A ¢!

Le but de ce chapitre est de montrer que la notion de Modele
Etalé, introduite au chapitre précédent, constitue un outil puissant
pour 1'étude de certaines propriétés de sommabilité. En méme temps,
nous résoudrons complétement la question suivante : quand la suite
fondamentale du modéle est-elle équivalente &4 la base canonique de
21 ? Cette question a été laissée en suspens au chapitre précédent,
ol nous avons mentionné, lors de 1'étude du comportement a l'égard de
la topologie faible, qu'elle correspondait & un cas "pathologique"

(sur lequel nous reviendrons aussi dans les exemples du Chapitre IV).

Les résultats de ce chapitre sont dus a A. BRUNEL et
L. SUCHESTON [17] qui, les premiers, ont introduit les méthodes déve-
loppées 1ici, a H.P. ROSENTHAL [59] (pour la proposition 6.2, obtenue

par d'autres méthodes), et au premier auteur [8].

1. LES PROPRIETES DE BANACH-SAKS

Soit E un espace de Banach. On dit qu'il possede la propriété

de Banach-Saks (en abrégé B.S.), si de toute suite bornée (x_)

. . ' n€\]N
on peut extraire une sous-suite (x') dont les sommes de Cesaro
nenN
; D
— X x! convergent, lorsque n- +o, (On dira aussi que (x;)
noy Kk Kren

converge au sens de Cesiro).

Cette propriété a été introduite par S. BANACH et S. SAKS [7 ]
qui ont montré qu'elle était vraie dans les espaces P (1< p< +).

Elle a ensuite été étudiée systématiquement.

Son intérét réside dans le fait suivant : si (xn) est
n€N
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une suite de solutions approchées d'une équation, ou de points
approximativement fixes pour un opérateur, il arrive souvent qu'un
point d'adhérence faible, c'est—-a-dire la limite d'une sous~suite,

(xé) , soit solution exacte, ou point fixe pour 1l'opérateur.
n €N
Mais la convergence faible ne permet pas le calcul d'algorithmes
pour trouver des solutions approchées. Si 1'espace a la propriété
n
de Banach-Saks, en prenant les moyennes — > x', on aura une conver-—

gence forte, bien slir vers la méme limite.

La propriété de Banach-Saks est conservée si la norme d'ori-
gine est vremplacée par une norme équivalente. Apres le résultat,
déji mentionné, de Banach et Saks, KAKUTANI [42] a démontré que tout
espace uniformément convexe la possédait. Nous verrons au cours de
ce chapitre que tout espace réflexif ne contenant pas an) uniformé—
ment (c'est-a-dire dans lequel 21 n'est pas finiment représentable,

voir chap. I, § 4) la posséde aussi. Inversement, la propriété de

Banach-Saks implique la réflexivité : soit (x ) une suite dans
v ne€N
la boule unité de E. D'aprés Eberlein-Smulian, il existe une sous-
suite (x') convergeant, pour o(E",E'), vers un point z de E".
n €N n
Si E a Banach-Saks, une sous-suite (x'") a des moyennes = pN XE
nelN 1

convergentes dans E. Mais ces moyennes convergent pour o(E",E')
vers z, et donc z € E, et E est réflexif. Une autre fagon de le
voir est d'utiliser un résultat de R.C. JAMES [37], déja mentionné
(Chap. I, § 8) : un espace E n'est pas réflexif si et seulement si,

pour tout € > 0, on peut trouver une suite (z, ) « de points de

K en

. *
norme 1, vérifiant, pour tout k € N :

(%) dist(conv(z1,...,z ), conv(z yeea)) > 1€,

k k+1

I1 est clair que la suite (zk) ne peut avoir de sous-suite

k €N
convergente au sens de Cesaro.
Outre la propriété de Banach-Saks définie ci-dessus, nous en

utiliserons deux autres, dont la définition présente avec la pre-

miere certaines analogies :
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E possede la propriété de Banach—Saks alternée (en abrégé

A.B.S.) si de toute suite bornée (x ) on peut extraire une
n €N n K
sous-suite (x') dont les moyennes alternées — ¥ (-1) x/
neN R k

convergent. Cette propriété a été introduite et étudiée par A. BRUNEL
et L. SUCHESTON [17], qui ont démontré que tout espace de Banach ne
contenant pas Zzn) uniformément la possédait. C'est une propriété

plus faible que B.S., comme nous le verrons.

E posséde la propriété de Banach-Saks faible (en abrégé W.B.S.,

Weak-Banach-Saks) si de toute suite (x_) convergeant faiblement
n €N
vers O on peut extraire une sous-suite (xé) convergeant {(vers 0)
neN
au sens de Cesdro. Cette propriété est plus faible que les deux

1 . . . .
autres : % la posséde (puisque toute suite faiblement convergente
vers 0, y est convergente en norme), mais ne posséde aucune des

deux autres.
Nous reviendrons sur ces propriétés, les classant entre elles

et par rapport & la réflexivité.

2. MODELES ETALES ISOMORPHES A 21.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer a quelle condition

1

sur la suite étalante (x_) le modele étalé F est isomorphe a &
n €N
Commencons par remarquer que ceci peut €tre caractérisé sur la suite

fondamentale du modele

LEMME 1

N p p . N .
Le modéle étalé F est isomorphe ¢ & si et seulement si sa

suite fondamentale est équivalente d la base canonique de 2!,

DEMONSTRATION

Supposons F isomorphe a 21. D'aprés H.P. ROSENTHAL [58], la

suite fondamentale (e ) posséde une sous-suite (e') qui,
ne€N ne€N
ou bien est de Cauchy faible, ou bien est équivalente a la base

canonique de 11. Supposons (eé) de Cauchy faible. Alors
n €N
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(eén—e;n+1) converge faiblement vers 0, donc fortement, puis-
i n €N 1
que F est isomorphe a £ . Mais laz suite (e ) est écartable,
n €N

- - LI | . ] -~
1 e2” ”e2n 62n+1”’ et (en) ne peut donc étre de
neN {

Cauchy faible. Donc elle est équivalente a la base canoniqu:z de £,

et donc lle

et (e ) tout entiére 1l'est aussi, par écartabilité.
n € N
Le théoréme ci-dessous, di au premier auteur [81], répond 2

la question posée

THEOREME 2
Sott (Xn)n € We suite étalante normalisée. Supposons la
sutite fondamentale (en) du modéle ¥ équivalente d la base cano-
n €N

nique de 21, et, plus précisément, soit 6 > 0 tel que
1) §¥la.l < ”Za.e.,'< Yla.l
1 - 1L 1 - 1
1 1
pour toute suite finie de scalaires (ai).

On peut trouver une sous-suite (x') de la suite (x_)
n n
n €N n €N

possédant les deux propriétés suivantes :

(2) Pour tout k » 1, tous Eqsrees € = t1, tous n,<...<mn.,
1 k
— ' 8
I'k z Eixn. > /2'
1 i
(3) Pour tout k » 1, tous n, <...<n K> avee n, > k, tous
2
scalatres Brsenesd s
2
2~ 5 2K
“Z a.x' ” > = ¥ Ja.l.
1n, 2 1
1 1 1

Inversement, si L'une ou l'autre des propriétés (2) ou (3) est

satisfaite par une sous-suite (x') de (e ) , La suite
n n
n &N n €N

(en) vérifie (1) avec 6 remplacé par un §' > 0.
n €N
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DEMONSTRATION

Soit ¢ > 0, avec ¢ £ 1/6 ; pour tout k € N* , soit Vk 1'entier

donné par la proposition 1.3.3 pour Nk = 2k+4[%1 ( [.] désigne la partie

entiére). D'aprés cette proposition, on a, si vk < n, < ... < neo
k
Nk Nk Nk
- . & . . < € .
(4) 1 e)||§ a; x < ||Z a el|l < (1+ )|| ? a, x

ol
1

ol i

i 1

. . , _ }
Considérons la sous-suite (xk)k €N (x\)k)k cew S1 k L o, < ... <

on a a fortiori, d'aprés (4)

zk 1 2k 5 2k s Zk
Nz a; x> gz 1z apell >z = Moyl >3 = |ag]
1 i 1 1 1
d'ou (2).
Soit maintenant n » 1, et soit k = inf { k', k'+Nk, >n }.
On a n-k < Nk , et on décompose la somme
1 1 D ) K 1 2
Trogw e FEoex ckorex ch Toex
R R i 1 i Kk+1 i
n 1 n s
D'aprés (4), on a : || vy e, x! || > — || T ¢, e.” > —— (n-k)
Kt 1 1 ng 1+¢ wpp 11 1+€
et donc n
1 ' § n-k $ 7
. )3 €, x |I > 9% a 295 g »carn ¥4 8k,
k+1 1
z%é
tandis que Kk s
1 . ko k k8
||5f- z €1 Xn.|| < n < N k+3 (1 < 4
1 i k-1 2 [+
; n
d'ou II—- r e, x' || > 8/2 , et on obtient (2).
no i Tn,

Inversement, si (3) est satisfait, (1) l'est aussi, avec § remplacé
§
par 7 -
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Supposons (2) vérifié ; on obtient alors, pour tout k, tous €1 = + 1,

&
1 k
I| — 1Z€ieiH><‘5/2,

et 11 résulte du lemme 4.5 que, pour un certain §' > O, on a, pour tout Kk,

tous scalaires Aysererdy
k 3
1]
Isa el > 6% gl
et on obtient (1).
Remarque
. k+4 o1 . . '
Le choix du nombre N, = 2 ES] n'est justifié que parce que 1'on

souhaite obtenir dans (2) et (3) le méme § que dans (1). Si 1'on prend N = Zk,

¢ =1/2 , c'est-a-dire si (x est la sous-suite caractéristique de

1
k)k €N
(Xk)k e On obtiendra encore (3), mais au lieu de (2), on aura seulement

toute suite (nm. ) )

(pour toute suite (gk)k EN k’k €N

n
(2") Lim |1 ze = || 26
n >+ oo 1 k

et donc, pour un certain &' > 0, pour tout n € N¥,

(2™ Il =g SN I

COROLLAIRE
\ . PR NS B ,
L'espace E a un modele étalé isomorphe & f si et seulement si

Il existe un § > O et une suite normalisde (x )n c o dans E
+ 1,

(631) telle que, pour tout k > 1, pour tous €y e- 6 pour

tous n1<...<nk , on ait

1 k
T 2l >s.

i

42



Ceci se produit si et seulement si :

'I1 existe un 0 > O et une suite normalisée (xn)n €N dans E
(guz) telle gue, pour tout k > 1,pour tous scalaires Bysecerd g
pour tous n1<...<n K’ on ait 2
2
oK oK
N a. x || »6% |a .
i n 1

1 i 1
Les estimations ci-dessus peuvent &tre améliorées

THEOREME 3

hY e I > A 1 . v
L'espace E a un modele étalé isomorphe a £ si et seulement si

Pour toutn> 0, il existe une suite normalisée (x

53' n'n € N
( 1) dans E telle que, pour tout k, pour tous €,,...,€ =t 1,
pour tous n1<...<nk , on ait
k
1L se. x || »1-n
k 1 n. 4
1 1

Ceci se produit si et seulement si

Pour tout n > 0, il existe une suite normalisée (xn)

n € N
G dans E telle que, pour tout k, pour tous scalaires a,,...,a
(9°) 1 K
pour tous n1<...<n K 7 on ait
2
k oK
Iz a x|l » G- fa]

1 i 1

DEMONSTRATION

Au vu du théoréme 2, il suffit évidemment d'établir la proposition

sulvante :

PROPOSITION 4

( (- P B
Si E a un modéle étalé isomorphe & % , il a, pour tout n > 0, un
modéle étalé dont la suite fondamentale est (1+n)-équivalente a la

base canonique de 21.

43



DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4

Soit (xn)n €N une suite étalante normalisée ; on suppose que la suite

fondamentale (en)n €N du modéle étalé construit sur cette suite vérifie (1).

Nous allons adapter un procédé did a R.C. James [38 ].

Soit K = Inf {HEZai eill : Z[ail =1}.0naK3}S8.

Pour n > 0, soit (a;)i_1 ; une suite finie de scalaires telle que:
- 9 ey
)
i i
0 )
' |ai| = et KL H ; a; ei|f £ K(1+n/4).
i=1 i=1

On peut donc trouver un entier V tel que pour tout n 2V,
i

O
K(-n/4) < |[ £ af x_ .|| < K(14n/2).
i=1
Posons, pour k € N :
i
1 [¢]
y = X a? x .
o K(1+n/2) i=1 i V+i
1 to
TUTRAED L, Y T s
i
1 (¢]
Yk T K(1+n/2) §=1 O FVakd 4

On a ||yk|| L 1, pour tout k > 1., Du fait que les coefficients utilisés

sont toujours les mémes, la suite (y,) est une suite étalante. Si
1 "K'k € N

(ai) sont des scalaires avec Z]aj| =1, on a :
i
1 o
|!§ % ynjll = x| ? aj §=1 8 Xying +i

1 3
> %(rmny K(1-n/4) si ny est assez grand.

Si (fﬁ)j €N est la suite fondamentale du modéle construit sur les
(yj)j ¢ @ ona done
||Z aj fj|| > (1-n) , si Z|aj| = 1, ce qul prouve la proposition.
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Il est clair que si la suite fondamentale du modéle est équivalente
R . 1 . .
a la base canonique de £ , on ne peut extraire de la suite (xn)n ¢ i 2ucune
sous—suite convergente au sens de Cesaro : on a en effet, pour toute sous-—
suite (x' :
( n)n €N
1 2n
__.__.Z X"‘
|12n 1 n+1

1o 1
« H—? Xy | = ”EE;[(X;+...+X;) - (x! +...+xén)]H >6 ,

d'aprés le théoréme 2.

A 1'inverse, nous allons voir que la convergence des moyennes

n
. . ~ s o _Ceci
% e implique la méme propriété pour une sous-suite des (Xn)n €N eci

8=

a été établi par A. Brunel et L. Sucheston [17], mais notre démonstration

sera nettement plus simple.

3. SOUS-SUITES DE LA SUITE ETALANTE CONVERGENTES AU SENS DE CESARO.

THEOREME 1
n

. . e N , 1
Soit (En)n ¢ n une suite infinie de ¢t 1. Si les moyennes — % € €

convergent vers 0 dans F, la suite (Xn)n €N a une sous-suite

(xé) pour lagquelle

n €N
; D
i n
"sup ' I = z Ek Xy |{ > 0 dans E
x") < (x!) 1 n >+ o
n n
" 1 . 1" - ) 1
(en notant (xn) c (xn) si (xn)n €N est une sous-suite de (Xn)n c IN.)
DEMONSTRATION
Considérons la sous—suite caractéristique (xl'()k ¢ N de la suite
(Xk)k €N D'aprés la proposition I1.3.3, on a, pour tout k > 1, pour tous
n,...n , avec kgn, < ... <n , et pour toute suite de scalaires
1 k 1 k
2 2
A,5:0.,4a :
k
! 2 k k k
1 2 2 3 2
() L IERVE /IR FRNTRS
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Pour toute sous—suite (x' de (xé) pour tout n > 1 ,

k'k € N kenN”’
on a donc, en posant n' = [log 1,
o0
y D i n' ' n
= Ze.x" || || Ze. x| +|= r e, x|
n 1 J ] n 1 J 3] n a'+1 J ]
n
N [ S|
n n a'+1 J ]
n
<« L Zys e el
n n 1 JJ

et ces deux quantités tendent vers O lorsque n - + oo,

Ce résultat est en apparence plus faible que celui de A. Brunel et
L. Sucheston , mais la démonstration en est beaucoup plus simple ; il nous
permettra néanmoins (aux corollaires 2 et 3 ci-dessous) d'en déduire leurs

énoncés, et nous sera en outre utile au § 5.

COROLLAIRE 2

Si la suite (en) converge au sens de Cesdro, la suite (Xn)n

n €N
a une sous-suite (x')
n’n

€ N

€N dont toutes les sous-suites convergent

au sens de Cesaro.

n
En effet, nous avons déja vu que si les moyennes = T e

1
dans F, vers un point e, ce point était dans E. Considérant la suite (Xn—e)n

K convergeaient

€N
nEN donﬁ les moyennes convergent
vers 0. 11 suffit donc de considérer le cas ou— ¥ e, =+ 0 dans F

n 1 n -+

on obtient pour suite fondamentale (en—e)

1'application du théoréme, avec e, =+ 1 pour tout n, donne le résultat voulu.

COROLLAIRE 3
1 2 k
Si la suite (en)n cw @ des moyennes alternées = ? (-1 e
. - . 1]
convergentes, la suite (Xn)n en a une sous-sulte (Xn)n €W dont

toutes les sous-suites (x;) ont la méme propriété.

n €N
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DEMONSTRATION

Cela résulte du théoréme (avec € = (~1)k) , car pour les moyennes

alternées, la seule limite possible est O :

LEMME 4
1 2 K
Siy= 1lim — % (-1) e alors y = 0.
n -+ +owo 1
DEMONSTRATION DU LEMME
1 = K
Posons s =— ¥ (-1) e, . Si s -> y dans F, alors s -s > 0
n n k n n 2n
1 n-> + o n-> + o
n 2n
. 1 k k
Mais s -s, = 55—( r (-1) ey r (-1 ek)
1 n+1
et donc 1 2n+1 . "
esall = ligp €2 G0 e = 0™e )
T 1 sgner 11~ 2
- 2n 2n+1 2n
et donc Sonet 0 , et y = Q.
n-=>+ox

Nous pouvons maintenant établir un premier lien entre Modéles étalés

et Propriétés de Banach-Saks :

THEOREME 5

E a la propriété de Banach-Saks alternée (A.B.S) si et seulement si

E n'a pas de modéle étalé isomorphe a §

DEMONSTRATION
Si E a 21 pour modele étalé, d'aprés le corollaire du théoréme 2.2,
on peut trouver une suite (Xk)k €N vérifiant (gﬁz). Mais alors
2n

1 k
55 21 1" %! -

n
1 k _, -sui
= % (-1 Xk|[ » 8 , et aucune sous-suite de (x), E N

ne peut converger au sens de Cesaro.

. 1 R . .
Inversement, supposons que E n'ait pas { pour modele étalé.
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Soit (xn)n une suite bornée quelconque. Si elle a une sous-suite conver-

€N

gente, il n'y a rien & démontrer. Sinon, on peut en extraire une suite éta-—

lante, encore notée (xn) . Par hypothése, la suite fondamentale (en)

nelN n €N

du modeéle étalé n'est pas équivalente a la base canonique de 21. Compte

tenu du théoreme 1, il nous reste donc a démontrer :

PROPOSITION 6

n
1 .
Les moyennes alternées = 5 (—1)k e, convergent (vers 0} si et seulement

1

si (en)n €N n'est pas équivalente & la base canonique de 21.

k

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 6
n

Supposons que s, = % X (—1)k e, ne tende pas vers 0. On peut alors
1
trouver une suite strictement croissante d'entiers (mj)j €l et un§ >0
tels que ||sm || > 8, pour j € N. Nous allons voir qu'en fait Ilsn“ > 8
i
pour tout n :
n. sypl| e;||
Soit n € N. Soit ¢ > 0. Soit j assez grand pour que ml < ¢8§.
N
On écrit la division euclidienne :
mj =nk +Tr, r<n
et 1'on a :
m.
k nk+r
1 J T 1
§<—— |z -D¥e || <=z e, +==1 = D¥e |
m. 2 m. 2 m. 2
] 1 i 1 ] nk+1
et donc
nk
1 2
Lz 0t e 5 (e
3] 1
n 3 2n )
Mais comme ||z (-1) e2/|| ={lz (-1) e2[|= ... , on obtient
1 n

I n
< el > s
] 1
; n
et donc = ||z (—1)2 e£|{ » (1-¢)§ . Comme ceci est vrai pour tout ¢ > O, on
1

a bien ||sn]| > 8§
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LEMME 7

n
Si pour tout n » 1 , |+% ¥ (—1)k ek]f > 8, alors, pour tout choix
1
des signes ¢ e =1 ||l- ; g, e || > 68/4
12" *n - ’ n 1 k "k ” ‘
DEMONSTRATION
Soient n > 1, €pseces€ = +1. On peut écrire :
|[qe1+...+gnen|| = [|g1e1 S EneZn—1|
= lmeq ey = epey = e = egeg
et donc :

1
[ egeqtemree ]l <5 [leqleymey) +oiit g (o) 4me, ]

Mais nous avons vu (prop. I.4.3) que la suite des différences ey n+1 %0

était inconditionnelle. Il en résulte que

i
g Cegmegdtennre(egy qmep) Il 2 3 [l egmegrenten ymepull s

d'ou le lemme.

Par ailleurs, nous savons (lemme I.4.5) que si 1'on a
;1 0
[f; % €1 ek|[ > &8 , alors ||% a ekll > 8 = !aki

pour toute suite finie de scalaires (ak) (8" = § si les scalaires sont réels).
. .. N . 1
La suite (ek) est donc équivalente a la base canonique de § , et la propo-

sition 6 est démontrée.

S1i la suite étalante (xn)n tend faiblement vers 0, la suite

. . > 1 i n, .k

est inconditionnelle, et les moyennes =z -1 e, convergent
0 1

vers 0 si et seulement si Py z e font de méme. I1 en résulte :

1

(ek)k > 1

THEOREME 8

Un espace E a la propriété de Banach-Saks faible si et seulement si
le modéle étalé construit sur chaque suite étalante faiblement con-

, s o]
vergente vers O n'est pas isomorphe a % .
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4. COMPARAISON DES DIFFERENTES PROPRIETES DE BANACH-SAKS.

Dans ce paragraphe, nous allons préciser les liens entre les trois

propriétés introduites au § 1.

PROPOSITION 1

La propriété B.S. implique la propriété A.B.S. Toutes deux coincident

pour la classe des espaces réflexifs.

DEMONSTRATION .

Si E n'a pas la propriété A.B.S., E a 21 pour modele étalé, d'apres
le paragraphe précédent, et donc posséde la propriété (531), d'aprés le § 2.

Mais ceci interdit, comme nous l'avons déja remarqué u'il puisse avoir B.S.
b b

Supposons E réflexif et possédant A.B.S. Soit (xn)n €W une suite

étalante dans E. Elle a une sous-suite, encore appelée (xn)n € m,faiblement
convergente vers un point x € E ; quitte i considérer la suite (xn_—x)n €N
on peut supposer x = 0. La suite (en)n cm est alors inconditionnelle
(prop. I.5.1). Si E a A.B.S., d'aprés la proposition 4 du paragraphe pré-

, , 1 .
cédent, les moyennes alternées o % (—1)k R tendent vers 0, donc aussi
n 1

les sommes de Ceséro-% z e o d'aprés 1'inconditionnalité. Mais d'apres le
1

corollaire 3.2, la suite (Xn) a une sous—suite (xé) dont toutes

n €N n € N
les sous—suites convergent au sens de Cesaro : E a donc la propriété de

Banach-Saks.

Nous avons vu que la propriété de Banach-Saks impliquait la réfle-
xivité, (1l'inverse n'est pas vrai, comme nous le verrons). La propriété
A.B.S. n'implique pas la réflexivité, car 1'espace <, la possede : ce fait
a été démontré par A. Brunel et L. Sucheston [17] ; il sera conséquence
immédiate du chapitre IV ol nous établirons que tous les modéles étalés

de c, sont isomorphes & ce

PROPOSITION 2

La propriété A.B.S. implique la propriété W.B.S. Toutes deux

I 1
coincident pour la classe des espaces ne contenant pas £ .
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DEMONSTRATION

Supposons que E n'ait pas W.B.S. : on peut trouver une suite (xn)n €N

faiblement convergente vers 0, sans sous—suite convergente au sens de Cesaro.

On peut supposer la suite (xn)n cw étalante. D'aprés le corollaire 3.2 les
n n
moyennes — % e nmne convergent pas dans F, donc les moyennes %-Z (~1)k e

1 k 1 k
non plus, puisque (ek)k €N est inconditionnelle. D'aprés la proposition 3.6
(en)n €N est équivalente & la base canonique de R1, et E n'a pas A.B.S.,

d'aprés le théoréme 3.5.

Supposons maintenant que E ne contienne pas 21, et qu'il possede la
propriété (4?1) : soit (xn)n €W la suite correspondante. Cette suite ne

. . ‘. N . 1
peut avoir aucune sous-—suite équivalente a la base canonique de £ , donc,

d'aprés H.P. Rosenthal [58], elle a une sous-suite (X;) de Cauchy faible.

n €N

! x', ), on obtient une suite conver-

2n-1 = 2n
geant faiblement vers O et donnant encore (631), avec le méme & . Donc aucune

. 1
' = -—
Si 1'on pose, pour n > 1, v, 5 (x

sous—suite de (yn) ne peut €tre convergente au sens de Cesaro, et E

n €N
n'a pas W.B.S. La propriété A.B.S. implique que l1'espace ne contient pas 21.

Mais comme déja mentionné, 1'espace 21 possede W.B.S,

Si E contient 11, la propriété (4?1)est a fortiori satisfaite (mais
pas inversement, comme nous le verrons). Si (€P1) est satisfaite, E a 21
pour modele étalé, et donc 21 est finiment représentable dans E : en d'autres
termes, E contient R}n) uniformément. Mais g contient des ﬂ(n) uniformément
G

1"

et n'a pas ( . La propriété (9.) est donc strictement intermédiaire entre

1

. . 1 . .
"contenir £ et "contenir R(H) uniformément' .

Nous allons maintenant traduire par une propriété "géométrique" la
négation de la propriété de Banach-Saks. Ceci a déja été fait pour A.B.S.,
pour laquelle nous avons obtenu (€P1) ou (432). I1 faut aussi rapprocher
cette proposition de la condition (¥ ) de non-réflexivité de James (voir

chap. I, § 7).
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PROPOSITION 3

Un espace de Banach E ne posséde pas la propriété de Banach-Saks si

et seulement si

Il existe une sulte bornée (xn) dans E et un nombre § > O

n €N

(633) tels que, pour toute sous-suite (xr'l)n de (xn) tout

€N n €N’

m € N* |, tout k avec 1 £ k £ m , on ait :

m
- X xt)ll > 6.
J

i k
|l B‘( T X
1 J k+1

DEMONSTRATION

I1 est évident que si (€P3) est satisfaite, E ne peut avoir Bamach-

Saks.

Inversement, supposons que E n'ait pas Banach-Saks. Alors

- Si E est réflexif, E a (€P1), ce qui implique (qu),

- 81 E n'est pas réflexif, d'aprés R.C. James [37] , on peut trouver

une suite (Xn)n de points de norme 1, vérifiant pour tout k€ WN*

EN

(3 dist(conv(x1 ... X ), span(x )) > 9/10 ,

k k+1”°

et ceci implique (

5o
JB)

Terminons ce paragraphe par un mot sur les super—propriétés associédes

aux propriétés que nous venons de considérer.

Si (4) est une propriété, on dit que E a la propriété-super (%) si
tout espace finiment représentable dans E a (). La super-propriété de
Banach-Saks est la super-réflexivité : en effet tout espace super-réflexif
a la propriété de Banach-Saks (tout espace super-réflexif est réflexif et,
s'il n'avait pas B.S. Qﬁ y serait finiment représentable), et tout espace

ayant B.S. est réflexif.
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La super—propriété A.B.S. est le fait de ne pas contenir 2 zn)

uniformément, qu'on appelle la B-convexité. En effet, si E est B-convexe,
il a A.B.S., et donc super A.B.S. . Si E n'est pas B-convexe, 11 est finj-

ment représentable dans E, et Q1 n'a pas A.B.S.

Pour la propriété W.B.S., aucune description de la super-propriété
., . . 1
associée n'est connue. Il est clair, toutefois, que £ et les espaces B-

convexes ont cette super-propriété.

5. LA PROPRIETE DE BANACH-SAKS ALTERNEE.

Comme nous 1'avons vu, elle est caractérisée par le fait que de toute

suite bornée (x ) . on peut extraire une sous—suite (x') dont les
n‘n € n'n €N .

N

‘ n
d 1 Z k— 1 3
moyvennes alternées = (-1)" x' convergent. Deux questions se posent

k
peut-on choisir la sous-suite (XI'l)n €N de telle sorte que la convergence

des moyenmes alternées ait lieu aussi pour les sous-suites (X;)n €m de

(x")

n €N ? Cette question se pose aussi pour la propriété de Banach-Saks

usuelle. Nous y répondrons, pour A.B.S., dans ce paragraphe, et 1'étudierons
plus complétement dans le suivant. La seconde question est celle-ci

n
1 . .
la convergence de = z Ek xﬁ vers 0 a-t-elle lieu pour d'autres suites
1

. . k
que la suite alternée € = (-1) 2?2 C'est ce que nous allons

(£,) .

k €N

maintenant examiner.

THEOREME 1

Si E a la propriété de Banach-Saks alternée, de toute suite bornée

(Xn)n € N n € IN

presque tout choix de signes (En)n €N (au sens de la mesure de Haar)

on peut extraire une sous-suilte (Xé) telle que pour

sur 1 —1,+1}N),on ait

sup h

(e (x) -
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Sous cette forme, cet énoncé est di a J.R. Partington [55 ];il
améliore un résultat du premier auteur [9 ] , qui assurait seulement que

pour toute sous-suite (x‘r'l)n de (x;) pour presque tout choix

€ N neN’

n
des signesra T e xﬂ >~ 0 . La démonstration que nous donnons ci-dessous

n -+ + o
reprend le lemme combinatoire de J.R. Partington [55 ] , ce qui évite en
outre de faire appel aux arguments probabilistes utilisés par le premier

auteur dans [ 9].

DEMONSTRATION

Soit (Xn) une sulte bornée ; nous pouvons la supposer étalante

nelN

n
normalisée. Si E a A.B.S., alors les moyennes alternées %— ) (—1)k e
1

convergent vers O dans F. Nous allons montrer que pour presque toute 'suite

n
1
(e,) ,— Y€, e = 0 . Le théoréme résultera alors immédiatement
k’k € N n 1 k "k n o 4+ oo
du théoreme 3.1.
Soit (ek)k ¢ N Une suite de * 1. Pour m 2 1 , nous notons
P = card {k; g = 1, k & m}.
Pm
L'ensemble des suites (g, ) . telles que — » 1/2 est de mesure 1.
k'k € IN* m
m-> + o
LEMME 2 (J.R. Partington [55] )
P
Soit (ek)k € N* une suite de + 1 telle que ?g > 1/2 . Pour
m-> + o

tout k > 1, tout m > k, on peut trouver une partition de {51...gm }

en U A. UR, ou les A. sont des suites alternées de longueur

] g
k et R une suite dont la longueur { vérifie 2500
m m m-> + o

DEMONSTRATION DU LEMME 2

Soit k » 1. Il suffit de montrer que pour y > O donné, il existe
N tel que si n > N, on peut trouver une partition de {81,...,€k+1} en

suites alternées de longueur k, disjointes, avec au plus y.k.n termes restants.
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P

Choisissons N 6 et assez grand pour que, si m > N,I ShL - %w.s —Yi
" k
Pour n > N, considérons la partition de { } = k { 1
z P Epoe o8 .U 8(j-1)n+1""’€jn

J=1

en k blocs de n termes.

Pour j £ k, on a P, .

‘_ 1, x A S
(G- < G700 G+ =5 ) et P> in(g 5)

6k” 6 k

le j—éme bloc contient donc au moins

jn(%'— ) = (-Dn G+ L) = 2o BY (25-1) signes +
6k 6k bk

la méme estimation vaut pour les signes - . Dans chaque bloc, on peut donc

. n n . ~ . .
extrailre [-E - %E] signes + , et le méme nombre de signes - , il reste au

_YE]

total 2k(%§»+ 1) termes. Les termes choisis peuvent €tre groupés en 2[§A— I

suites de longueur k, faites de signes alternés, d'ou le lemme.

P

telle que 7§-+1 . Soit y > 0, et

Soit maintenant une suite (EK) 5

k €N
’ k .
soit k tel que iﬁz z (—1)J ejll < vy/2.
1 %
Pour m > k, on écrit m = p.k+ Qm , avec 7? > 0 , et d'aprés le

m > + o

K . N
T (- e, + -0
1 Pfm

<vypour m assez grand,

. m
lemme : Ikl S £ e, Il <
1

m J

—

m
.1
et donc, comme annoncé, — L g. e
1

Nous avons donc répondu, pour la propriété A.B.S., aux deux questions
que nous nous étions posées : la convergence a lieu pour toutes les sous-—

suites de (x;) et elle a lieu pour presque tous les choix de signes.

n €N’
Elle n'a évidemment pas lieu, en général, pour le choix € = F 1 Yk,
puisque A.B.S. n'implique pas B.S.
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Par ailleurs, l'uniformité obtenue pour la convergence de toutes les sous-
b

est simplement conséquence du fait que cette

g 1A) ]
suites (Xn)n de (Xn)

C N n €N
convergence a lieu pour toutes les sous—suites. Ceci a été remarqué par
W. Szlenk [ 60], puis par A. Brunel et L. Sucheston [!7] et J. Partington [35].

Donnons, pour terminer ce paragraphe, une démonstration de ce résultat

LEMME 3 (W. Szlenk [ 661 )

Soit (En)n ey e suite de * 1 , et soit (xn)n en we suite

normalisée dans un espace de Banach E. Si, pour toute sous-suite

n
1
] _ 4 z ]
(Xn)n ey 9 (Xn)n ey °rac €, X + 0, alors
1 n >+ ®
, n
I Ee gl o
(x')cx) "o n>+ ®
n n
DEMONSTRATION

Supposons la conclusion fausse : on peut trouver un 6 > O , une suite

) ] . . (1)
1
strictement croissante d'entiers (Ni)i € wx et une suite (xrl )n N de

sous-suites de (xn)n €N tels que
N.
1 (1)
—_ z
AT Y
1 1
Pour 1 = 1, choisissons k1 = 1,...,kN = N1 , et R L S T

Considérons ensuite les sommes

N.
| e x ]
E y, + X E X
k=t ©TF p e OK

M =z

Elles sont minorées par Ni5 - 2N1 , et peuvent donc €tre rendues au moins

égales a %»Niﬁ, prenant i assez grand. Soit i2 ainsi choisi. On prendr

(i,)
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On considere ensuite

. . . .. . . ..
que 1l'on rend au moins égales a ENi6 en cholsissant 1 = 13, et ainsi de

suite. Il est évident que 1'on a, pour tout k,

N

| — = €; yj|] > &6/2 , d'ou une contradiction.

6. PROPRIETES DE DISJONCTION UNIFORME.

Nous allons étudier des énoncés du genre suivant : étant données deux

propriétés A et B concernant les suites bornées dans un espace de Banach,

telles que B implique non-A, toute suite bornée (xn)n ¢ N contient une sous-
suite (x' R telle que
(n)ntiN q
- ou bien toutes les sous-suites de (x') _  vérifient A,
n'n € N
- ou bien toutes les sous—suites de (x') vérifient B.
n'n N

Ces énoncés seront des conséquences treés simples des résultats déja
vus. Nous les mentionnons car ils ont été étudiés par plusieurs auteurs
Erdés-Magidor [28], H.P. Rosenthal {[59], J.R. Partington [55] 2t le premier

auteur du présent ouvrage [ 9 ].

PROPOSITION 1 (Erdbs-Magidor [28])

Soit (Xn) une suite bornée dans un espace de Banach. Il existe une

n €N

sous-suite (Xé) telle que :

n € N

- ou bien toutes les sous-suites de (X;)n convergent au sens de

€N
Cesaro, vers la méme limite,

- ou bien aucune ne converge au sens de Ceésaro .
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DEMONSTRATION

Si (x ) ¢ N a une sous-suite dont aucune sous-suite ne converge au
n’'n

N e - e . .
sens de Cesaro, la démonstration est achevée. Sinon, chaque sous-suite de

. . \
(xn) €N contient une sous—sulite convergente au sens de Cesaro. On peut
n

. . . . . , _
supposer la suite (An) étalante normalisée. Soit (xk)k € N (x\)k)k €N

n €N

la sous—suite caractéristique (donnée par la proposition I.3.3 pour ¢ = 1/2,

— k . 1
Nk = 2 ). Cette suite (xk)

a une sous-suite, encore notée (xé)

k €N k € N

n
qui converge au sens de Cesaro. Les moyennes — ¥ x' forment donc une suite
n

k

n 1
de Cauchy, donc aussi les moyennes = e s dans F, puisque 1'on peut écrire,
1

posant n' = [logzn] , m' = [1og2m ]
n m n m
1 1 3 n' 3m', 3 1 . 1 .
g 2oy -m o ISy r3grally £ ¥ -5 2 x5l
1 1 n m
;0
Les moyennes - s e, convergent donc dans Fy 1'énoncé résulte alors du

1
corollaire 2 du théoreme 3.1.

I1 faut remarquer que Erdds et Magidor [28 ] démontrent ce résultat

pour les '"méthodes de sommation réguliéres", notion qui généralise celle
A 1 n . . . . .
de somme de Cesaro = Y . Nous n'avons pas introduit ici cette notion ;
1
nous renvoyons a [28 ] pour les définitions . Tout ce que nous avons dit
. ~ ~ [ .

ci-dessus a propos des sommes de Cesaro s'applique, sans aucun changement
si ce n'est celui des notations, aux méthodes de sommation régulieres. 11

faut toutefois remarquer que la sous—-suite extraite dépend de la méthode

de sommation utilisée.

La proposition qui suit a initialement été démontrée par H.P. Rosenthal

[ 59 1 , par d'autres méthodes :

PROPOSITION 2  (H.P. Rosenthal [ 59 ])

Soit(xn) une sulte convergeant faiblement vers O dans un espace

n € N
de Banach. Il existe une sous-suite (x;) ¢ m‘telle que

n
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- ou bien toutes les sous-suites (X;)n convergent vers 0 au sens

€ IN
de Cesaro,

- ou bien il existe un § > O tel que, pour tout k » 1, pour tous

n,<...<mn , avec k £ n,, pour tous scalaires a,,...,a
1 Zk 1 1 k
k k 2
2 2
H > a. x' [l > b3 |a.|
i 7 n. i
1 1 1
DEMONSTRATION
n
On peut supposer (xn)n €N étalante normalisée. Si = e - O

k
1 n—> + ®

dans F, toutes les sous-suites de la sous—suite caractéristique (x')n €N
n i

(donnée par la proposition I.3.3), convergent vers O dans F, au sens de

Cesaro. Sinon, (ek)k €N est équivalente & la base canonique de 2
(puisque (ek)k € n oSt inconditionnelle), et le théoréme 2.2 permet de
conclure.

Le dernier énoncé est 1ié a la propriété A.B.S. Il a d'abord été
donné par le premier auteur [ 9 ] sous une forme un peu plus faible ; la

forme présente est due a J. Partington [ 55 ]

PROPOSITION 3

Soit (Xn) une suite bornée dans un espace de Banach. Il existe

n € IN

une sous-suite (Xé)n N,possédant 1'une ou 1'autre des deux pro-

€

priétés suivantes (qui s'excluent mutuellement)

a) Il existe § > 0 tel que, pour toute sous-suite (X;)n €N de
! > ] “es =+ 1
(Xn)n €N’ tout n > 1, toute suite €45 € ,
: n
= = ¢ x! Il > ¢
1
. =+ —
b) Pour presque toute suite (Ek)k € N ( €, =*% 1), pour toute sous
. 1" ]
suite (xk)k €N de (Xk)k cN
1 I "
— X e X d 0
n k
1 n-—> + ©



DEMONSTRATION

On peut supposer (xn)n étalante. Soit (ek) la suite fondamentale

€N
1 k
du modéle étalé. Si — X (-1) e, =+ 0 dans F, on est dans le cas b), en
"oy n = +

prenant pour (x la sous-suite caractéristique. Sinon, (ek)

t
Kk € N ke ®°t
équivalente a la base canonique de 21 (prop. 3.6) et on est dans le cas a)

(th. 2.2).

Il faut remarquer que — pourvu qu'on se soit ramené 3 une suite

étalante - la sous-suite (xé) donnée par ces trois propo-

X

( n)n €N n €N
sitions est la méme, et est indépendante du terme de l'alternative ou 1l'on
se trouve : c'est la sous—-suite caractéristique, donnée par la proposition

I.3.3.

*
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CHAPITRE III

MODELES ETALES ET DUALITE

Dans un premier temps, considérant un modéle étalé d'un espace de
Banach donné, nous allons nous intéresser 3 son dual. Nous appliquerons
ensuite ces résultats aux cas ou ce modele étalé est isomorphe i 21 ou ¢ .
Les résultats du premier paragraphe sont dus au second auteur [ 48 ]

ceux du deuxiéme & S. Guearre et au second auteur [33].

1.SUITES PRESQU'INCONDITIONNELLES ET MODELES ETALES D'UN DUAL

I1 v a une dualité naturelle entre les sous—espaces d'un espace de
Banach et les quotients (par des sous-espaces fermés) de son dual. Nous
allons voir que, dans une certaine mesure, cette dualité s'étend aux

modéles étalés.

L'outil principal pour cette étude est le résultat suivant qui

permet 1'extraction de sous-suites ''presqu'inconditionnelles'.

THEOREME 1

Soit E un espace de Banach, et (xn)n une suite basique dans E,

€N
faiblement convergente vers 0 . Soit <6k)k c N une suite de réels

strictement positifs.

On peut extraire de (Xn) une sous-suite (xé) possédant

n €N n €N

la propriété suivante :
Pour tout k € N , tous n,<...<n

avec k& n 1'application de

1 k 1
. . ' 1 ' Lpa s
projection, de span((xn)n € N} sur span {xn ,...,Xn} , définie par
(PI) { » K 1 k
Za x' > Xa x' est de norme au plus 1t + & .
1 n n 1 n. n, k

Nous dirons qu'une suite possédant la propriété ci-dessus, notée PI

est presque inconditionnelle. (nous aurioms pu aussi 1'appeler
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"asymptotiquement inconditionnelle"”, mais ce terme a déja été utilisé,

dans un sens différent, par d'autres auteurs) .
La preuve de ce théoréme va nécessiter trois lemmes

LEMME 2

Soit E un espace de Banach et (xn)n N une suite tendant faiblement
vers 0 dans E. Pour tout g > 0 et tout entier non nul D, il existe un
ensemble fini S C N tel gue, pour tout D-uple g1,...,gD d'éléments

de la boule unité du dual E' de E , on peut trouver un p € S pour
lequel

sup |g (x ) |< €.
Kkgp <P

DEMONSTRATION DU LEMME 2

Notons QZE, la boule unité de E' (elle est compacte pour g(E',E)),

et sur le produit % ? , considérons la suite de fonctions (Fi)i €N de

522, dans R+, définie par

=

Fi(E1,---,€D) = k§1|gk(xl)l .

Soit ¢ > 0. Considérons la suite d'ensembles Ki = {Fi > e} . Ce sont

des compacts, et 1l'intersection i/;\N K. est vide (puisque la suite

(Xn)n €N tend faiblement vers 0). Un nombre fini parmi eux est donc déja

d'intersection vide, ce qui prouve le lemme 2.

Dans la suite, nous notons 5¢07N) 1'ensemble des parties infinies de W,
et, pour tout entier d non-nul, QZQT¢) 1'ensemble des parties de N ayant
d éléments. Si NO est un élément de éanN), nous le supposerons toujours

rangé en une suite strictement croissante : N ={(n Les notations
0

k)k € N}

gbtho) et éﬁdONo) ont le méme sens que ci-dessus.
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LEMME 3

Soit (xn) une suite convergeant faiblement vers 0 dans E, soit

n € N
d un entier non nul, et (FA)A ¢ 3¢d(m) une famille de parties finies
de QZE, , indexée par gﬁd(m).

Supposons qu'il existe un entier non nul D tel gque, pour tout A ¢ 97d(N)

le cardinal de FA (noté ]F ) soit au plus D.

Al

[oe]
1 : i =
Alors, pour tout ¢ > 0, on peut trouver No € P @m) , NO {(pk) N}

tel que, pour tout A Eézd(No), tout Pl € NO\A, tout & ¢ FA , on ait
| £(x )] ¢ e/2"
k
DEMONSTRATION DU LEMME 3
Elle se fera par récurrence sur l'entier d.
1) Amorce de la récurrence : d = 1.
Soit donc (Fi)i une famille de sous-ensembles de @ indexée

€N E’
par les entiers (en fait, par les parties de N a un élément), telle que

sup ] F.| D <+ @,
i€enN

Pour ¢ > O donné, & 1'aide du premier lemme, on peut trouver un ensemble fini
SCN, tel que, pour tout j € N, il existe p (dépendant de j) € S, pour
lequel

sup |£(xp)[ < ef2

F.
£ EF;

Evidemment, il existe un méme indice, que nous appellerons Py qui

convient pour une infinité d'éléments de N : soit donc N(1) € PO(N) tel

que; pour tout j € N(1) R

sup
Ee F.l E(Xp )Wog ef2

] 1

Comme F_ est fini et comme la suite (xn)n converge faiblement vers O,

‘ <)

on peut extraire de N un sous-ensemble

€N
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m*(1) = {(n;)q c N} tel que, pour tout q € N,

sup | &(x 1)[ < 8/2q+1

¢« F n
g P1 q

Supposons qu'au rang k > 1 on ait choisi des entiers p1<p2<...<pk R

e e (1) (i) i
' ' -
et des parties infinies de N, (N )i=1,...,k , avec N {(nq)q ¢ lN}
(q est donc le rang de n; dans W'(l)), décroissantes pour 1'inclusion, de
telle facon que p; € N'(1_1) \IN'(l) pour i = 1,...,k (en posant[N'(o) =MN),
et que :
. .o (1) i
a) Vigk,VjCN , sup |E(x )| < €/2
E€F, Pi
J
. +i
D) Vigk, Vqgen, sup |E(x )] g e/2%"
ECF n
P, q
. f s e . (k)
Alors, en appliquant le procédé initial a l'ensemble N , on peut
. , (k) e e (k+1) , (k)
trouver un entier Pyt €N et une partie infinie IN de N tels
que
. k+1 k+1
v et sup |E(x_ )| ¢ g/2
£ CF, Pr+1
(k+1)

(k1) _ ¢ ket
q

on extrait alors de N une sous-suite N' )q ¢ N} telle que

. +k+1
VqeEN , sup | E(xnk+1)l < e /24

E€F
P
k+1

q

En définitive, on a trouvé un ensemble infini d'entiers
WO = {(pi)i cm } tel que, si 1'on considére 1'un quelconque de ses éléments,

pj , on a , pour tout k :

sup  |EGe )] g e/2" |

ECF k
p.
J
car, si k < j, pj € W'(k) , et, si k> 3, py € N'(J) et 1l'entier k-j est
certainement inférieur au rang de Py dans N'(3). Ceci achéve la construction

dans le cas d = 1.
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2) Supposons la construction effectuée au rang d ; faisons-la au rang d+1.

Soit donc (FA)
Ac P

sup [FAI <D <K + oo,
. d+1
AP (™)

. . p
d+1QN) une famille de parties deLZE, , avec

A 1'aide du lemme 1, on peut encore choisir un ensemble fini S1 N

tel que
" d+1
VAED (N), 3p€S1 , avec
sup  |E(x )| € g/2
r - p
EE€F,

Grdce au théoréme de Ramsey, on peut trouver une partie infinielN1

de N telle qu'un méme indice Py € S, convienne pour tous les (d+1)-uples

1
d'éléments de N1, et on peut évidemment supposer que les éléments de N1

sont tous strictement plus grands que p1.

A présent, a chaque A € g?d(w1), on peut associer l'ensemble

(p,)
1 d+1
A ={pJuae2” {p}UN.
D'aprés 1'hypothése de récurrence, on peut trouver une partie infinie
m'(1) de N, N'(1) = {(n;)q ¢ N} , telle que, pour tout q, si n; € N'(1)\ A,
alors q
sup [g(x )| < e/27.

£ € FA(p1) né

Enfin, une récurrence en tous points analogue a celle effectuée dans

la premiére partie de la preuve permet d'obtenir une suite d'entiers

_ . s e . (1) (1) _ i
N = {(pi)i ¢ N} et des parties infinies de N, N , N {(nq)q ¢ tN},
(i-1) (1) o

telles que, pour tout i, p; € N' NN to:

d+1

a) Vi , VA€ 2P (N), sup |E(Xp')! < €/2i

£ € FA i

b) Vi , VB € 5¢d(N'(i)), Vné € N'(i)\ B,
sup G )] g ef2'"

£ € FB(pi) "y
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Pour terminer, soit A € 37d+1(N), et £ € FA.

Soit pj le premier élément de A et B = AN{ pj} . On a, pour tout k # j ,

k . . + . .
|£(x )| < €/27 , car, si k< j, Ac gbd 1(N'(k)), et, si k> j , et
Py
| L (3) : o L (3)
Py € Na\A, alors Py €N \B, et k-j est inférieur au rang de Py dans N .
Ceci acheve la démonstration du lemme 3.
LEMME 4
Soit (Xn)n ¢ N une suite basique convergeant faiblement vers O.
Pour tout entier d non-nul et tout ¢ > 0 , il existe NO € gDW(N)
tel que, pour tout A élNO , avec |A| = d, l'application de projection
PA’ de span{(xi)i c NO} sur span{(xi)i ¢ D} , définie par
P( £ ax.,)= I ax. ,vérifie ||P,]| < 1+ e.
A P eN 11 i€ A 11 A
o
DEMONSTRATION
On peut évidemment supposer !'Xill = 1 pour tout n. Soit K la cons-

tante de basicité de la suite (xn)n Soit ¢ > 0. Choisissons ¢' tel que

W
(1+4e')(1+2Ke') & 1+e . Soit d > 1. Il existe alors un entier D et une famille

(FA) 4 de parties finies de @E' , tels que pour tout A de@d(N),
Aecp (N)
< . a4
IFAI <D, et FA norme span {(Xi)i ¢ A} a ¢' pres, c'est-a-dire
Vx € span{(xi)i c A} 3 £ €F,, avec I| x]] < (1+€')|£(x)|:

D'aprés le lemme 3, on peut trouver un sous—ensemble infini WO de N,

. d .
! = . . B & \
N, {(pJ)J ¢ N} , tel que si A ¢ 2 (NO) et si p € N N A, alors

vECE, , |gG )] < e /2%,
Kk

Soit (ai) une suite finie de scalaires. On a, pour un certain § € FA :
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|z &y x| <« e ]eC T a, x|

i €A i€eA
O+ || = ax || + & = a.x.) ]
.o 171 .- i%1
1 QWO 1 QWO\A
Cosen s el E o fagletszh
1 € o 1 < O\
£ (1+€')(1+2K€') H ] > alle >
1 €N
o
car puisque la suite (Xi)i €N est basique normalisée, on a, pour chaque
j € No’ lajl £ 2K l|i E{N aiXiH
o)

En définitive, on obtient

I]i g a,x; H«S (1+¢) [’ )2 N aiXiH

comme annoncé.

DEMONSTRATION DU THEOREME

Soit (ék) une suite de réels positifs. Pour d

1
)

1 et ¢ = 61 , le

lemme 4 nous donne un ensemble N(1) = {(n tel que, pour tout k

kE‘N}’

Ja |l xal] < Gre D] 2 oa; x 4]
k 1 1

Pour d = 2 et ¢ = 62, on choisit W(z) < N(1) , N(Z) = {(n

on a alors :
Hak Xn2 + a

e T2, Nl € (8,0 [ 3y x]]
k 1 1

et ainsi de suite. On consideére la suite diagonale (x k)k CN et on pose

) = elle possede la propriété voulue.

) e w (Xnﬁ)kEiN:

1
K

Le corollaire qui suit est presque immédiat
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COROLLAIRE 5

Soit (Xn)n €N une sulte étalante, basique, faiblement convergente
vers 0. Soit (Xg)n €N la suite biorthogonale a (Xn)n cw - On peut
trouver NO € P*(N) tel que la suite (Xg)n €N soit une suite dta-
o
lante pour la norme du dual de 1'espace EO = span{(xn)n cN }
dans E . ©
DEMONSTRATION

k
. » 3 6 = .
Choisissons la suite ( k)k cn (1/2 )k €N et soit (xn)n c NO

la sous-suite de (Xn) donnée par le théoreme 1. Puisque (xn)

n €N n ¢ NO
est étalante, on peut, d'apres la proposition I.3.3, pour tout k > 1, trouver

. ¢ . .. .
un entler dk tel que, pour toute suite finie de scalaires (bi) , pour.tous

n, < <n m, < < avec & < n m
(I L D S R B
K k k K k
(1-1/2 )”%bl XniH < ”? bi XmiH < (1+1/2 )H ?bi XniH
On en déduit que, pour toute suite finie Aysenesdy
ky -1 k K
(1+1/27) sup{IZ a; bil ; llZ bi be Il <1}
1 1 %y
k k
< supllza, b} 5 {lzb, x || <11
1 1 i
k
< supl|x a; bi’ s |l = bi X | <1}

1 1 i

Si de plus on a pris J > k, on obtient d'aprés le théoréme 1

k K k k k
l,% a; xii,l < (1+1/27) supl l% a, bil ; ||? bi Xnil’ < 1}

k.2 k k
L (1+1/27) SUP{IZ ai bil > I'Z bi Xm ll < 1}
1 1 i

k
< +1/29% |5 a. = || .
T
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De méme on obtiendrait

k2, K k
(1-1/27) l[ La, x* || < || a. x* ll ,
i m. i “n,
1 1 1 1
ce qui prouve que la sous-suite (xg)n cw est une bonne sous-suite de la
0

.

suite (Xg)n €N

En ce qui concerne la dualité des modeéles étalés, on en déduit

COROLLAIRE 6

Soit (xn)n €N une suite étalante, basique, faiblement convergente vers
0, et soit F le modéle étalé associé, de suite fondamentale (en)n €N’

La suite biorthogonale (eg) définie dans F', est la suite

n N’
fondamentale d'un modéle étalé d'un quotient de E'.

DEMONSTRATION

Soit (xn) la sous-suite donnée par le corollaire précédent.

n €N
o

Puisque (xg) est étalante pour la norme de (span{(xn) *  elle

n €N H€N})
(@] (&)

définit un modéle étalé, dont la suite fondamentale, notée (e:) est

n €N
o

la suite biorthogonale a la suite (en) . La suite (xé) est dans

n €N n €N
o o}

la quotient de E' par 1'orthogonal de span{(xn) } et 1le corollaire est

n €N
(o]

ainsi établi.

Nous allons maintenant dtudier les modéles étalés de E', dans le cas ol

E est séparable.

THEOREME 7

Soit E un espace de Banach séparable, (xﬁ) une suite dans E',

n €N
étalante, basique, et convergeant vers O pour g(E',E") . Soit F le

modéele étalé associé, et (en)n €N sa sulite fondamentale. La suite

biorthogonale (e:)n cn définie dans F' est la suite fondamentale

d'un modéle étalé d'un quotient de E.
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Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant

LEMME 8

Scit E un espace de Banach séparable et (x;’;)n c N ume suite étalante

basique dans E', convergeant vers O pour g(E',E). Il existe une sous-

- * % ,
suite (Zn)n €N de (x;l)n ¢y et une base (yn)n €N du quotient F

Y 'or an{{z* S w0 "1 -
de L par 1'orthogonal de sp nL\Zn)n €(N} telles gue (Zn’n €N s'iden

tifie a la suite biorthogonale a (yn) dans la correspondance

n €N

naturelle entre F' et span{(xg)n IN} (donnée par la transposée de

€
l'application gquotient de E sur F).

La démonstration suit celle d'un résultat de W.B. Johnson et

H.P. Rosenthal [40] (voir aussi [ 51 ], tome I, prop. 1.b.7).

DEMONSTRATION DU LEMME 8

Puisque XA p est dense dans E?E” pour g(E",E'), on peut, pour tout
sous—espace E'° de dimension finie de E', pour tout £ > O , trouver un
ensemble fini A d'éléments de norme 1 dans E tels que YE€ (E'°)', avec
“gu = 1, 1l existe x € A avec Ig(X*)—X*(X)I\S €|‘x*l., vV x* ¢ E'°.

(On réalise ceci pour un g-réseau dans la boule de (E'°)').

Donnons-nous une suite (En)n de réels avec 0 < €, < 1, et

> 1

z € < + ©, Nous allons montrer par récurrence que 1'on peut trouver

n
n 21
une suite croissante d'entiers k1 < k2 < ... et une suite de sous—ensembles
finis , A1 c A2 < ... , dans la spheére unité de E, avec

1) E=spani{ U An }

n > 1
2) Pour tout f € (span{(x* ), B, avec [[f|] =1, il existe un
ki 1< n

x € An’ tel que

[F o) = kG| ey |||y s pour tout xk € spant f )

i < n}
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3) [x§n+1(x)| < gn/3 pour tout X € An'

Supposons en effet k Sk 5 A, .. ,A

R 1 S choisis. Soit (ei)i N

> 1

un ensemble dense dans la sphéere unité de E. On choisit Am contenant

€,...,e_ et contenant 1'ensemble A donné par la remarque précédente,

1o - *
pour E span{(xk')i <m

. i .
c'est possible puisque (x>i<)i

} : on aura 2). On choisit km+1 pour obtenir 3):

tend vers O pour g(E',E) et que A est
> 1 n

de dimension finie. Enfin, on aura 1) puisque la réunion des Am , m 2 1,

contient tous les e:s i 1.

% —sui * ] k%
Notons (Zn)n 5 1 la sous-suite (xkn)n 51 Soit (zn )n 5 1 la
suite biorthogonale a (z;‘;)n 5 1 c'est une suite basique, puisque
‘d
* 1' .
(Zn)n > 1 est

Nous allons voir que 1'opérateur T, de E dans (span{(zé)n S 1
’d

défini par
Tx(zi't) = Z*(X) s

} ; le lemme sera

}

pour z* € Span{(zg)n } , a pour image span{(zﬁ*)

> 1 n > 1

démontré, car KerT = span{(z;’;)n }l. Posons G = span{(z:*)

> 1 n > 1

D'apres 3), si x € An , ona X |z?(x)| < + o, et donc
i1
Tx = X z?(x)zf* . De 1) on déduit donc que TE C G.
i1

Pour montrerla surjectivité, nous allons montrer que pour chaque
y** de norme 1 dans G, et pour tout ¢ > O, il existe un x € E, de norme 1,

avec HTX - yk*% H < 4¢, cela suffira, gridce a des approximations successives

(puisque [| x| = |[ y*|]) .

On peut évidemment supposer que y** € span{(z’i'"")i <n }, avec n assez
AN

grand pour que £ > £, » et H PmH < t+4¢ si m > n , en notant Pm

z
i>n

la projection naturelle de span{(zﬁ) o

_ 1} sur span{ (Z;)n\< }
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. -1 .
(I1 est aisé de voir que Ilell RS (1—gj) , et cette dernieére

T
j>m
quantité tend vers 1 lorsque n -+ +x).

Si u € span{(z¥*). } , notons || u||, la norme de la restriction
1 °1&nn 1
de u a span{(z?). } .0na:

1 <n

Pall < ball < IRyl [lull < Qe ffuf]

Choisissons x & An’ satisfaisant 2) pour f = yrE
HY**H1
on aura : n ¢
I|i§ z?(x)z?* - fH1 <5 < e/3
et donc n
][iz1 z¥(x)z¥*-f]| <2 ¢/3 .
Comme ||z?*|] = ||Pi—Pi_1I] & 4 pour i > n, on déduit de 3) que :
l] 2 zk(x) z¥* ]| < 4 ¢l3 .
i 3 n+1 t t
En définitive :
| Tx=y**[] <] Tx-£]] + [ y**-£]
< |[ s zf (x)zf* -f]] + 2¢
i
RS b3 z¥ (x)z¥* -f + ba z¥(x)z¥*|| +2¢
I,z st oomprotll ol 2 epCost
L 48, ce qui achéve la preuve.

2. ESPACES AYANT c, POUR MODELE ETALE.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de caractériser - par des
propriétés "duales" de celles du chapitre précédent - les espaces dont

un modele étalé est isomorphe a -

A). Suites étalant la base canonique de c,.

1 . . L s
L'espace § n'a qu'une base écartable, a une équivalence pres
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c'est la base canonique. Mais 1'espace ¢, en a au moins deux : la base
canonique (notée, comme précédemment, (en)n c N) et la base sommante, que

nous noterons (sn) et qui est définie par s = e t...te . En fait,
n n

€N
ce sont les deux seules : nous admettons provisoirement ce fait, qui sera
établi au chapitre IV (Proposition I.2) ol nous étudierons aussi les modéles

étalés de c

Le lemme qui suit est 1'analogue du lemme 11.2.1 : il permet de se
limiter au cas ou la suite fondamentale du modéle est équivalente a la

base canonique de ¢ .
0

LEMME 1

Un espace de Banach a un modéle étalé isomorphe a <, si et seulement
si il a un modéle étalé dont la suite fondamentale est équivalente

a la base canonique de <,

DEMONSTRATION

D'aprés la Proposition I.5.4, 2), nous pouvons supposer que la suite

fondamentale (en)n est basique, et donc elle est équivalente soit a la

>0
base canonique de S soit 4 sa base sommante. Dans ce dernier cas,

) est la suite fondamentale d'un modeéle étalé de E, et

(62n+1 B eZn n >0

est équivalente a la base canonique de o

REMARQUE 2 : Un espace de Banach E peut avoir un modéle étalé isomorphe 2 ,
sans avoir de modele étalé dont la suite fondamentale soit équivalente &

la base sommante de .- En effet, la base sommante est faiblement de Cauchy
non convergente, et, si elle est équivalente a la suite fondamentale d'un
modéle étalé de E, E ne peut etre réflexif, d'aprés le théoreme I.5.3. Or
1'espace de Tzirelson T# que nous verrons au chapitre IV est réflexif et

a c_ pour modele étalé.
La proposition qui suit est 1'analogue du corollaire du théoréme I1.2.2.
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PROPOSITION 3

Les assertions sulvantes sont éqguivalentes

1) E a ¢, pour modéle étalé.

2) Il existe une sulite étalante basique (Xn)n N et deux nombres

€

m>O0, M>0 tels que :

Pour tout k € N , tous n1<...<n . avec k £ n1<...<n K’

2 2
toute suite de scalaires Ayseeesd@ 0N ait
2
2k
m sup a;| < || £ a;x || «M sup |a. |
1<ig2 1 i=1 -0 1<ig 28t

2 bis) Pour tout € > 0, il existe une suite étalante basique (Xn)n €W

telle que,

pPour tout k € N , tous n,<...<n avec k £ n,<...<n , toute
1 Zk 1 2k
suite de scalaires a,,...,a ,, on ait
1 k
2
2
(1-¢) sup |a RS ["Z a. Xn." < (1+¢) sup i [ail
=1 1 11L2

3) Il existe une suite étalante basique (xn) et un M > 0 tels que :

n ¢ IN

Pour tout k € N , tous n1<...<n K ° avec k XY n1<...<n K

2 2

3 bis) Pour tout ¢ > 0, il existe une suite étalante basique normalisée

a4 <.
(xn)n €N telle que pour tout k € N, tous n, <n2k , avec
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DEMONSTRATION

Supposons que E ait ¢, pour m.e. D'aprés le lemme 1, il a un m.e.
dont la suite fondamentale est équivalente a la base canonique de I I1
suffit donc de choisir pour suite étalante (xn)n S 0 la sous-suite carac-
téristique de la suite sur laquelle ce m.e. a été/construit (rappelons que
la sous~-suite caractéristique est définie apres la proposition I.3.3), et

2) sera satisfait.

Pour obtenir 2 bis) & partir de 2), il suffit d'établir le lemme

sulvant :

LEMME 4

Si E a un modéle étalé dont la suite fondamentale est éguivalente a

la base canonique de cy v il a, pour tout € > 0 , un modéle étalé dont

la suite fondamentale est (1+€) -équivalente a la base canonique de

c
La démonstration de ce lemme utilise les mémes idées que celle de la

proposition II.2.4 (et reprend un procédé did a R.C. James [ 38 ] ) ; elle

est laissée au lecteur.

11 est évident que 2 bis) implique 3 bis), qui lui-méme implique 3) ;

reste donc a montrer que si 3) est satisfait, E a ¢, pour m.e.

Pour cela, observons d'abord que la suite (Xn)n de 3) converge

¢ N

faiblement vers 0. Supposons en effet que ce ne soit pas le cas : il exis-

terait une sous-suite (x;) une forme linéaire réelle f de norme 1,

n¢IN?
et un § > O tels que f(x;) > § pour tout n € W, et on aurait, pour tout

k > 1, tous n,<...<n avec k & n,<...<n

1 k 1 k
2 K 2 Kk
" 2 2
s < £ k) <[z x| <M,
1 1 1 i

ce qui est évidemment impossible.

Puisque (Xn) converge faiblement vers O, la suite fondamentale

n € N

(en)n €N du modéle étalé est basique inconditionnelle monotcne (Prop. I.5.1).
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2k

D'aprés 3), elle vérifie pour tout k € N, || = ei|
2k 1

tout choix de signes €102 € 4 > []Z £; ei|| < 2M. Par conséquent, pour

£ M, et donc, pour

toute suite de scalaires a .,a

10 k

2

2k

H Yy a. e.ll £ 2M sup
(I 1<ig?2

[a. s

k 1[

2k

et 1'estimation |[|Z a, e.| >m sup la.| résulte aussi de la
M 1< i< i

basicité : (e.)

. est donc équivalente a la base canonique de c .
1’1 € N o]

3. SUITES N'ETALANT PAS LA BASE CANONIQUE DE S

Donnons deux définitions préliminaires

DEFINITIONS

Soit (yn)n une sulite d'un espace de Banach E.

€N
a) Nous dirons que la série (yn) tend vers + « par sous-séries si

n
lim I|Z zi[| =+,

pour toute sous-suite (Zn) de (y.)
n n>+w 1=1

€N n'n¢ N’

b) Nous dirons que la série (yn) tend vers + « uniformément par

sous-séries si

k
lim inf | = v
k=+ o n1<...<nk i=1 1

Le résultat que nous allons énoncer est 1'analogue, pour les modeéles
étalés, d'un théoreme de W.B. Johnson qui figure dans [ 51 ]: "un espace de

Banach ne contient pas <, si toute suite bornée (x ) a une sous-sulte
n'n

€ N
(yn)n €N telle que la série (yn) tende vers + o par sous~séries'.
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THEOREME 1

Un espace de Banach E n'a pas ¢, pour modele étalé si et seulement si

toute suite étalante (Xn) a une sous-suite (yn) telle que

n € N n ¢ N

la série (yn) tende vers + o uniformément par sous-séries.

DEMONSTRATION

Soit (Xn) une suite étalante, (en) la suite fondamentale

n €N n ¢IN
du m.e. associé. D'apres la proposition 1.3, il nous suffit de montrer que
(en)n €N n'est pas équivalente a la base canonique de ¢y si et seulement si

X . contient une sous-sulte telle que la série converge
( n)n €N (yn)n q (yn) g

€N
vers + o uniformément par sous-séries.

S1 fai

i (Xn)n ¢ n e converge pas aiblement vers O, (en)n €N ne pgut

€tre équivalente & la base canonique de <, (th. I.5.3), et, puisqu'il existe
une forme linéaire réelle f de norme 1, une sous-suite (yn)n €N de (Xn)n €N

et un nombre § > o tels que f(yn) > § , pour tout n € N, la série (yn) tend

vers + o uniformément par sous-séries.

Supposons donc que (xn) tende faiblement vers 0; Alors (en)

neN n €N

est basique inconditionnelle et, comme nous 1'avons déja observé en démon~

trant la proposition 1.3, est équivalente & la base canonique de c, si et

‘ n
seulement si  sup || X ei|| < + o . Il nous suffit donc d'établir
n €N 1
LEMME 2
Soit (Xn)n €N une suite étalante basique normalisée, (en)n €N la
suite fondamentale du m.e. associé. Si
n
sup || £ ei" =+ o , (Xn)n ¢ & une sous-suite (yn)n e n qud tend
x €N 1
vers + o« uniformément par sous-séries.
DEMONSTRATION DU LEMME 2
n
Observons d'abord que la condition supl’z eiH = + » équivaut (par
n 1
n
écartabilité) a lim || X ei‘I = + .
1

n-++ o
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Solt (mk) une suite strictement croissante d'entiers telle que,
kelN

Ink k k
pour tout k > 1, {IZ ei|| >2 ; ona m > 2. Choisissons maintenant pour
1

chaque k un entier V, tel que si Y & m, <...<n y

k k 1 mk
e
Iz =, I > 2%
1 i
Posons (yk)k > 1 = (ka)k > 1 Pour chaque sous-suite (Zj)j > 1
de (yk)k , 1 » Om a, pour tout k > 1
k+
K+ e
s el 20l x 2l -k » 2% .

1 J k+1 J

Si K est la constante de basicité de la suite (xn) nous obtenons

neiN’
n 1k

donc, pour tout n >,,k+mk , 'lz zjll }-E (2™-k) , ce qui prouve notre assertion.
1

REMARQUE

Dans cette caractérisation, la situation est sensiblement différente

de celle que nous avons vue dans le cas de %, (chapitre I1). Nous avions
1 o
remarqué alors (§5, lemme 3) que si, pour une suite donnée, toutes les sous-
I3 . ~ ’ . 0

suites convergeaient au sens de Cesaro, cette convergence était uniforme
sur l'ensemble des sous-suites. Ici, la convergence vers + o uniformément
par sous-séries est distincte de la convergence vers + « par sous—séries
1'espace de Tzirelson T* (que nous verrons au chapitre suivant) ne contient

pas ¢_mais n'a que c¢_ pour modéle étalé. Si donc (x ) est une suite
o 0o n‘nelN

bornée quelconque dans T*, (x ) a une sous-sulte (yn) telle que

n'n € N neN
la série (yn) tend vers + ® par sous-séries (d'apres le résultat de
W.B. Johnson déja mentionné), mais n'a aucune sous-suite (yr'l)n telle

€N

que la série (yé) tende vers + © uniformément par sous-séries,

Si nous nous restreignons aux suites faiblement convergentes vers O,
nous obtenons 1'énoncé suivant :
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PROPOSITION 3

Soit (Xn)n €N une suite étalante, faiblement convergente vers O.
La suite fondamentale (en)n e dum-e. associé n'est pas équiva-

lente a la base canonique de <, si et seulement si (xn)

n € N
posséde une sous-sulte (yn)n cm telle que
k
(1) lim inf inf ![ Y e,y ]] = + o,
k-++o n, <...<n £,...8 =%1 (L
1 k 1 k

La démonstration utilise les mémes idées que précédemment, et est

laissée au lecteur.

Le résultat qui suit est & rapprocher de la Proposition II.6.3 ; c'est

un nouveau résultat de "disjonction uniforme'.

PROPOSITION 4

Soit (Xn)n N une suite faiblement convergente vers 0 . Il existe
s S ) '
une sous-suite (yn)n - de (Xn)n e qud vérifie 1'une ou I'autre
des deux propriétés suivantes (qui s'excluent mutuellement)
k

1) sup inf sup || = £, Yy, | <+

k n1<...<nk Eqeevy T +1 ; 1
2) lim inf inf || = €; Y, || =+

+ <... = £ i

k >+ o n, <nk €4 €1 +1 1 1

DEMONSTRATION

On se raméne aisément a une suite étalante. Le premier cas se produit
alors si la suite fondamentale du m.e. associé est équivalente & la base

canonique de c, (Prop. 2.3, 2°)), le second sinon (Prop. 3).

4. LA DUALITE DANS LE CAS DE 21 et <,

Dans le cas de modéles étalés isomorphes a c, ou 21 les résultats du

§1 peuvent €tre précisés.
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PROPOSITION 1

Soit E un espace de Banach

1) Si un quotient de E admet ¢, pour modéle étalé alors E' admet 21

pour modéle étalé.

2) Si E' admet 214pour modéle étalé alors E'" a un gquotient qui admet

¢, pour modele étalé.

DEMONSTRATION

(1) Supposons qu'un quotient F de E admette ¢, pour modéle étalé.

D'apres la proposition 3, §2, 2°), il existe une suite étalantc basique

(Xn)n €N et un réel M > 0 tels que pour tout k ¢ N et tous n1,...,n2k ,
aveck < n, < ... <n,, tous €,,...,€ complexes de module 1 ‘
1 k 1 k
2 2
k
2
=iy e =, I em
i
Soit (fn)n €N la suite biorthogonale a (xn)n €W dans le dual de
span{(xn)n €N }.
On a 2K
TP

ou K est la constante de basicité de la suite (Xn)n et 0 < § = inf||xn||.

e N

Grdce au théoréme de Hahn-Banach on peut étendre les (fn)n €N a F tout

entier et donc considérer les fn comme des éléments du dual de E.

Pour tout K € N, tous n,,...,n avec K ¢ n, < ... <n , toute suite
1 k _ 1 k
2 a, 2
de scalaires a,,...,a on a en posant €. = sia, #0
1 *T ok i Ta.l i
2k k
" ]’Zi=1 % fn.ll ? ’(Xi=1 4 fn.)(Z £i % .)|
i i ai#O i

= 22% la I

1=1 1
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D'aprés le théoréme II.2.2 (3), tout modéle étalé construit sur la

suite (fn) est isomorphe & 21((fn) n'est pas a priori étalante).

n €N n €N

(2) Deux cas sont a envisager

o) 11 existe dans E' une suite (Xn)n €W étalant 2] et de Cauchy

pour O(E' E"). Alors quitte a remplacer (x ) par (x ) qui a éga-

EN 2r#1 2n'n € N
lement 2 pour modéle étalé, nous sonmeS ddns les hypothéses du corollaire 6 du

§ 1 et le résultat s'en déduit.

B) 11 existe dans E' une suite équivalente a la base canonique
de 21 et alors E" a un quotient isomorphe & Qm , espace qui a évidemment cy
comme modele étalé.

Les deux alinéas @) et B) ne sont pas exclusifs 1'un de l'autre, mais
sont exhaustifs, et le résultat est démontré.

Si E est séparable (ou réflexif), la proposition 1 peut €tre précisée

PROPOSITION 2

1 .,
Si E est séparable ou réflexif, E' a § pour modéle étalé si et

seulement si un quotient de E a ¢, pour modéle étalé.

DEMONSTRATION

Le cas ou E est réflexif est contenu dans 1l'énoncé de la proposition 1.
Supposons donc E séparable.

S'il existe dans E' une suite étalante, de Cauchy pour g(E',E"), dont
le modele étalé soit £1, on raisonne comme ci-dessus (mais au lieu du
corollaire 6, §1, on utilise le théoréme 7 §1).

Sinon, E' contient 21. Puisque E est séparable on peut (extrayant des

sous—-suites et formant des différences consécutives) supposer que la suite

%
(Xn)n €N

O(E',E). I1 suffit alors d'appliquer le lemme 8, §1.

de E' qui est équivalente 2 la base de 21 converge vers O pour

De cette proposition résulte immédiatement
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COROLLAIRE 3

Un espace de Banach E a la propriété de Banach-Saks si et seulement

si E' est réflexif et aucun quotient de E' n'a ¢ pour modéle étalé.

Ce corollaire décrit de facon duale la propriété de Banach-Saks, mais
on ne peut pas considérer qu'il réponde de fagon satisfaisante & la ques-
tion suivante, qui reste ouverte : comment caractériser sur E' le fait que

E ait la propriété de Banach-Saks ?

*
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CHAPITRE IV

QUELQUES ESPACES DE BANACH ET LEURS MODELES ETALES -
EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

: Modeéles étalés sur les espaces de suites usuels.

: Constructions utilisant des ensembles admissibles.

A) : Trois lemmes.

B) : L'espace S de Schreier.

C) : L'espace B de Baernstein.

D) : L'espace de Schreier-Orliz S¢.
E) : L'espace de Baernstein-Orliz B¢o

F) : L'espace T de Tzirelson et son dual T%,
G) : L'espace J de James.

H) : L'espace TJ de Tzirelson-James.

EX T
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CHAPITRE IV

QUELQUES ESPACES DE BANACH ET LEURS MODELES ETALES,
EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES,

Dans ce chapitre, nous étudions tout d'abord les modéles étalés
sur les espaces de suites usuels, comme Qp et Cor Nous contruisons ensuite
des espaces dont les modéles étalés jouissent de propriétés particulieres,
ce qui nous permet d'illustrer par des exemples les résultats démontrés

aux chapitres précédents.

{. MODELES ETALES SUR LES ESPACES DE SUITES USUELS

Nous commencerons par un lemme qui nous permettra, dans bien des

cas, de nous limiter & 1'étude des modeles construits sur des suites de

)

blocs consécutifs sur la base canonique de K

LEMME 1
@)

Soit E un espace de Banach, complétion de K pour une norme I!.H

On suppose que (en) est une base de E. Soit (un) une

n €N n €N
suite étalante normalisée, telle que pour tout k,un(k) + 0
n <> + ©

Il existe une sulte étalante (vn)n €N de blocs consécutifs

normalisés qui définit la méme extension que (un)n en

DEMONSTRATION

()

Puisque E est la complétion de K , on peut trouver une suite

(u;) de blocs sur (en)n avec !Iun-u; |' + 0

n-=> + «

n€N S

Notons nj =fin(uj). La suite (nj)j €y & une sous-suite strictement
croissante (car (ur'l)n €N n'a pas de sous-suite convergente). On la notera

encore (nj).

. P. la " j ion" R s I8 Sfini :
€N Notons ; a ''projection’ sur {o,1, ,nJ} définie par
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Pju(k) = u(k) si k g nj

= 0 sinon.
Puisque u'(k) =+ O , pour tout k, on peut trouver une sous-suite
n n > 4 o©
" . j . .
(un)n €l telle que, pour tout j, [’Pj u; l[ < 1/27 sin » j+1.
L . P .
a suite (vn)n €N définie par :
”_P ull
_ n n-1n
Yo T ueP a”
|| n n-1 n]]

est une suite de blocs consécutifs, qui posséde la propriété voulue.

La situation des espaces 2P« p < +x) et <, vis & vis de leurs
modeéles étalés ou de leurs extensions est la plus simple possible ; elle

est résumée dans le théoreme suivant.

THEOREME 1

a) Si 1 £ p < + », tout modéle étalé, toute extension de Qp sont
Isométriques a 2P,

b) Tout modéle étalé, toute extension de ¢, sont isomorphes a .

DEMONSTRATION

a) Soit (xn) une suite étalante de &P (1 p<+0), Sip>t,

n &N
elle converge faiblement vers un point X et si p = 1, elle converge pré-

faiblement (c'est-a-dire pour 6(21,c0)).

L'extension de AP associée & la suite (xn) est 1sométrique

n € N

(prop. 1.5.4) a celle associée a la suite (xn—xo) (qui converge

n € N
faiblement - ou préfaiblement - vers 0), et, évidemment & 1'extension
RN . ., Xp — X
associée a la suite normalisée ( ) . Le lemme 1 montre
x, T x| n €N

alors que cette extension est définie par une suite de blocs consécutifs

sur la base canonique. On en déduit que si x est & support

(Vn)n€ N

fini sur (en) et si (gn)n €W est la suite fondamentale du modeéle

n €N

étalé sur (vn) € g » OO @ pour toute suite finie de scalaires
n €
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. _ P py1/p
[+ >ag g f] = Lim lxs Zag v | o= (x| e 2 e D00,
1 n, < n,<... 1
1 2
> + oo
la seconde égalité étant vraie dés que n, > fin(x). Cecl reste vrai pour

1
les éléments x quelconques dans Qp, puisque les suites finies y sont denses.
La norme obtenue est celle du produit gp de Qp par lui-méme, qui est iso-
métrique a P,

L'espace c, est a part, puisqu'il admet a priori au moins deux bases

écartables non équivalentes : la base canonique (en)n €W et la base som-
mante s = 2 e . L'une est inconditionnelle, 1'autre ne 1'est pas.
k& n

Nous allons montrer que tout modéle étalé de c, est isomorphe 2 c

Soit (x_) une suite étalante dans c¢ . Si elle est faiblement
n'n € N o )

convergente, on procéde comme en a). Elle ne peut pas avoir de sous-suite
. N 1 . . 1

équivalente a la base de £ , pulsque c, ne contilent pas ¢ ; on peut donc
la supposer faiblement de Cauchy, non convergente. La suite fondamentale
f
( n)n € N
constante de basicité.

du modeéle étalé F est alors basique (prop. I.4.2). Soit M1 sa

La sulte (fn) est aussi faiblement de Cauchy non convergente.

n €N
Soit a sa limite dans F" pour G{(F",F') et g = l'allF" . Pour toute suite

finie de scalaires (ai), on a, d'aprés la proposition 1.4.2,

|| £ a, £.0] > o sup | = a.|
g 101 Mi*l Jemw ing C
Posons z, = fo > 24 = f1-—fo,...,zn = fn_fn—1’ n > 1 ; nous obtenons,
pour toute suite finie de scalaires (bi)
6]
12 b )l > gy suplvy) -
i 1 i

Par ailleurs, les deux suites (z2n)n 5 1 et (22n+1)n €N sont équivalentes

a la base canonique de c, ten effet, ce sont les suites fondamentales du

modéle étalé construit sur (x -x ) , qui converge vers O faiblement.
n ntl'n €N

On a donc

N R N N RN

: oy 2 2i+1 %2141 |l

€3 sup o] % max ([ 2 ][] 2] )
1
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Nous avons donc démontré que (z_) était équivalente a la base

it 3

EN

n r
canonique de c, - Comme span{(en)n ¢ N} span{(zn)n } , le résultat est

S

démontré.

La suite (fn)n €N peut &€tre calculée a partir de la suite (zn)n cm

ar f = z, . Puisque (z est équivalente a 1 1

P n bN K que ( n)n ¢ ©st €quivalente a base canonique
k<n

de Co’ (fn)n €N est €quivalente & la base sommante. Nous avons donc obtenu :

PROPOSITION 2

L'espace s admet - & une égquivalence prés - exactement deux bases

écartables : la base canonigque et la base sommante.

La premiére assertion du théoréme 1 est fausse pour ¢,» comme le

montre la proposition suivante, due a B, Maurey :

PROPOSITION 3

Il existe un modéle étalé de c, qui n'est pas isométrique a c,

DEMONSTRATION

Nous aurons besoin du lemme suivant

LEMME 4

2 2
Soit ¢ une norme sur R~ , vérifiant, pour tous a,b CR™,

¢ (a,b) > ¢ (a,0).

Il existe un modéle étalé de ¢, de suite fondamentale (ei)i>1’
7

tel gue n n
| = a, ei|| = sup ¢(C 2 a., ai)
i=1 i >0 j=i+1
pour tout n et toute suite finie de scalaires (a1,...,an) (avec aO=O).
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Démonstration du lemme 4

Nous utiliserons le fait que, pour tout espace de dimension finie F, et

pour tout € > O, on peut trouver un N tel que F soit (1+£)-isomorphe a un

o0
sous—espace de QN .

Nous 1'appliquons & F

= RZ, muni de la norme ¢. On peut

donc trouver deux suites de points dans S (un)n 5 0 et (vn)n 50 a
supports finis vérifiant

supp u_ N supp u = ) ﬂl

supp u_ N supp Vo= i J sin#m

Supp v N supp v, o= o

et tels que pour tout n
)

On suppose en outre

Tl =1l

(2)

u +..

Considérons x
n o

.tu

Nous allons voir que le modele étalé sur (Xn)n N

0« ¢(a,b) - ||a11 +bv ‘I RS
n n'c

n-~1

1, on ait, pour tous a,b € R :

1'max([a|,|b|)
o 0

N Nl

vl
(8}

+v .
n

satisfalt notre
z 1

assertion. Pour cela, calculons par exemple

max
+1 gign3—1

|a3|
n

2

uille

Xn3H = H(a1 + a

max

1Si6n1—1

s ’[(a2+13)un + a

II uiH s
1 'n Ilc s

N EN I }
U AR
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N .y . . 6 N N
D'aprées (1) et (2), cette quantité est égale, a = prés, a

1
max {¢(a +a,+a;,0), ¢(a,*ay,0), ¢(aj,0), ¢lay+as,a), ¢lag,ay), ¢(0,a5)}

et, d'aprés 1'hypothése, ceci vaut :

max{¢(a1+a2+a3,0),¢(az+a3,a1), ¢(a3,az), ¢(O,a3)} = sup ¢(‘z aj,ai),
120 i+

et le lemme est démontré.

c . - / 2.2
Démontrons maintenant la proposition. Prenons ¢(a,b) = a +b" .

Soit (Xn)n>1 la suite étalante de c, donnée par le lemme précédent. On a :
7

2.1/2

lla e, +a, e = max{]a1+a2|,(a% + a2) }.

Per A el

et donc, si a,.a, < 0, ||a1 e, + a, e2||7= (a2 + a2

)1/2
1772 1 2 )

Si e

e
1 t e

2 étaient des points de c s on pourrait trouver deux éléments

f.,f

1 de o a support fini, avec :

2

lay £, + ay £, ¢ ay ey + ay el c. va,a eR,
et donc

(a2 + a2
1 2

1/2

lay £, +a, £l )
(0]

et ceci n'est pas possible ; la démonstration de la proposition est donc

achevée.
. . .
Si (En)n €N est une suite d'espaces de Banach, nous notons ( & En)
nelN g
' - . .
1'espace (@ En),le {(xn)n ew S %n € En pour tout m € W }, muni de la
1
norme || (x| =C T | x |2 /e
n n'' B
n €N n

Nous notons ( ® E ) 1'espace
n'c
neN o

@E) . ={G) s €EL vV llxllg » 0}

o n n= + o
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muni de la norme :

II (Xn)n €[N|| = nSZP{N IIXnHEn

Au moyen de techniques tout a fait analogues aux précédentes, nous

obtenons

PROPOSITION 4

Soit (En)n €W une suite d'espaces de dimension finie. Tout modéle
étalé de ( ® E ) , 1 < p < + o est isométrique a 2P . Tout
n €N P

modéle étalé de ( @ E_) (resp. ( ® E ) ) est isomorphe &
n’ 1 n’c
n €N n ¢ N o]

21 (resp. CO).

La différence avec le cas de &P est que ( @ En)p peut fort bien

1
2(n)

ne pas etre super-réflexif, par exemple si En =

PROPOSITION 5

Toute extension de 1'espace ot (1« p,q < +») est isomorphe

a 2P 8 9. rout modele étaié de P @ 19 est isomorphe a P ou a

2% . En particulier, si p # q , 1'espace P 8 29 nradmet pas de base

sous-symétrique.

DEMONSTRATION

I1 nous suffit évidemment de considérer les modéles étalés sur des
suites basiques et de montrer que tout modéle étalé de ce type sur 2P @1 24
est isomorphe 2 2P ou a2 .

Soit (Xn’yn)n 5 1 une suite étalante dans 2° @1 24 ; on peut supposer
que x_, y_  convergent faiblement vers O dans %F R 29 i p,q>1 (pour

O(Ql,c ) si p=1ougq=1). Soit o = limllx ][ , B = limH v H . Le méme
o n n n n

argument qu'au théoréme 1 montre que si (ei) est la suite fondamentale du

modéle étalé sur ALP @1 24 ,
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12 5 el = el

AT | Yt P

d'olt la proposition.

On peut aussi se demander, E étant un espace de Banach, comment
caractériser les modeles étalés de RP(E) en fonction de ceux de E.

Ceci sera fait au chapitre V.

2. CONSTRUCTIONS UTILISANT DES ENSEMBLES ADMISSIBLES.

Tous les espaces de suites classiques, que nous avons passés en revue
au paragraphe précédent, ont une norme invariante par étalement sur la
base canonique. Cela rend particuliérement simple 1'étude de leurs mqdéles
étalés, mais elle est bien peu significative de ce que 1'on peut rencontrer
en général. Tout en restant dans le cadre des espaces de suites, nous allons
introduire de nouvelles normes, qui ne seront plus invariantes par éta-

k@

lement sur la base canonique de , et qui nous permettront de mieux

apprécier certains phénoménes.

La construction de ces normes utilise toujours, sous une forme plus
ou moins élaborée, une notion introduite pour la premiere fois (& notre
connaissance) par J. Schreier [627, qui est celle de sous-ensemble

admissible de N

DEFINITION :

Un sous-ensemble fini de N, A = {n1<n2<...<nk} , est dit admissible
si k< n1.
Nous noterons AN la classe des sous-ensembles admissibles de .

Nous avons déja rencontré cette condition a plusieurs reprises.
Par exemple, .le théoréme III . 1.1 donne, si (Xn)n e oSt basique, fai-
blement convergente vers 0, une sous—suite (x;)n €N pour laquelle on peut

estimer la norme de la projection sur span (Xj)j € o > bour tout ensemble

A admissible.
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Dans d'autres cas, la condition était k < n1<...<n x 3 on pourrait
2

définir les ensembles admissibles de cette facon. Cela ne ferait aucune
différence pour la suite : 1'important est qu'il y ait une corrélation

entre la longueur de 1'ensemble et son premier élément.
Nous noterons x = (X(k))k €N une suite de scalaires.

Nous aurons besoin de trois lemmes techniques, inspirés de [11]

A). TROIS LEMMES.

LEMME 1
Soit [[ ]I une norme sur(K(m) telle que || ¥ a. e =|| v la.|e
1o que [z 2y el o Tl [2g o] o
(et donc |li é N a, ei” RN Ili é ) a; ei||0 , S1 A« B), et ]|en,|o =1
pour tout n. On considére la norme IIXI] = sup IIPA¥||0 , et on
(™) AeN

note E le complété de K pour cette norme.

Soit (un)n €N une suite étalante de blocs consécutifs normalisés
la suite (en)n e N Si ['unllm > O , 11 existe pour tout ¢ > O

n-—)—+oo

une sous-suit !
us-s e (un)n €W

DEMONSTRATION

Supposons au contraire que, pour un certain € > 0, pour toute sous-

. ' . . ' '
suite (un)n ew >’ il existe un n > 1 tel que ||u1+...+un|| > 1 +e.

Puisque || u Il ~o on peut extraire une sous-suite faite de
oo
n-= +

blocs décroissants, en ce sens que, pour tout n,

min{|un(k), ; Iun(k)|> 0l}> maxlun+1(k)T.

telle que, pour tout n, [Iu%+...+u£|l < 1 +e.

On note encore cette sous-suite (un) Soit n, tel que H utetug H > 1+¢

n € N’ 1

Il existe un ensemble A admissible tel que

Il PA(u1+...+un1)H oy 1t E.
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Notons A = {k1,...,kr} ; k1 se trouve sur le support d'un certain bloc

£ n,). Définissons A' de la facon suivante : A' a le méme premier

u (m 1

m 1
1
élément que A, le méme nombre d'éléments, mais sature les blocs U Uy
1 1

dans cet ordre. Plus précisément, si A' = {k',...,k;} , on a : k; = ki’ et,

si ké a été choisi sur le support d'un bloc ug (i<n1), on choisit

' = ' T ! 1 = .
kp+1 kp+1 si kp+1 € support de u; , ou kp+1 deb(ui+1) sinon ., A cause
de la décroissance de (ui)i €N on a HPA,(u1+...+un )||O > 1+ ¢. Donc

A' rencontre au moins deux (uj) consécutifs : on a donc trouvé un indice

j1 (j1 R n1—1) et un ensemble admissible A1 tel que
||P (u. +u, )II > 1+ < . Considérons maintenant la suite (u_)
A1 iy J1+1 o] 2 n'n > n,

on trouve de méme j2 et A2, et ainsi de suite.

Notons (fn)n €N la suite fondamentale du modéle étalé construilt
sur la suite (un)n €N On a :

|| £,+#£,]] = Lim |u. +u. | > 1+ ¢e/2
1 72 J ]
p*+ p “p+l
Mais pour chaque j, 1im I[u.+uk|l = 1. Ceci est contradictoire,
k > + o J

puisqu'on se trouve sur une suite étalante. Le lemme est ainsi démontré.

LEMME 2
Soit ||.||O une norme sur K(N) avec les propriétés suivantes :
a) ||en||O =1 wvnel,
») || § Iaileillo = || = a, eiHO = || = a; eni||0, pour toute suite
croissante (ni)i cm
(o s (N) .
c) Le complété E_ de K pour ||.||o ne contient pas ¢ _.
Considérons sur K(N) une norme || .|| définie & partir de
ll'llo et possédant les propriétés suivantes (si z = ¥ ap eps
on note T, z = i ak ek+n)

93



o || x|| € ||x]||,, pour tout x EIK@I).

)

B) Pour tout x ¢ K° °, il existe n tel que [lTnX|| = ,[xllo .

Soit alors (un)n €N une suite de blocs consécutifs normalisés.

Il existe une sous-suite, encore notée (un) , pour laguelle on

n el
1] "

peut écrire, pour tout n ¢ N.: u, o= oug + u_ ou :

1

1°) Ppour N > 1, j » 0, si, pour un io »us o a N coordonnées qui

o

A
2

vérifient e < |ui (j)[ < , 11 en est de méme de tous les
23 o
1]

ul , 1> 1
i o

2°) sup ll(uilé)]| *s 9, » sil'on note u[6 le bloc défini
i

par (| (k) = u) si |uG)] < 8

0 sinon.

3) [vfll, + ©
1 = + o

DEMONSTRATION

Observons tout d'abord que la condition c) (avec b) ) implique

||e +...%e || + o0
1 nl! o
n-= + o

Soit maintenant (u )n EINvune suite de blocs consécutifs normalisés.
n

La norme ne dépendant que du module des coefficients, nous supposerons

ceux—-ci positifs pour simplifier les notations.

Puisque les blocs sont normalisés, on a un(k) < 1 pour tous n,k ¢ N

(en effet, Ilz[ail eiH = [IZ a; eiH , et donc

ll. I oa; eil| < |L Yy a. eiH si Ac B).

; . 1 .
Dans chaque u., on regarde s'il y a une coordonnée > = . Si c'est le

2 1)

cas pour une infinité de u;, on extrait la sous-suite correspondante (ui )iGEN'
Pour chaque u de cette sous-suite, on met dans u' la coordonnée > = , ou

(1) 2

1'une d'elles s'il y en a plusieurs. On note vy le bloc obtenu a partir de

(1)
u,
i

en remplacant par O la coordonnée mise dans u'.
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N 1 . . 1
On regarde a nouveau dans chaque vg ) s'1l y a une coordonnée > vk

()’
t (2)

. 1
correspondante, on met dans u' la coordonnée > 7 et on appelle \A

Si c'est le cas pour une infinité de v , on extrait la sous—suite

(2)
u.
i

le bloc obtenu en remplagant par O les deux coordonnées > 5—(

Soit o tel que He1+...+en > 2 . Il ne peut y avoir plus de n_

Il 2

o
. 1 e e ez . .
coordonnées > 5 dans une infinité de blocs u. . En effet, s'il y en avait
. N 1 . .
n > n_, on aurait, d'apres B), §(|e1+...+en||o.$ 1 , ce qui est contradic-

. . . . . 1 .
toire. L'opération ci-dessus, pour les coordonnées > 5 » sera donc terminée

au bout d'un nombre fini d'étapes . On passe aux coordonnées > 7 ¢ osur ug
1 2

vg ) ou vg )
i i

. . . . 1
s'il n'y avait qu'un nombre fini de coordonnées <5, sur

etc., si 1'on avait déja extrait des sous—suites. On répéte l'opération

90y

1 . . . . P .
pour - un certain nombre de fois si nécessaire, (ce nombre est nécessairement
.. N 3 .. .
fini), on passe a 1/27 , et ainsi de suite.

On considere la suite diagonale (uin)%ewfour chaque élément de cette

1

sous-suite, u' a un sens et est constitué de ce qu'on y a mis & chaque

étape.

On appelle u' ce qui reste. Pour chaque & > O, on a max u;(k) > aQ
k

seulement pour un nombre fini de i, et donc ||u"||_=. 0
17® {5400

Pour chaque io’ si une coordonnée se trouve dans ui avec
o
1 1 . . .
_T:W’S ui (k) £ — , on retrouve dans ui , 1> i, une coordonnée
23 o 2

vérifiant la méme estimation. Le nombre de ces coordonnées est le méme dans

u! et u! , 1> i .
i i o
o

I1 nous reste a montrer que SUPIl(Uil5)|| - 0 . Sinon, il
i §~> 0

existe un € > O tel que, V&> 0, on puisse trouver un 1 avec Il(ui{6)|| > €.

Soit &, = lA, et soit u! le bloc vérifiant || (u! | )|| > € . Clest
1 2 1, i, 51

un bloc fini, et donc pour ¢, assez petit, ||(uf | )|| = 0. Soit u! tel
2 L9 b2

que l‘(u{ |6 Y| > €, et ainsi de suite : on construit une suite 6n >0
2 2

et une suite (ui ) associée.
n
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Mais, par construction, les coordonnées de chaque ui se retrouvent

dans tous les suivants, avec le méme ordre de grandeur. Pour chaque n > 1,

e ] " . " 1 \i
on peut donc trouver i(n) tel que Uin) contienne” u; IG seeesUy |6 et on
1 1 n n
. ' p 1 = 1
peut le prendre assez loin pour que (d'aprés f)) , l'ui(n)ll llui(n)llo'
On aura alors, dans Eo’ une suite de blocs (wn)n €N avec ||wn]|0 € et
||W1+...+Wn||0 < 1 . Ceci implique que E contient oo contredisant c).

Ceci achéve la démonstration du lemme.

LEMME 3

Les hypothéses sont les mémes qu'au lemme 2 ; on suppose en outre

(o Voep A
d) la base (en)n N ©est symétrique dans Eo' c'est-a-dire

Za.en,. = Z a. e,

15 ag ep iy lly = Ty el
pour toute permutation T des entiers.

Alors le modéle étalé construit sur la suite (ui)i ¢ définie au
lemme précédent est isométrique au modele étalé engendré dans EO

par une suite de translates (Tnku)k ey ¢ pour unu € E0 et une

suite (nk)k ¢y Strictement croissante.

DEMONSTRATION

Quitte a extraire une sous—suite, on peut supposer que pour chaque

k > 0, les coordonnées des ué comprises entre —E%T et —% admettent une
2 2

limite. Notons 1 > &, > 2. > ... les limites ainsi obtenues. Définissons

1 2
u par u(i) = Qi (1'ordre des coefficients n'a pas d'importance, puisque

la base est symétrique dans Eo). Montrons d'abord que u € E0 . On sait

que pour tout i, |’ui|| £ 1, donc, a fortiori ||u£ - (u£| M« 1.
1/2

) se retrouve dans tous les u3 , j > i.

k+1

Mais le "morceau" u! - (u![
i i

1/2

Ce morceau contient un nombre borné de termes (dépendant seulement de k,

k+1

et non de 1) et donc, pour j assez grand, d'aprés la propriété B),

2 3 |Jul = (u!]

M= ] ut = (u
J 1/2 ]

)|
] 1/2k+1 o}

k+1
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. PR +
et donc llullo £ 2, si 1'on considére seulement les termes Qi 2 1/2k !

Mais ceci est vrai pour tout k, et donc llu||o\§ 2

Déterminons maintenant le modéle étalé construit sur la suite (u!). en*
i1

Soient ag...dy des scalaires. Soit € > 0, et soit 6 > O tel que

k
supl uilgll </ = a]
1 i=1

Posons v, = ui - uilé. Le nombre de termes non nuls de v, est borné

par un nombre qui ne dépend que de 8. Il en résulte que pour n, assez grand

k k
I % a v = llTa, v |,
1 i 1 i
Puisque la norme ll'llo est invariante par permutation des coordonnées,

on peut ranger chaque V. par ordre décroissant des coordonnées, admettant
les limites 21 > 22 > ... . Si 1'on note m, 1'indice du premier terme non

nul de v, sona donc :

i
k k
ll T oa,. v |- || 2a, T u[l + 0
1 i 'm,70 ; 1omy ) ng o+

Finalement, on obtient

Lim || = a; ug || - Lim || £ a. 1 u”O
n1<...<nk 1 i n1<...<nk tr tm
> 4 ©
L k
< Tim || I oa, (ugl.l(s)ll <€
n1<...<nk 1=1 1
> 4 ©©

et comme cecl est vrai pour tout € > O, le lemme en résulte.

B. L'ESPACE S DE SCHREIER.

Sur K'QN) considérons la norme

Ixllg = oo T 200
A€ k€ A
)

et appelons S la complétion deK pour cette norme.
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Cet espace est trés voisin de celui introduit par J. Schreier dans [62] ,

ou la norme était  sup l z x(k)] , et nous 1'appellerons "Espace
AEN k €A

de Schreier". Il a été étudié en particulier par le premier auteur dans [8] .

() I

I1 est clair que si x €K |XHS < [lXIl1. L'injection canonique

de 21 dans S est de norme 1, et les points de la base canonique (en)n €N
deKKN) sont de norme 1 dans S.

Il est clair également que la suite (en)n €N est une base incondi-

tionnelle monotone de S.

Si x = (x(k)) est porté par un ensemble admissible A, on a

k € A

l‘xlls = lixll1 . Mais cependant 1'espace S ne contient par £

PROPOSITION 1

; 1
L'espace S ne contient pas % .

DEMONSTRATION

On peut établir ce résultat de plusieurs facons. La plus simple

est de remarquer (voir [51]) que

Ixllg=suw {] £ =x(DE@] ;A€N, EGE) =21}
i €A
et S est donc isométrique & un sous—espace d'un espace ¥ (K), ou K est

compact dénombrable ; il en résulte (voir p. ex. [51]) que S ne peut

. 1 . . . PR .
contenir % . En fait, tout sous—espace de dimension infinie contient e

Nous allons donner une autre preuve, plus longue, mais contenant des
informations plus précises sur les suites de blocs consécutifs sur la base

(e )l e

PROPOSITION 2

Pour toute sulite (un) de blocs normalisés consécutifs sur la base

n €N
canonique (en)n €w, on a :

u,+,,,.+%u

i n ”

A

lim sup H u o+

n-> + ® n

S
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DEMONSTRATION

u,+,..+u
Pour n > 1, considérons Iluo P ﬁ~~—2 ‘]S , et soit A un ensemble
admissible pour lequel
ugteetu u1(k)+...+un(k)
|| ug * - s = = |u,()+ 5 |
ke A

Si A ne rencontre pas le support de u,, cette seconde quantité est au
plus égale a2 1. Si A rencontre le support de ug s A a un nombre d'éléments
borné indépendamment de n, et donc

u1(k)+...+u (k)
n

r | - | » 0 , ceci prouve la proposition.
k¢ A n-> + oo
, . 1 . .
I1 en résulte encore que S ne contient pas ¢ : sinon, on pourrait

trouver une suite de blocs consécutifs normalisés (un)n avec pour toute

€N

suite finie de scalaires (a.).
( 1)1 R

9
12 a; wyills 275 Zla]
1 1

et donc u,+...+u

1 1
[y,

L Il S )-Ta pour tout n 3 1.

[0 0]

n

PROPOSITION 3

Le modéle étalé construit sur la suite (en)n dans S est isométrique

i €N

a g
DEMONSTRATION

Soit (a1,...,ak) une suite finie de scalaires. Dés que n, >k, on a

k

Ha1en ta,e t.o..taoe HS = ¥ lajl, d'ou la proposition.

1 2 k 1

La suite (en)n ¢ N donne la propriété (§P1) dans S : pour tout n, pour
toute suite finie k1<"'<kn , 1'ensemble {k 0 "'”’kn} est admissible

=1+
;0 [2] 1 ("
et en l'utilisant pour estimer || < % €5 ek'H g » on obtient || - % €4 eki||8‘21/2'
i
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On voit donc que (€P1) est une propriété strictement plus faible que le

fait de contenir £ , comme annoncé au chap. II, §4.

Nous allons déterminer les modeles étalés de S.

PROPOSITION 4

Soit (un)n -y e suite étalante de blocs consécutifs normalisés
€
dans S. Posons ) = ]lu ”
n nilo
a) Si )\ y pour tout ¢ > O, (u ) nelN possede une sous-suite

n n-++
(u ) Nqul est (1+¢) équivalente & la base canonique de y

b) Slx 4 0 ) le modéle étalé construit sur (u ) . est isomorphe
1 n 0 - +oo n"nelN
a g .
DEMONSTRATION
a) Si [Ju]] -0 , d'aprés A), lemme 1, pour tout € > 0, il
1’100"_1__*_*_00
existe une sous-—suite (ur'l)n cw telle que pour tout n, |lu%+...+ué||s £ 1+¢
Si a,...ay sont des scalaires, on a :
|a .+aur | (Max |a, |) uj Y+l
oo saill g € Gon ool
< (1+€) Max ]akl
1<kgN
Par ailleurs, soit a, tel que Iak T = Max Takl . 0na:
o o KkgEN
|| aju ~ta g ul| > |a = ax |a
ey sl g o |l [ = o | = e o],

et la sous-suite (ué) est (1+g)-équivalente a la base canonique de <,

n ¢ N

b) Si ][unlhn # 0, il existe une suite (nk) § > 0, et une

kcw-> U

. Q . .
suite (@k)k ¢ N tels que |unk( k)l > 6. Si aj...ay sont des scalaires, pour
k assez grand, 1l'ensemble {Qk+1""’zk+N} est admissible, et, en l'utilisant,
on trouve

Faqu gt rag il g 2 8(ag]+ . +lay]).
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Comme par ailleurs ||a

N
R uk+N[|S S ? |ai| , la suite

- N . . A N . 1
fondamentale du modéle étalé est équivalente a la base canonique de £ .

COROLLAIRE 5

nec N est une suite quelconque de blocs normalisés, le modéle
1

étalé construit sur cette suite est isomorphe a ¢, ou g .

Si(un)

DEMONSTRATION

Puisque les formes linéaires coordonnées sont continues, on peut,
quitte a passer a une sous—-suite, supposer que pour tout k ¢ N, la limite

Lim un(k) existe. On la note u{(k). Pour tout ensemble admissible A,
n - +oo

I Ju®)| = Lim T Ju (K| £ 1 et donec u = (u(k)), = . est dans
, n k ¢ IN
k€A n - +wo ke A

S , et |[u]|s < 1. Mais la suite (un-u)n a4 une sous—suite qui est équi-

€ N
valente a une suite de blocs consécutifs, a laquelle on applique la propo-
sition précédente.

Pour terminer cette étude de l'espace de Schreier, nous allons le

"situer" par rapport a 1l'espace §

PROPOSITION 6

. , 1 ,
L'injection canonique de § dans S est faiblement compacte .

DEMONSTRATION
Pour toute sous-suite (er'l)n €N de la base canonique de S, pour tout
n € N, on a
Lo 2k+1_1 1
(1) |- £ «— = elllq==,
N 2k Tk il s n
i=2
+ .
car les ensembles {Zk,2k+1,...,2k 1—1} sont admissibles.

e ]
Soit (en)n ¢ N

du dual S. Il existe une sous-suite (e;)rl €N telle que Lim g(e;) existe,
) n- 4o

une sous-suite quelconque de (en)n e n 6t £ un élément
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et d'aprés (1), cette limite est O. Il en résulte que la suite (en)n€ N

tout entiére converge faiblement vers O dans S. D'aprés le théoréme de
Krein-Smulian, 1'enveloppe convexe fermée des (en)n(E N est faiblement
compacte : ceci signifie que la boule unité fermée de ¢ est un ensemble
faiblement compact dans S, et donc que 1'injection canonique de Q1 dans S

est faiblement compacte.

Remarquons que

/2

o

9k+1 n .k

1 2 o

1

1
e; | T —
12K 1=K 12 o] k=1 22K VA

!
=

k
et il ne peut donc exister de constante C telle que

[|xHSZCHxH 2 , pour tout x = y a, e.. €K .
L

Le méme raisonnement vaut pour Kp, p>1 : l'espace S, en ce sens, n'est

pas un espace intermédiaire entre 21 et les Qp , p>1.

Le fait que 1'injection de 21 dans S soit faiblement compacte permet de
construire, par interpolation, un espace réflexif n'ayant pas la propriété
de Banach-Saks. Le premier exemple d'un tel espace a été construit par

A. Baernstein [ ]. Le premier auteur a remarqué, dans | ], que l'espace

. . . 1 e e
d'interpolation réel (g ,S) était également dans ce cas (nous ren-

1/2,2
voyons & [ ] pour une étude détaillée des espaces d'interpolation réels).

Enfin, nous en venons un troisiéme exemple, avec 1l'espace de Tzirelson.

C. L'ESPACE B DE BAERNSTEIN

Cet espace a été construit par A. Baernstein [6 ] pour montrer que la ré-
flexivité n'impliquait pas la propriété de Banach-Saks. On peut le considérer

comme une ''variante réflexive" de 1'espace de Schreier précédemment décrit.

Avant de donner 1l'expression de la norme de B, précisons quelques

notations, qui nous seront également utiles dans la suite.
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Si A est un sous-ensemble de N, on note P,x la "projection" de

() . A
x €K sur A : elle est définie par

(Px)(3) = x(j) sijeA

0 sinon.

Rappelons que deux sous-ensembles finis de N, A et B, sont dits

consécutifs si Max A < min B.

(N)

Si x € K , on définit

1/2 ; (Ak)k famille finie d'ensemble admissibles

2
=]l g = sup{CZ [[ x| D
B K k 11
consécutifs } (on a noté P, au lieu de P, ) et on note B le complété de
(N)
K

(™)

pour cette norme. La encore, il est clair que la base canonique de

K est une base inconditionnelle de B : si (ai). est une suite

i1 €N
finie de scalaires et si A,A' sont deux sous—-ensembles finis de /N avec

Ac A', on a [] T a. e.||
ica 1 1B

R ||. 5 a. e

N : i||B et donc (en)n

€N

est basique inconditionnelle. Comme span{(e ) } = B, c'est une base

n’n € iN

inconditionnelle. A la différence de ce qui se produit pour S, on a :

PROPOSITION 1 : L'’espace B ne contient pas c

DEMONSTRATION :

Puisque la base (en) est inconditionnelle, il suffit, d'apres

n € N
un résultat de R.C. James [35] , (voir p. ex. [12]) de montrer que cette

base est compléte ("boundedly complete'), c'est-a-dire que si

x = (x(l))i €N vérifie
n
sup [] y x(i) e.]l < 1, alors x € B
1B
n €N o

Pour cela, soit (Ak)k e Une famille d'ensembles admissibles consécutifs.

Pour tout NE N, on a :

N
2 1/2 :
¢ zlpx] )" < le, [l g <1,
- k 21 N AU...UAL B
o 2
et donc ( ||ka|| 1)1/2 & 13 il en résulte que x € B.
=0 2
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PROPOSITION 2

Pour toute suite (un)n €N de blocs consécutifs normalisés sur la

base (en)n ey onac

lim sup [lu_+ -——~—————EIIB < y2
n >+ o o

DEMONSTRATION

Soit m 2 1, et AO...AN une famille finie d'ensembles admissibles
consécutifs, avec
u,+...+u N u,+...+tu

k (uo e n

—Ey PR
2

+ - —— e =

Iluo n HB
Si AO ne rencontre pas le support de u s le second membre est .au

plus égal a 1. Si A0 rencontre ce support, soit k1 1'indice du dernier

ensemble rencontrant le support de u e la longueur de Ak est bornée
1
indépendamment de n. On écrit alors

N u,+t...+u u, t..tu u, +...tu
CE R, + D1 2DV < e oD e 2
u,+...+u 2
Mais L ||Pk ._1_7;__J} H 1 <1, et
k>k1 [
u1+ +u 2 fin(u )
k§k1||Pk uo * n nll 1 <1 = h ° , (en notant, comme nous

1'avons expliqué au chap. I, § 7, fin(uo) 1'indice du dernier coefficient

non nul dans uo).

COROLLAIRE 3 L'espace B ne contient pas 21

Puisque B est a base inconditionnelle et qu'il ne contient ni €y
ni 21 , il est réflexif, d'aprés un théoréme de R.C. James {35] (voir [12 1).
Nous allons déterminer ses modéles étalés. Comme B est réflexif, il suffit
de s'intéresser a ceux construits sur des suites étalantes faiblement con-
vergentes vers 0, donc en fait aux modéles étalés construits sur des suites
de blocs normalisés consécutifs sur la base canonique. Il y a deux types

de modéles.
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PROPOSITION 4

Soit (un) une suite étalante de blocs consécutifs normalisés.

n €N

Posons An = max | un(k)
k €N

. Alors :

le modéle étalé construit sur (u ) est
n'n € N
2

isométrigque a § .

; 0
1) S1i X\ F Ve

n

2) 81 A é—O le modéle étalé construit sur (u_) est
nn%+w n'n €N

Y

isomorphe a 2l

Nous ne donnerons pas maintenant la démonstration de cette propo-
sition : nous aurons un énoncé analogue lorsque nous étudierons 1'espace
B¢ , et nous démontrerons alors ce dernier énoncé : il utilise les mémes
arguments, mais est techniquement beaucoup plus compliqué. Nous préférons
donc traiter le cas le plus difficile, laissant au lecteur le soin de

1'adaptation au cas le plus simple.

COROLLAIRE 5

L'espace B n'a pas la propriété de Banach-Saks.

Les deux espaces précédents ont été obtenus en utilisant des en-
sembles admissibles, et partant de normes 21 ou 12. Il n'est pas étonnant,
dans ces conditions, que 1'on retrouve ces espaces comme modeéles étalés.
Pour sortir de ce cadre un peu limité, nous allons avoir recours aux

espaces d'Orlicz.

D. L'ESPACE DE SHREIER-ORLICZ S

¢
Nous considérons la fonction d'Orlicz
¢(t)=1—_—£—5—g£ si 0 < t < 1.
= 2t-1 si 1<t <+ o
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et nous notons 2¢ 1'espace d'Orlicz associé a cette fonction.

e x™

Si x = (x(k))k cm

, |’x[|¢ est défini par :

x|l =me{c; = gD <y
¢ k €N

Avec cette fonction ¢, 1'espace 2¢ posséde les trois propriétés sui-

vantes (qui sont établies dans 1'Appendice)

. L ge 1
a) 1'espace 2¢ est "intermédiaire' entre ¢ et les gp , p>1 , en ce
sens que l'on a les inclusions algébriques 21 < g¢ < Qp, pour tout p>1,

avec injections continues.

b) 1l'espace R¢ contient Q1 : 1l y a une suite de blocs sur la

. . .. N 1
base canonique quil est équivalente a la base de g .

c¢) Il y a un nombre 60 , o< 60 < 4/5, tel que si a = (a(k)), ~

k € N’
b = (b(k))k €N sont des blocs finis disjoints, avec '|d]|¢ > 8, s
||b|Lb > §, , alors ]]a+b]|¢ > 1.
Si x = (x(k)) EIK(N) considérons malntenant :
k € N ’ :
[ %]l g = sup [|P,x]] ;
S aenx A0

N)

et appelons S le complété de K( pour cette norme. Cet espace a été

¢

étudié par B. Maurey et le premier auteur dans [13] . La encore, la

suite (e ) est une base inconditionnelle de S
nn €N

Nous allons déterminer les modeles étalés de S construits sur

des suites de blocs consécutifs normalisés.

PROPOSITION 1

Soit (un)n €N une sulite étalante de blocs consécutifs normalisés.

Posons An = H unHOC

a) 51 xn . 0,. la suite (un)n € N @ pour tout ¢ > o, une

sous-suite équivalente a la base canonique de e,
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b) Si A_$ 0, le modéle étalé construit sur (u ) est iso-
n 0>t oo n'n €N

morphe a un espace Qw, Y étant la fonction d'Orlicz

p(t) = ;q;(u(i)t) ,
1

_ . fa o)
ou u (u(l))i €N est un élément de %

Cette fonction { domine la fonction ¢, mais ne lui est pas équi-

valente en général (elle 1'est si u est un bloc fini).

DEMONSTRATION

- Le a) est identique au a) de la prop. 3 pour 1'espace S ; il

utilise le lemme A.1

- Supposons maintenant Xn # 0 . Considérons la décomposition
n -»>+oo .
u, = ué + u; donnée par le lemme A.2. Les hypothéses du lemme A.3 son

satisfaite, la base de Q¢ étant symétrique.

Le modéle étalé défini par la suite (ué) est donc isométrique

n €N
au modéle étalé engendré dans 2¢ par une suite de translatés (Tnku)k €N

pour u € 2¢ et une suite (nk)k €N strictement croissante.

LEMME 2
Le modéle étalé construit dans 2¢ sur la suite (Tn u)k €N est
k
isométrique a 1'espace d'Orlicz Qw , ou Y est la fonction d'Orlicz

p(e) = T ¢lu(idt).
i N

1€
DEMONSTRATION
Soient a,...a, des scalaires.
1 k K
Déterminons || £ a, T_ wul||, . Pour tout C > O, on a :
j=0 0y 0

107



K EIN* %k Tny u(3) a1u(i) a1u(n2-n1)
;@[ C 1 =9 4~E—~—*) oot ¢Q———75-——~ )
J
a1u(n2—n1+1) azu(l) a1u(n3—n1)+a2u(n2—n1)
+ ( + +,..+ 4 L )
¢ C C ¢ C
a1u(nk_1-n1+1) + a2u(nk_1—n2+1)+...+ak-1u(nk_1-n1+1)
+ ...+ o ( c )
a1u(nk—n1)+azu(nk—n2)+...+ak_1u(nk—nk_1)
+oot 0 ( c )
aqulm -+ +..vay qulnyn, +va @) 00
+ 4 ( !
o a1u(nk—n1+1)+...+ak_1u(nk—nk_1+1)+aku(1)
+ ¢ ( c ) Feeennn.
a1u(nk-n1+j)+...+aku(j)
+ 9 ( ) +eenn.
C
On suppose que la suite (t_ u) est une suite étalante. Faisons tendre
oy k € N
nk'+ + ©, Les termes qui contiennent n, admettent pour limite
a, u(1) a,u(2) a u(j)
k k k
¢(C—)+¢>(—"C——)+ ..... = Z(D(—E——).
320
Faisons ensuite tendre n _, vers 1'infini les termes qul contiennent
2 _qu()
n admettent pour limite L ¢( ——=—— ) : et ainsi de suite : on
k-1 . C
120
fait tendre Dy s+ +-5Dy,N, VErs 1'infini. On obtient finalement comme
limite k aiu(j) k a;
T T ¢(——— ) = I Y(=) , et ce pour tout C > O :
. . C . C
i=o 320 i=o
il en résulte que
k
Lim Lim ... Lim Il Yy a. T u|| = H (a.)” R
n1++°° n2++00 nk++00 1 J nj q) J q’)

ce qui prouve le lemme,

Achevons maintenant la démonstration de la proposition 1. On a :
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k
,| E a. u' ,'S < Il T a; un.I'S , et donc

k
Lim T a. u > & (a.). s
Cm T el ol eyl
1 k
> +

ot § = inf 'Iui|[¢ > 0, puisque An # O.

Par ailleurs

k k k
1z a; uy g <l Tagul [lg+|l2 a;u|fg
1 1 1
et donc
k v
g Vs € 0l b

> 4+ oo

d'aprés ce qui précéde et la premiére partie de la proposition.

Mais maxlai| < ]Kai)illw , la norme Qw étant monotone inconditionnelle

1 .. . .
et la proposition est établie.

Le corollaire qui suit a été obtenu par B. Maurey et le premier

auteur dans [11], par une méthode plus directe :

COROLLAIRE 3

L'espace S, n'a pas 21 pour modéle étalé.

¢

DEMONSTRATION

. 1 s . . .
Supposons que S¢ ait £ pour modele étalé sur une suite (un)n €N

On peut supposer que Yk € W, lim un(k) = u(k) existe ; en remplacant
n >+ o 1
et utilisant le lemme 1.1, on voit que S, a § pour modele

2n )

étalé sur une suite de blocs consécutifs disjoints. Grice a la proposition

u_ par u u
nP

2n+1_
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précédente, pour obtenir une contradiction, il suffit de montrer qu'un

espace Qw du type précédent ne peut €tre isomorphe a 21.

S'il 1'était, puisqu'il est & base écartable, sa base canonique
AP s . 1 .
serait équivalente a la base canonique de £ . On pourrait donc trouver

un § > 0 tel que, pour tout n

e1+...+en
I I, > ¢
et donc n Llj(n—1(S ) > 1,
c'est-a-dire :
alp( U0 b gt sy
u(§)

'-’l() 1 ,+l() I[;

ce qui est impossible pour tout n.

Utilisant la proposition 1, les modéles étalés construits sur une

suite étalante de blocs normalisés (non nécessairement consécutifs) sont

faciles a décrire. Soit en effet (Vn)n c iy une telle suite de blocs. On
peut supposer que pour tout k, lim v (k) existe ; notons-la v(k).
n > + o
Alors v € S¢ , et Hv||S £ 1. En effet, pour tout ensemble A admissible
||P v|] = lim ]]P v || < 1.
Al 0 > oo A "n''¢

D'apres le lemme 1.1, le modéle construit sur (Vn-v)n cn st

isométrique & un modele construit sur une suite de blocs consécutifs ,
donc de 1'un des types décrits par la proposition 1. Le modéle construit

sur (Vn) est isomorphe a celui construit sur (vn—v)n , d'apres

n € N € N

la proposition 1.5.4.
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E. L'ESPACE DE BAERNSTEIN-ORLICZ B¢.

Cet espace a été introduit et étudié par le premier auteur dans [11]
Nous utilisons la méme fonction ¢ qu'au paragraphe précédent.

six €x™ on définit

1/2

IIXIIB = sup {( Zl’katlg) ; (Ak)k famille finie d'ensembles
) k

admissibles consécutifs} .

(on a noté Pk au lieu de PAk)
(N)

et on note B, le complété de K pour cette norme.

)
(N)

La encore, il est clair que la base canonique de K est une base
inconditionnelle monotone de B

.

PROPOSITION 1 L'espace B, ne contient pas cy

¢

DEMONSTRATION

Puisque la base (en) est inconditionnelle, il suffit, d'apres

n €N
un résultat de R.C. James [31] , de montrer que cette base est

complete , c'est—-a-dire que si x = (x(i))i €w est une suite de scalaires
telle que

sup || T X(i)eillB <1,

n i<n

alors x € B, .
¢

Pour cela, soit A "AN"" une famille d'ensembles admissibles

1
consécutifs. On a, pour tout N :

2 (t1/2
( Zilp x ) < || P X <1,
=1l| k ||¢ H A1U"'UAN lIB¢ N
et donc ( X ||ka|]2)1/2 £ 1 ; il en résulte que x € B¢ .
=1

PROPOSITION 2 -

Soit (un)n c n une suite étalante de blocs consécutifs normalisés.
<
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Posons A_ = ][u'1| .
n Ii'too

1°) si Xn + 0 le modéle étalé construit sur la suite (un)n

S|

n-—>+ o 9
est isométrique a § .

2°) si An A 0, le modéle étalé construit sur (un)n t

ElNeS

isomorphe a un espace Qw, Y étant la fonction d'Orlicz

p(t) = I ¢p(u(i)t),
1

ol u = (u(i))i C N est un élément de 2¢

DEMONSTRATION -

1°) Nous supposons An -+ 0
n->+ o

Nous dirons qu'une famille d'ensembles consécutifs (Aj) est su
bordonnée a la famille de blocs consécutifs (ui) si, pour tout j, Pj ug
ne peut €tre non nul pour deux valeurs distinctes de i : chaque ensemble
rencontre au plus un bloc. Nous allons montrer que pour tout k > 1, toute

suite finie de scalaires tous non nuls ayseeesdy, OD A

K k 2.1/2
(1) lim || a; u. ]]B = lim sup{( Z||P. X a; u ) ;
n,<...<ng i i ¢ n<...<n. i b y
> + o > 4+ o©

(A.) famille finie d'ensembles admissibles consécutifs, subordonnée a 1la

}.

famille (ui)i €N

Ceci établira notre assertion, car il est évident que

k

2 . .. .
sup{ ( HPj 3 aju. (| )1/2 ; (Aj) famille finie d'ensembles admissibles
j i i
consécutifs, subordonnée a la famille (ui)i €N }
k k
2 2 ,1/2 2.1/2
~CE JayPu, 1207 =z e DR
. . . i
i=1 i O i=1

I1 est évident que le membre de gauche dans (1) est supérieur ou

égal a celui de droite.
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k

Posons £ = lim | = a; u_ ”B’ et pour j = 1,...,k, posons
<... i
n1 <nk 1 ¢
> <4 co
Rj = lim | = a; u_ || . Puisque les coefficients a, sont tous non
<ol i# ] i B
n, <nk i#] 1 P
- + 00

nuls, on a 2> Qj , du fait de 1'inconditionnalité de la norme £¢.

Soit £> 0 avec g< %—(2— max £.).

1<3<k
S i ' LI I ' 8
oient ¢ >E:2 > €3 > >g:k , avec ¢ <max .
1<igk
k
2 2
et ( ¥ a, e.)1/2 < g
. 1 1
1=2

Soit v > 1 tel que si v&n, < ... < n , on ait pour tout j € k

1

pour toute suite 1 m1<...<mj <k,

Si n, est choisi » v , on peut choisir n,

tout ensemble admissible qui "touche" u (c'est-a-dire tel que PA u # 0)
1 1

assez grand pour que

vérifie
< E4

puisqu'un tel ensemble a un cardinal dépendant de n

HPA(a2 u +...tau

1 et que xn ~ 0 .

n-»>+ o

On continue ainsi, et on choisit 0, assez grand pour que

< si A touche u et est admissible.

[PyCa u Il < €
Ak nk B¢ k -1

Les entiers n,<...<n sont ainsi fixés.

Soient (Aj) des ensembles admissibles . consécutifs servant a estimer
k
Iz a; un.H g dans (2).
1 i ¢
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Nous allons voir qu'un méme ensemble Aj touche au plus deux blocs u

Supposons au contraire que un ensemble A. touche u , u , u
Io R B | o+
o o o
k k
On aurait |l Ta; u ’IB = (5 ||P.( a; u )[,2)1/2
1 i Yy [ i ¢
2.1/2
< (g ||P.C ¥ a.u_ ) ) + P. u
o) o
R ]’ ¥ oagu ] + ¢! Iaz' s
1#1O R E@

et ceci contredit le choix de v, ¢, ¢'.

Notons A,,...,A les ensembles qui touchent u

1 Py ng,

A ,...,A + ceux qui touchent uo,
Py P17y 2

AL, seeenA L ceux qui touchent u
PqTe e TPy Pp7ee TPy k

Posons q; = Pyteeetp; i<k . Ona:

1/2 2 2 2
TR PR AR e

2
(s|lP.(xa, u )|

2 2 2, 1/2 2 2
R A R SN[ o} R (E W R S Ju e
U-1 " P Kk "k 9 Pt
2 2.1/2
DAL e
k-1 k
Or les ensembles A,,...,A , A restreint au support de u_ ,
1 p1—1 P, n,
A ,+++,A restreint au support de u_, etc..., forment une famille
Pyt Py "
subordonnée & la famille (u.). . On en déduit
1’1 ¢ N
k k 2.1/2
||; a; un.||B < sup{( EIIPE(.g a; un.)][¢) ; (Aj) famille subordonnée
1 i o) 3] 1=1 1
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2 2.1/2
lﬁk)/ /2,

2 2
aux (ui)} + (,azl €2+...+|a et puisque (|32]2€§+...+|aklzei)

k

notre assertion est établie.

2°) Nous supposons maintenant que A, A 0
n >+ o

Considérons la décomposition en u_ = u' + u" , n ¢IN, donnée par
n n n ’

le lemme A.2. D'apreés le lemme A3 (que 1'on peut appliquer, puisque la
base canonique de 2¢ est symétrique) le modéle étalé construit sur la

suite (ué) est isométrique au modele étalé engendré dans Q¢ par une

n €N

suite de translatés (g u)k ¢ N > Pour un certain u ¢ 2¢, et une suite

(nk)k €N strictement croissante. Pulsque An A 0, il existe §> O

tel que ||u'”oo > 8; a fortiori Hu”(>o > 8. D'aprés le lemme D2, le

modele étalé construit dans 2¢ sur la suite (Tn u)k €N est lsométrique a
k

1'espace Zw, ou | est la fonction d'Orlicz

Y t) = T plui)t).
i¢N

On a, pour tout k > 1, tous scalaires Ayseeesdy i

k k
1
1 o5 v llp > 112 23 5l
et donc K
Lim Yy a. u > 8 (a.) .
M ll1 ; niIIB > o [l @y,
1 k
> + o
Par ailleurs
k k k
T a. u < |l z a., u' + ]y a, u"
12 oy il €I 55 w0l * 112 g

et donc, d'aprés ce qui précéde et la premiére partie de la proposition :

k k

. 2.1/2
Lim || £ a. u |] < “(a.)” + (2 |as| ™) .

n<ouny 100 By 1Y ot

Or il existe C > O tel que ”‘I'z < C ”.H¢ . On en déduit
k k
1z 2, < el agr, ull,
1 1 1
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et donc
k

2.1/2
( ? |ai| )

sc @l
et la proposition est établie.

COROLLAIRE 3 L'espace B, n'a pas 21 pour modéle étalé.

¢

DEMONSTRATION

Elle est identique a celle du corollaire D3.

. e . 1 . . N .
A fortiori, il ne contient pas § et, puisqu'il est a base incon-
ditionnelle, il est réflexif (nous avons vu a la proposition 1 qu'il ne

contenait pas co).

. . . 1 N . .
Puisque B¢ est réflexif et n'a pas ¢ pour modele étalé, B a
la propriété de Banach-Saks. Cependant B, a des modéles étalés qui
. 1 s . . ! . .
contiennent ¢ : le modele étalé construit sur la base canonique est iso-

métrique a 2¢. Nous allons établir ce dernier point.

PROPOSITION 4

Le modele étalé construit sur la base canonigque de B est isomé-

trigque a 2¢.

DEMONSTRATION

Soit k > 1, a,,...,a, une suite de scalaires. Si n, > k, 1l'ensemble
1 k 1

{n1,...,nk} est admissible, et donc

Ha1enﬁ.“+%—%%HB¢)l|@1y.”aQH¢

Montrons par ailleurs que Vx E\K(N), |lx|,B < lelhb .
¢

Soient A1""’AN des ensembles admissibles consécutifs. On va montrer que
N
2.1/2
(= P.x ) < X .
R R EN
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On peut supposer que l!x[’¢= 1. On a donc ¥ ¢(’x(i)[) =1, et
on veut montrer que N .
(x IIP. X
=t

|[2)1/2< 1.

® ~N
Pour cela, il suffit d'établir que v j = 1,...,N,

llexlqus s (=) ]).
icAj

Observons tout d'abord que pour 0 < a < 1, az\g p(a) , car a(1+Log1/a)\$ 1.

I1 nous suffit donc d'établir que

¢><HP.XH¢>\< T o(xGI])
] ieAj

LEMME 5

Pour tous a,b, avec 0 < a< 1, 0<b <1, on a
¢(a).p(b) < ¢(ab)

(La fonction ¢ est sur-multiplicative).

La vérification de cette propriété est élémentaire ; elle est

laissée au lecteur.

Revenons 4 la démonstration de la proposition. Posons Aj = ]]Pj x]|¢
on a Aj < 1, puisque lelhb = 1. Par définition de Aj ,
x(1)
i€ Aj j ’

et, d'aprés le lemme,

00 = » o dx@hson e 5 sdx@p,
J i€A. i J ig A,

J J
ce qui prouve la proposition.
Puisque 1'espace est réflexif, chaque suite étalante a une sous-—
suite faiblement convergente, et la proposition 2 décrit donc tous les

modeles étalés de B¢ , d'aprés la proposition I.5.4.
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F. L'ESPACE T DE TZIRELSON ET SON DUAL T*

L'espace T que nous décrivons ci-dessous est le dual de 1'espace
T# introduit par B.S. Tzirelson [67] . La norme de T étudiée ici a été
originellement construite par T. Figiel et W.B. Johnson [30] ; elle se

trouve également dans Lidenstrauss-Tzafriri [51].

Soit A1,.
cutifs de IN*, On dit que cette famille est admissible si k& deb A

..,Ak une famille finie de sous-ensembles finis consé-
: (en
notant deb(A) le premier élément d'un sous-ensemble fini de IN, et fin(A)

le dernier ; ces notations ont déja été introduites au chapitre I, § 7).

I1 faut bien noter que ceci n' implique aucune restriction sur chaque
Ai individuellement : ils peuvent &tre, si 1'on veut, trés longs ou treés

lacunaires.

Six = (x(k))k , 1 est unme suite finie de réels, on pose :

(o) _
=0 ==l
0
i _
Fll 7 = max ] x5 max L os e, x]) @
A ] .
ol max désigne le maximum pris sur toutes les familles admissibles

A

d'ensembles ; comme précédemment, Pj désigne Py

Si [|x||(n—1) est défini, on pose :
-1 1 -1
[l ™ = ma g TP max oz e w7
On obtient ainsi une suite croissante de nombres, tous majorés par
||xl]1 . On note IIXIIT = lim llx||(n) , et 1'espace de Tzirelson sera
9 n - too
(N)

la complétion de R pour la norme II.“

T

La norme obtenue possede la propriété suivante

1
(Dl x|[p =max {|[x]| . 5 5 sup T |[Px][q]}
o) A ]
pour tout x € T ; cette propriété s'obtient aisément au vu de la
définition de || .|| T
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La structure de l'espace T est maintenant bien connue, grace
notamment aux travaux de P.G. Casazza, W.B. Johnson, B.L. Lin, R.H. Lohman,

T. Odell, L. Tzafriri ; voir :  [20], [21] [22] , [23] ,[24]

Nous ne passerons pas en revue toutes ses propriétés, et ne donne-
rons que celles qui sont utiles pour les applications que nous avons en

vue.

N)

La base canonique de R( est une base inconditionnelle de T. Par

ailleurs, si u -,u,  est une suite de 2n blocs consécutifs sur la base

177
canonique, normalisés dans T, et si 1'on note Bj le support de uj , la

famille Brl .,B, est admissible, et 1'on obtient d'aprés (1), pour

+1°°° 2n

toute suite de réels a,,...,a :
1 2n

2n 1 2n i 2n
@ Iz a;ullp=g TP ¢ T au)lp=95 Zfa] .
n+1 ] ] n+1 n+1
) .. N . 1
et la suite L est donc 2-équivalente a la base canonique de Q(n).

Cette propriété implique que T ne peut contenir ni <, ni aucun QP,
p > 1 (s'il contenait 1'un de ces espaces, i1l le contiendrait sur une
suite de blocs consécutifs). La proposition qui suit montre que T ne
contient pas 21. Sous une forme un peu différente, elle est donnée dans

Lidenstrauss-Tzafriri [51] .

PROPOSITION 1

Soit r un entier, r » 2. Solent u > u sl des blocs consécutifs

17

normalisés dans T. Si ug finit avant r/2, on a :

u1+...+ur
[ p— Y R YV
DEMONSTRATION
U1+...+1.1 (o)
On a ||u_+ X I ©/ < 1. Soit maintenant (A.)._
¢} r J 3—19"'9k

une famille admissible d'ensembles.

Si A1 commence apres le support de u, on a:
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u,+...+u u, +...+u
1 1 2

T 1
r )lIT =‘§ ;l] r
J ]

s, us
. j o

7 Iy <1

Si A, commence avant fin(u ), la famille (A.)._ a au plus
1 0 173=1, ...,k

r/2 éléments, soit k £ r/2. Notons

# O pour au moins deux valeurs de j}

S

g

\Y4

{i 1 l[Pj
i1 ||Pj

usflp

ui[[T # O pour au plus une valeur de j} .

Alors |6| < % - 1. Par ailleurs, on peut écrire :
+
upte. e 1

1
r ) T

1 : 1
5 §||Pj(uo + §|]Pj uol|T ty o2 ? lleui”T+'fiiz

1€8 €0
<1+ 1 | 8] o |o| (en notant |§| et |g| le cardinal de § et )
r 2r .

L1+ lgl + E:%%l. = %—+ lg%'é 7/4 , et donc finalement, d'aprés (1)

u1+...+ur ]
||u0 + ————?7———-[|T\§ 7/4, comme annoncé.

. L s . 1 .
I1 est aisé d'en déduire que E ne contient par £ : s'il le conte-
nait, on pourrait, d'aprés un résultat de R.C. James [35] déja utilisé a

de nombreuses reprises, trouver une suite de blocs consécutifs normalisés
9
10

telle que || X a; ui||T > =5 ]aiI , pour toute suite finie de

(W) e

scalaires. Mais si n_ = fin(uo), on aura, avec r = 2no

u,+...+u
1 r

- || > 18/10 ,

Ju, +
o
ce qui contredit la proposition 1.

. R . - . . .1
Puisque T est a base inconditionnelle et ne contient ni ¢, ni 2,
il est réflexif. La détermination de ses modeles étalés est particulierement

simple :

PROPOSITION 2 Tous les modéles étalés de T sont isomorphes a 21.

DEMONSTRATION -

11 suffit de se limiter a ceux constrults sur une suite (un)n N
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de blocs normalisés consécutifs. Mais, pour tout k, si n, > k, la suite

1
(u ,...,u_ ) est 2-équivalente & la base canonique de g ! .
n, n, (k)

Nous allons maintenant étudier les modéles étalés du dual T*.

Soit f1,...,f2r1 une suite de 2n blocs consécutifs normalisés dans T*.

Par dualité a partir de (2), on obtient, pour toute suite finie de réels

Ayseeesdy

2n
max [ai[ |z a; fi‘l‘S 2 max Iail,
n+l K 1 2n n+1 n+l £ 1 & 2n

et la suite f £, est 2-équivalente 4 la base canonique de g~ .

n+t>" """ 2n
(n)
On en déduit comme précédemment que tous les modeéles étalés de T* sont

isomorphes a e

Si, dans T, on décale un élément x € T vers la droite, c'est-a-
dire si 1'on fait agir le shift S sur x, il est clair que la norme de x
ne peut qu'augmenter : on a HSX]|T > ||x|[T , puisqu'on peut utiliser
plus d'ensembles pour estimer Sx que pour estimer x ; il est immédiat
de constater sur des exemples que 1'inégalité peut &tre stricte. Le fait
de supprimer un ou plusieurs zéros au début d'un bloc fini affecte donc
sensiblement sa norme. Néanmoins, nous allons démontrer la proposition
ci-dessous, qui sera un ingrédient essentiel pour la construction que nous
donnerons au § H. Cette proposition est due au premier auteur [11],
mais la démonstration ci-dessous a été suggérdée par B. Maurey ; elle est
notablement plus simple que la démonstration originellement donnée par

le premier auteur.

PROPOSITION 3

Si X est un bloc fini qui commence au-dela de 1'entier n, on a
-1 3
s xflp > (0 = 2 flx [

DEMONSTRATION On peut évidemment supposer[]x']T = 1.
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Dans la suite de cette démonstration, nous dirons qu'une famille de
blocs est admissible si la famille de leurs supports 1'est,

[RI N (FY

S—ixl

si ||x|| = , alors || s 'x|| »

»

et la proposition est démontrée dans ce cas.
Sinon, d'aprés (1) il existe une décomposition admissible

2

1
X = 'Z X, , avec 1 = |lx][ =5 .Z IlXi'IT.
i=1 i=
Deux cas sont possibles
- ou bien la famille (S—1x.)i=1 2 est admissible. On ne modifie

alors pas la famille (xi)i= a cette étape.

1
1,...,2

1

- ou bien la famille (S 'x.). ne l'est pas : cela

171=1,...,%
n'est possible que parce qu'elle a un ensemble de trop. Il faut aussi.que

2 > n, puisque x commence apres n. On supprime alors le plus petit des

-1 . - -
[| s XiHT , soit || s 1Xi ‘[T' On a ||s 1xi ]lT S‘!xi ||T’ et 1'un des
9 o o o

][xi HT est < 7 < 2/n.
On a donc |]S—1xi IIT < 2/n, ou %1!8—1xi I[T‘K 1/n.
) )

Soit 11 1'ensemble des indices restants. Si 1 € I1 et si

X. > |Ix. , on écrit pour chaque i une décomposition admissible
1" T 1" o
leillT = %— ? ,lxi’jllT' Soit n, le début de X, . Si 1la famille (S-1xi,j)n

n'est pas admissible, la longueur de X, est > n..
i

. . -1 .
,i1_ les indices tels que (§ 'x ne soilt pas

(A I ik’j)j
admissible. On a : n < n. ; puisque la longueur de X est > ni
On a n, » 2ni s M. 2 2ni > 22n , et n. > 2k_1n.

) H1 3 2 k

Solent 1

Pour chacun des indices i1...ip, on supprime 1'un des ensembles

-1 . .
, et, pour celui gqu'on supprime, on peut supposer

(s 'x. .).
lk!.] J
1
2

1

1 1
<4 I

= .
k"k T 1 2 n

,lS X

Lo Ji
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La somme des contributicns a ]lxl]T ainsi perdues est, pour ce

niveau, au plus

P
1 ]
= 5 ( —wyx
2 k=1 2

1 1

1 1
SENIEUAS A T

Au niveau suivant, 12 sera 1'ensemble des couples (i,j), avec 1 ¢ I1

et j non supprimé au niveau 1. Si ||xi j|lT >
b
1

il =2 > =i, 5,0 llr -

lei,jllo , on écrit

||

-1 . ..
On range les (Xi,j) tels que (S Xi,j,k)k ne soit pas admissible
en une suite, notée z]...zp. Soit n, le début de z) - Comme précédemment,

> 2n_ > ZQH.

Mo+ 2

. _ . . .
Si z2 Xi,j’ on supprime 1'un des Xi,j,k , soit Zg,k

1 1 1
AIRTIRYIEE n <

cecl peut se faire avec
n

La perte enregistrée a ce niveau dans la norme totale est au plus

1 _
Zzllzz,kglltr\(Z(‘E*E*"') = 7

On continue ainsi. Les pertes aux niveaux suivants sont au plus

B
4n > 8n *"° 77

au bout d'un nombre fini d'étapes (i.e. on finira par tomber sur des

Comme x est un bloc fini, le processus doit s'arréter

normes ]|.||(O)). La perte totale sur ||x|]T enregistrée au cours de

toutes les étapes est au plus

L

+ =+ 5=+ =+ ... L
n n 2n 4n A

oW

Une fois éliminés tous les ensembles en trop, on obtient une décom-
.. . -1 .
position admissible pour S x en décalant vers la gauche tous les ensembles
. -1 .
ayant servi pour x ; elle donne alors || S x[|T > 1 = 3/n. Cecl prouve la

proposition.
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G. L'ESPACE ¥ DE JAMES

S1 Si x = (x(k))k>1 est une suite finie de réels, on définit
] = supdC 2| xlp,; ) - w0 P25 ws p<...<p, } et
SUP AL 2i-1 2i ; ’ 1 2n}
i=1
est la complétion de R(NK) pour la norme 1]4[ . On vérifie immédiatement

que .# est 1'ensemble des suites (x(k))k>1 qui tendent vers O a 1'infini,
-

pour lesquelles [|x|]¢ < + .

Cet espace a été introduit par R.C. James [35] [36] , qui a
démontré que .# n'était pas réflexif, et que son bidual #'" est 1'ensemble

des suites z = (z(k))k>1 telles que ||zl| < + » (ce qui implique que

Lim z(k) existe). Il en résulte (voir [35] ) que £ est isomorphe a #'",
k >+ o

et de codimension ! dans #'".

*
On vérifie aisément que la base canonique (en)n 5 1 de RON ) est

une base monotone de .#. On pose, pour n > 1,

s =

n K

k

_—Mas

et on obtient une base normalisée de.# . Pour toute suite finie de réels

(bk) , on a : i
(1) b = ( T b 2)1/2 ;021 <...<
H Z k_ Sk”ﬂ = Sup { ‘Z Ir. Z il b n 2 ’ p1 .. pzn }’

et 11 en résulte que s est une suite écartable.

Pour tous p,q > 1, p < q , on a donc

q
2) Y b.] < |lEb s

et, si 1'on choisit pj =3, 1=1,2..., ou pj = j+1, j = 1,2...

@ fze sl >
k k(ﬂ
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Soit maintenant (un) une suite de blocs consécutifs normalisés

n>1

sur la base carounigue de .#, avec fin u < deb u . -2, pour tout n > 1. On

1

a alors, pour toute suite finie de réels (a,)

k k1
e 202 2,1/2
(4 (y 3, ) < {[ f a U ” R4 ¢E}z ak) .

L'inégalité de pauche est en effet obtenue en choisissant des
entiers p; sur le support de chaque u;, avec éventuellement un p; sur
1'entier (deb un)—I ¢t un sur l'entier (fin un)+1 , et 1'inégalité de

droite est obtenus en remarquant que

2

) ) 2 2 2 2
g v (rup ) = Ay Wy )]0 € 2(a v (py; )7+ 3 qu (P, )9

Par vconsiqueny, toute suite de blocs consécutifs normalisés con-

. . o s . 2
tient une sous-suite équivalente a la base canonique de g .

I1 en résulte immédiatement :

PROPOSITION i (A. Andrew [5] )

Soit U }

Vst U suite normalisée, faiblement convergente vers O

dans.#. La suite (un)n>1 a une sous-suite équivalente & la base

. 2
cancnigue de .

COROLLAIRE 2 1A, Andrew [5])

Tous Ies modéles étalés construits sur des suites normalisées

. , 2
faiklement convergentes sont isomorphes a £ .

En effet, =i (Vr)n>1 est une suite normalisée faiblement convergente
- o

vers 0, c'est une conséquence de la proposition 1. Si (vn) converge

n21
faiblement vers v #£ 0. on considére v -V, et on applique la proposition
1.5.4.

L.a détermination des modéles étalés construits sur des suites non
faiblement cenverpentes a également été faite par A. Andrew [5] ; c'est une

conségquence de la proposition suivante :
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PROPOSITION 3 ( [5] )

Soit (zn)n>1 une suite normalisée, sans sous-suite faiblement con-
7
vergente. La suite contient une sous-suite (z' équiva-
g (zn)n21 e ( n)n21 g
lente & la suite(s ) .
n'n>l

DEMONSTRATION
On peut supposer que (zn)n>1 converge, pour g(#", #"'), vers un
élément z" ¢ #"\.#. Ceci implique que pour tout k > 1, Lim zn(k) = z"(k).
n>+ <

Puisque z" € #, ona Lim z'"(k) = A, avec A # 0, et |X| L 1.

k >+ &
Considérons d'abord le cas ou z, =P z" , 2" e F"NSF (P est
k n n
k k
une notation abrégée pour PA s Arl = {1,2,...,nk} s <nk)k21 est une sulte

nk k
strictement croissante d'entiers).
On note B = (1,1,...,1,...) 3 T e 7"\ . Puisque
z"(k) > A , TA| <1, on a
k >+ o

P (z") =P _ (1 +P_ (')
"k R x
et z" - a1 ¢ .#. Notons z"- 31 = u.

"

or P (A1) =)s , et P u > u fortement dans .#. La suite P =z
n n n
k k k> + k

est donc équivalente a la suite () s +u)

K k>1

Il reste a voir que cette dernieére suite est équivalente a
(Sk)k>1 . Pour toute suite (bk) de réels, on a :

|z bk(xsnkm)]]] < (Af+D] £ by Skl!ﬂ ;
en utilisant (2).
Inversement, si 1'on pose si = u+ )\(e1+...+en ), 1'application définie

k
- . o . o '

par ¥ bk(ksnk+u) —> ¥ bk sp est évidemment une isométrie, et <Sk)k21
s'interprete comme la suite (s, ) associée a un espace de James

k k1
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construit sur (ei)i et non plus sur (ei).
i

| € IN**

Si maintenant Z, +z" pour g(£", #'), on peut supposer que les

(z,)

sont des blocs finis. On va voir qu'une sous-suite (zn )

z
k'k>1
" k>1
se décompose en
z =z' + z" .
B S
ou z; , z; sont des blocs finis, de norme au plus égale a 1, avec, si
k k
1] - £ \]
1'on pose mo= fln(zn )
k
% P (z) - z' > 0 fortement, dans J .
kk—.>+oo

les z; sont a supports disjoints.

k

Supposons en effet cette décomposition écrite jusqu'a un entier

ko >1 avec ||P_z - zé [ =€ On peut trouver un entier k1 tel
e Kk F o]
0
que, en prenant m, = fin(z_ ), on ait ||P z - P z | <e, /2.
ot M+ R Y 2
o o o 1
On pose zé =P z s z; =z -z ; les propriétés annoncées
k Mo+ Tk k k
1 o) 1 1 1 1
sont en évidence. La suite (z" )k>1 engendre Q,Z d'aprés (4) ; la propo-
’a

sition en résulte, d'apres (3).

On peut montrer (voir [5] ) que les sous—espaces engendrés par les
sous-sulites considérées, dans la proposition 1 ou la proposition 3, sont

en fait complémentés dans L.

4. L'ESPACE T.# DE TZIRELSON-JAMES.

Dans ce paragraphe, nous allons construire un espace en '"mélangeant"
la norme de l'espace de Tzirelson (§F) et celle de l'espace de James (§G).
L'espace obtenu combinera les propriétés de chacun des deux composants. Cet

espace a été introduit et étudié par le premier auteur dans [11]
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Mentionnons qu'une classe assez générale d'espaces utilisant la
norme de James a été étudiée par P.G. Casazza et R. H. Lohman [23]
Ces espaces sont notés £ (E). Mais dans [23] , E est 4 base symétrique,
ce qui n'est pas le cas de 1'espace de Tzirelson, et donc notre construc-
tion n'entre pas dans ce cadre. Mais il y a cependant, bien entendu,

certaines analogies.

Soit a nouveau T 1'espace de Tzirelson du § 1. Sur RGN),

notant x = (x(k)) on considére la norme

ke W™’

[ 1xl ], 5= supl] | (o) =x(py) s v sx(py  D=x(py Dy 3

keN", P;< Py <.l }.

Pok

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'il s'agit bien

) @)

d'une norme sur R On note T#la complétion de R pour cette

norme.

Les différentes propriétés de T.f vont provenir soit de celles
de J, soit de celles de T. De ce fait, les propositions qui
viennent suivront le méme esprit que les propositions correspon-

dantes pour J ou T, avec, &videmment, quelques difficultés techniques

11

supplémentaires.
: N*)
PROPOSITION 1. - La base canonique de R est une base de T ¢ .
m P
DEMONSTRATION. - Soit x = % a.e., , Ssolt p<m, et y = I a.e
1 1

Posons ui = 0. siigp, ai =0 si i > p. Pour une certaine suite

pl < p2 <.o..< ka, on a

Iyllg = [l =o' ..., of -a' |
| E Py Py Pok-1 Py T

et on peut supposer que dans le dernier terme o' et o ne

Poy—~1 Pox

sont pas nuls tous les deux (sinon, ce n'est pas la peine de l'écrire).
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De ce fait, Por—; < P> mais, bien slr, on peut avoir Py 2 P

Considérons maintenant p; < . < pék , définis par
pi = p; pour 1< 2k-1,
et pj = (Pax *F PSP
m+1 si Py > P
On obtient alors
X > (o, = « yevey O o
I HM/ : P Py " Pok-d pék)HT
> @ -ar ..., af - o' ||
P P Pok-1 Pa T

51,

\V

ce qui prouve que (ei)iezN* est une base monotone de E.

PROPOSITION 2. -T.# n'est pas réflexif.

M
N
DEMONSTRATION. - Obeervons d'abord que pour tout x de R( ),

|IXHC < ||X||1f' En effet, pour tout k > I, choisissons p, = k
o
et p, assez grand. On obtient

[ x| = [x()=xp, | = | [ = =x(py),0.. )| < [

DoncT.# est contenu dans ¢ » avec injection continue.
n

Pour n 2 1, considérons y_ = I e. . Dans T.f on a ||yn|| =]
1

si 1'on choisit P, =10, Py n+l, on trouve ]|yn(p1)‘ynﬂpz)||T =1,

et aucun choix de 1 donne mieux.
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Puisque (ei) x est une base, les formes linéaires coordonnées

ieN
sont continues, et une sous-suite faiblement convergente de la

suite (yn)n 5 | De peut converger que vers la suite constante

. e .
(1,1,...), mais celle~ci n'est pas dans e La suite (yn)n -

n'admet donc aucune sous-suite faiblement convergente, et 1J

n'est pas réflexif.
PROPOSITION 3.- T.# ne contient pas g1

DEMONSTRATION. - Supposons le contraire : il existerait des
blocs normalisés z s équivalents & la base canonique de 2!
Quitte 3 passer d une sous-suite, on peut supposer que Yk,
, qui est encore

lim zn(k) existe. En posant zé = z

n—-> +x

22n+l— 2n

équivalent a4 la base de 21, on obtient Lim zg(k) =0 Vk ; 1la
n—> +x

suite (z;) peut étre remplacée par une suite de blocs consécutifs
normalisés (z;). Par un procédé du a R.C. James, on peut améliorer
les estimations données par (z;) et obtenir

Si T.# contient 21, il existe une suite (u ) de blocs
n"néeN

consécutifs normalisés vérifiant, pour toute suite finie de

scalaires (ui):

9
(2) [z eg w2 g5 eyl
i i

Puisque l[. | < ' . ITJ’ on a |]u I] <1, Vn > 0.

“o o

u +,..+u u,, +t...%+u
Posons vy = o s ¥, = 6 3 , etc ..., si bien

© 16 16

que (yn)nesN vérifie encore (2) , mais de plus []ynllc < 1/16 ¥nzo.
o
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Quitte a4 extraire une sous—suite et renuméroter, on peut également
supposer qu'il y a au moins deux entiers entre le support de

chaque y, et le support du suivant.

Soit g 1'indice du dernier terme non nul dans Y, s et
yl+.. '+yI'

pour r > I, soit U_=y_ + ———— . D'aprés (2Z), on a
Y

|]Ur|| > 18/10.

Soit p; <. une suite strictement croissante d'entiers.

S Pox
1 = — { - [ . .
La suite S (Ur(pl) Ur‘p2)""’Ur(p2k—l) Ur(ka)) s'écrit

=] o [+ / \ /'\l\
= PPy (p3)s- -y (g —1) -y (ka )»y (ka s 7 7 Cp)

I [ 1 1 i ’r”’/‘\\\\‘//T//*\\\i‘
§'Y1(p1)—;-y](pz),---,;-yl(pZRI_]) ;-y](ka]),;-yl(p2k1+l)~; y5 ()

Ly, 0D Ty,

oi les termes surmontés de .\ peuvent ne pas exister.

Respectant dans la suite ci-dessus l'ordre et l'emplacement des

_ o — o (] - [« - (o]
termes nous posons V_ = (yo(p]) yo(pZ)""’yo(kao—l) yo(kao)’}o(p2k0+l))’

T T

1 1 1 1
;= (0050, (p - yl(pz),---,y](p2kl+l)—y1(p2kl), yl(p2k1+1)),

<
]

= ry_ r r o T r
v, = 0,...,0,y_(p)) yr(pz),---,yr(kar_l) yz(kar),yr(kar+l))-

n
o
. < ¥i =0 ...r ; comporte au plus 55—
On a ]Ivl||T < 1 1 roovy porte p 7
termes non nuls. Donc, si r > n_s d'aprés la proposition 1-1,
v,t.. .tV
[lv_ + LI . || < 7/4. Mais on a
o r T
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r

v1+...+vr | ///A\r\ ] (//’~E\\
1o, e Ty + 22 e L5 6B o L D]

29

1 . .
T Iyr(pZ)i < %—+ %€-= Te 0 ce qui contredit (2), et achéve la

démonstration.

PROPOSITION 4. — Tous les modéles étalés de T.$ faits sur des

suites de blocs normalisés consécutlifs sont isomorphes & 21

DEMONSTRATION. - Soit (Zi)iejN une bonne suite de blocs normalisés
consécutifs.

Soit N » 1 et soient OOy des scalaires. On a

N 1 1 1
(3) l]iaiznill zll(O,...,O,a](znl(pl)—znl(pz)),...,ul(znl(kal_l)

2
-z (p »,O,...)||
n2 2k2 T

pour toute distribution d'entiers p: < p; <., <p;kl < p?<... <p2k <.,

2
le nombre des zéros avant la premiére différence est la moitié

du nombre de zéros avant le support de 2. le nombre de zéros du
|
second groupe est la moitié du nombre de zéros entre z, et z. etc.

- 1 2
Respectant 1'ordre des termes et le nombre des zéros,

nous posons

_ N 1 ! _ 1
v = (0,...,0,2 (p)) —z (py)seeesz (pyy ) — 2 (pyp )5
1 | 1 ] 1 1 1

2 2 2 2
v = (0,...,0,z (p)-z_ (p)s--vsz_ (py, _,) —2z_ (py. )) ,
n2 n, 1 n, 2 n2 2k2 1 n, 2k2
etc. si bien que le terme de droite dans (3) vaut
N
1 oy v, 1y
1 1
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S1i n, > 2N, le nombre des premiers z&ros est au moins N, et

donc la famille v ""’Vn} est admissible ; il en résulte que
1 l
;X .
|I z di Zn.l| ? 2 .Z lailllvn.l|T'
1 1 1=1 1

.. 1
En choisissant convenablement les P, , on peut

pl
2k1

réaliser {lvn .. = llzn |LF¢.Pour les suivants, ce n'est pas si

T

clair, car les P; étant choisis, le nombre de zéros avant la

premiére différence z (pz) -z (p2> peut étre insuffisant pour
n, 1 n, 2

que l'on puisse obtenir ||zn || par un choix convenable des pi.
2 1J

. . . | I ~ . . .
I1 serait suffisant si les 1 étaient consécutifs, mais cecl

n'est pas assuré. Or le nombre de zéros qui manquent est au plus

€gal 34 la moitié de la longueur du bloc z_» que nous notons Hh).
2 ] 1
On peut donc trouver des P tels que

|

5 L(ny)

2 !

HS Vn2||T=||zn2||T}f.
| - 1
= Ln 51{n)
d'aprés la proposition F.3, [Ivn I|T 2(1—3—02 )||SZ ]Vn2|lT
2 2
et, pour n fixé, on peut donc obtenir ||vnzl|T z %1IZH2ILL¢’ en

choisissant n, assez grand. Puis n, étant ainsi fix&, on choisit
. 3
ng , puis les P » pour que
3Lo 5 Un)
2 P2 2
s v 1y
3 3 3

1 . .
> —}IS u ]] 2 —4|z ll , et alnsi de sulte.
2 ny T2 n, TS
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On aura finalement

ce qui prouve la proposition.

Par la suite, nous montrerons le méme résultat pour des
suites de blocs normalisés quelconques (non nécessairement
consécutifs). Cela se déduira trés simplement des informations
que nous allons maintenant obtenir concernant le dual (T.#)' et le

bidual (T.#)".

PROPOSITION 5. = Les formes linéaires coordonnées (fn)r1sﬂ¢"

forment une base du dual (T.$)'.

DEMONSTRATION. - D'aprés un résultat de R.C.James [35], il suffit
de montrer que la base (en)néiN est contractante, c'est—ad-dire que
VEeE', sup{|f(T oy ei)| sz o, eil! =1 > 0 .

i>n izn n>+o

Supposons que ce ne soit pas le cas. On pourrait alors trouver
une forme linéaire continue f, un § > o0, et une suite (Zn)n> I
e
de blocs consécutifs normalisés avec f(zn) > 8, Vn > 1. Soit
m 1'indice du dernier coefficient non nul de z - Puisque T.#
. 1 } 1 .
ne contient pas 2',T#x T.# ne le contient pas non plus, et on peut

trouver une suite de scalaires (yi)i telle que I Y, 2, converge

> 1 a

dans T X Y &, converge dans T.#,mais Z|yn|= + ®,
n n n

Nous allons montrer que Z‘yn|zn converge dans T.# :on aura
n

ainsi une contradiction, car si z ]yn|zn -> z , Oon aura
ngq g+
f(z) = lim h) Iynlf(zn) > & lim E |y n\ = +o
q>to nsq g+ & q

134



,/\ TN
. . 1 1 1 2
>
Soit q > | et solent P . <p2kl < p2k1+]< Py <Py <e--

des entiers. Considérons

i 1 1 1
A = - .. -
ll(lyq+1|<zq+l(p]) Zgs1 () "Yq+1'(zq+,<sz]—1) zq+1(p2k1» ,
/\ //4,,/
bz eh - vz :;?S'Y |z (=2 (o)), )]
q+1! “q+1 P2k +1 q+2! Zqe2 PohV quaal V2qe2 P/ 7240 P s e e Ml g

1 1 1 1
E = - v -
n posant Vet (Zq+](p]) zq+](p2), ’zq+l(p2k]—l) Zq+l(p2k1),
1
zq+](p2k]+]))9

vq+2 = (0,...,0,z

T

2 2 2 2
q+2(Pl) Zq+2(P2) 3t ’Zq+2(P2k2_1) zq+2(p2k2) /

Zq+2(p§k2+l))’ etc, on obtient :
TN
Aol Tylvlly s ooy ylz 60,
1> q+l
,»”/\\3\
O,...,O,(Yq+3)zq+3(po),o,...)!IT.

Mais la base canonique de T est inconditionnelle, et d'autre part

2 . . PR .
| z (po)| £ 1, et ce coefficient est précédé d'au plus %-mq+2 ZEros.

q+2
De méme, =z ( 3) apparalt 3 un ra lus égal a 1 En

H q+3 PO PP u ng au plu g 2 q+3'
décalant éventuellement vers la droite, et supprimant les valeurs

absolues, on obtient donc :

A& || ) Y. V.I‘ + |] X Y. e |l .
iyqel b T iyqel © -;—mi E
Mais || = Y. v.l||. < ‘I. z v. z.|] et
iy q+l iTe iz g+l i
I] z Yi elm.II s ll Z Y, em.'h;¢ cecl prouve la proposition.
1> qtl 51 iy qtl
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I1 résulte de cette proposition que (T.#)' est séparable, et
donc que la boule de (T.#)" est métrisable pour o((T.£)",(T£)'). Tout
€lément de (T.#)" est donc limite d'une suite d'éléments de T.#¥ , pour
o((TH£)",(T.#)') . Ce dernier fait est égalementlla conséquence directe
du fait que E ne contient pas %21, d'aprés Odell-Rosenthal [51].

«

PROPOSITION 6. — T:# est de codimension ! dans (T#)".

LEMME 1. - Soit (Zn)nczN une suite de blocs de norme | dans T.#,
telle que Vi, lim Zn(k) existe (on la note z(k) ).
n-> +w
Alors lim z(k) existe.
k> 4o
DEMONSTRATION DU LEMME 1. - Supposons au contraire que cette

derniére limite n'existe pas. Alors lim sup z(k) f 1lim inf z(k).
k> 4 k> + o

On peut alors trouver 2€ R et ¢ >0 tels que, pour une infinité

de k, z(k) > 2 + ¢ et, pour une infinité, z(k)< £ -e. Extrayant
une sous—-suite, on peut donc trouver une suite croissante d'entiers
kj tels que, VjélN s

z(ij) < f-¢

z(k ) > L+e.

2j+1

Soit N ¢ N*. On peut trouver neN tel que

.Z |zn(ki) - z(ki)| < eg¢. On aura alors

1 < 2N

!|Zn||E ? ||(Zn(kl)_zn(kZ)""’Zn(kZN—l)—zn(kZN))lIT

> [ (22 (k) 502k D=2k, | g = €

Les N différences écrites sont toutes au moins égales & 2¢
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I1 en résulte que :
I|an|E z le(E,....,S)llT -e > g-. 2¢e ~ ¢ = (N-1)e ,

et, si N est assez grand, ceci contredit le fait que Ilzn|| <1

et achéve la démonstration du lemme 1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. - Soit £e¢ (T£)", ¢ T.7.

_ . . Va1 a
{|£|I(I¢Y' L. Soit (zn) une suite d'éléments de T.#, avec |[zn||1¢< 1
convergeant vers £ pour o ((T#)",(T#)') ; On peut supposer que YKk,

lim zn(k) = z(k) existe ; on peut aussi supposer que les z ~sont
n>+ o
des blocs finis.
Pour tout k > 1, z (k) = £, (z ) — E(f)
n—+

et donc VVk, g(fk) = z(k). Puisque les (fk)kezm* forment une base

de E', £ est donc donné par la suite Z=z(z(1),z(2),...).

Soit ¢ = lim z(k) , donné par le lemme 1. Notons
k> 4o
n
1= (1,1,...) : c'est un élément de T.#, car si y, =% e; ,ona,
1
pour tout n : n
T a. f. > tzo. £.(y )| =12 o.
112 oy £illigg) > 120y £:0)] !1 5l

Nous allons montrer que £. [- ZeT#. Pour cela, il suffit de

montrer que la suite : n
W = I (Q—Z(R))ek

est de Cauchy dans T. .
Soient donc, m,n€N avec m < n. On a :

wn—wm = (0,.0.,0, 2=z(m+1),...,2-2(n),0...)
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La norme ||wm—wn]hl¢ peut &tre estimée par :

T
A= {10, 0,0,0=2(p ),2(py)=2(py) v +52(pyy 1 )=2(pyy) s
T
2=2(pyy 41050+ ) s

oli le nombre des premiers zéros est > [%ﬂ, P, <--v sont

<
Pok+1
des entiers entre m+l et n ; les termes surmontés de.~ peuvent ne

pas exister.
On a :
A SI‘(0,---,O,Z(P])‘Z(PZ),---,Z(PZk_])'Z(PZk))"T

+ ez o))+ [2-2(p,,, )

Soit € > 0. Si m est assez grand, on aura IQ“Z(pO)| < g/6.

et ]2—z(p2k+l)| < €/6. Par ailleurs, pour tout i

A< |I(O"'"Oazi(pl)_zi(pz);'"’zi(ka_l)_Zi(ka))|IT

k k-1
t a0z, 0]+ T | gy, Dz, O]+ /6.
j=1 j=o
k
Mais I | zi(pz.)—z(pz.)|
i=1 i j
k-1 n
— lzi(p2j+l)_z(p2j+])l 1|z
j=o 2=m

et, pour chaque m et n , ceci peut &tre rendu inférieur 3 e/6
en prenant i assez grand.

On obtient, donc, pour m » m_ , pour iz io’

A < sup ||(O,...,O,zi(pp—zi(pz),...
m sp1<...<p2k$n

cons 2500y )72 (0 D g + €/3.

Pour achever la démonstration de la proposition, il nous reste donc

3 montrer :
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N
i,m,n € N, posons :

LEMME 2. - Soit (zn)]1€ une suite de blocs comme ci-dessus. Pour

a n = sup |l(O,...,O,Zi(pl)‘zi(Pz),---,Zi(PZk_])
m< p]<...<p2k6 n

=z, DI
ol le nombre des zéros est au moins[%].

. i
Posons am 0 = lim a 0 Alors a 0 > 0
’ iv 4o R m,ns 4o

DEMONSTRATION. - Notons d'abord que la limite 1lim a; 0 existe

i 1> o

3 b.
car a s'interprete comme :

m,n

;
a = P zZ.
m,n ]| m+l,n—1 1||E
en notant P la projection sur {m+l,m+2,...,n-1}
m+l,n-1

Supposons la conclusion fausse : on pourrait trouver deux suites

m, et n s @vec m, < n_ < m

N . 0 3 IR et € > 0, tels que a n > eVe.

£

On pourrait alors trouver io(l) tel que VY, Vi iO(Q) R

a' > e. Il existe donc des entiers pQ <iuu< p2 avec
m,n 1 2k

272
m, < pZ < p2 <n avec, si 1 > i ()

(RS Zkk D A ’ “ o

A L L 2
|I(O9-'°’O’ zi(p])—zi(pz)"..’Zi(ka/Q 1) zi(kag))llT 2 €.

Mais alors, pour i assez grand, la quantité :
21 21 21 2
—1 Y~ 1
l|(0,---a0,zi(P1 )_Zi(pz )""azi(ka l) Zi(ka ),O,..-,O,
2 2
1 ]
2 L L s
2 2 2 2 a
zi(p1 ) Zi(pZ ),...,zi(p2k2 _1) zi(kaQ _1),...)||T ne peut etre
2 2

& 1. Ceci prouve le lemme.
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PROPOSITION 7. - Si F = (Fi)ieIN est un élément de (T} )", on a

' IF[ I(Tl¢)n =S;lp l IPnFI !Tf s

en notant Pn = P{O,l,...,n}'

Cette proposition se démontre exactement comme 1'énoncé

correspondant pour 1'espace £ ; voir [35].

On obtient une base pour (I.$)" ajoutant a (en)ne:N* 1'é18ment

e, = f ; un élément FE(TH)" s'écritdonc F = I F.’ei , avec
ieN

A= 1lim F, ,
k> 4o

o
o -
1§

W

F! = F.-x i
i i

PROPOSITION 8. - <La norme |||F||| = sup{||(F; -F' ,...,F' -F'
1

Py Pok-1
k21, 0« Py eee <Py

Avec cette norme,. (I.#)" est isométrique & T.#.

Pok

Mg s

} est équivalente a la norme de (T.#)"

DEMONSTRATION. - Soit ¢ > 0. On peut trouver n et p]<...<p2k tels que

///\\
IIF||@L¢)”<]|PHF||(TJW)" + € s||(Fp1 sz,...,szk_] szk)llT + e
N
et le terme F vaut F si Py < n, et O sinon.

Poy Pox

Considérons d'abord le cas ol Py s Alors
Pok-1 Pox

<JIEr =F! ..., F! -F' )| < [IIFl]] .
Py Py TPy Py T (TF)'
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Dans le cas ou Py > 0, Om obtient :

||F||(T9)” €< I|(FEIFEZ,...,FEZk~]+A)||T
N Il(Fél_Féz’.'.’Fézk—3—Fézk-2)|‘T + |F;2k—l+x
s depr, el
<l el e L]
s 3[[IE[]].
A 1'inverse, choisissons P < Py<e-+<Py, » avec :
l|IF|IkTyygl|(FélvFéz’.'.,F;Zk-l—Fézk)|lT + e,
Sip, > 1, ona FéZi—l_FEZi = Fp2i—lan2i , i=1,...,k,
et donc
TR < TRl g+ €
Si p,= 0 , on obtient :
[IFL]] - e s||(2K—Fp ,Fp3—Fp4,...,FPZK_I—FPZk)[|T
< lzx—szl + 3 m?x |F 2i_l—F2pil+1I(o,o,o,o,Fpg—Fp]O,...
cees Fp2k—1_Fp2k)l|T.
Mais ||(o,o,o,Fpg—Fplo,...,FPZk—]—FPZk)IIT; (l—%J[I(0,0,0,0,Fpg—F
o Fp2k-1—Fp2k)||T.
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Donc :

L' - e [2a-F_ |+ 3]|F| | rgu*sl] (0,0,0,F_ -F  ,...,F -F_ )]
Py (9 Pg Pip Por-1 Pak

< 2A-F F wH||(F -F ,F -F ,F -F_ ,F -F_ ,..
< | Pz|+ 3| IijU Il Py Py Py Pg Pg Py Pg Py

., F -F 4|1 (F_-F_ ,F_-F_,F
T p2k>I|T+ |l<p2 0%, o T, p7>I|
SR
Mais F_. > A . On obtient donc, pour n assez grand
n n—> 4+«
L R LA R C [ e

ce qui achéve la démonstration de la proposition.
PROPOSITION 9. - T.¥ n'a que &! pour modele étalé.

DEMONSTRATION. - Soit (zn)nwam une bonne suite de blocs normalisés.

Il existe une sous-sulte, encore notée (zn) qui converge dans

neN
(T.#£)", pour o((T.#)",(T.£)"), vers un EE(T.#)". Puisque T.# est de co-

dimension 1 dans (T .#)", on peut écrire :

E = ft+ x s re R, xecT.¥#,
et X # 0, sinon la suite (zn) convergerait dans E.
'indice du dernier terme non nul de z,

Notons k
n

1
Si ¥y = ; e; » on sait que ¥ >4 pour c((TF)",(T.F)")
o

Donc z ka > x pour o((T.#)" ,(T.#)").
n

Notons xj 1'élément de T$ défini par xj(k) = x(k), k £ j,= 0 sinon.

Alors X; > % dansT.¥ et donc z Ay, X 0 pour o ((TH)",(T.£)").
n n-> +wo
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. = _)\ - . V¢ H’ . 1
Soit u = z_ ykn xkn Alors u €T donc u > 0 pour o ((TH)", (T.F)")

On peut donc en extraire une suite 3 support presque disjoints,
encore notée (un) ! on peut trouver une suite (vn) a4 supports

disjoints, avec u -u - 0 dans E; or (un) et (vn) ont le méme
n-> +w

modéle étalé ; on écrira donc

Zn=Ayk+Xk +un,
n n

n
’ Xk < f

n

avec @y,
n

th O ™M~

blocs consécutifs 3 supports disjoints.
Pour chaque n, le support de v s'arréte au plus a kn H
quitte 3 extralre une sous-suite, on peut supposer qu'il commence

5 +2.
aprés kn—l 2

Soient o L des scalaires. Soit € > o, et soit LQO tel

que : si dl < n1<...<nN s
N N N
|||Z o, Zn.|‘E - IZ . ei|| $ € lZ a, eﬂ
1 1 1 1 | N |
e |2 a, e,
et soit dl tel que si n > L?, ||x-xn|§E < —E—L——L——E
Z| a.|
1 1

Soit (9 = max(dl,cz+l). Soit (9+N+1 < n1<...<nN.

Prenons : P, = kdﬁz, Py = k0+1+1 > Py = kﬁhl+2""’

p2j—l = dej—1+2 , p2j k&Lj+l s, pour j < N,

puis Ponel kéLN+2 > Poneo = k&]+l,...

p2N+2j“] = k(%_1+2 ’ P2N+2j = k(loj"'l- )
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En se servant de ces 4N entiers p;» nous allons estimer

o, z_ +...+0 . Dans les différences

1 “n, ° n ZanlE

a, z_ +...40 . - (a oot .
( 1 N “n )(p21-]) ( 1 %n °N %n )(p21)
1 N 1 N
apparaiseent trois sortes de termes : provenant des yi s des X
des v..

i

- la contribution des v, est nulle, car tous les pj se
trouvent 3 1'extérieur de leurs supports.

- la contribution des Xs vaut

Iu]+...+aN|l‘(x(p])-x(pz),...,x(pZi_l)—x(pZi),...)lIT
¢ oyl gl < ol oy .

- reste la contribution des Vi - Elle vaut
i
|](0,...,O,O,(al+...+uN)—(a2+...+uN),(a2+...+aN)—(a3+...+aN),...,

uN_1+aN—aN,uN)||T = I|O,...,0,a1,a2,...,aN|[T.
Comme le nombre de zéros est N, ceci est minoré par %—Zlai].

Ceci prouve la proposition.

REMARQUE. - Soit E un espace de Banach et (xn)néN une suite bornée

dans E. Les conditions
k
1
(a) l'E? € xniH P Vk, an<...<nk, Vel...ek =*1,
et
® [z o, x| »6 %0, Y(a) 2o0.

n'impliquent pas, méme satisfaites simultanément, que (Xn)nemJ

ait une sous—suite équivalente & la base canonique de [

144



En effet, 1'espaceT.fque nous venons de construire n'est pas
réflexif, et d'apré&s un résultat de R.C. James, il existe dans T.#

une suite (Xn) de points de norme | vérifiant Yk €N

nelN

dist(conv(xo,...,xk), span (Xk+1"")) > &8, et donc a fortiori b).

Le modéle étalé construit sur cette suite est 21 ; elle possade
donc une sous-suite vérifiant a) , donc a) et b). Mais 1'espace T.#

ne contient pas 21.

On peut montrer que le dual (T.#)' n'a que ¢, pour modele

étalé. La démonstration est laissée au lecteur.
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CHAPITRE V

SUPER-PROPRIETES ET M-PROPRIETES

Rappelons que si E est un espace de Banmach et si (Z) est une
propriété définie sur la classe des espaces de Banach, E a la propriété
super( )" si tout espace finiment représentable dans E a (). Par
analogie, nous dirons que E a la propriété M-(Z) si tout modele étalé de

E a (#2), c'est-a-dire si, pour toute suite bornée (xn)n dans E,

N
tout modéle étalé construit sur cette suite a (). ¢
Comme les modeles étalés de E sont finiment représentables dans
E, il est clair que super(?) implique M-(Z2). L'objet de ce chapitré
est de comparer les M-propriétés et les super—-propriétés. Les principaux
résultats sont malheureusement dans le sens négatif, le comportement de
M~propriétés a 1'égard de certaines opérations étant beaucoup moins

satisfaisant que celui des super-propriétés, comme nous allons le voir.

Une caractéristique évidente de la finie-représentabilité est
d'étre transitive : si F2 f r F1 et F1 f r E, alors F2 est finiment
représentable dans E. L'analogue pour les modéles étalés est faux, méme
a 1somorphisme prés, comme le montre le théoréme suivant, di a B. Maurey

et au premier auteur, qui répond & une question posée par H.P. Rosenthal

THEOREME 1

I1 existe un espace de Banach E, un modéle étalé F1 de E, un modéle

étalé F, de F ne soit isomorphe a aucun modéle étalé

2 1 tels que F
de E.

2

DEMONSTRATION

Soit E 1'espace S¢ construit au chapitre IV, D. Nous avons vu que
N . " . . 1
S¢ a 2¢ pour modéle étalé (sur la base canonique), maix n'a pas £ pour

N . . . 1 L os . .
modele étalé. Or 1l'espace 2¢ contient £ : le théoreme en résulte. On voit
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méme qu'un sous—espace d'un modéle étalé de E peut n'@tre isomorphe & aucun

modele étalé de E.

I1 n'est aonc pas exact en général que, si E a € M-(ZP), les

modéles étalés de E aient M-(2).

Nous avons déja rencontré un exemple de M-propriété. Si ( P ) est
le fait de ne pas €tre isomorphe i 21, M-(?) est la propriété de Banach~
Saks alternée (A.B.S) ; de méme si () est le fait de ne pas &tre iso-
morphe 2 co M-(P) a été décrite au chapitre III. Si (P) est le fait de
ne pas contenir 21, la propriété M-(Z) peut également &8tre décrite,
en employant la notion, développée au chapitre I, §7, de structure cycli-
quement reproduite sur la suite (Xn)n €N qui a servi a counstruire le
modele. Cette structure sert en effet & caractériser les sous-espaces
des modeles étalés. Les énoncés correspondants (pour 21 et CO) ont été
donnés au chapitre I, §7 ; nous y renvoyons le lecteur. Cette derniere

propriété est, a 1'évidence, plus forte que A.B.S. mais nous ne savons

pas la caractériser de facon satisfaisante.

Une autre propriété intéressante est la M-réflexivité : un espace
de Banach E est M-réflexif si tous ses modéles étalés sont réflexifs.
Ceci implique que 1'espace E lui-méme est réflexif : sinomn, il existe

dans E une suite bornée (xn)n>1 vérifiant la condition de James :
7

Pour tout k > 1,

dlst(conv(x1,...,xk), Conv(xk+1,...)) > 1/2
et le modéle étalé construit sur la suite (xn) n'est pas non plus réflexif.

De ce fait, un espace M-réflexif a la propriété de Banach-Saks. La
propriété de M-réflexivité est intermédiaire entre la super-réflexivité
et la propriété de Banach-Saks. Elle ne coincide ni avec 1'une ni avec
1'autre : 1'espace 22(21) est M-réflexif, mais pas super-réflexif, et les
espaces B, et T* sont Banach-Saks, mais ne sont pas M-réflexifs (ils ont

¢

respectivement 2¢ et c_ pour modeles étalés).
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Nous ne connaissons pas non plus de description satisfaisante de
la M-réflexivité. La comparaison de cette propriété avec M. Banach-Saks
a été réalisée par Y. Ropars [57]

Nous allons maintenant examiner le comportement des M-propriétés
a 1'égard du passage de E 2 LP(E) ou 2P(E). Il est bien connu, par
exemple, que si E est super-réflexif, LP(Q,aﬁp;E) (u finie ou mon) 1'est
aussi si 1 < p < + o (voir p. ex. [12]). Nous allons étudier les énoncés
correspondants pour la M-propriété que nous connaissons le mieux : celle

< - . o 1
ol (P) est : "me pas étre isomorphe a g ".

Les modéles étalés de QP(E) (1 £ p < +x) peuvent &tre facilement

décrits en fonction de ceux de E. Nous aurons besoin du lemme suivant

LEMME 2

Soit (Xn)n ¢ ure suite d'éléments normalisés de gp(E),

1 & p < + o, Il existe une sous-suilte (xr'l)n telle que chaque

¢ N

xé admette une décomposition

1] _
X = + Z avec :
n I n °’

a) i1 existe u = (u(k)) dans Qp, avec ||yn(k)|| < u(k) vy k.

k €N

b) les z, sont presque a supports disjoints : il existe une suite

(zr'l)n cw d'éléments de P(E) , & supports disjoints, telle
P
- 1
que z z! > 0 dans §Q (E).
n-»> + o©
DEMONSTRATION
Posons un(k) = ||Xn(k)|(E. Quitte & extraire une sous-suite des

(xn), on peut supposer que Vk , un(k) admet une limite u(k), lorsque

n -+ +wo, et ona (¥ (u(k))p)1/p

k
existe une sous-suite de (vn) faite d'éléments a supports presque dis-—

£ 1. Posons vn(k) = un(k) - u(k). It

joints : on peut trouver une suite (vé)n de blocs a support disjoints

€N

avec v.-v' > 0 dans lp .
n n

n-> + o
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Soit m = deb Vé. Quitte a extraire encore une sous-suite, on peut

supposer que pour tout n, vn(k) < u(k), si k< m .

Appelons (xé) la sous-suite de (Xn) correspondante. Posons

yn(k) = xn(k), k L m
= 0 sinon.
et
z k) =x (k) k>mn
n n n
= 0 sinon.
On a ly )] =u (k) = uk) + v (k) sikgm
n n n n
= 2 u(k) si k< m

et }fn(k) =0 si k> mo, d'ot a).

Pour b), posons z;(k) zn(k) si k € support vé,

0 sinon,

et les zé forment une suite a supports disjoints, avec z - z; + 0.

PROPOSITION 3

Soit (Xn) une suite étalante dans 9F(E) (1&p<+») ., Pour chaque

k € N, notons (en(k))n €N la suite fondamentale du modéle étaléd

Fk construit sur (Xn(k))k Em [(k)

(ce n'est pas nécessalirement une norme pour tout k). Il existe un

Soit|. la semi-norme de Fk

§ >0 tel que 1'on ait, pour toute suite finie de scalaires

a .,a.

120" 3

]a1e +...+ajej P Zla

1 e, (kK)+...+ ajej(k)|

+ 8y P rfag D

p
1 (k)

(en) étant la suite fondamentale du m.e. construit sur (xn)n

€ N
dans AP(E), et |.[ la norme de ce m.e.
DEMONSTRATION
On peut supposer que pour chaque k € NN, (xn(k))n ¢ N est une

bonne suite dans E et que, dans la décomposition donnée par le lemme
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précédent (yn(k))n et (zn(k))n sont de bonnes suites. La suite

€N €N

(zr'l(k))n €I définit le méme modeéle que (zn(k))rl €N’ et on a :
Lim || a; x o t..t a; x, ]’pp =
n1<...<nj 1 ] 2 (E)
> +o
. y P o4 p p
JMe o Dl y, G srasy, GO IT ey Pz, (0
n,<...<n. k 1 ] 1
L j
>+ @

foor o Pz, 0P,
j n.
]

d'oli le résultat, puisque ]|yn(k)]| < u(k) , avec u € 2P. Le nombre § est

Lim ¥ |]z G ||P = rim ||z ||
n->+ ok n >+ o QP(E)

COROLLAIRE 4

51 QP(E), 1 <p<+ oo a 21 pour modéle étalé, E a g1 pour modéle
étalé.

En effet, d'aprés la proposition précédente, le produit Qp(Fk)x gp

contient 21 ; 11 en résulte que 1'un des F, contient 21 : on obtient

k
donc, plus précisément, que pour une certaine coordonnée k, le modéle

étalé de E construit sur (xn(k))n est isomorphe 2 21.

€N

L'analogue de ce résultat pour les espaces 1P () est faux, comme

le montre le théoréme suivant, d@ a Aldous [1)]

THEOREME 5

L'espace Lz(co) admet 21 pour modéle étalé.

DEMONSTRATION
Soit (. .). . une suite double de variables aléatoires de
1,371, €N
Bernoulli (P(gi ; =1) = P(gi ; = - 1) = 1/2) indépendantes.
s 3
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Pour chaque k > 1, choisissons un entier (k) > 1 pour que

o(k) k
M Plws | Ze (| <k/2 }<1/2
. . ,J
i=1 =1
alk)
et posons Xk(w) = j§1 gk,j (w) ej , ol (ej) est la base canonique de g

Pour tout K > 1 , toute suite m1<...<mK , on a :

RN EEEND
¥ X = r H dP(w)
k=1 ™k Lz(co) Jq Ilk=1 mk||co
K a(mk)
2
= X ¥ e . (W) e. dP(y)
JQ ,|k=1 j=1 M JHCo
] HK a(K) K a(K) 9
= T T e () e. - % )X € (W) e.|| dp
o k=1 j=1 >3 3 k=1 Fo(m )+t "k’ 10
[1E s I
> 1 ( £ ¢ (W) e. dP(w)
g g 3= k=1 Mx’J 17 ¢
[ K ,
> | sup | £ e .| dP(w)
Q iga(K) k=1 k7
K K
> =P {sup | T € w) | 2 K/2}
T a® k=t e |
K : o (K) K ]
> s[1- £ P{]|Z W) > K/20})
2 j=1 L=1 m 3] |
> % (1 - 1/2) = K/4.
, . 2 L.
I1 en résulte que la suite (Xk)k>1 , dans L (co), vérifie la

propriété (é¢1), et donc que Lz(co) a 21 pour modéle étalé.

Le méme énoncé est vrai pour Lp(co), 1 < p< +w; il prouve donc que

la propriété A.B.S. ne passe pas de E 2 LP(E).
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Nous allons maintenant voir que la propriété de Banach-Saks ne

~

passe pas non plus de E a LZ(E) , ou, en d'autres termes, que E peut &tre
réflexif et n'avoir pas 21 pour modéle étalé, tandis que LZ(E) a £1
pour modele étalé (mais, bien sfir, sera réflexif). Le premier exemple de
ce type a été donné par J. Bourgain [15] . Celui que nous reproduisons

ici est di & W. Schachermayer [60] et utilise des idées assez voisines.

Commengons par quelques notations. Si A = { n1<...<nk} est un
sous—ensemble admissible de N (voir chapitre IV, § 2), écrivons pour

chaque i = 1,...,k,
u, u.

n, =2 " +v, s avec 0K v, <2 *
i i i
et posons v
t(n,) = — (0L t(n,) < 1)
i u, i
5 1

Nous dirons que A est totalement admissible si

1) A est admissible,

u.+1
2) Pour tout j avec 0 j < 2 t , il existe au plus un
: ; N ittt
n, € A tel que t(ni) €1 37 ol
g 1 g I

Par exemple un ensemble

A={ 2%y, 20y L oPtTnt Y

est totalement admissible.
u

Par ailleurs, si les u1<...<uk sont donnés avec k £ 2 f , on peut

toujours choisi les v pour que {n1,...,nk} soit totalement

ITEEEI
admissible.

L'espace que nous allons considérer est un espace de Baernstein

(chapitre IV, § 2, C) ou les ensembles admissibles sont remplacés par les

ensembles totalement admissibles. Nous noterons B1 la complétion deIK(N)

pour la norme :

/2

|| x lE = sup { (3| P. ()| 21)1 ; (A.) famille finie d'ensembles tota-
, [ ]
lement admissibles consécutifs }.
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(on a noté, comme précédemment, Pi au lieu de PA ).

]

PROPOSITION 6 L'espace B, a la propriété de Banach-Saks.

1

DEMONSTRATION

. . . 1 .
On montre comme pour B que B, ne contient ni ¢, » Dl £ 5 comme il

1
est a base inconditionnelle, il est réflexif. Nous nous contenterons donc

de montrer que B, a la propriété W.B.S.

1

Soit (xn)n € N une suite dans la boule unité de B1, tendant fai-
belement vers 0. On peut supposer que la suite (Xn)n €N est une suite de

blocs sur la base canonique (en) chaque X s'écrit

n €N °
P n+1
x = X a. e, ,
n i1
p +1
n
ou (p_) est une suite strictement croissante d'entiers.
Ph’n €N

Nous allons maintenant choisir par récurrence une sous-suite de la

suite (xn) et une suite (Mk) de parties infinies de N.

n €N k € N
Posons n, = 1, et Mo = IN. Supposons Doseeesmy choisis, et
Mo,...,Mk_1 définis.

Soit q l'entier > 1 tel que 2q-1 < p <29,

Considérons la partition de [0,1[ donnée par les ensembles [j/2q,j+1/2q[

0« j < 24,
Pour n » 1, soit pgn) = max{ lai| 3 P, < i< Pyt
t(i) € [3/29, 3+#1/7290 L
281 (n) . . . .
On a jio “j £ 1, car, pour chaque n, l'ensemble 10,...,12(]_1 des 1

choisis avec t(i) € [j/2q , j+1/2q[ forme un ensemble totalement

admissible qui peut servir a estimer lIXnIIB .
1
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Choisissons alors une sous-suilte ﬁ; de Mk N [nk+1,+q>[ telle que,

pour chaque j (0 £ j < 2q), la suite (pgn))n c ﬁ; admette une limite,

notée ”j' On aura
291
. L1
S
Soit Mk la sous-suite de ﬂ; formée des entiers n pour lesquels v j,

0<£ 3« 24 , on ait

Choisissons pour n'importe quel élément de . Nous allons montrer
P nk+1 P q

N

que T X > 0 dans B,.
1

n. 1

i}
N i No+w

Notons que si A est totalement admissible, et si k est tel que p 1 > min A,

on a, pour tout g > 1
(1 P Yy X . L 2
) allE x5 i

En effet, pour chaque j avec 0K j 29 | A contient au plus un
indice i avec t(i) e [j/2%, j+1/29[ , donc la contribution de cet

indice est au plus pj + 274 , et en sommant sur j, on obtient (1).

N
Soit N » 1 et soit x = ¥ x_ . Soit (A ) _ une famille d'ensembles
Z n 2 9=1, ..,L
k=1 k
L
totalement admissibles consécutifs. 01 veucr estimer: ba || P < l|2
9=1 '3 1

Pour 1 £ k £ N, posons

I() = {g € N ;minA ¢ [Pnk”, pnk+1 1}
et vy(k) = max I(k).

Les ensembles A2 dont 1'indice est dans I(k) sont contenus dans

le support de x , sauf peut €tre A\)(k)'

154



Les ensembles AR dont 1'indice est dans I(k) sont contenus dans le

support de X sauf peut étre Av

. (k)"
ona |[Px]|], = llp,x ||, si]2€¢ I(k)
b EIm T T g v
et donc
> e, x||?2 = = Hx 112+ | . . x]]2
per ¥ ' e “k”‘ INORIE
W% (k)
2 2
b2
(2) %€ 1K) HPIQ’XH1 N HP\)(k) X”1 .

Décomposons Av( en A

10 N Ab(k)U Ag(k) , avec

A n [o,Pn +1] , A;(k) = A\)(k)\ A\')(k).

V) T A .

—

ona: |le, x|ly= Ik, ox <
A\)(k) i A\)(k) nk 1

P XH H P,n (X +.
Nky ! AJ) P+

D'ot finalement, pour 1 £ k < N,

et I et )H1 L2, dtaprés (1).
N

e xll T 10,
2 € I(k)
et donc £z lp i< on,
k L €I(k) N —
e : 1 VvV 10
et ,|x|| < V10 N, ce qul prouve que |I = I X || < - , et
B ’ Ny m B Y VT

achéve la démonstration de la proposition.

PROPOSITION 7

L'espace LZ(B1) n'a pas la propriété de Banach-Saks.

. 2 N . P Lo s
Nous montrerons en fait que L"(B{) a un modele étalé isométrique

.

1 .
a3 %°. Pour cela, nous aurons besoin d'un lemme :
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LEMME 8

Soient k 21 et €>0, Ilexiste unentier N(k;e)tel que si N > N(k;e),

si Z1""’Zk sont des variables indépendantes, définies sur (Q,@,P),

& valeurs dans {1,...,N} et uniformément distribudes, on ait

P(CU {zZ.=2.D <ce.
L. i i
i#]
La démonstration de ce lemme est élémentaire ; nous la laissons

au lecteur.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes, a

n ¢N

valeurs dans B,, chaque X_ prenant les valeurs e ,e seees€ .
1 n | n

y 2 +1 2 =1

avec probabilité 1/2".

La suite (Xn)n tend vers O presque silirement, et, puisque |]XnQu)l|B

£ 1 pour tout W, elle converge faiblement vers O, dans LP(B1) y 1 & plt oo,

Nous allons montrer que, pour tout k > 1

k

Lim Inf{ ll%- g X |

;s u L u,$...< €, = x}=1
u. 2 >N Y S

u T +® i=1 i L (B1)
et ceci prouvera notre assertion. Il suffit a 1'évidence de supposer

E, = +1.
i

Fixons k » 1 et € > 0, et soit N donné par le lemme. Choisissons

n epe s .
u avec 2 > max(k,N), et u1<...<uk, avec u, > u. Définissons des variables

aléatoires Z1""’Zk a valeurs dans {1,...,2u1+1} , par :
Zi(w) =m si Xu.(w) = e y; et
i 2 T4y,
i
Hi Y4 m—1 m
62 ") = v, /2 " e | TR IR [
2 2

On peut alors trouver Q1 c ), avec P(Q1) > 1-¢g, tel que si w (521,
la suite Z1(w),...,Zk(uD a toutes ses valeurs distinctes.
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u
Cela signifie que les indices 2 1+ Viseees 2uk+ Vi forment un ensemble

toatlement admissible noté A(w). On peut alors écrire :

1 k 1 k
1 >1: X, @l > 12,0y % =X, @I, =1
1 1 1 1
Il en résulte que
JHl ;X (w)||2 dp = [ Hl 1}EX (oo)[]2 dP(w)
M s, J91k1ui B,
k
[ II1 2
+ — X W]ls drw)
19\91 T R
>1 -

ce qui prouve notre assertion.

REMARQUE : Cette démonstration montre que Lp(B1) n'a pas la propriété de

Banach-Saks si 1 < p < + o, et que L1(B1) n'a pas la propriété W.B.S.

Le dual de B, posséde une propriété analogue relativement a S

1

PROPOSITION 9

B; n'a pas ¢ pour modéle étalé, mais Lz(Bi) a c_ pour modéle étalé.

DEMONSTRATION

La premiére assertion est claire, & partir de la proposition IIL,4,2

B1 est réflexif et n'a pas 21 pour modéle étalé, donc aucun quotient de

B; n'a ¢ pour modele étalé.

. 2 s . oo
Nous allons maintenant montrer que L (B;) a un modeéle étalé iso-
métrique a S

Considérons les v.a. (Xn) définies précédemment. Nous allons

n€& NN
montrer que, pour tout k > 1,
k

lim  sup { ﬂZ e, X || ;
u>+ i=1 1 % LZ(B;)
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et cecl prouvera notre assertion. 11 suffit a 1'"évidence de supposer

e =+ 1.
1

Fixons k > 1 et ¢ > O et soit N donné par le lemme 8. Choisissons

u avec 2" > max{(k,N), et u1<...<uk, avec u, > u, définissons des variables

. N uq+ N ..
aléatoires Z1""’Zk’ a valeurs dans {1,...,2 L 1} , comme a la proposition

précédente. On peut alors trouver @ < & avec P(QP > 1-¢, tel que si

u)c:Q1 , l'ensemble A' = { n1<...<nk} correspondant aux indices des

Xu (w),...,Xu (w) soit totalement admissible. On obtient :

1 k
k k
| = X, @{lg =sup{] < X (,x>], [|x]|[5 <1}
i=1 i i=1 "1 1
k
< sup{] < .z Xui(w)’x >[5 |2y x[I< 1}

= 1.

En intégrant, on obtient

HI;ZX Ik <l : x W |2, ap) + | | v x (W || 2, dPw)
1% L) R JQ\Q; i=t Y By

2 . .
L1 +k7g , et ceci prouve notre assertion.

On voit donc, en conclusion, que le comportement des M-propriétés
"n'avoir pas 21 pour modeéle étalé" et "n'avoir pas ¢, pour modéle étalé"
est loin d'@tre aussi satisfaisant que le comportement de la réflexivité ou
de la super-réflexivité, a 1'égard, tout du moins, du passage de E a LZ(E).
Mais 1'étude, par exemple, de la M-réflexivité peut cependant avoir un
certain intérét. Une autre question que suggeérent les exemples ci-dessus
est la suivante : peut-on caractériser sur E le fait que LZ(E) ait la

propriété de Banach-Saks ?
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CHAPITRE VI

EXTENSIONS DE TYPE 2

I. EXTENSIONS LOCALEMENT DE TYPE lp

Notre but dans ce paragraphe, est de démontrer un résultat de
J.L. Krivine [44 ] sur la finie représentabilité de P ou c, sur des
blocs d'une suite de points dans un espace de dimension infinie.

Nous allons d'abord donner les définitions nécessaires, en termes
d'extensions ou de modéles étalés. Le résultat s'énonce en effet naturelle-
ment dans ce cadre. Mentionnons que, & la différence de [44] , nous

supposerons que E est un Banach complexe. Le cas réel est plus simple.

DEFINITION 1

Soit E un espace de Banach complexe,(xk)k 5, 1 une suite étalante

‘4
dans E, % 1'extension associde. Soient n 2 1 et € > O . Nous dirons
que ¥ est une ¢ Q%n) extension de E (1 & p & +o) si la suite

fondamentale (ei)i 5 1 du modéle étalé F vérifie pour tout x € E
4

et toute suite (a1,...,an) de scalaires
- s1ip< + w:
n
P11
(1-0) |Jx+( = |a, [H)!Pe,

i=1 i=1 1=1

-sip=+

n
(-0 || xeCmax o)) e || < Jlx+ Tag e[l € (0] x + Cmax fag e, ||
1€1<n” i=t 1<ign
Rappelons que, si (xk) est une suite dans un espace de Banach,
n. k1
j+1
les blocs z. = 2 a, X: o consécutifs sur la suite (Xk)k>1 ,
nj+1
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sont dits isonémes (voir chap. I, § 7) s'ils utilisent les mémes

coefficients :

o4y o ete...

Le théoréme de J.L. Krivine est alors

THEOREME 2

Soit (xk)k S 1 une suite étalante dans un espace de Banach. Pour
7
un certain p , 1 £ p £ + », on peut, pour chaque n 2 | et chaque

£ > 0, trouver une suite de blocs isonbmes (zk)k NRY construits
v
)

sur (x telle que 1'extension de E construite sur (zk)

Kk 31 ko> 1

soit une E-REH) extension.

Utilisant la définition de 1'extension, il en résulte immédiatement :

COROLLAIRE 3

Soit (Xk) une suite bornée dans un espace de Banach, sans sous-

k>1
suite convergente. Pour un certain p,1 £ p £ + ® , on peut, pour

chaque n > 1 et chaque € > 0 , trouver une suite de blocs isonbmes
(zk)k>1 , construits sur (Xk)k24 , telle que n quelconques parmi

les Zp engendrent un sous-espace (1+¢)-1isomorphe a QED) .

La démonstration sera décomposée en plusieurs étapes. Les résultats

obtenus au cours de ces étapes présentent par eux-mémes un certain intérét.

Pour préciser quantitativement le caractére inconditionnel des

suites fondamentales, nous aurons besoin de la notion suivante :

DEFINITION 4

Soit G un sous-groupe du cercle trigonométrique. Soit (ei)i>1

la suite fondamentale d'une extension de E. Soit € > 0. Nous dirons

que la suite (e.).> est (1+c£)-G-invariante au dessus de E si,
i’1

>1
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pour tout x de E, pour toute suite finie (a.).
17121

d'éléments de G, on a :

de scalaires,
pour toute suite finie (71)i>1
e

R e R R I R
/4 v e

Si G =€, le cercle trigonométrique, nous dirons simplement
que (ei)i>1 est (1+¢)-inconditionnelle au-dessus de E. Cela implique,
“

bien entendu, que la suite (ei). est inconditionnelle au sens usuel,

1>1
avec une constante de basicité inconditionnelle au plus égale a He

THEOREME 5
. M
, _ 2ipm/27 M .
Pour M21, soit GM ={e ; 0L p<K2 } . os1 (Xn)n21 est une

suite étalante d'un espace de Banach E, on peut, pour tout ¢ >0

trouver une suilte (zk)k>/1 de blocs isonfmes sur la suite (Xn)n21
telle que la suite fondamentale (fi)i>1 du modéle étalé défini
v
. +E)— . . _ .
sur (zk)k21 soit (1+¢€) GM invariante au-dessus de E

DEMONSTRATION (1'idée en est empruntée a D.J.H. Garling [31] )

Soit € >0, M>1 . Soit (ei)i>1 la suite fondamentale du modéle

est écartable au-dessus de E, et

)

étalé sur (x ) La suite (e.).
n i’i

n>1’ >1
quitte a4 la remplacer, si nécessaire, par (e , on peut la

21 %2i+17 i1

supposer 1-sous—-symétrique au-dessus de E, ce que nous ferons désormais.

M 2ipn/2™ ,
Pour p = 0,...,2 -1 , posons Ep = e . Notons S 1'opérateur

de shift sur la suite (ei). (défini par S e; = e, ).

121 1+1
My
Posons u= ¥ € e_ , et fixons un entier N, N > t/e .
- P P
p=0
Posons enfin : 8N-1 . . 2M
£,o= ¥ (1 -|E23h ¢
1 . 4n
3=1
et, si i > 1 M
£ - SSN(1—1)2 ¢
i 1
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I1 est clair sur la définition que les (fi)i>1 sont des blocs
v

isondmes sur la suite (e.). .
17121

Par ailleurs, si 1'on pose

oMoy
y = € X et
b0 PP
8N-1 , . M
_ _ 4N-731 j+2
Z1 = j.:=1 1 ' N ')S y

et pour i > 1,

. M
_ SBN(1—1)2 ;

i 1°

(S étant cette fois le shift sur (Xn)n>1)’ il est clair que la suite
s
(fi)i est la suite fondamentale du modele étalé défini sur la suite

(Zi)i , sulte de blocs isondmes sur les X

Soient m > 1 p(1),...,p(m) des entiers entre O et 2M—1. Pour

montrer le théoreme, nous allons estimer des différences du genre :

m m
A= | llxs 3 oe gya £l - ||x+iz;:1 a, £l |

i=1

Posons fi = Sp(l) fi i=1,...,m.

Puisque la suite (fi)i> est écartable, on a

1

Ix+ T = llx+ 1
x+ ¥ € .va, f.]l =|lx+ T e ., a, £l
=1 p(i) “1i "1 =1 p(1) "1 "1
On en déduit que m
v
Al zoay (epy £ - £ ]
1=1
Posons maintenant, pour i = 1,...,m :
4N : 2M p(i)
ni=}2 sd- z € Sk ,
=1 k=0
. M
_ GBN(i-1)2
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_ Q4N
0. =87(¢)

N

On vérifie directement par le calcul (utilisant 1'identité

ep Eq = €p+q) que, pour i = 1,...,m :

£ ! - 0.)

i T 5@ ot %%

I1 en résulte

1 m
Acqp b = oa (g - 0p
1=1
’ m m
Sm(ll 2 a; Ci” +H.Zai®H)
1=1 1=1
1 M
< ﬁ‘” fai Ki”'

Or, on peut écrire :

M B

m
Toakll <2l T oa g
i=1 1=1

En effet, le support de chaque Ki correspond au 'centre'" du support
4N-j

du fi : la condition 2N+1 £ j & 6N implique que 1 —| A

] > 1/2 , et la
1-sous-symétrie montre 1'inégalité.

1 m

m
I1 en résulte que A N ||f a; fi|| < el f a; fili’ et le théoréme

5 est démontré.

COROLLAIRE 6

Pour € > 0 et K > 1 fixés si M a été choisi suffisament grand
. € .

pour que les points de GM forment un ¥ Tréseau dans le cercle

trigonométrique, tout K-uple de blocs isonémes sur les (zj)j

€N
est (1+2€)~inconditionnel au~dessus de E.
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. . . . . +
Nous aurons besoin d'avoir une suite fondamentale indexée par Q
et non par N. Ceci est aisément réalisé de la facon suivante :

Soit (zj). la suite de blocs sur (nu)u> donnée par le théoréme 5 ;

i >1

€ Q+ avec d1<...<d2 , pour x € E et

définissons pour £ > 1 d1,...,d

L
a1,...,a2 € C:

.

j
(1) [[x+ Za g || = Llim | x +
i=1 i n1<...<n. i
j
+ + o

1 M.

a; zn.IF |lx * 'Z a; fiH
1 1=1

1

La quantité [lx + a ne dépend pas de d <...<dj, pourvu

1

™Mo

1

i=1

que ces rationnels soient dans cet ordre, et 1'on a, d'aprés le théoreme 5 :

(2) l[x + X v, a < (1+€) le + ¥ a

g, |l g, |l
iy1 11 di ™ i>1 i di ’

pour tout x € E, toute suite finie (Yi) d'éléments de GM, toute suite

i1

finie de scalaires (ai)i>1 et toute suite finie strictement croissante
e

de rationnels di'

Cette suite (gd) vérifie également les conclusions du

d € qf
corollaire 6.

Pour démontrer le théoreéeme de J.L. Krivine, nous suivrons partiel-
lement H. Lemberg [49] , et nous aurons besoin de quelques résultats
concernant les points—frontieres du spectre d'un opérateur. Ces résultats
sont bien connus (voir p. ex. H. Dowson [27] ) ; nous en donnons la

démonstration par souci d'&@tre complet.

LEMME 6 :

Soit E un espace de Banach, T une application linéaire continue -
de E dans E, A un point de la frontiére du spectre de T. Il existe

une suite (un)n> de points de E, de norme 1, avec

>1

Tu - du > O .
n - n
n-> + o

164



DEMONSTRATION

On se raméne, en remplacant T par T- A1, au cas ou T est non inver-—
sible et O est dans la frontiére de son spectre. Si la conclusion est

fausse, il existe C > 0 tel que

vaer, [Im| yofx]-
Puisque O est dans la frontiére du spectre on peut trouver g €( |p| <cl/2,

tel que T-pI soit inversible. Posons
Q= T (- (- ™,
n>0

Six €E, siy= (T—HI)—1 , onax=Ty - pyy, , et donc

Fxll > 1y ll=lyll > 5 lI3]l s done || w07« 2/c. come [u] < c/2,

la série qui définit Q est normalement convergente, et l'on a TQ = QT = I ;

I1 en résulte que T est inversible, ce qui contredit 1'hypothése.

LEMME 7

Soit E un espace de Banach, T et U deux applications linéaires
continues sur E, qui commutent, et ) un point de la frontiére du
spectre de T.

Il existe un point u du spectre de U et une suite (vn)n de points

>1
de norme 1! dans E, tels que

Tv. -\ v_ > 0 5 Uv_—- v - 0
n n n n
n + oo n > + o

DEMONSTRATION

. . .. ~ N, .

Soit % un ultrafiltre non trivial sur N, et E = E /% 1'ultrapuissance
associée. Les opérateurs T et U s'étendent naturellement 2 E , en des
opérateurs T,U . Si u = (un)n>1 est la suite donnée par le lemme 6, pour

>

un A dans la frontiere du spectre de S, on obtient
Tu=)}u.

Soit Z = {y € E: %& = Ay} . C'est un sous—espace fermé de E, non

réduit a {0}, et invariant par u, puisque T et U commutent.
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Soit p un point frontiére du spectre de ﬂ]z. D'aprés le lemme 6, on peut

trouver une suite"(zn)n normalisée dans Z, telle que

>1
U zn uzn
n -+ o
Par conséquent, dans 1'ultrapuissance ¥ = ENﬁW , 11 existe un
P, N ) 3
élément W de norme 1, avec U W = pwet ?w = )w. (on a noté ¥ et T les

~ ~ [~
extensions de U et T 3 E).

~

Mais E se plonge isométriquement dans une ultrapuissance ENﬁW' .
ou %' est 1'image par une bijection de N x & sur N d'un ultrafiltre plus

fin que W X% . 11 existe donc une suite (Vn)n> de points de E, de norme

>1
1, telle que

Tv. - Av. > O ; Uv - uv_+ O
n n n n_,

U’ U

On en déduit que cette convergence a lieu pour une sous-suite des

v o et le lemme est démontré.

De la méme fagon, on obtient

LEMME 8 :
Soit (Si)i—1 N une famille finie d'endomorphismes, commutant
_’Qt.,
deux a deux, et A1 un élément de la frontiére du spectre de S1. I1
existe KZ,...,XN , appartenant aux Spectres respectifs de SZ""’SN'

et une suite normalisée (vk) dans E, avec, pour tout j > 1 :

k>1

S. v, = A. v =0 .
]k Jkk—>+oo
Donnons & présent la preuve du théoréme 2.
Soit € > 0 et K > 1 fixés. Considérons M tel que GM constitue un
2 . _ .
€/16K” réseau dans le cercle trigonométrique et prenons la suite

(gd)d € o donnée par la remarque suivant le corollaire 6.

Cette suite est donc
. I.M.E. au-dessus de E.

. (t+g) - Gy inconditionnelle au-dessus de E.
_ P €
. tout K-uple de blocs isonbmes de (gd)d ¢ qt est (1+ B )

inconditionnel au—-dessus de E.
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+

(Q)

Nous noterons & la complétion de E x € pour la norme définie

en (1) et G le sous-espace engendré par les (gd)d cg-nloil "

Si £ €%, nous notons fE sa composante dans E et f(d) sa coordonnée

sur g, : ces composantes sont bien définies et sont uniques a cause de

1'inconditionnalité de (gd) au-dessus de E.

Pour 1 > 1, on définit un endomorphisme Si , de @ dans lui-méme,
par :

i-1
(Sif)(d) = 3y f(id-k) 1 " Eil[ s

k=0 [I" 1

de@n [0,1[ et (S.8), = fro

En d'autres termes, Si se réduit a l'identité sur E, et, sur G,

consiste & reproduire i fois les éléments de G sur les segments consécutifs

, — [ , 0L k <1 . Par exemple, pour i=2,

(8,£) (d) £(24d) si d ¢ [0,1/2] ,

£(2d-1)  si d e [1/2,1]

I1 est facile de vérifier que S. S. = 5. S. = S.. et que S, = Id .
1 ] ] 1 1] 1 g

LEMME 9

si £ €G, on a, pour tout i » 1 || f]| < ]ISif|| & i |[£]]. De plus,

si Ai est un élément de la frontiere de Sil ,onalg |Xi| < 1.
G
DEMONSTRATION
i-1
ona ||S.fl] =|| £ £ £@Ed-k) 1 @ gl >
1 d k=0 ko kry d
i i
> ||z £(1d) 1 ;D ggll s
d [O’ ""[
1
= ' =
- || 3’ £(d") ngi” |Ifl
et de méme
i-1 .
T e
1 i



i-1
:

||z f(id-k) 1
k d

(d) g ,
o ok a ll

-
]

<L IE]

D'apres le lemme 7 si Ai est un point frontiere du spectre de Si’
il existe une suite (f ) telle que S. £ - . f_ -> 0 ; on en déduit que
n’ n>1 1 n 1 n

U VYR I P

Z-

Choisissons donc un élément frontiere, Ays du spectre de 82 et

posons
Log 2

p=m;[ Si [>\2|>1

p=+ © si iAZI = 1.

Soit alors N un entier tel que chaque point de la boule unité

[o0]
positive de %K) soit & distance au plus é% d'un point dont les coordonnées
sont de la forme (i—IS )1/p ixg N cecl en norme dans 21
N >EY K i (K)
1 3 . .
D'aprés le corollaire 9 on peut trouver des (Ai)3si$N et une suilte
= - N*
(Vn)nZJ telle que ||vn|] 1 ,neN » Vv € G et
S.v. -~ A, v.~> O i=1,...N
i n i 'n
n-» o
(A1 =1 ; AZ a déja été choisi).
On peut supposer que chaque v, et a support fini sur les 84 » soit
k) ()
Vo T 2 0‘K gd
k=1 k
k(n)
(n)
Posons alors Bom - z ak 84
’ k =1 k+n
Pour n fixé, gn,m est une suite de blocs isondmes sur les (gd)d€ Q+
et g _ a son "support" dans [m,m+1[ (par définition, le support de S

est 1l'ensemble des d € Q+ tels que g m(d) # 0).
b
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Nous noterons supp £ < supp g si Vd ¢ supp £, Vd' € suppg, d < d' .

LEMME 10

Soient n, & deux entiers > 1 et f,g €%¢ , avec :

supp £ < supp Si(gn,l) < supp g

i-1
supp £ < supp ( X g, 2+i) < supp g .
=0 ™
i=1
ators |lf + s, ) +ell =llf+ = g, vell.
=0 ™

DEMONSTRATION

C'est une conséquence immédiate de la propsirét d'écartabilité de la

famille (gd).

En particulier, pour chaque £, on a :

et ceci peut étre rendu < € , pour tout i K N, en choisissant n assez

= |I's, fr(lN) - AL e )

S; 8ao " 8yl

grand. On aura alors

i
(3) |Hf+JEO tnge T8I E+A 8 o+l e
Soit maintenant#,n un ultrafiltre non trivial sur N. Définissons une
norme sur!KON) par :
Iza; ell = lim [[Ta; g ;|
1 n —-+4+ o 1
U
LEMME 11 gk_1
1° Pour tout L& Net k 2 1 ||z e.ll = |k2lk.
i=o '
- o177,

2°) pour tout & & N ]KRI

DEMONSTRATION 1) Pour & < N on a d'apres (3)

IIJL_1 | IIR_1 1= 12
I e, = 1lim I g .|| =|A .
i=p © n, U i—g Wl L



Ceci prouve 1) pour k = 1 ; admettons la propriété pour l'entier k. On a :

k .k . k.
I . R Lo
r o e.’l|= % b3 e. = lim b3 )y g .
ico 1 =1 i=(j—1)2k 1|| n Hj=1 i=(j—1)£k n,1 ”

et en utilisant (3) et 1'hypothése de récurrence on obtient

2°) Pour chaque n, la suite (gn m)

est IME , la suite (e.).
,m m>1 171

>1
1'est donc aussi.

En particulier la suite des normes

2 .
(]| = eiH ) .y est croissante.
i=1 Lz

Donc si 1 et j sont inférieurs ou égaux a N, on a pour tout m > 1

et tout k > 1

sii"¢ % alors 3"« |Aj|k ,
(4)
si i > jk alors [xﬂ m 2' Xﬂk.
Les conditions (4) impliquent que si 1'un des A vérifie [Ail = 1

avec 1 > 1, il en est de méme de tous les autres : dans ce cas p = +w

Exception ce cas et pour chaque N > ¢ > 1 définissons p_ (avec
1 & p. < +) par p = _log g L
2 L log ),

Supposons que pour deux indices i,j > 1 on ait P; < pj et choisissons

m et k en sorte que
Log i pj m Log i
Lk < == —=—

N

Log ] p; Log ]

m ]

on aura jk )-im et |)\j|k < l)i]m , ce qui contredit (4).

Donc V 1,] 1< i, &N »P; = P, et le lemme est établi

1/p

(rappelons que 1'on a toujours X1 =1 =1 pour tout p€ [ 1+w]!).
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LEMME 13

sik,e ,M, pet N sont choisis comme précédemment, si n est assez

grand , la suite (g_ m)m €N

extension de E.

de blocs isonbmes a \A définit

_oP
une € R(k)

DEMONSTRATION

Distinguons 2 cas.
1) p < +o,
Choisissons n assez grand pour que si 1 & N

HTi Vn ~ >‘i Vn .||S e/8k
i

On a donc, si supp(x) < supp( = gn,q+j) < supp(y)
i-1
0 gy * 7l g Il | < m
A présent, si les mq 1< q<£ k sont des entiers avec mq R g et x¢ E,
on a :
K AI“q 1/p :
z - z <k 8k
| HX+q=1 ]HJ my gn’qll 1 X+q=1 gn,qu e/
k
< N 1/p
P = 2 <k =< N. A =
olt q=1mq N (| mq’ m )
Mais puisque P K N
P P t/p
z - P <e [8k.
B A R
La (1 +€ /8k) inconditionalité de (gn,q)LSqék permet alors d'écrire :
k k
1/ - 1/p
e Eomlo gy gl = e (Emp P Il

1/ k 1/
< (k+1) /8 + P /P g/gk + ( Z my Pye /8K

q=1
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Soit encore

K mqk 1/p : g 1/p
| H“q; K7 gy gl Il X7 <q§ ) g

k mk

< G g+ EDVP ak v (1 (P sai.

<
N N ot

A présent pour terminer :

k
Soit (o) une suite de complexes avec ( ¥ fu [p)1/p < 1.
q" qgk q=1 4

k m k
On choisit des (mq)qsk tels que q§1| 'uql - (H%_)1/P] & ¢/8k ; en particulier
k mk1/
s ()P ¢ 1+ g/8k.
N
q=1
K K py1/p
e A lxe zags, ol - e Glleg s ]
/ « py1/p
< Ve = Jagl e, - lx+ o] 1]
gq=1 1
+ k ¢/8k
par (1 +€/8k) inconditionnalité.
Enfin
ke . Itk (1/p € k P\1/p ¢ € £
A\<8k'+(N) 8k+(N) W+(1+§E)§E
< € . Ce qui achéve la preuve pour p < +o .
2) p = +o:

La preuve est beaucoup plus simple, elle est laissée au lecteur.

A présent pour montrer le théoréme 2, il suffit de prouver qu'il existe

un méme p € [1+ ®] valable pour tout ¢ > 0 et tout k entier.

Pour cela fixons k en un premier temps, et considérons 1'ensemble

Ak={ M%x) ; NEN }.
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Si cet ensemble est fini, il existe un p(k) qui convient pour une infinité
de valeurs de n et la question ne se pose pas.

Dans le cas contraire soit p(k) un point d'accumulation de 1'ensemble
Ak dans [1 + ],
Choisissons n en sorte que % <-§ et si Of ey sont des complexes
‘ - £
l H (ai)”p(k) H (OLl)HP(rll ,k)l < 4 H (Oti)Hp(k)
k 1/
(ot [l Cap |l =« 7 o, [ 719

Alors

k k
k
[l x oo ey I = Ilxs Cx fog |PO)P0) <
q=1 ’ q=1
1 , €
el gy lepl,g
€ € €
< Cgaep e Hepll g
p(%,k)
ce qui prouve que la suite 8, q qui donnait une 7 Qk extension

donne également une E—Qi(k) extension.

A présent nous avons montré que pour chaque k il existe p(k) € [1 + =]
tel que pour tout € > O on puisse trouver des blocs isondmes de notre
. . . k .
suite de départ, dont l'extension est une € —Qﬁ( ) extension.
Un raisonnement en tout point semblable au précédent , permet de

trouver un p € [1+ ] valable pour tout € > O et tout k C N.

2. EXTENSION DE TYPE 2 P.

Nous dirons qu'une extension .# est une e-2P extension de E
(>0, 1 <p< +®) gi, pour tout n > 1, c'est une E-Kﬁn) extension
au sens de la définition 1, du paragraphe précédent. Pour p = + ® , nous

parlerons de co—extension .
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En particulier (pour € = 0), % sera une 2P-extension si sa suite

fondamentale (en) vérifie
i
I xezag el = llx+ 2 agD'P e

pour tout x € E et toute suite finie de scalaires (ai)

THEOREME 1

Si % est une P-extension de E (1<p<+®) (resp. une co—extension),
définie par une suite étalante (Xn)n € N il existe une sous-suite

(y.) de la suite (xn)

0 €N telle gque, pour tout k21, (yn)

n €N n>k

soit (1 + %))équivalente a la base canonique de 2P {resp. co)
c'est-a-dire vérifie

1 1
(1 -2 ]aiIP) /p <|l = a Yill < @ +_%)< 5| ailp)1/p
pour toute suite finie de scalaires O TP

DEMONSTRATION

Fixons € > 0. Nous allons construire une sulte décroissante de

parties infinies de N, notées Nk , avec ng = min Nk strictement crolssant.

Choisissons un ensemble infinilN1 c N tel que, si m, n {lN1, on ait

VoBER ,

- P py1/p
| 1o x o+ anfl | (Ja]® + |85 xnll, <g/2
et prenons n, = minIN1.
Supposons N1""’Nk choisis et soient n, = min N1,...,nk = Min Nk’
avec n,<...<n, . Considérons l'espace vectoriel engendré par x ,...,x .
1 k n n
1 k
Choisissons un Ek - réseau dans la boule unité de cet espace vectoriel
6.2

~ .. . . k
appelons-le Fk.De méme, choisissons Gk qui soit un €/64.2 réseau dans la

boule unité de 2P . , pour la norme de 2(2).

(2)
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Par définition d'une 2P extension, on peut trouverlNk+1c: Nk tel que
Vx €F , V(0B €6 , Ymn €N,
1 .
I o e ] - D Claf®+ 8P [[] ¢ o3

On en déduit que pour tout x € spani X seeesX }, tous a , B e K,

1 k
tous m,n c Nk+1

(1) I IIX tox o+ an]]_[tx + (Iuip + lBlp)1/pxn||l

<2 % maxl || x|, (Jal®+ [8/DP )

Nous posons nyq = mn mk+1 . Nous allons montrer que la suite
(xn ) = (yk) ainsi construite posséde la propriété annoncée.
k
N
Soient maintenant N > 1 et 8150058y des scalaires avec X Iailp = 1.
k=1
En appliquant N-1 fois 1'inégalité (1), on obtient :
N ;
L oa x_ || -1 |<gemax {1 ; max || a, x_ ||}
(2) k=1 & Dy G 1< Tk
Supposons le maximum de JI|Z a, X ll atteint pour jo 1$jO$N R
1
on aura, appliquant a nouveau ce raisonnement :
o 3o Pt/ 1o
|[ b3 a X [I& (z lak] ) | max (1, || py a, x [l)
k=1 e k=1 k=1~ Tk
et donc ll ;? a X, || £ Tég
k=1 k

N
. 1-2¢ 1
I1 en résulte alors de (2) que e < I = a, xnk|| < 9

1

Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit maintenant,

prenmant € =1, 1/2,...,1/m,1/m+1 ,..., d'extraire des sous suites (x(m)) ,
> nk k>/1
. (m) . s (m-1)

m> 1, la suite (xnk )k21 étant une sous-suite de (x )k21 , et de
. . (m)

prendre la suite diagonale (xn )m21

m
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Le théoréme 2 du précédent paragraphe et le théoréme 1 ci-dessus

montrent bien la différence entre des Q?n)—extensions et des Qp—extensions

les premiéres peuvent €tre réalisées sur des blocs de n'importe quelle

suite étalante, les secondes exigent que la suite ait elle-méme une sous-
suite équivalente 3 la base de 2P,
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CHAPITRE VII
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Dans ce chapitre, nous étudions une classe d'espaces de Banach, qui
a été introduite par J.L. Krivine et B. Maurey [ 46] pour étendre le

théoreme suivant, di a A. Aldous [ 2 ]

THEOREME

. . . . R 1 .
Si E est un sous-espace fermé de dimension infinie de L , i1

existe un p, 1 £ p < + ®», tel que E contienne un sous-espace isomorphe
a 2P

Suivant J.L. Krivine et B. Maurey, nous allons maintenant développer
la théorie des espaces stables et examiner comment les notions introduites
se rattachent a celles de modéle étalé et d'extension. Comme [46] , nous

nous limitons aux espaces séparables.

1. TYPES SUR UN ESPACE DE BANACH SEPARABLE.

Soit E un espace de Banach séparable. Pour chaque a € E, on note

Ta(x) la fonction

(N 1,6 = fla s x|,

—

et on l'appelle type sur E réalisé par a. Notons & = { T,3aCE }

1'ensemble des types réalisés ; c'est un sous-ensemble de RE. L'espace RE
est muni de la topologie produit (topologie de la convergence simple sur

les éléments de E) ; on note J et on appelle espace des types sur E la

fermeture de & dans RE .

PROPOSITION 1

L'espace J est métrisable, séparable, et localement compact.
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DEMONSTRATION

Les types sur E sont des fonctions contractantes sur
E:] tx) - W(y)| < Hlx-y || (cette propriété est vraie pour les types
réalisés, elle s'étend aux autres par densité de & dans .7 ). Notons A une
partie dénombrable dense dans E. L'espace .7 est donc un sous-espace de BA

muni de la topologie produit, qui est un espace métrisable et séparable.

Pour chaque r > 0, notons Cﬁ; = {1€97; 1(0)«r}. Cet ensemble
est compact, car il est fermé dans le compact m [ o,r+ HXH 1 ( gﬁ}
x € E

est contenu dans ce compact, car, pour chaque x, T(x) & T(0) + || x H ).

Si donc T est un type gquelconque sur E, 1l'ensemble !

{oc €7;6(0) £ 1(0) + 1} est un voisinage compact de T.

L'ensemble 7 étant métrisable , chaque type T est limite d'une
suite d'éléments de €. On peut donc trouver une suite (xn)n>1 d'éléments
‘s

de E et un ultrafiltre U sur N tels que :

(2) 1(x) = Lim H a + x
n,U o

La suite (a_) peut 8tre prise bornée dans E, puisque Lim||x_ || = t(0).
n'n>l n

-

U 0 dans E, on a

I1 est clair que si xé est une autre suite avec an—aé

aussi T(x) = Lim Iian + x || ; en d'autres termes, si 3 est 1'élément de

1'ultrapuissance EN/U , on a :

1) = |5+ x| ,
Ny

Si on extrait de la suite (an)n> étalante, le

21

une suite (a')
n ' n>1

d
type T assocle est T (x) = IIX + e1’l ,

avec les notations du chapitre I.

Inversement, il est clair que si une suite bornée (an) ,q et un
nz

ultrafiltre U sur N sont donnés, la formule (2) définit un type sur E,

qui est limite des types réalisés LU Ce type sera noté T( ou

a ),u”’
n n

plus simplement’r(a ye
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La seule opération qui puisse a priori etre définie sur J est

la dilatation par un scalaire ). Sur & , elle est définie par

Dy T, () = [[x +al] = A 1, =1,

et cette définition s'étend par densité a3 J . Il en résulte que si 1 ¢ 7 ,

si T - T, on a
a 02/
n

DAT(X) = L;mllx + AanH

2. ESPACES DE BANACH STABLES.

DEFINITION :

On dira gqu'un espace de Banach E est stable si, pour toutes suites

(Xn)n>1 et (ym)m24 , tous ultrafiltres U, V surWN , on a :

(3) Lim Lim ||x_+y = Lim Lim X_ +y
n,U m,V n " Vul mV n,U 10 * ¥l

L'exemple le plus immédiat d'espace stable est 1'espace de Hilbert,

pulsque 2 2 2
g * vl 7 = %7 vl ™+ 2 Re <y >
et si x = Lim X, ., pour o(E,E")
U
y = Lém Yo
Lim Lim <x_,y > = <x,y>
n,U m,V nom
= Lim Lim <X LY > -
m,V n,U
A 1'inverse, 1'espace c¢_n'est pas stable : si (x_) est la base
o) n'n>1

canonique et (ym)m>1 la base sommante, il est aisé de voir que (3) n'est

pas satisfait.

Les espaces LP (1 < p < +%) sont stables. Nous renvoyons 2 [ 46]

pour la démonstration de ce résultat.

Dans un espace stable, on peut définir une nouvelle opération sur

1'ensemble des types, appelée convolution.
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PROPOSITION 2

Soit E un espace stable, ¢ et T deux types sur E.

La formule :

(4) (g # T)(x) = Lim Lim[lx +x_ +y Il , X € E,
n m
n,U m,V
s1 T, — O et T, —2 T »
n U Tm v

définit un type sur E, appelé produit de convolution de ¢ et T.

Cette opération est commutative, et séparément continue.

DEMONSTRATION

I1 faut tout d'abord vérifier que cette définition a un sens,

(y )

c'est-3-dire qu'elle est indépendante des suites bornées (x
t r ! p € S ( n)n21 ’ m m>1

et des ultrafiltres U et V, tels que
Ty — 0 et 1 ——s 1
n U Tm v

?
ny1’ (ym)m>1’

e

Soient donc (x;) U', V' avec les mémes propriétés.

On a, pour x € E

Lim Lim || x + X+ ym|1 Lim T(x+xn)

n,U m,V n,U
= Lim Lim || x + X + v
n,U m,V' o
= Lim Lim ||x + x o+ v' || . par stabilité
m,V' n,U m

= Lim oO(x + y%)

m, V'
= Lim Lim ||x + x; + y% I,
m,V' n,U’
et la définition a donc bien un sens.
Elle s'écrit encore
(o0 * D(x) = Lim T(X+xn)

n,U

Or, pour chaque n, l'appplication x - T(X+Xn) est un type sur E, défini

par la suite bornée (ym+xn) , donc g % T est limite d'une suite de

m21
types sur E, et c'est donc un type sur E.
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Il est clair que, du fait de la stabilité, le produit de convolution

est commutatif. Nous allons maintenant montrer qu'il est séparément continu.

Nous utiliserons le lemme élémentaire suivant

LEMME 3

Soit J un espace métrigque , D une partie dense de &, et ¢
une application de J dans R telle que si T € 9 , si

§1 €D et 6n > 1, alors ¢(5n)+- ¢(1). Alors ¢ est continue sur J.

Fixons 0 €7 et x € E. Prenons pour D 1l'ensemble {Ta ; a€ A}

(A dénombrable dense dans E), et pour ¢ l'application 7 > T %0 (x).
P

L'hypothése du lemme est réalisée : si T € 7, si (1, ) est
dm m>1 .
une suite d'éléments de D avec Ty T T ona x) = Lim ||dm+x|| ,
m V v
et donc :
Lim O x T (x) = Lim Lim [[x + d_+ xnll
m,V m m,V n,U

= Lim Lim ||x + d +vy | =Lim 1t(x + x )
n,U mV m n,U n

0% 1T (%),
et la conclusion résulte du lemme.

Une conséquence immédiate de la définition de la stabilité est
que, si E est stable, la suite fondamentale de tout modele étalé de E

est symétrique au-dessus de E :

Pour toute permutation T de N et toute famille finie (ai) de

scalaires, on a

(5) IIx + = a; eill = le + Z A1) eﬂ(i)” .

En particulier, si (ei)i est basique, c'est une suite basique

€N
symétrique, donc inconditionnelle.

Avec les notations du produit de convolution, si (Xn)n>1 est la
‘2

suite étalante de E définissant le modéle étalé considéré, si U est un

ultrafiltre non trivial sur N, si 1 est le type défini par (Xn)n>1 et U,
. 7~

(5) s'écrit k

[|x + f a; ei|| = (Du1 T keook deT)(X)-
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3. CLASSES CONIQUES DANS L'ENSEMBLE DES TYPES

Soit E un espace de Banach séparable, stable. Nous désignons
par G 1'ensemble {-1,+1} si E est réel, ou le cercle trigonométrique

si E est complexe.
Nous notons % le sous—ensemble des types sur E qui sont G-inva-

riants, c'est-a-dire qui vérifient
T(gx) = 1(%) , Vg€Ga.

De tels types seront aussi appelés types symétriques.

I1 n'est pas difficile de voir que dans un espace de dimension
infinie, & n'est jamais réduit 2 {TO} . Mais si E est stable, on peut

remarquer que, pour tout T € 7T

- Si E est réel, T 4 (D_1T) est G-invariant,

n n
. . 2 2
- Si E est complexe, lim % (D 9 ik )/ (Cx D ik 1) (0)
n,U k=1 e k=1 e——
2" 2"

est G-invariant.

DEFINITION :

Une partie C non vide de ¥ sera appelée classe conique si

a) C est fermée dans 7 , et n'est pas réduite au type trivial TO
(1,60 =11 x|

b) si TEC et A>0 , DAT € C.

c) si T,0€C, T O €C.

Nous noterons 5? = %n{re g, 1(0) = 1} ; c¢'est une partie

compacte (non vide) de ¥, et C1 =Cn 5/1 est un compact (non-vide),
qui détermine C, puisque C = {DAT ; T E Cys A> 0} .

L'ensemble des classes coniques sera ordonné par inclusion.
LEMME 4

Toute classe conique contient une classe conique minimale.
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DEMONSTRATION

Montrons que l'ensemble des classes coniques est inductif : soit

i . . . . i
(C( ))i €1 une famille totalement ordonnée. L'intersection [ Cgl)
il
est une famille décroissante de compacts non vides, donc n C(l) n'est
i¢lI

pas réduite au type trivial Ty c'est donc une classe conique. D'aprés
1'axiome de Zorn, chaque classe conique contient donc une classe conique

minimale.

Nous avons vu au chapitre VI, § I , déf. 1, la définition d'une

c-2P . extension % de E.
(n)

LEMME 5

Soit C une classe conique. Il existe un p, 1 £ p £ +o, tel que
pour tout ¢ > 0 et tout n >-1 , on puisse trouver une suite
. (Fi s _oP ;
étalante (Zk)kZJ , définissant une ¢ Q(n) extension de E, et
telle que le type associé T(z ) soit dans C.

k

DEMONSTRATION

Soit T = Tx ) U0 type dans C. Appliquons le théoreme de Krivine

(th. 2, § I, chap.nVI), a la suite (x ) : il existe un p tel que,
n'n>1

pour chaque € > O et chaque n > 1, on puisse trouver une suite de blocs

. - fe s P . .
lsonomes (zk)k>1 , définissant une ¢ Q(n) extension de E. Si par exemple
Z) T Ay X o qteeet oay XN(k+1) * 0 aura
T (x) = 1lim ]k+z H
(z,) Ko +w K
= (D, 1% ..o %D ).
1 n

et donc T(2) € C, d'aprés les propriétés b) et c) des classes coniques.
k

Ceci prouve le lemme.

Soit 1 = T(x ),y un type non réalisé sur E. Puisque E est séparable
n’’ .
on peut trouver une sous-suite (x;) telle que

n>1
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T(x) = lim || x+x'|| , pour tout x € E ,
n > +w n

c'est-3-dire considérer T comme défini par une suite étalante, au sens
du chapitre I. C'est ce que nous ferons désormais. On peut alors dire

R P . . . fes s
- > , f
que T . définit une € K(n) extension si cette suite (Xk)k>1 définit une

€—ZP extension.
(n)

DEFINITION

Soit (On) une suite de types sur E, et soit p, 1 £ p < + ™,

n>1

Nous dirons que la suite (C_)
n n>

i est p-approximante si :

a) sup On(o) < 4 o,
n
b) il existe une suite En -+ 0 telle que chaque On définisse une

En—Rp extension de E.

(2)

LEMME 6

Soit C une classe conique minimale. Il existe un p, 1L pK + ®

tel que tout élément de C soit limite d'une suite p-approximante.

DEMONSTRATION

Soit p donné par le lemme 5. Prenons €, une suite tendant vers O,

k

n=2 ; le lemme 5 nous donne dans C un type T, qui définit une ek—lEz)

k

extension de E. Puisque sup Tk(0)~< 2, les (Tk) se trouvent dans un
k
ensemble compact de g ; il existe donc une sous-suite convergeant vers

un T € C : ceT est donc limite d'une suite p-approximante. De plus,

comme Tk(o) > 1/2 , T{o) > 1/2.

Soit maintenant C' 1'ensemble des types de C qui sont limites de
suites p-approximantes. Un argument diagonal montre que C' est fermé.

Nous venons de voir que C' n'est pas réduit au type trivial T,. C'est

o’
évidemment stable par dilatation. Enfin, si T, et 0 sont des suites p-
approximantes convergeant vers T et O, on peut trouver, puisque le produit
de convolution est séparément continu, une suite d'entiers m telle que

Tn % Om > T % O, et on vérifie immédiatement que Tn % Om est encore
n n
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p-approximante.
C'est donc une classe conique contenue dans C, et par conséquent

C' = C puisque C est minimale. Ceci prouve le lemme.

LEMME 7

Soit C une classe conigue minimale. Il existe un p, 1 L p £ +x
et un T € C, avec 1(0) # 0 , tels que, pour tout ao,B € K,

on ait - -~ '
DuT % DBT = D(Iulp + [B|p)1/p T

DEMONSTRATION

Soitﬁf; ={t €% ; 71(0) < 1} . C'est un sous-ensemble compact
de &. Soit A, comme précédemment, une partie dénombrable dense dans E.
Pour chaque couple a,R € Q+ et chaque a € A, définissons une foncfion
deﬁfi dans R par

wa,8,3<v> = (DaT % DBT)(a).

On obtient ainsi une famille dénombrable de fonctions. Nous

~

allons voir qu'elles ont un point de continuité en commun T , dans
1'ouvert 0 = {T €C ; 0< 1(0) < 1} .

Pour cela, il suffit de démontrer que chacune de ces fonctions
est de premiére classe de Baire (i.e. limite simple d'une suite de
fonctions continues). Mais, pour &,B € Q+ fixés, a € D , la fonction

¢ : (1,0) ~» (DaT % D, 0)(a) est séparément continue, donc de ,

B

premiére classe de Baire : il existe donc une suite (¢)n)n>1
4

de fonctions continues, convergeant simplement vers ¢, et ¢n(T,T) converge

vers wa 8 a(T).

Soit (Tn)n>1 une suite p-approximante, convergeant vers T .
v

~s
Puisque T est point de continuité, on a :

I1 en résulte que
(D, T) % (Dg T) =D 7.
° ’ (ol + le|P' /P
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~ . .
Mais T est G-invariant, et on en déduit la formule ci-dessus

pour tous o,B € K.

Par réitération, on obtient pour toute suite finie de scalaires
k ~ ~
: D T =D %
k ¥ ,
134 ( Zfa.]p)1/p
;b

a .,a , et nous avons obtenu

X

PROPOSITION 8

Soit E un espace stable. Il existe unp , 1 £ p £ + «© tel que E

posséde une 2P-extension , c'est-a-dire :

k k 1/
|x +Za, el =]x+ (2 ]a.lp) P e I
11 1 1
1 1
pour tout k, toute suite finie de scalaires ay .. .
I1 résulte alors du théoreme 1, § 2 , chapitre VI, que si (x_) est une

n'nxl
suite étalante définissante cette Qp—extension, elle possede une sous-suite

(xr'l)n>1 équivalente a la base canonique de 2P. Nous avons donc obtenu
-

THEOREME (J.L. Krivine - B. Maurey, [46] )

Soit E un espace stable. Il existe un p, 1 £ p < + ® tel que E

contienne un sous-espace isomorphe a 2P

Notons que c, ne peut €tre obtenu puisque cet espace n'est pas

stable.

4. PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES ESPACES STABLES.

Les résultats de ce paragraphe sont dus a S. Guerre et au second
auteur [34] . Un outil essentiel pour cette étude sera donné par la

proposition suivante

PROPOSITION 9

Soit E un espace stable, (Xn)n>1 une suite étalante dans E
(ei)i>1 la suite fondamentale du modéle étalé associé. On suppose
‘e

que :
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a) il existe un K 21 tel gue la suite (ei) soit K~équivalente

i1
4 la base canonique d'un espace QP, K p <+

b) le type T défini par (Xn)n>1 est G-invariant.

Il existe alors une suite de blocs disjoints sur (x )

n n>1
Pn+1
u = X A X, avec A, » O ovour tout 1
n i i i ,
pptt

telle gque :

1) pour tout k » 1, la suite (un)n soit (1+ %J—équivalente a la

2k
base canonique de Rp,

p

n+1 1/
sz PP er

2) pour tout n > 1 | %
p *1

DEMONSTRATION

Considérons la classe conique C  engendrée par le type 7. C'est
T

1'adhérence, dans 1'espace des types symétriques, de 1l'ensemble des types

de la forme D, T *D, T % ... D, T , A,,...,A, € K (cet ensemble forme
A A A 1 k
1 2 k
bien une classe conique : si
¢ = Lim Dy ()T % o0 * Dkk(n) T, o' = Lim DH(H)T *...*D“(n) T,
1 a0 1 kn

il existe une sous-—suite (nj)j>

1 telle que
4

O % 0" =Lim D
J
1 k. "4 Py
J n.
J
Montrons que tout type 0 € CT avec 0(0) = 1 définit un modele

A(j)T*...*DX(j)T % D (n')T*"°*D (n.)T )

. . . 2, . N .
étalé dont la suite fondamentale est K —-équivalente a la base canonique

.,a, de scalaires :

de 2P , c'est—-a-dire vérifie pour toute suite a K

10

k k
(z lailp)”p < (Da T %ok D T)(0) £ Kz( z Iailp)”p .

s
K1 1 k 1

Or, tout type O € C. , avec 0(0) =1, s'éerit o(x) = lim Tn(n) R
n,U
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avec

TIl =D (D)T koeoex D (n) T,
K1 A
Py
(n) .
(6) ki > 0, pour tous i,n,

T (0) = 1.
n

D'aprés 1'hypothése a) on a, puisque Tn(O) =1

pn
[ = (AE“))p]1/p <1 =(

n
1)) K[ Z (xin))p]1/p )
i=1 i

i=1

= -

D)\EH)T Kook D)\(n)
pn

Soient maintenant a des scalaires. On a, puisque le produilt

EERETL
de convolution est séparément continu :

(D O %....D 0)(0) = Lim ... Lim (D T %eeo.x D T )yo) ,
4 n,,U n,u %1 ™ %k
1, k’
et donc, d'aprés a)
K PPi (n.)
1 i%py1/p
(T = ]ai AP ¢ (O, 1 *..xD T )(0)
i=1 j=1 J (I k "k
p
k “nj (n.)
<K (I I Ja A APy t/e,
i=1 j=1 ]
et donc :
k k
1 1 2 1
— (T Ja, [P /P ¢ (D 6 xx D 0)(0) < K2 (5 |a, [Py,
. 1 a a . 1
K™ i=1 1 k i=1

ce qul prouve notre assertion.

D'apres le lemme 7, la classe CT contient un type 0 vérifiant pour
un certain q, 1 £ g + &
Da Okeunp Da 0 =D 4. 1/q
1 k @ fa, ™
D'aprés la premiére partie du raisonnement, on doit avoir p = (.
D'aprés le théoreme 1, § 2, chap. VI, toute suite de E définissant le type

0 admet une sous—suite définissant le méme type et vérifiant la conclusion 1).
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Pour achever la démonstration, il reste donc & montrer queg peut

étre défini par une suite de blocs sur (Xi)' vérifiant la conclusion
i

21

2) de 1'énoncé.

Comme ¢ € C_ et vérifie (0) = 1, il existe une suite ( )
T n’'n>1
de types convergeant versg et vérifiant (6). La suite (Xi)i>1 est
‘2

étalante ; le typet est défini par la suite de blocs (z{(n)) , avec

n k  “k>1

(n) T
z = ST Ox .
k io1 Al kpn+l

Puisque '%(O) = 1, les coefficients Xin) vérifient de plus, pour tout
n21 b

_L.s 2 (Xin))p < kP,

kP i=t
On peut donc écrire

o(x) = lim 1lim ||x+ zén)lI.
n,U k,U
Par un procédé diagonal, on détermine une suite d'entiers (k(n))n>1
telle que
. n
o(x) = lim ||x + zé(i)ll .
Extrayant une sous-suite, notée (z ) des (z(n) ) on peut
> n’nyl ’ k{(n) n>1

obtenir des blocs a supports disjoints ; la suite (Zn)n>1 définito et

vérifie 2).

REMARQUE : La démonstration de la proposition 8 reste vraie si 1'on
remplace WP (1« p £ + ®) par c, Comme c, n'est pas stable, la conclusion
devient : "un espace stable n'a pas de modéle étalé dont la suite fonda-
mentale soit équivalente & la base canonique de c, et dont le type associé

soit G—-invariant.

La proposition 9 permet d'obtenir

THEOREME 10

Tout espace de Banach stable est faiblement séguentiellement complet

et posséde la propriété W.B.S.
En particulier un tel espace est réflexif si et seulement si il ne

. s ol
contient pas de sous-espace isomorphe a £
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DEMONSTRATION

Supposons qu'il existe dans E une suite (y ) , faiblement de
P V.

n>1

Cauchy non convergente. Par extraction, on peut supposer (yn) basique et

étalante. La suite fondamentale (e.)i>1 du modele étalé associé est équi-
/

valente a la base canonique de { , d'apres le théoréme I.5.3.

Posons x La suite (x ) est étalante, converge

n~ Yon-1 " Yon n’n>1
faiblement vers 0, et la suite fondamentale du modéle étalé associé est

. . N 1
''=e - e , qQul est encore équivalente a la base de £ . En outre,
n 2n-1 2n

la suite (Xn)n;1

e

définit un type symétrique, car :

1im|[x + xn]f=|]x + e = ||x + e

on-1 " Conll 2n eZni1|,

(puisque 1'espace est stable, la suite (e ) est symétrique au-dessus
p y q

n’ n>1

de E) et |]x + e - 1im|[x - anl .

2n eZn—1l| -

On peut donc trouver, d'aprés la proposition 9, une constante K > O
P ’ P prop ’

et une suite de blocs (un)n,>1 sur (Xn)nzi , avec
Ph+ Phst
u = z a; X s a; >0, et . z a? X K pour tout n>1,
1=pn+1 1=pn+1
la suite (un) étant équivalente a4 la base canonique de 21 . Mais elle

tend faiblement vers 0 : nous avons donc obtenu une contradiction.

De plus, ce raisonnement montre que, dans un espace stable, une
suite qui tend vers O faiblement ne peut déterminer un modéle étalé
isomorphe a 21 : i1 en résulte qu'un espace stable a la propriété de
Banach-Saks faible, d'aprés le théoréme I1.3.8. Ceci achéve la démons-

tration du théoréme.

PROPOSITION 11

Soit E un espace stable. Si E a un modéle étalé F qui contient un
sous—-espace isomorphe a P (1< p < +>), E contient un sous-

espace isomorphe a P .

DEMONSTRATION

D'aprés la proposition I.5.4, on peut supposer que la suite
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on peut supposer que la suite fondamentale (ei)i> du modéle étalé F est
basique. Par une technique standard de bosse glissante, on peut, si F
contient un sous—espace isomorphe a Zp, trouver une suite de blocs consé-

cutifs (u )
n' n>

/1 ’

i=pn+1

équivalente a la base canonique de 2P,

Soit Ty le type sur E défini par u ¢

P
Tn(x) = |l x+ unH = lim ... Lim||x+ T A.x || .
n1,U nk,U pn+1 oy

Quitte 3 extraire une sous—suite de la suite (Tn)n> on peut

1’
-
supposer que cette suite converge vers un type T sur E.

Par définition du produit de convolution, comme la suite (un)n>1
4

est une suite de blocs disjoints sur (en)n> , on a, pour tout k>!, toute

21

suite de scalaires Byseeerdy

(Da T %...%x D_ 7)(0) = Lim ... Lim || aju te.otaouo |,
1 K n,U  n,U 1 K

ce qui prouve que la suite fondamentale du modéle étalé associé a T est
équivalente a la base canonique de 2P, Le type symétrique T 4 D_1T
définit un modéle étalé avec la m@me propriété, et on applique la propo-

sition 9.

De la méme facon, on obtient :

PROPOSITION 12 : Aucun modéle étalé d'un espace stable ne contient cye

Pour terminer ce chapitre, nous allons montrer la stabilité des

extensions des espaces stables.

THEOREME 13 : Toute extension d'un espace de Banach stable est stable.

DEMONSTRATION

En vertu de la proposition I.5.4, il suffit de montrer ce résultat

pour les extensions dont la suite fondamentale est basique.
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Soit donc % = E @& span {(ei) } une telle extension, et soient

i>1
(fn)n21 , (gm)m21 deux suites bornées de % . On les décompose en
= + = +
£,= %, u o> 8y T Ymt v,

avec x_ , y_ ¢ E , u L,V € F = span {(ei)i;1} . On peut supposer les (un)

et (vm) a support fini sur les (ei).

Dans un premier temps, supposons que les supports des (un) et des

(Vn) vérifient, pour tout n)1

(s) supp u_ < supp v < supp UL < supp Ve
Posons, pour x ¢ E, o(x) = lim ||x + x_+ u || ,
n n
n,U
T(x) = lim ||x ty,t v, |l,
m,U
et pz(x) = flx + zl' , 2 € E. Ce sont des types sur E.

Si z = z, + Zy

m sont assez grands, les supports de z

> 2y € E et z, € F a support fini, des que n et

u , v_ sont disjoints et 1l'on
27 "n” m J ts
obtient, par définition du produit de convolution des types

lim 1lim ||z1 *z, + (x tu )+ (ym+vm)|| = (b, % 0 x7)(0)
n,U m,U

= lim , 1im|[z1 tz, + (xn + un) + (y_+ v)]|
m, U n,U m "

I1 en résulte par densité que pour tout z € F :

(L) lim 1im,|z+f +g”=1im 1im”z+f +g”
n,U m,U n m m,U n,U R n

Supposons maintenant les suites (u_) et (v.) quelconques.
n m’ m>1

n21
On va se ramener a 1'hypothése (S) de la maniére suivante
L'espace F ne contient pas de sous—espace isomorphe 2 . (prop. 12)
et est 4 base inconditionnelle. Cette base est donc compléte ("boundedly
et (v on peut extrailre des
1 ( m)m;1 P
sous—sultes (ué) et (vé) qui convergent coordonnée par coordonnée vers

complete"). Ceci implique que de (un)n

des éléments u et v de F. Par un procédé de bosse glissante, on peut alors

montrer qu'il existe des sous-suites (u''-u) et (v'-v) extraites de
n nyl n m>1
! - = i ° t ° vérifiant la
(un u)n21 et (vn v)n>1 et des suites (un) 1 e (vm)m>/1
.. o o
condition (S) telles que u( ) (u'""-u) > Oet v - (W'-v)—> 0O .
n n U m m U
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En appliquant 1'égalité (L) aux suites (u®) et (v°) avec
n'n2l m’ m21
)
n

z=u+v , on en déduit, pour des sous-suites (f'

(fn) et (gm)

et (gé)m>1 de

n>t >

lim lim f' + ¢’ = 1lim 1lim f' + ¢!
n,U mU 1Ea * e | n,U n,U = &g I

ce qui prouve la stabilité de %.

On peut remarquer que la propriété de stabilité ne se conserve
pas par passage au bidual, comme le montre l'exemple de 1'espace 21(1:)
quli est stable mais dont le bidual contient Qw(puisque le dual f%%;)
contient 21 1-complémenté). Cet exemple nous a été communiqué par

G. Godefroy.

Nous avons vu au chapitre V que si F est un modele étalé de E
et G un modéle étalé de F, G pouvait n'€tre isomorphe a cuaun modele

étalé de E. Mais si E est stable, on obtient

THEOREME 14

Soit F une extension d'un espace stable E. Tout modéle étalé

sur F est isométrique a un modele étalé sur E.

DEMONSTRATION

Soit (zn)n une suite étalante d'éléments de F. Chaque z_ s étant

21
un élément d'une ultrapuissance de E, définit un type sur E par :

1,6 = llxe a1l

et on peut trouver une suite (uf{n))lo1 d'éléments de E telle que
e

T (x) = | x + zn]l = lim || x + uén)H
La suite (zn)n;1 définit un type sur F par : ’
T(x) = lim ||zn +x|| = 1lim Tn(x) = lim lim|| x + uén)H
n k

Puisque E est séparable, on peut trouver une suite k(n) telle que pour tout

x de E :

T = tim |[x + o)

n
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et T est dans un type sur E.

On n'a pas utilisé jusqu'ici la stabilité de E. Mais nous 1l'uti-

liserons maintenant en écrivant

(% b 1O = lim ... lin ( £D 1. )(0)
3 n n [
L 1 K
K k (ni) . k
or (% D 1 )(0) = lim... lim|[|Z a, u =1z a. z ||.
a. n, . i p. i “n,
1 1 1 P, Py i=1 i 1 1

On a donc trouvé un type sur E, 3 savoir T , qui définit un modele
étalé isométrique au modele étalé construit dans Fsur la suite (zn)n>1
’d

et la démonstration est achevée.
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APPENDICE A

Extractions de suites basiques

Nota : Les résultats de cet appendice sont classiques et peuvent &étre

trouvésdans Milman [52 ]ou Singer [ 64 ]; ils sont présentés ici par souci

d'étre complet.

Rappelons rapidement qu'une suite (Xn)n d'un espace de Banach est dite

€ N
basique si tout élément x de 5pan [ (xn)n c EN] admet une représentation
unique de la forme

X =X an Xn
i=0

ol la série converge en norme ;

Ou encore de maniere équivalente, il existe une constante

K > 1 appelé constante de basicité de (Xn)n telle que si

€N

1< pXK q<+ © _ on ait

I : I I : I
z 0. X. < K )2 o. X,
=0 L i=0 * !

pour tout choix des scalaires Oyene aq .

Enfin on dit que (xn) est une base de 1'espace E, si elle

n €N
est basique et Span [(Xn)n] = E.

THEOREME 1 : Soit (Xn)n cn ume suite d'un espace de Banach E telle que
0 < inf || Xn|| < sup||an < 4+,
Si (xn)n €N admet une sous-suite convergeant faiblement vers O,

alors (Xn)n € admet une sous-~suite basique,

N



Comme tout Banach séparable, 1'espace span [(xn) 1 se plonge

n €N
isométriquement dans 1'espace des fonctions continues sur [0,1] qui admet

une base ; donc pour prouver le théoreme il suffit de démontrer

une base d'un espace de Banach E et

P : [ -
PROPOSITION 2 :Soit (¥ ) .
(Xn)n e N e suite d'éléments de E, convergeant faiblement vers O.
Il existe une sous-suite de (xn)n €N qui est une suite basique

équivalente a une base bloc des (yn) dés que

n €N’
0 < infllxn]] < supl]xnll < + w

Rappelons, qu'une suite bloc-basique d'une suite basique donnée, n'est

autre par définition qu'une suite de blocs consécutifs sur cette derniére.
Nous avons besoin du lemme de stabilité suivant

LEMME 2 : Soit (y ) une suite basique (avec inf >8) d'un espace
P yn yn

de Banach E, de constante de basicité K, et soit (Xn)n cN une
suite de vecteurs de E avec
+ @ 5
by - -
Iy = Il < 5%
n= 0
Alors (xn)n €N est une suite basique de E (équivalente a (yn)n EIN) .
400
PREUVE : Pour y = X a vy, , posons
0
400
Ty= % a_ x
o nm

q q
Comme || a_x || ¢ T [ly = |l +|l Za v |,

a %nll

p P p
400
série X a_ x_est convergente.
onn
400
D'autre part |y - Tyl] <= . [anl Hxn—yn { ,
n=

"
< sunlagl T llxo I

K +00
<Nl N xy,l
RER
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Donc 1l'application linéaire T est un isomorphisme de EEEE [(yn)n]

dans span[(xn)n] ce qui prouve notre assertion.

~ Démontrons & présent la proposition 2.
Chaque X de notre suite peut s'écrire :

oo
= T oA,
et par hypothése pour chaque entier n

k

lim a = 0.
k »

Par récurrence, il est aisé de construire une suite de blocs

uki de (yn)n €N disjoints deux a deux
Pis ki
Yk T 51 % Yn
o 1
en sorte que Ile_ - uk'll < 5 et donc |{uk.[| > 5 -
i i 2 K i

I1 est évident alors, par le lemme qui préceéde, que (xk )i €N
i

est une sulte basique, extrai e (x
uit que, extraite de ( n)n € N.

La preuve qui précéde est empruntée a [51] et est due 2

Bessaga et Pelczynski.

Ce qui suit est la reproduction de la preuve de I. SINGER

d'un résultat de Kadets et Pelczynski.

PROPOSITION 3 : Soit (xn)n ¢ N e suite bornée d'un espace de Banach E
" < " "y -
x" un élément de E" tel que d({(xn)n € N},x ) d>o0

(par abus de langage on considérera E plongé dans E" ) qui soit

un point faiblement adhérent a (xn)n €N pour ¢ (E",E'")

Alors, il existe une sous-suite (yn)n c mde (xn)n €N
et une forme lindaire f € E' telles que :

1) lim £ _ ) = x"(f) >/1]| x"].
nk 2
K> o
2) (x  -x") est une suite basique de E" .

3) Si x" # 0 alors x" ¢ span[(xn—x")].
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PREUVE : Soit (en)n €N (0 < €, < 1) une suite telle que si 1 & p < q < +w

q

I(t-¢.) >1-¢
i o

p

et soit f € E' une forme linédaire telle que x"(f) 2,% [lx"”

" . .. . " oo ) ;
Comme x" est un point limite faible g(E",E') de (Xn)n €N il existe xn1
tel que

|x"(£) - f(xn1)[ <1

Supposons que nous ayons construit X, ee- X avec
1 2

1

- 1

| x"(£) - £(x_ )| < -

p
U-e) || T o, G =x")] (*%)
i=1 i

1

" ™Ma

q
oy Gy | >
1 1

)
M
-1
i
=p

pour tous p,g 1 < p < q £ § et tous scalaires a1...aq , (quand § = 1

la condition (**%) est vide).

- = —" c 1" s . .
Soit Eg span[(xni X )iSQ JcE" | E2 est évidement de dimension
€
finie 4 choisissons dans sa sphére unité un j; -réseau y1...ym(2)
PO .
et h1...hm(2),e1ements de E' de norme 1,tels que
€n
[y ] > 1 -
" .. .
Comme x" est limite faible des (xn)n en > on peut trouve n2+1 tel que
1
| f(x ) - x”(f)| < —
nQ+1 2+1
deQ
— 3] N hd _
| hi(xn ) - x (hi)l < G i 1...m(2).
9+1
On a alors : si y € E2 , a€c,
[y +alx =" > U-e)y[] 3
Y41 %
en effet(supposons que ],y|| = 1,ce qui ne restreint en rien la généralité) :

A4



2

Si lal >E

2
o (x -x") +y]l >= Hx -x"|l -
o o, R NN R

> 13 (e )] y]| -

Si a <

[«HE )

€
, en choisissant i 1< i & m(Q) en sorte que Ily—yi||< T% ,

on a

o (x -x") +y ||> |(alx -x")+y) (h.)
le Gy 1> lats, Dl

2[ vy () —lalGe, = x| by [ y-y |
L+t
€ de €
S A _Z2_ & _ R
>V -5 "37% "3
> (1-gy)

Geplly Il -

2
_ ot s1:
oe1 €EY = T ai(xn. x") et en utili
i=1 1
sant 1'hypothése (**) on voit que la récurrence est vérifiée a 1'ordre 2+1.

A présent en prenant 0 = QO

Evidemment la condition (*) implique le résultat de 1)

La basicité de (xn -x")n €N provient de la condition (**) qui
i
indique que la constante de basicité de notre suite est inférieure ou

égale 3 (1-€9)" .

Enfin si x" est non nul, comme (xn -x'""), est basique, il

i 1 €N
existe un hO tel que

" gnagrans !
X ¢ span [(xni X )i>ko]

La suite (xn ),>k répond a toutes nos exigences. On en déduit :
i
i o

THEOREME 4 : Si (xn)n est une suite de Cauchy faible, non faiblement

€N

convergente, (Xn) admet une sous-suite basique.

n€EN
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PREUVE : (xn)n €l dans ces conditions converge pour g(E",E') vers un

élément x" € E"\E . La distance de x" 3 la suite (xn)n €N est évidemment

alors strictement positive.

Considérons une forme linéaire f et une sous-suite (xn ) de (xn)

e e s .. . - i
vérifiant les conditions de la proposition précédente.

. = oman " " -
Soit Z = span [ x ,(xnk)n EIN] . Comme x g/span[(xnk)k] et
x" ¢ span [(x"-xn )k] on a
k
codim span [(x_ ), ] = codim span [(xn -x") ] = 1.

Z

Soient donc H1 et HZ des projections de Z respectivement sur ces

deux sous-espaces de codimension 1, vérifiant H1(x") = ﬂz(x") =0 .

Evidemment si y € Z
L) -y = x"

pour un scalaire A dépendant de y.

Donc si y € span [(x_ -x"), ], alors
n k

y = Iy = L)

et de méme si x € span [ (x )k]

x = 1,00 = T,(,6)

En conséquence H1 est un isomorphisme de span [(xn -x")k] sur

span[ (x )k ]. Comme H1(x -x") = X ,(xn )k cn St donc une suite basique.
k k



Appendice B

Propriétés de I'espace d'Orlicz 2?

£
1-Logt i

ot ¢ est la fonction d'orlicz ¢(t) 0<tg 1

"

2t - 1 t> 1.

Rappelons que la norme de x (x(k))k>1 est donnée par :

I|xl|¢ = 1mf{c, I ¢(Xék) ) < 1} . La fonction ¢ étant continue, si x
k> 1 .
est un bloc fini, il existe C tel que X ¢(Xék) ) =1,

k>1
(N)

On note comme précédemment (en)n> la base canonique de R .

21

1 . . . .
a) & est contenu dans g9 , avec injection continue.

Cela signifie simplement que II -Z ai ei||¢ £ X lail , S1 (ai)i>1
121 z
sont des scalaires. Supposons donc Zlail =1 ; il suffit de vérifier que
a.
o, |

pX < . -
1-Log ail 1 , ce qui est clair

b) 2¢ est contenu dans 2F (p>1) avec injection continue.

. v P t 5 lail
801th>ote1que t>o0, t <Cpm—g-t‘ . S1 mg—‘-a—i'r—1,
on aura X Ia.lp £ C_.

1 P

. . < ol
c¢) L'espace 2¢ contient un sous-espace isomorphe a £ .

Nous allons construire une suite de blocs (un)n , normalisés,

>1
A R . 1 ” . .
équivalente a la base canonique de £ . Ces blocs seront consécutifs, de
longueur croissante ; a 1'intérieur de chaque bloc, tous les coefficients

seront égaux. Appelons hn le coefficient dans u . La longueur Qn de u o,

B-1



pour que u_ soit normalisé, devra Etre :

hn
1) — o~ L.
Log 1/hn n
Soient maintenant (Bn)n une suite finie de réels avec ¥ IBnl =1,
n>1

\'4

Soit I ={n>1, |Bn| > 1/e"} , on a

e-2
@z 8.1 > <5

Pour montrer que “Z Bn un||¢ > 6 Z|Bn| , i1 suffit de montrer

que si ZIBnl =1, X I ¢(Bn un(k)) > 6, ou Un est le support de u
n k € Un

Or ceci signifie :

Log 1/h_ ]Bn| h_

>4 .
o n h Log 1/|8n]hn
B |Logi/h
Or : nLo 1/l3n - z |Bn| An , avec An== Log t/h
& L“ n n Logl/ Bn +A.rl 0
A
> T |8 | — >+ B ] > 1 ez pourvu que la
z n' ntA 72 n “2 e-1 >
n€l n n€l
An 1 -n
sulte An vérifie n+An > 5 5 ou An >n ; il suffit donc que hn\g e
et 1'on aura § = 1e2
2 e—-1
d) Soient a = (a(k)) , b= (bk)) , deux suites finies & supports
k31 Kk>1

disjoints avec pour tout k , la(k)|<1 [b(k)l < 1 . On va montrer que si

4 4
lally >3 et llolly>5 o lHasll, > 1,1

Avec O = 4/5,, on a :

a 'Ib

rodzly s 0, 5 g
n n

n|
5o ) 2

t < 1 1
1+Logo-Logt ~ 1+Logd ° 1-Logt

Mais pour tout t, 0 < t < 1,
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n 1 a

n
o L — < z
_ 1+Logo-Logja_| T+Logo, = 1+Log|an|

et donc | |
“n > a(1+Loga)
1-Logla i 080
Ib_|
z TTog|b > o(1+Loga) .

Soit t =a+b, t = (tn) . La suite t est faite en mettant bout a bout
(an) et (bn) ; on a donc
lt_|

n
b2 T:L—C%_rt—n—]—— > 20 (1+Loga) == 1,24,

et comme par ailleurs, si 0 < B < 1,

N - B
1-LogB+LogC 2 (1-LogC) 1-LogB
on obtient
t
T ( 7? ) > 1,24 1:2859- > 1,24 ZEC > 1 pour C = 1,1.
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Deb(ut) de bloc, 31

Dualité (de modéles étalés), 69

Ergodicité (du shift), 30
Espaces d'Orlicz, 104
Espaces stables, 179
Extension, 9

Extension de type 2P

Extension localement de type 2P

Fin (d'un bloc), 31

Finie-représentabilité, 13

Inconditionnelle Monotone Ecartable (suite),20

Isondmes (blocs), 21



Modéle étalé, 9

M-propriétés 145

Shift, 28

Sous-suite caractéristique, 16
Suite basique, 17

Suite cycliquement reproduite, 32
Suite écartable, 7

Suite étalante, 9

Suite fondamentale, 9

Suite p-approximante, 184

Suite presque inconditionnelle, 61
Suite sous-symétrique, 20
Super-propriété, 52

Support d'un bloc, 31

Stabilité, 179

Type, 177
Type invariant , 182

Type symétrique, 182

Ultrapuissance, 10

WBS, 39.
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