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UN EXEMPLE DE GROUPE DE GALOIS D'UNE
EXTENSION TRANSCENDANTE

par Yves GERARD

0) INTRODUCTION.

On se propose d'exhiber une extension transcendante € - K dont le
groupe des €-automorphismes Gal(K|¢) est isomorphe 3 un produit semi-direct
topologique G X QX , ol Q)< est muni de la topologie discréte et G est
une limite projective de groupes discrets de la forme ¢|nL, pour nex. .

Cet exemple est di & A. ROBERT qui en donne une démonstration esquissée

dans [1].

On a choisi volontairement des références qui, notamment pour la géométrie
algébrique, renvoient autant que possible 3 des ouvrages élémentaires, et 1l'on

a pris le soin d'écrire en détail certaines démonstrations '"bien connues'.

1) CONSTRUCTION DE K - STRUCTURE DE K.

(1.1) On considére dans € un réseau L non singulier, i.e. tel que End(L) = Z.
Pour tout nEENx, on note Kn = R(mInL) = C(pn,pé) le corps des fonctions
nL-elliptiques (pn est la fonction de Wierstrass relative a nL et pé sa
dérivée) (voir par exemple [31]).

Si n|mon a mLCnL et KnC:Km. Les K sont d'ailleurs tous distincts pour
neEN” (voir lemme (5.3) plus loin).

5t l'on pose K= U K, K est une extension (transcendante) de €, de

néEN
dimension algébrique 1.
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(1.2) K, > K , pour tout mEN , est une extension algébrique de degré fini

égal a m.

En effet (voir par exemple [ 2] , th. 4, p. 18, théorie des diviseurs)
on a

. _ 2
[Km : G(p])] = 2m"

et 1'on sait que [Kl : G(pl)] = 2 (voir par exemple [ 3], ou[2] p. 36).

ind . . - (2
Plus généralement : [Km : Kn] (n) si n|m.

(1.3) Kn'* K (n divisant m) est en fait une extension algébrique galoisienne

dont le groupe de galois est isomorphe d nL/mL.
En effet, on a une suite exacte

0> mL > nlL > gal(Km/Kn)
w >t

en posant tw(f)(z) = f(z+w). (voir démonstration du lemme (5.3), pour le noyau).
On a donc une injection nL/mL <3 gal/Km/Kn) et ces '"translations"

dans gal (Km/Kn) montrent déji que

gal(Km/Kn)
K =K , i.e. K > K est galoisienne.
m n n m

De plus nL/ml. est de cardinal fini égal a (ﬁl-)2 = [Km:Kn] et ainsi 1

est une bijection.
2) Q < Gal(K/C).
Si a€ QX , on définit une "homothétie" s, par
sa(f)(z) = f(az) , z €€ (si z n'est pas un pole de f) et fe K.

~i

P p

ainsi a - s, est un morphisme injectif de groupes s : QXC» Gal(K|€) (voir plus

. X } ] x
Si a = E-E ) , on a un C-isomorphisme K m+ K o Ppour tout p&EN , et

loin, démonstration du lemme (5.3)).
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3) On peut faire opérer € par translation sur la variable de fE K et obtenir
ainsi, pour tout n& NX, un groupe d'automorphismes de Kn , lsomorphe a €|nL.
Dans Gal(K!G), on aura donc des "translations généralisées" qui seront par
définition des &léments de lim €/nL.

neN‘
Q opére sur lim €/nL (voir (2). et (6.1)) et la seule difficulté est de
montrer que toﬁ; élément de Gal(K|C) est obtenu par composition d'une homo—

thétie avec une translation généralisée.

L3 . - 3 - . X .
Dans la suite on va, en fait, définir un morphisme 7 : Gal(KlC) > Q qui
aura pour section s, ce qui donnera le produit semi-direct cherché.
Auparavant, on a besoin de rappeler la description d'une structure de variété

algébrique sur le tore analytique €/nL.

4) STRUCTURE ALGEBRIQUE ET STRUCTURE ANALYTIQUE SUR C/nL.

(4.1) On sait que l'on a une bijection (pour tout nEENX), notée a,

€/nL {0} ____, V = V(Y’~4X7+g,X+g,)
[ E— (Pn(z) ;UI;(Z))

ot V est la sous—variété affine de Cz définie par P(X,Y) = Y2—4X3+g2X+g3
(voir [2] , [3] 5 [4] ou[8] ot 1'on trouve en particulier les définitions
de gy et g3).

Par transport de structure, on peut considérer C/nL - {0} comme une

variété algébrique affine.

(4.2) €/nL - {0} est trréductible.
Car P(X,Y) = Q(Y) = Y2-q(X) et Q est irréductible dans (€[ XD [ Y].
(4.3) €/nL - {0} est sans singularité.

2
. - 12x7+ =0
Si (x,y) €V on ne peut avoir { LY

2y = 0 ,
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g
car (’—r(T%)]/2

,0) n'appartient pas 3 V (autrement en remplagant dans
3 . . 3 2 . . .
4 X —g2X -8y T O on obtiendrait g2—27g3 = 0 ce qui est contradictolre car

1'équation a 3 racines distinctes (voir par exemple [ 4] p. 11).

(4.4) €/nL est une varidté projective Zrréductible (complétion projective

de ¢/nL-{0} )

Si 1'on note q : C3—{O} - PZ(C) la projection canonique, on peut

identifier Gz avec une partie de PZ(C» avec par exemple

(x,y) > q(x,y,1).

. . L. . . = 2
V alors s'injecte dans sa complétion projective V = Vp(ZY2-4X3+g2XZ +g323)

(sous—variété fermée de Pz(m) et 1'on a

v
et V = VU {»} avec *« = q(0,1,0),

et puisque V est irrédutible, V 1'est aussi. On prolonge a (voir (4.1)) en

un Zsomorphisme algébrique o : €/nL 5 V en posant

a(0) = =.

(4.5) €/nL est une variété projective sans singularité.
2 « . ‘e
Dans la carte U2 ~ ¢ (28me composante homogéne non nulle), = s'identifie
a (0,0) et la courbe est définie par

H(X,Z) = 2747+ g X2 +g, 2>

oH
done 3z (0,0) # O.

(4.6) Le corps des fonctions rationnelles sur C/nL est
k(C/nL) = Kn.

En effet, k(€/nL) est isomorphe d k(€/nL-{0}). Si 1'on note x (resp. y) la

restriction de la projection pr, (resp. pr,) a V et cl x,y] la sous—algébre

I
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de #(V,€) (algdbre des fonctions de V danc €), le morphisme canonique

€[X,Y]> ¢ [x,y] donne par passage au quotient un isomorphisme I(V):} Cl x,vy]
oid T (V)
affine V. Ainsi, par o (voir (4.1)), T(C/nL-{o}) }’C[ L p'n] et son corps

C[X,Y]/I(V) est 1'anneau des fonctions réguliéres de la variété

des fractions k(€/nL-{ }) s'identifie a C(p n p'h) = Kn.
b

(4.7) V est aussi une sous—-variété analytique de P ,(€) (voir (4.3)).
et a: C/oL -+ V est un 1somorphisme analytique.
(L'application z - (prl& ), pé(z)) a une dérivée non nulle en tout point

de C/nL~{0} et le prolongement de o peut s'écrire

() =q (20 (2),20(2),27).

5) CONSTRUCTION DE T : Gal(K/€) » @ .

X X
(5.1) Soit g €Gal(K/€). Pour tout nEN , il existe mnEIN tel que o (Kn)CKm .
n
d'oli un C-endomorphisme o,

g
K I
n n
\\ 4\
O/ n \\ / Sn%/n
v /
K
m
n

(sm /n homothétie , voir 2) ).

Il existe donc un unique morphisme algébrique dominant (ici surjectif)
w5 : ¢/nL+ €/nL

tel que On(f) = fo(ﬂn (f€ Kn) et un diagramme commutatif

W
€/nL -2 ¢/nL
/
N / mn / n
C/m L

dont on dérive le précédent par 'transposition'.
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(Voir par exemple [5], p. 161 cor. 2 dans le cadre des variétés quasi-pro-
jectives ou bien [6] p. 81, ou bien Mumford [7] cité dans [6] , dans un cadre

plus général de variétés).

(5.2) LEMME. — Pour tout oSGal(K/€) et tout n€EN", il existe unEQ"
et nnedl tels que o(f)(z) = f(unz+nn), pour tout fGKn et tout z€C
(qui n'est pas un pdle de o(f) ).

En fait, W défini en (5.1) est nécessairement analytique. En effet,
o est un isomorphisme algébrique et analytique (voir (4.1) et (4.7)) et les
morphismes (réguliers) sur V sont analytiques (voir leur forme, par exemple,

dans | 6] , p. 35 dans le cadre des variétés quasi-projectives).
Puisque w, est analytique, il est de la forme =z By z+ N oavec

vn,nnffc (voir par exemple [8] , p. I-35). D'autre part, v, # 0 puisque
w  est surjectif. Et, enfin, vHGEZ -{0} car L est non singulier et

C
vn(nL) nL.

Si maintenant, on &écrit 1'image d'un &l&ment dans le deuxiéme diagramme

de (5.1) sous la forme

III\)n mn (,Un
(22) +n_ =V 2+ N e Z
n n n n A
n ~ i
7
o /'4 m /n
. s n
, ¢
m /n)Z
(m_/n)

On obtient on(f)(Z) = g(£f)(2) = f(wn(Z)) = f(umZ+nn) (fGEKn) en

.'.

osant =
P M

(5.3) On peut évidemment définir Km pour aEEQX et L'on a encore K = U Ka

X
- . . . .. €
(réunion filtrante pour la relation a divise b). a&Q
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LEMME. - (L étant non singulier), les Ka sont tous distinets pour aEEQ:.
(Remarque : K_ = K__).
. a -a
57 a,b€EQ , KaC:Kb implique na(z+bL) = pa(z). z = 0 &tant un pole de
p, on a bLCal (aL est 1'ensemble des pgles de pa).

(5.4) LEMME. - Pour tout aEEQX 510N A U= U ol My est un nombre qui

o
ne dépend que de o et n, est défini modulo al.

. . A X
I1 suffit de voir que n, est unique pour tout a€Q .

D'aprés le lemme précédent on a, si o(K = K = K !
P p ’ ( a) a/Ua a/u a’
= 4+ '
My =R
Si 1'on avait u, = —u'a , on aurait pour fEEKa :

f(z2) = f(-z¥ﬁa+n'a)

donc na+n'a'EaL (si f est une fonction ayant al exactement pour pdles) donc

f(z) = f(-z) (contradiction si f est paire). Wy est donc unique et raisonnement

analogue pour na-n‘aeeﬂasi 1'on a
- 1
E(uxtn ) = £(u x+n’ ).

(5.5) D'aprés (5.4) on peut poser m(o) = p_ et on a ainsi défini un morphisme
o rp

de groupes : . .
gal(K/€) ~ Q@

X
qui est continu (pour @ discret) car gal (K/K])C:Ker I (unicité de My ).

6) STRUCTURE DE Gal(X/€).

(6.1) L'application s : Q>< > gal(K/C) est une section (continue) du moyrphi sme

T . On a ainsi un produit semi-direct topologique

X v
Ker T x € -Gal(k/€).
s
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(6.2) LEMME. - On a un isomorphisme topologique kerll > £i$x C/nL les
ne

C/nL étant des groupes discrets (infinis).
. X .
On a un morphisme continu Bn : Kerl > €/nL pour n€N' et si n‘m, on a
nm~nn€.nL (raisonnement analogue a celui du lemme (5.4)), d'ol un morphisme

continu :

kerll E %ip C/nL
n € yX

qui est évidemment bijectif.

B est une application ouverte car (gal(K/Kn)) x est un systéme fonda-

n€N
mental de voisinages de 1'unité dans Ker T, et 1'on a

B;l{o}) = Gal(K/Kn) = B_lf;l({o}) (si £ Eim C/ml. >~ €/nL est la projection

m
canonique).

ie. : B(Cal(K/K)) = f;]({o}).
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