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UNITARISABILITE DES MODULES DE HARISH-CHANDRA ET PRODUITS

TENSORIELS DE k-MODULES. LE CAS DE So(p,q)

par E. ANGELOPOULOS
(Université de Dijon)
On décrit les principaux outils utilisés dans une approche algébrique du
probléme de la détermination du dual unitaire d'une algébre de Lie semi-simple

(ou réductive) réelle ; L'étude des propriétés des objets introduits ici conduit
a des résultats (encore partiels) pour le cas de S¢(p,q).

1.Soit g une algébre de Lie réductive réelle, h sa sous—algeébre compacte
maximale, U(g) et G ﬁ) les algeébres enveloppantes, Z( g) et Z(é ) les
centres, C'/e le commutant de & dans P (g), Q= X p la décomposition de

A A
Cartan, R le dual unitaire de R (on identifiera un élément de R et son poids

dominant).
-
Soit & = : g I@ e. (somme algébrique, 1 dénombrable) un g -module simple
muni d'une forme sesquilinéaire non dégénérée § -invariante : (X¢|y)+(¢|Xy) = O

pour tout X € g . On dira que & est un module de Harish-Chandra unitarisable

ssi la f.s. est définie positive
(o) (d]¢) > © v ¢ & -{0}

(définition qui évacue toute considération non algébrique). On a la condition

équivalente :

PROPOSITION O. - & est métrisable, ssi toute combinaison linéaire a coefficients

positifs d'éléments de la forme X*X (X € %W (g )) est (représentée par)

une application linéaire positive de & dans &.
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REMARQUE. On peut se restreindre a X € g (alors X* = -X).

2. Soit & = gk la réduction sur § de &, la composante isotypique ﬁ%

% €h

étant isomorphe éd%& ® VA R J%a multiplicité, VA représentant de A. On notera

Rg(f (\), ou R.g(A), le rang de A (c.a.d. % X # {0}). L'étude de la positivité

de la f.s. se rameéne a

PROPOSITION 1. - & est unitarisable ssi tout élément de E est une application

linéaire positive de & dans &, avec, indifféremment :

il

a) E={X*X ; X€p},

{x%zX ; X €p , z€2(R) , z »0} .

1

b) E

En considérant p comme un R-module unitaire grice a4 la forme de Killing,

introduisons une base {Xn} orthonormée ; on peut affirmer

A +
PROPOSITION 2. - 5Soit, YA E€® ZA le sous-ensemble de Z( R) représenté par

des a.l. positives sur le R-module p @ VX . Supposons que tout facteur

simple de p ® VA est de multiplicité 1. (Hypothése pas trop restrictive en
pratique et techniquement agréable). Alors & est métrisable, ssi VYA € Rg (A)

+ ,
V z € ZA’ 1'élément E (—Xhz Xh) est une application linéaire positive de

%A sur /ﬁx.

COROLLAIRE. - Soit = p @ VA la décomposition du produit tensoriel en

®
u€ﬂvu

modules simples, et soit VL €0, z . € Z2(R) tel que z

A HA
= {0} pour p'€ & , u' # y . Alors & est unitarisable ssi tous

VU#{O},

v

V4
pA '

u‘ > =g 1 1 -
les g( X 2% 2 Xh) sont des a.l. positives.
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3. Pour réaliser la réduction du produit tensoriel on introduit les polynSmes

caractéristiques de k.

DEFINITION. - Soit W le groupe de Weyl de k, h une sous-algebre de Cartan H € h

H={0" €h; Jw, H' =Hw} = {H LB etV €R,Ai=x(ﬂi);

A
Soit P(t) = g(t~Xi - Si), avec § € h'. L'image réciprogue C(t) de P(t)

R

dans Z(R)[t] par 1'isomorphisme de Harish-Chandra sera appelée un polyndéme

caractéristique (a une variable, relatif a H ,8) de k.

Par des choix appropriés de 8, de H, et de la variable t, on peur construire

HA

des éléments z du corollaire.

4. En utilisant des formules du type

_ (t) (t) y
(1) I, X, C(0) X = hzg XXy Toip avee Too € u(R),
(t) .
(2) LoIx x0T € z(k),
2,h ’

on aboutit a des relations linéaires entre des éléments de C k (plus exactement

leurs images dans £€647k,a%a)). Lorsque = So(p,q) la connaissance de ces

relations permet une caractérisation compléte des g-modules unitarisables pour

q = 1 (ol 1'on retrouve les résultats de Thieleker, [1]) et q = 2, déja amorcée

dans [2] ; pour q > h il semble nécessaire de considérer des produits tensoriels
' . . c . P

de R-modules de la forme p ® Vk . Bien que 1'étude des propriétés des éléments

de C° correspondants ne soit pas encore suffisamment approfondie, on peut espérer

aboutir a des résultats du type suivant

A

a) Il existe une relation d'ordre partiel sur k , suffisamment fine, telle

que, lorsque (¢[¢) > 0 pour 0 # ¢ € ‘gk et A minimal dans Rg(@ (A), alors & est

&

unirarisable ;
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b) Les racines du polynOme caractéristique de g (défini a 1'aide de celul
do ta forme jumelle compacte de g ) se trouvent dans une partie algébrique de

rang( @) ‘s . S . ..
¢ entiérement déterminée par la donnée des A minimaux.
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