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4 - A L G E B R E S D E P O I S S O N G R A D U E E S 

E désigne un facteur de commutation sur un groupe abélien A . 

(4.1) CROCHETS DE POISSON GRADUES. 

Dans ce paragraphe, on désigne par A une K-algèbre, 1 x A-graduées 

e-commutative. 

o 
(4.1.1). Soit F £ Der(A) Q . Pour tout x £ A, on a donc j(x)F £ Der(A) = 

Homgr. (fi(A)^ ,A) et j(x)F est de degré |x| si x est homogène. Pour a €E ft(A) 

soit h F(a) £ EndgrR(A) défini par 

h F(af (x) =< j(x)F,a> (x ^ A) . 

On a donc 

hF(a)(x) = e( |a|, |x|)< j(x)F,a> 

si x et a sont homogènes. Et on vérifie que a»->hp,(a) (x) est A-linéaire. 

LEMME. - On a h p(a) ^Der(A). 

En effet, soient x,xT,y ^ A homogènes. On a 

j(xxf)F(y) = F(xxV y) 

= e( |xf |, |y |)F(x A y)x? + xF(x'Ay) 

= e(|x| ,|xf |)x fF(xAy) + x F ( x ^ y ) . 

On a donc 

h r(dy)(xx
?) = e(|y|, |x|+|xf |) <e(|x |Jxf |)xf j (x)F +xj(x f)F,dy > 

= e( |yj, |x|+|xT |)(e( |x|, |xf | ) x ' ^ A y ) + xF(x'^y)) 

= hF(dy)(x) x
f + e(|x|,|y|)xhF(d^(x

T) ; 

donc h„(dy) ^Der(A). D Toù le résultat, 
r 

Ainsi F définit un élément h F £ Homgr^(fl(A) ,Der (A) ) q . 

Et on a 

(1) < h F(dx),dx
T> = - F(x A x') 

(x,xf S A ) . 

2 

PROPOSITION. - F *+ h F est un isomorphisms de K-modules de Der(A) Q sur le 

sous-module de HomgrA(fi(A);Der(A))q = Der(A,Der(A)) Q formé des h tels 

que (a, af)v> < h(a),af> so%t wuè application Yc-bilinêaire e -alternée 

(de degré o) de fi (A) * Q(A) dans A. 
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La formule (1) montre que (a,a1) < h_,(a),a'> est e-alternêe et que 
r 

F ^ h„ est injectif. Soit h £ Homgr A (Œ (A) ,Der (A) ) tel que (a,a'>* <h(a),a'> 
r A 

soit e-alternée. Pour x,x' £ A, posons F(x/\ x') = - <h(dx)^dx'> . Il est 
2 

clair que J ( T T ) F S Der(A)^ donc que F £ Der(A) . Et on a, si x , x 1 G " A , 

<hF(dx),dx
f> = - <h(dx),dxf> ; donc h = h p. 

On dit que h^ est le hamiltonien de F . 

2 

(4.1.2) Soit F £ Der(A) . On dit que A, muni de F est une algèbre de Poisson 

A - graduées:j_ pour tout x £ A, j(x )F est une e-dérivation de la K-algèbre 

A-graduée obtenue en munissant A du produit (x,xT) H* F ( X A X ' ) , autrement dit 

si A est une K-algèbre de Lie A-graduée (rel. à e) pour le crochet défini par 

[x ,xf] = F ( X A X ' ) , 

c'est-à-dire si l'on a 

e(|x, | ,|x 3|)F ( X j A F ( x 2 A x 3>) +e( | x 2 | , | X j f ) F ( X 2 A F ( X ^ X 1 ..))+e(1x3 | , | x 2 { V t ^ x ^ F ^ A x ^ )=0 
( X j , x 2 , x 3 £ A homogènes ). 

On a alors j(x )F = ad(x) et h_,(dx) = -ad(x) pour tout x £ A. On notera 
r 

que, pour tout x £ A, on a ad(x) ̂  Der(A) H <2te* (A). 

(4.1.3). Soit H une K-algèbre A-graduée, associative, unifère et filtrée, dé 

manière croissante et exhaustive,par (H ) c , , où H est un sous-K-module 
P P « P 

A-gradué de H. 

Soit e un facteur de commutation sur A et H l'algèbre de Lie A-graduée 

rel. à e obtenue en munissant le K-module H de [ , ] * 
Pour p €E %9 soit gr P l'application K-linéaire, A-graduée canonique 

H i / H p - 1 > 8 r ( H ) p = H / H e t s o i t B r( H) = • ê r ( H ) p ; g r( H) e s t u n e 

P P P P p 

K-algèbre 7-graduée, associative et unifère. Supposons que cette algèbre soit 

e-commutative , c'est-à-dire que l'on ait [y,yf] e H p + p 1 si y £ H P et y'G H P ; 

posons alors [gr P(y),gr P (y') ] = g r P + P 1([y,y'] e). 

PROPOSITION. - gr(H), muni de [ , ] est une K-algèbre de Poisson à-graduée 

(rel. à e). 
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C'est immédiat, puisque ad(y)^ £ Der^CH) pour tout y £ H. 

EXEMPLES. - Soit g une algèbre de Lie A-graduée (rel. à e) gr(U(g )) est 

e-commutative (3.2.3). Soit A une algèbre A-graduée et e-commutative ; 

Symb(A) est e-commutative (2.2.3). 

(4.1.4). Soient A et B des algèbres de Poisson A-graduées, relativement à e ; 

on dit que u : A -> B est un morphisme dfalgèbres de Poisson de A dans B si 

u est un morphisme de K-algèbres A-graduées associatives et un morphisme de 

K-algèbre de Lie graduées. 
2 2 

Soit F (resp. G) l'élément de Der(A) Q (resp. Der(B)Q) définissant la 

structure de A (resp. B). Pour qu'un morphisme u : A -> B de K-algèbres A-graduées 

associatives soit un morphisme d'algèbres de Poisson, il faut et il suffit 

que u vérifie l'une des conditions suivantes : 

(i) u(F(x/\x')) = G(u(x)/\ u(x') (x,x' e A) 

(ii) u (<h_,(a) ,a'>) = <hn(ti(u)a) Q(u)a'> a,a' G Œ(A)). 

On dit que J^A est un idéal de Poisson si J est un idéal gradué de 

l'algèbre associative A et un idéal de l'algèbre de Lie A; s'il en est ainsi 

A/J est, canoniquement, une K-algèbre de Poisson. 

Soit u : A -> B un morphisme d'algèbres de Poisson ; Ker(u) est un idéal 

de Poisson de A et Im(u) une sous-algèbre graduée de Poisson de B, isomorphe 

à A/Ker(u). 

(4.1.5) Soit A une algèbre de Poisson, A-graduée (relativement à e ) . Soit E 

un A-module et TT une représentation de l'algèbre de Lie A-graduée A dans E. 

On dit que (E,TT) est un k-module de Poisson si, on a, pour x,x' £ E homogènes 

et y e E, 

(i) 7r(xx')y = X7r(x')y + e(|x|,|x'|) x ' 7 r(x)y ) 

(ii) Tr(x)(x'y) = [x,x'] y + e(|x|,|x'|) x' Tr(x)y. 

(i) signifie que x K TT^x)y est une dérivation de A dans E; 

(ii) est alors équivalent à 

ad(x')e(ir(x)) = [x',x]id E v 

A, muni de la représentation ad (de l'algèbre de Lie A ) , est un A-module 

de Poisson. 
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Soient ( E , Ï Ï ) et (Ef ,/iïf) des A-modules de Poisson ; un morphisme de E 

dans E 1 est une application u : E E T , A-linéaire, graduée de degré 0 

et telle que 

u TT(X) = T T T ( X ) U (x £ A) . 

(4.2) COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE POISSON. 

On désigne par A une algèbre de Poisson A-graduée, relativement à e , 

définie par F Der(A)^ f et par (E,TT) un A-module de Poisson. On considère A, 

muni de ad, comme un A-module de Poisson. 

(4,2-0 Comme A est une. algèbre de Lie, on a le complexe (C(A)S3) et, de même, 

commet est une représentation de l'algèbre de Lie A dans E, on a le complexe 

CC(A,E),3) . Si x S A, on a 3x = -ad(x) ;si h est le hamiltonien de F, on a 
r 

h F(dx) = 9x (dans Der(A) C C(A)°). 

PROPOSITION. - On a 3F = 0. 

En effet, si X j , x 2 , x 3 ^ A sont homogènes, on a 

(8F)(x JAx z^x 3) = <K|xj I , |x3|) (e(|xj | , | x 3 1 ) F ( X ] A F ( X 2 A X 3 )) +e ( | x 2 | , | x 2 | ) F ( X 2 A F ( X ^ X ] ) ) 

+e(|x 3| , |x n|)F(x 3AF( X lAx 2)) - e ( | x j | , | x 3 | ) ( e ( | x j | , | x 3 | ) F ( F ( X ] A X 2 ) A x g ) 

+ e ( | x 3 | , | X 2 | ) F ( F ( X 3 A X 1 ) A X 2 ) + e ( | x 3 | , | x j | ) F ( F ( X 2 A X 3 ) A X ] ) ) = 0. 

(4.2.2) PROPOSITION. - Pour x,x' G A, on a, dans l'algèbre de Lie tfl (C(A,E)), 

[ j(x),ad(x') ] = 0 , 
1 

[lf(x),ad(x') 1 = ad([ 

On peut supposer x,x! et c homogènes. Soient x^,...,x^ A homogènes on a 

(j (x)ad(x')c) ( X j A . . . A X | ) = e(|x|,|c|+|xf|) (xf C ( X * X J / N . . . A X ^ ) - ( | X ! | , | c | ) C ( X ' X A X J A . . . A X ^ ) ) 

= e ( |x| , |xf |) ( e ( |c| , | x | ) x f c ( x A X L A . . . A x ^ ) - e ( |c| , |x| + |xT ^ C C X A X ' X J A . . . A X ^ ) ) 

= e(|x|,|x'|)(ad(x)g j ( x ) c ) ( x 1 A . . . A X p ) ; 

d'où la première formule. 
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Et on a 

(i>Tx). ad(x !) c ) ( x t Â . . . A X ) 
e 1 P 

= [ X , X f ] ( X j A . . . A X p ) + £ ( | x| , | x T | )x f i T (x) c ( X j A . . - Ax^) 

- e(|c|+|xT| ,|x|) 2 e()x i| ,|x1|+.-. + |x i_ 1|)x
fc(x 1 A - . . A[x,x I ] A.../ix p) 

- e (| c| , | x' | ) 7T ( X ) C ( X Î X 1 A . . - ^ X p ) 

+ e ( | x | ,|xf|)e(|c| ,|x|+|x
f|) 2 e(|x i| , | x j + . . . + | x ^ j | ) C ( X T

X ] A • . . A [ X ^ J A - . - A X ) 

i 

- e ( | x | , | x f | ) x f W x ) c ) ( X L A . . . A X P ) 

- e ( | c | ,|x'|) ( 0 > f x ) c ) ( x f x 1 A . . . * x ) 

+ [ X , X f ] c ( X j A . . . A X ) - e (| c| , | x| +| X T | )c( [x ,X F ] X j A • • - ^ x

p ) i 

d'où la seconde formule. 

(4.2.3) C(A) = Homgrt.(Av(A) ,A) est une K-algèbre TL x A-graduée pour le produit A . 

Et C(A,E) = HomgrI_(A1.(A) ,E) est un C(A)-module 1 x A-gradué pour le produit A . 

PROPOSITION. - Pour x E A c E C(A) homogènes-,- c1 E C(A,E), on a 

j(x)(cAc î) = (j(x)c)^c f + (-l) d e g ( c )e(|x| ,|c|) cl(j(x)c f), 

^ x X c ^ c ' ) = (oKx)c)Xc T + e(|x|,|c|) c X (J(x) c 1 ) , 

3(cxc f) = O c ) x c T + (-l) d e g ( c )cx( 3c 1), 

ad(x) (cAc 1) = (ad(x) c)X c f + e( |x| , | c| )cX (ad(x) c f) . 

La première formule est conséquence de (1.9.2) ; la deuxième résulte 

d'un calcul de routine. Enfin, si x,x} £ A et E sont homogènes, on a 

3 ( x y ) ( x j ) = e ( | x | + | y | , | x , | ) 7r( X lX(xy) 

= e(|x| + |y|,|x 1|)([x 1,x ]y + e ( | x | , | x , | ) x i r ( X j ) y ) 

= - e ( | y | , | x j | ) ad(x)(xj)y + e ( | y 1 | , | x 1 | ) x T T(xj ) y 

= (3x)Xy + x(3y). 

On raisonne alors par récurrence sur deg(c) et deg(c'), en utilisant 

[3,j(x)]P= ^(x) , pour démontrer la troisième formule. Et la dernière se 
z 

vérifie par un calcul de routine, à partir des définitions. 

En particulier, si x £ A et c £ C(A,E), on a 

3(xc) = -ad(x)>l c + x 3c. 

3 est donc Z(A)-linéaire. 
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(4.2.4) Ainsi 9 est une dérivation de degré (1,0) de C(A) ; donc induit 

sur £ (A) un produit, encore noté ̂ e t K(A) , muni de ce produit^est une 

K-algèbre 2 x A-graduée et Ê^-commutative. De même, A. induit une application 

K-bilinéaire de degré (0,0) de ft(A) x ft(A,E) dans }i(A,E), notée x yet, 

muni de la loi ainsi définiey \(A,E) est un Jï(A)-module Z x A-gradué. 

(4.2.5) On note <j>_ l'endomorphisme gradué de degré (2,0) de C(A,E) défini 

par <f>E(c) = c. On a 8 (FA,C) = F 3c pour tout c G C(A,E) . C'est-à-dire 

^ • T? = fy-v • Donc <(>-, induit un K-endomorphisme ¥1(6-,) gradué de degré (2,0) 

de ft(A,E) . 

PROPOSITION. - Pcwr que ¥i ((()A) = 0, il faut et il suffit que la classe de 
2 

F dans (A) soit 0. On a alors Jt( $ £ ) = 0. 

C'est suffisant ; soit c € Endgr (A) tel que F = 3c ; pour tout 

c f G Ker(3), on a 3( CAc') = F A C ' = ^ ( c 1 ) , donc = 0. 

o 2 
C'est nécessaire ; soit <|>̂  : Z(A) •> (A) la restriction de <J>̂. 

o 
Comme <J>̂(1 ) = F et que 1^ Z(A), la classe de F dans % (A) est 0. 

(4.2.5) fc(A) est une algèbre de Lie H x A-graduée, relativement à e^y 

et iT définit une représentation ^(TT) de T}(A) dans le module 2 x A-gradué 

&(A,E) (cf. (3.3.5)). On vérifie que )i(A), muni de et de [ , ] 

(défini en (3.3.5)) est une algèbre de Poisson et que le J') (A)-module Jl(A,E) 

(pourA), muni d e ^ C O est un Ji(A)-module de Poisson. 

(4.3) C0H0M0L0GIE DES MULTIDERIVATIONS D'UNE ALGEBRE DE POISSON. 

Les notations sont celles de (4.2). 

(4.3.1) On note D(A,E) le sous-K-module Z x A-gradué 

HomgrA(AA(fi(A)T ,E) = © Der(A,E)
P de C(A,E) ; et on pose D(A,A) = I)(A) . 

D(A) est une sous-algèbre # x A-graduée de C(A) et D(A,E) est une I)(A)-module 

1 x A-gradué. 

PROPOSITION. - Soit c CD(A,E) ; on a j(x) £ D(A,E) , ffr(x) G D(A,E) pour 

x ^ A, et 9c ̂  D(A,E). 
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Il est clair que j (x)c £ D(A,E) pour tout x G A. 

LEMME. - Si x ̂  A et c € Der(A,E), on a 0(x)c G Der(A,E) • 

On peut supposer x homogène. Si x f £ A, on a 

(4fXx)<J(x f) - i r ( x ) c ( x f ) - e ( | c | , | x | ) c([x,x'] ) . 

Si x ' , x " G A sont homogènes, on a 

(/ir(x)c)(x'x") = e ( | c | + | x » | , | x " | ) ( [ x , x " ] c ( x ' ) + e ( | x | , | x " | ) x " i r ( x ) c ( x ' ) ) 

+ e ( | c | , | x ' | ) ( [ x , x ' ] c ( x " ) + e ( | x | , | x ' | ) X'TT ( x)c ( x " ) ) 

- e ( | x | , | c | ) ( c ( [ x , x ' ] ) x " + e ( | c | , | x | + | x ' | ) [ x , x » ] c ( x " ) ) 

- e ( | x | , | c | + | x ' | ) ( c ( x * ) [ x , x " ] + e ( | c | , | x ' | ) x ' c ( [ x , x " ] ) 

= ( T r ( x ) c ( x , ) ) x " - e ( | c | , | x | ) c ( [ x , x ' ] ) x " + e ( | c | + | x\\ | je' | )X 'TT ( X ) C ( X " ) 

- e ( | c | + | x | , | x ' | ) e ( | c | , | x | ) x ' c ( [ x , x " ] ) 

= ( n K x ) c ( x ' ) ) x " + E ( | C | + | X | , | X ' | ) x ' e ^ ( x ) c ( x " ) ) . 

D'où le résultat. 

Soit c S Der(A,E) p ; et soient X j , . . . , x j €E A homogènes ; si x ' G A, 

posons c ' ( x ' ) = c(x./\...Ax / x ' ) 
1 P"1 

p-1 . 1 

c " ( x » ) - - e ( | c | , | x | ) 2 e ( | x . | , | x 1 | + . . . + | x i _ 1 | ) c ( [ x , x . ] / N . . . 1 . . A X ^ x ' ) ; 

i= 1 p 

on a c' , c" S Der(A,E) et 

4 ? / ( x ) c ( x 1 / v . . . A X p _ 1 / \ x * ) = (l^ ( x ) c ' ) ( x ' ) + c M ( x ' ) ; 

d après le lemme, /lf(x)c,+c" G Der (A,E) . On a donc J ( X ^ . . . A X ) / ( x ) c € Der (A,A) 

et 0^(x)c G Der(A,E)
p. 

Enfin si x , x ' G A et y S E sont homogènes, on a 3y (x ) = ir(x)y ; donc 

3y G Der(A,E). Soit c S Der(A,E) F ; comme j(x)(3c) =4^Tx)c - 3 ( j (x) c) , on voit 

par récurrence sur p, que 3 (j (x) c) £ Der(A,E) P et ce qui précède montre que 

j(x ) O c ) G Der(A,E) p ; donc 3c G Der(A,E) P + 1. 

(4.3.2) Ainsi (D(A), 3) et (D(A,E),3) sont des complexes de K-modules A-gradués 

dont on note, respectivement, %{A) et %(A9E) les K-modules Z x A-gradués de 
des(c) 

cohomologie. Et, comme 3(cA.cf) = 3cxc f + (-l) 6 cA3c f , le produit A-

induit sur 3&(A) un produit et une application %(A) x $(A,E) -> #6(A,E), encore 

noté A. %{A) est alors une K-algèbre 1 x A-graduée et -commutâtive et 

%(A,E) un $ù(A)-module 2 x A-gradué. 
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(4.3.3) On a %° (A,E) = (module des éléments invariants par TT de E) . 

(E) est l'ensemble des dérivations x r> TT (x)y et 3(A) = ad (A) . 

En particulier, %^ ( A ) = (Der(A) H V e r ( A ) ) / a d ( A ) . 

Et on a la suite exacte de cohomologie 

0 Z(A) + Z(A) -> 0 -*(Der(A) fi 'Ver (A) )/ad(A) 3fe*(A)/ad(A) 

-> H1(C(A)/D(A)) + % 2 ( A ) +Ji(k)+... 

(resp. 0 E A E A -> 0 -> (A,E) -> (A,E) -> H* (C(A,E)/D(A,E ) ) + 3Ç,2(A,E) + . . . ) , 

où 6 est l'application K-linéaire de liaison relative à la suite exacte de 

complexes 

0 -> D(A) ->• C(A) -> C(A)/D(A) -* 0 

(resp. 0 -> D(A,E) + C(A,E) -> C(A,E) /D(A,E) + 0) . 

De plus, c «-> F X c est un endomorphisme <j>g de degré (2, 0 ) du K-module 

D(A,E), tel que 9(f>E = (p^d . <j> E induit donc un endomorphisme 9&(<J>E) de degré 

(2,0) de 3C(A,E) . Pour que %(<f) A ) = 0, il faut et il suffit que la classe 
2 

de F dans % (A) soit 0. 

(4.3.4), Soit a ̂  $(A) P ; et soit h(a) l'application K-linéaire graduée de 

A^(A) dans A définie par 

h(a) (X,A . . .A x ) = <rad(x. >v • • A ad( (x ) , a> (x. ̂  A) . 

1 p 1 p î 

Pour x,x' £ A homogènes, on a 

ad(xx') = x(ad(xf)x")+ e(|x|,|x'|)xf(ad(x)x11) 

si x H £ A. Il en résulte que h(a) ^ Der(A) P. D'où una application A-linéaire 

h de degré (0,0) , de (j>(A) dans D (A) . 

Si <f> : ft(A) -> $ ( A ) 1 est l'application canonique oiK (X 4 <Xpt >) , on a 

évidemment h | . (j) = h„. 
• (A) 

PROPOSITION. - On a3 pour tout a £ $(A), en a h(dcx) = 3(ha) . 

C'est un calcul de routine. 

Ainsi h est un morphisme du complexe ($ (A),d) dans le complexe (D(A),3)j 

d'où une application K-linéaire h graduée de degré (0,0) de H( <t>(A) ) dans 

On vérifie d'autre part que h est un morphisme dè K-algèbres % x A-graduées 

de <j)(A) dans D(A) ; donc h est un morphisme d'algèbres ZT x A-graduées de 

H((f)(A)) dans96<A). 
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(4.4) COHOMQLQGIES DIFFERENTIELLES D'UNE ALGEBRE DE POISSON. 

Les notations sont celles de (4.2) et (4.3). 

(4.4.1) Soit n un entier > 1. On note D^(A,E) le module 1 x A-gradué % Dif (A,E) P 

P n 

et on pose D^(A,D) = D n(A).
 D

n(A) est une sous-algèbre # x A-graduée de C(A) 

(pour le produite) et D^(A,E) est un D n(A)-module (pour A . ) 71 x A-gradué. 

PROPOSITION, - Soit c E D (A,E). On a j(x)c E D (A,E), ^(x)c E D (A,E) (x E A) 

et de E D (A,E) . 

Soient x,x^, ...,x n E A, homogènes. D 1 après (42.2)on a ad (Xq)£...ad(x^) j(x) = 

<|x| f|x l+...+|xl)j(x) ad(x ) ... ad(x ) et ad(x ) ...ad(x )aHx) = 1 1 1 o i 'n' ° e n s o e ne 

e(|x| , |x 0| + ...+ |x |) /IT(X) ad(x ) ...ad(xn) 
n t t . 

+ ^ ad(y ) ..ad(y ) , où y , . . . ,y E A. Ceci montre que j(x)cED (A,E) et 
. . o e n e ' J o n ^ J ' n 

J = L 

4^(x)c E D (A,E) . Si y E E, on a ày E Der(A,E) C Difn(A,E) ; la formule 

j (x) 3 = 1/tx) - 3j (x) montre, par récurrence sur p, que, si c E Dif n(A,E)
P, on a 

de E Dif n(A,E)
P + 1. 

(4.4.2) Ainsi, (D^(A) , 9) et (D^(A,E),3) sont des complexes de K-modules A"gradués 

dont on note, respectivement, $# n(A) et 36 (A,E) les K-modules % x A"gradués 

de cohomologie. Le produit-i induit sur 3ù (A) un produit et une application 

#ên(A)x #6 (A,E) -> 3^(A,E)y encore notés . 3ên(A) est une algèbre 1 x A-graduée 

e^-commutative et Sf& (A,E) un (A)-module 1 x A-gradué. L'injection canonique 
/j n n 

D (A,E) -> D t(A,E) induit une application K-linéaire de degré (o,o) de (A,E) 
n n+1 n 

dans 9£ + j (A,E) . Et, de même, l'injection D R(A) -> D^ + 1 (A) induit un morphisme 

d'algèbres X x A-graduées de ^ ( A ) dans ^ n + \ • 

(4.4.3) Notons encore 3 la restriction de 3 à D(A,E) et, pour préciser^ 3j 

la restriction de 3 a Dj(A,E). Notons $ 1 'endomorphisme C F A C degré (o,2) 

du K-module D(A, E) et ^ 1 ' endomorphisme c i-> F>Lc du K-module Dj (A,E) . 

On a la suite scindée, définie en (2.3.3) j 

0->D(A,E) ¿-1—* DT(A,E) D(A,E) -> 0. 
P 1

 ~ T ~ 
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Et il est clair que 

Î <|>j.i = i-Ф , Ф]Т = т• ф ; 

Ф- P ~ P • Ф 1 > Ф*77 = V 'Ф j • 

Comme Э̂  г = гЭ , г induit une application K-linéaire graduée! de degré 

(o,o) de $(A,E) dans ЩА9Е) . 

D'autre part, si с £ Dj (A,E) , on a Э } ( F A C ) = 3F^c + F/t 3 jC = F A , 3J С ; 

donc Э^ Mф^ = (f)j «8j . Donc <f)j induit un endomorphisme de degré (2,0) 

de (A , E ) . 

PROPOSITION. - On a гф - Э|Т+тЭ • 

En effet, dans Dj(A), on a 3j(idA) = F et, si c G D(A,E), on a 
T ( C ) = id^O с ; d'où Э^т(с) = FX-c - id^Mûc = 1ф(с) - тЭ(с). 

COROLLAIRE. - On a : T8J = - Этт, 

фЭ ̂  = Зф+фтг, 
Э j = -тЭтт+г (Эр + фтт) . 

Soit c E Dj(A,E) ; on a с = т тг(с) + ip(c) ; donc 3 j C = 31Tïï(c)+3jip(c) = 

1фтг(с) -тЭтг(с) + гЭр(с) ; d'où la troisième formule. La seconde formule est alors 
immédiate. Mais alors on a TTSJ (с) = -тт * Зтт(с) = - Этт(с) ; d'où la première 
formule . 

Par suite, TT induit une application K-linéaire тг de degré (o,o) 
de #j(A,E) dans 3G(A ,E) . 

(4.4.4) PROPOSITION. - On a le diagramme exact 

% (A,E) V ^ j ( A , E ) 

\ / 
26 (A,E) 
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En effet de la suite exacte 

0 D(A,E) L^D^A.E) 1^ D(A,E) ^ 0 , 

on déduit la suite exacte de cohomologie 

9 96(A,E) U^j(A,E) % £(A,E) ~-> #(A,E)__* ... 

oû 6 est Inapplication linéaire de connexion ; la définition de ô montre 

que, si y est la classe de cohomologie de C ^ D(A,E), ô(y) est la classe 

de cohomologie de pôjT(c) = pi<f)(c) C = c()(c) ; autrement dit, on a 6 = <j>. 

COROLLAIRE 1. - On a la suite exacte 

0 — ^ ( A , E ) —1-*#Î(A,E) — ? E A„ 

- - I * 
%l(A,E)^_l ggf(A,EU —fc 2(A,E) 

$ 3(A,E) ->^ 3(A,E) ? $ 2(A,E) 

...^ $>4(A,E) . 

COROLLAIRE 2. - Si la classe de cohomologie de F est nulle3 on a la suite 

exacte 

0 ,3fc(A,E) ! &,(A,E) % 3£(A,E) , 0. 


