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4 - ALGEBRES DE POISSON GRADUEES
E désigne un facteur de commutation sur un groupe abélien 4.

(4.1) CROCHETS DE POISSON GRADUES.

Dans ce paragraphe, on désigne par A une K-algébre, Z x A-graduées

e-commutative.
(4.1.1). Soit F € Der(A)g . Pour tout x € A, on a donc j(x)F € Der(A) =

HomgrA(Q(A)M,X) et J(x)F est de degré le si x est homogéne. Pour a € Q(A;
soit hF(a) € Endng(A) défini par

hp(a)” (x) =< j(x)F,0> (x €4).
On a donc
() () = e(fel, [x)< jGF, 0

si x et o sont homogénes. Et on vérifie que ak*hF(a)(x) est A-linéaire.

LEMME. - On a hF(a) € Der(A).

En effet, soient x,x',y € A homogénes. On a

J(xx"DF(y) = F(xx'~r y)
= e(|x'[,lyDFxA yIx' + xF(x"Ay)
= e(|xl,lx'])x'F(X/\y) + xF(x'ny).
On a donc

hy(dy) Gex') = eCly |, [x|+[x' D <e(lx Llx'Dx'j0)F + x j(x")F,dy >

eClyl, [x|+[x" D CeClx], [x" Dx"Beay) + xF(x"a ¥))

hp(dy) 0 x' + e(lx], |y Dxhy (a(x") 5
donc hF(dy) € Der(A). D'ou le résultat.

Ainsi F définit un élément hF € HomgrA(ﬂ(A),Der(A))o.

Et on a
(n < hF(dx),dx'> = - F(xa x")
(x,x' €4).

. . 2
PROPOSITION. - F & hF est un isomorphisme de K-modules de Der(A)0 sur le
sous—module de HomgrA(Q(A))Der(A))o = Der(A,Der(A))O formé des h tels
que (o,a')» < h(a),a'> sort une app(rcation Krbilinéaire)e -alternée

(de degré o) de & (A) x QA) dans A.
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La formule (1) montre que (a,a') P < hF(a),a'> est e-alternée et que

F > hF est injectif. Soit h € HomgrA(Q(A),Der(A)) tel que (a,a')> <h(a),a'>
soit e-alternée. Pour x,x' € A, posons F(xA x') = - <h(dx)dx'> . Il est
clair que j(m)F € Der(A% donc que F € Der(A)z . Et on a, si x , x' €A,
<hF(dx),dx'> = - <h(dx),dx'> ; donc h = hF.

On dit que hy est le hamiltonien de F.

(4.1.2) Soit F € Der(A)2 . On dit que A, muni de F est une algébre de Poisson

A~ gradu€esi, pour tout x € A, j(x)F est une e-dérivation de la K-algébre

A-graduée obtenue en munissant A du produit (x,x') » F(xaAx'), autrement dit

si A est une K-algdbre de Lie A-graduée (rel. 3a ) pour le crochet défini par
[x ,x'] = F(xax").

c'est—3-dire si 1'on a

e(lxl],lx3|)F(xl/\F(x2A x3)) +e(|x2l,|xl,)F(XZAF(xghxl))+e(lx3|;Ile)F(xgﬁF(x]sz))=O
(XI’XZ’X3 € A homogénes ).

On a alors j(x)F = ad(x) et hF(dx) = —ad(x) pour tout x € A. On notera
que, pour tout x € A, on a ad(x) € Der(A) N Jer (A).

(4.1.3). Soit H une K-algébre A-graduée, associative, unifére et filtrée, de
maniére croissante et exhaustive,par (Hp)p € g ol Hp est un sous—K-module
A-gradué de H.

Soit € un facteur de commutation sur A et H 1'algébre de Lie A-gradué&

rel. 3 € obtenueen munissant le K-module H de [ , ]€ .

Pour p € 2, soit grp 1'application K-linéaire, A-graduée canonique Hp -+
H /H__ ,gr(H)p =H /H et soit gr(H) = @ gr(H)P ; gr(H) est une
PPl P D P
K-algébre Z-graduée, associative et unifére. Supposons que cette algébre soit

1
! siy& BP et y'E L

1

. o . . +p'-
e-commutative , c'est—3~dire que 1l'on ait [y,y']EEEHp P

1 +‘__]
posons alors [grp(y),grp Gyl = gfp P ([Y,Y']E)-

PROPOSITION. - gr(H), muni de [ , 1 est une K-algébre de Poisson A-graduée

(rel. 4 ).
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C'est immédiat, puisque ad(y)E S DerE(H) pour tout y € H.

EXEMPLES. - Soit g une algébre de Lie A-graduée (rel. & a)'gr(U(g )) est
e-commutative (3.2.3). Soit A une algébre A-graduée et e-commutative ;

Symb(A) est e-commutative (2.2.3).

(4.1.4). Soient A et B des algébres de Poisson A-graduées, relativement 3 &
on dit que u : A > B est un morphisme d'algébres de Poisson de A dans B si
u est un morphisme de K-algébres A-graduées associatives et un morphisme de
K~algébre de Lie graduées.

Soit F (resp. G) 1'élément de Der(A)z (resp. Der(B)i) définissant la
structure de A (resp. B). Pour qu'un morphisme u : A > B de K-algébres A-graduées
associatives soit un morphisme d'algébres de Poisson, il faut et il suffit
que u vérifie 1'une des conditions suivantes

(1) wW(F(AX")) = Glu(x)A ulx'") (x,x" € A)

(ii) u (<hF(a),a'>) = <hG(Q(u)d)Q(u)a'> a,0' € Q(A)).

On dit que JCA est un Zdéal de Poisson si J est un idéal gradué de
1'algébre associative A et un idéal de 1'algébre de Lie A; s'il en est ainsi
A/J est, canoniquement, une K-alg@bre de Poisson.

Soit u : A > B un morphisme d'algébres de Poisson ; Ker(u) est un idéal
de Poisson de A et Im(u) une sous—algébre graduée de Poisson de B, isomorphe
a A/Ker(u).

(4.1.5) Soit A une algébre de Poisson, A-graduée (relativement & €). Soit E
un A-module et 7 une représentation de l'algébre de Lie A-graduée A dans E.
On dit que (E,m) est un A-module de Poisson si, on a, pour x,x' € E homogénes

et y €E,
(1) T(xx")y = xn(x")y + e(|xl,|x") x'm(x)y,
(ii) m(x) (x'y) = [%x'] y + e(x|,|x"]) x' 7(x)y.

(i) signifie que x b Ekﬁ)y est une dérivation de A dans E;

(ii) est alors équivalent &

ad(X')E("(X)) = [x',x]idE\f
A, muni de la représentation ad (de 1'algébre de Lie A), est un A-module

de Poisson.
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Soient (E,n) et (E',n') des A-modules de Poisson ; un morphisme de E
dans E' est une application u : E > E' , A-linéaire, graduée de degré O

et telle que
uTm(x) = 1'"(x)u (x € A).

(4.2) COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE POISSON.

On désigne par A une algébre de Poisson A-graduée, relativement 3 € ,
définie par F € Der(A)é , et par (E,m) un A-module de Poisson. On considére A,

muni de ad, comme un A-module de Poisson.

(4.2.1) Comme A est une algébre de Lie, on a le complexe (C(A),3) et, de méme,
comme W est une représentation de 1'algébre de Lie A dans E, on a le complexe
(C(A,E),d) . Si x €A, on a 3x = —ad(x) ;si hp est le hamiltonien de F, on a
hF(dx) = 3x (dans Der(a) C c(a)°).

PROPOSITION. - On a oF = 0.

En effet, si X 9%, X € A sont homogénes, on a

3
(BF)(x{\xZAx3) = ¢(|X]|,|X3|)(€(|XlI,IXBI)F(XlAF(X24X3» +€(IX2|,IXII)F(XZAF(XgAX]))
ve(lxg], I DFGAF (xpax,)) —e(lx; [ [xy D) (e llx; [ Iy DEF G ax,) Ax,)

+ e(|x3|,|x2|)F(F(x3Ax])Ax2) + €(|X3I’IXII)F(F(XZAX3)AX])) = 0.

€
(4.2.2) PROPOSITION. - Pour x,x' € A, on a, dans l'algébre de Lie gl Z(C(A,E)),
[j(X),ad(X')elez =0,
[17’(x),ad(x')€]EZ = ad([x,x'])E .

On peut supposer X,x' et c homogénes. Soient XpseeaXy € A homogénes on a
(GadxDe) (xpr.cax ) = e(!xl,lc|+|x'I)(x'c(XAxlA...Axp)- dx'|,|c|)c(x'XAX(u..Axé»
= E(le,lx'|)(€(Ic|,|XI)X'C(XAX1A...AXP)—E(ICI,|X|+|X'I)C(XAX'XIA...AXP))
= e(|x|, [x"]) (ad(x), J) (A nx ) 3

d'oi la premiére formule.
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Et on a

WVx), ad(x") ¢) (x]/\ c e A )
€ P

[x,x'](x]A...Axp)+g(|x|,]x'l)x'n(x)c(x]A...Axp)

e(|c|+|x'|,|x]) ?E(lxil,IX]I+...+|Xi_ll)x'C(XIA...A[X,Xi]A-..Axp)

e(|c],|x"]) w(x)c(x'xlA...Axp)

+

g(|x|,|x'|)g(|c|,|x|+|x'|) ? g(|xi|,|xi|+...+|xi_]|) c(x'xlA...A[x,xi]A...Axp)

e ( ]xl,‘x']) x'(@(x)c)(x]A...Axp)
- g(lcl,lx'l) (fo)c)(x'x]A...nxp)

+ [x,x']c(x]A...Axp) - g(lcl,|x|+|XVI)c([x,x']x]A...Axp) :
d'ol la seconde formule.

(4.2.3) c) = Homng(AK(A),A) est une K-algébre Z x A-graduée pour le produit A.
Et C(A,E) = Homng(AK(A),E) est un C(A)-module Z x A-gradué pour le produit s .

PROPOSITION. — Pour x € A c € C(A) homogéness-c' € C(A,E), on a
J@ (eac) = Gaac + DBkl 1)) caG@e"),
J® (cae’) = Wxade + e(x|,|c]) crtf®eh,
d(cac") = (dc)ac' + (—l)deg(c)cx.( ac'),

ad(x) (cac') = (ad(x) c)dc' + e(|x],]cD e (ad(x) .

La premiére formule est conséquence de (1.9.2) ; la deuxiéme résulte
d'un calcul de routine. Enfin, si X, X, € A et yE€ E sont homogénes, on a
a(xy) (x) = e(|x|+|y|,[x [} m(x X (xy)
= e([x|+|y|, %) Axxly + e(]x], [x; Dx 7(x))y)
= -e([yl,lxll) ad(x)(xl)y + e(|y]|,|x]|) x w(x])y
= (3x)Ly + x(3y).

1]

On raisonne alors par récurrence sur deg(c) et deg(c'), en utilisant
[B,j(x)]E; 1% (x), pour démontrer la troisiéme formule. Et la derniére se
vérifie par un calcul de routine, 3 partir des définitionms.

En particulier, si x € A et ¢ € C(A,E), on a

9(xc) = —ad(x)L c + x 3c.

9 est danc Z(A)-linéaire.
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(4.2.4) Ainsi 0 est une dérivation de degré (1,0) de C(A) ; donc A induit
sur kR (A) un produit, encore noté A, et h(A), muni de ce produit,est une
K-algébre Z % A-graduée et Ez-commutative. De méme, A induit une application
K-bilinéaire de degré (0,0) de N(A) x N(A,E) dans A(A,E), notée Aet,

muni de la loi ainsi définie, h(A,E) est un h(A)-module Z x A-gradué.

(4.2.5) On note (bE 1'endomorphisme gradué de degré (2,0) de C(A,E) défini
par CbE(c) =Fac. Ona 3(FLC) =F A 3c pour tout ¢ € C(A,E). C'est-d—-dire
3 d)E = ¢E . Donc d)E induit un K-endomorphisme ﬁ(¢E) gradué de degré (2,0)

de Rh(A,E).

PROPOSITION. - Pour que h (d)A) = 0, 71 faut et 11 suffit que la classe de
F dans ﬁz(A) soit 0. On a alors }z(¢E) = 0.

C'est suffisant ; soit ¢ € Endng(A) tel que F = 3c ; pour tout
c' € Ker(d), ona 3(cac') = Fac' = ¢E(c'), donc $E = 0,
C'est nécessaire ; soit ¢Z : Z(A) ~» ﬁz(A) la restriction de ¢A.

Comme ¢Z(1) = F et que 1€ Z(A), la classe de F dans %Z(A) est O.

(4.2.5) T1 (A) est une algébre de Lie Z x A-graduée, relativement 3 Eg 7

et ™ définit une représentation ﬁ(n) de Y (A) dans le module Z x A-gradué
(A,E) (cf. (3.3.5)). On vérifie que N(A), muni de . et de [, ]

(défini en (3.3.5)) est une algdbre de Poisson et que le } (A)-module h(a,E)

(pour A ), muni de Y2(1) est un fi(A)-module de Poisson.

(4.3) COHOMOLOGIE DES MULTIDERIVATIONS D'UNE ALGEBRE DE POISSON.

Les notations sont celles de (4.2).

(4.3.1) On note D(A,E) le sous~K-module Zx A-gradué

HomgrA(AA(Q(A))N ,/}:3/) =@ Der(A,E)p de C(A,E) ; et on pose D(A,A) = D(A).
D(A) est une sous—algébre Z x A-graduée de C(A) et D(A,E) est une D(A)-module

Z x A-gradué.

PROPOSITION. ~ Soit c € D(A,E) ; on a j(x) € D(A,E), ¥ (x) € D(A,E) pour
x €A, et 3c €D(AE).
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I1 est clair que j(x)c € D(A,E) pour tout x € A.
LEMME. - 57 x € A et ¢ € Der(A,E), on a 6(x)c € Der(A,E).

On peut supposer x homogéne. Si x' € A, on a

W) Jx") = 1(x)e(x") - e(|c],]x]) < [x,x] ).

Si x',x" € A sont homogénes, on a
(W (x) )(x'x") = €(|c|+|x'|,Ix"l)([x,x"]c(x') + e(lxl,lx"[)x"ﬂ(x)c(x'))
+ s(|c|,|x'|)([x,x']c(x") + e(|x|,|x'|) x'"r(x)c(x"))
- e(|x],]c])cd x,x"T)x"+ e(le],]x[+x"]) [ x,x"]c(x"))
- e(x|,] e+ x" ) (ex") [x,x"1 + e(|c|,|x']) x"cd x,x"])
(m(®ex"Nx" - ellc],|x])ed x,x'T)x" + e(|c|+ x|}k Dx"m(x)c(x")
- e(c|+xl,[x'"]) e(c|,]x]) x'ed x,x")

= WEe(x"Nx" + el|c]+]x|,][x']) x' ) ex").

1

D'ol le résultat.

Soit ¢ € Der(A,E)P ; et soient XjseeesX € A homogénes ; si x' € A,

P!
posons c'(x') = c(xrA...AxP_lnx')
et
-l i-1 Y
c"(x") = - e(c],x]) T -0 Tedx.|, x|+ ] x, Ded x,%.08 <+ X,y . A% _Ax');
=1 i 1 i-1 1 k4 p-1
on a ¢' , ¢" € Der(A,E) et

AV(x)c(xlA...Axp_le') = W (x)c") x') + "(x") ;

d'aprds le lemme,/ﬂ?x)c'+c" € Der(A,E). On a donc j(xrA...Axp_])J?x)c € Der(A,A)
et YV (x)c € Der(A,E)p.

Enfin si x,x' € A et y € E sont homogénes, on a 3y(x) = n(x)y ; donc
dy € Der(A,E). Soit ¢ € Der(A,E)P ; comme j(x)(dc) =@(x)c - 3(j(x)c), on voit
par récurrence sur p, que 3(j(x)c) € Der(A,E)p et ce qui précéde montre que

j(x) (dc) € Der(A,E)® ; donc 3c € Der(A,E)p+].

(4.3.2) Ainsi (D(A),d) et (D(A,E),d) sont des complexes de K-modules A-gradués
dont on note, respectivement, HA) et QQA,E) les K-modules Z x A-gradués de

eg(c)chac' , le produit L

cohomologie. Et, comme d3(cAc') = Bc,Lc'+(-l)d
induit sur J6(A) un produit et une application W(A) x H(A,E) » ¥6(A,E), encore
noté A. M (A) est alors une K~algébre Z x A-graduée et el—commutative et

¥ (A,E) un J{A)-module Z x A-gradué.
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(4.3.3) On a H°(A,E) = EA (module des €léments invariants par 7 de E).

(9%
(E) est 1'ensemble des dérivations x~ m(x)y et 9(A) = ad(Aa).

En particulier,im](A) = (Der(A) N Qzér(A))/ad(A).
Et on a la suite exacte de cohomologie

0 > Z(A) » Z(A) > 0 -(Der(A) N Ver(A))/ad(A) ~ Fe(A)/ad(A)
> wlew/may S® @ - R - ...

(resp. 0> E > B2 >0 -3 A, » K (a,E) > B (CA,E)/DAE)) S XEMAE) > ...),

oli § est 1'application K-linéaire de liaison relative 3 la suite exacte de

complexes
0 -+ D(A) > C(A) > C(A)/D(AY > O

(resp. 0 - D(A,E) > G(A,E) -~ C(A,E)/D(A,E) - 0).

De plus, ¢+ F.ic est un endomorphisme ¢E de degré (2, 0) du K-module
D(A,E), tel que 8¢E = ¢E8 . b E induit donc un endomorphisme 96(¢E) de degré
(2,0) de m@(A,E). Pour que M«{¢ A ) = 0, i1 faut et il suffit que la classe

de F dans %Z(A) soit Q.

(4.3.4). Soit o € <I>(A)p ; et soit h(o) 1'application K-linéaire graduée de
Ai(A) dans A définie par
S
h(a)(xln...nxp) =<ad(x])~../\ad((xp), ay (x; € a).
Pour x,x' € A homogénes, on a
ad(xx') = x(ad(x")x"+ e(|x|,|x'Dx"(ad(x)x")
si x" € A. Il en résulte que h(a) € Der(A)p. D'ol une application A-linéaire
h de degré (0,0), de ¢(A) dans D(A).
Si ¢ 1 QA) »—@(A)] est l'application canonique atb> (X > <Xg >), on a
évidemment h[ 1.¢ = hF.
¢(A)

PROPOSITION. - On a, pour tout o € ®(A), on a h(do) = 3(ha).

C'est un calcul de routine.

Ainsi h est un morphisme du complexe (¢ (A),d) dans le complexe (D(A),d):
d'oll une application K-linéaire h gradu& de degré (0,0) de H(¢(A)) dans q&(A).

On vérifie d'autre part que h est un morphisme de K-algébres Z * A-graduées
de ¢(A) dans D(A) ; donc h est un morphisme d'algébres 7Z X A-graduées de
H(4(A)) dans Ho(a).
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(4.4) COHOMOLOGIES DIFFERENTIELLES D'UNE ALGEBRE DE POISSON.

Les notations sont celles de (4.2) et (4.3).

(4.4.1) Soit n un entier > l. On note Dn(A,E) le module Z x pA-gradué @ Difn(A,E)p
p

et on pose Dn(A,D) = Dn(A)' Dn(A) est une sous-algé&bre Z x A-graduée de C(A)
(pour le produitA ) et Dn(A,E) est un Dn(A)~modu1e (pour A ) 7Z x A-gradué.

PROPOSITION. - Soit ¢ € D_(A,E). On a j(x)c € D_(A,E), 1 (x)c € D_(A,E) (x € A)
et dc €D _(A,E).

Soient XyXpsenesX) € A, homogénes. D'aprés (42.2)on a ad (xo)e...ad(xn)sj(x) =
dlx|,|xo[+...+1xn|)j(x) ad(xo)s... ad(xn)E et ad(xo)g...ad(XHEJU(x) =
. g(|xl , ix0|+.,.+|xn|) V(%) ad(xo)g...ad(xn)e
+ jfl ad(yo)g..ad(yn)E , ol YooV, € A. Ceci montre que j(x)c € Dn(A,E) et
¥ (x)e € Dn(A,E). Siy €E, ona 3y € Der(A,E) C Dif (A,E) ; la formule

j(x)y =4"x) - 3j(x) montre, par récurrence sur p, que, si ¢ € Difn(A,E)p, on a

dc € Dif_(4,E) prl,

(4.4.2) Ainsi, (Dn(A),B) et (Dn(A,Eza) sont des complexes de K~modules A-gradués
dont on note, respectivement, ﬁfn(A) et i%h(A,E) les K-modules Z x A—-gradués
de cohomologie. Le produit -4 induit sur ¥ n(A) un produit et unme application
g@n(A)x2K%(A,E) »-%%(A,EZ, encore notés . . iﬁn(A) est une algébre Z x p—graduée
Ez-commutative et ?@n(A,E) un %%(A)—module Z x p-gradué. L'injection canonique
Dn(A,E) > Dn+1(A,E) induit une application K-lin8aire de degré (o,0) de ﬂ&h(A,E)

dans %6 (A,E). Et, de méme, l'injection D_(4) » D (A) induit un morphisme
n+l J n

n+l

d'algébres Z x p-graduées de % (A) dans M6 (A).
n n

+1

(4.4.3) Notons encore 3 la restriction de 3 & D(A,E) et, pour préciser, 3
la restriction de j a DI(A,E). Notons ¢ 1'endomorphisme C » F.oc degré (o,2)

du K-module D(A,E) et 91 1'endomorphisme ¢ » F..c du K-module DI(A,E).
On a la suite scind@e, définie en (2.3.3)}

0 »D(AE) L 3 D, (4,E) "5 D(A,E) - 0.

— D
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Et il est clair que
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Comme 311 = 19 , 1 induit une application K-linfaire graduée i de degré

(0,0) de X (A,E) dans QQ(A,E).

D'autre part, si c € DI(A,E), on a BI(FA c) = 3F.Lc + E&,alc = FA,BI c 3
donc 81a¢1 = ¢1-31 - Donc ¢, induit un endomorphisme 51 de degré (2,0)
de %I(A,E).

PROPOSITION.

On a 1¢ = 3y TFTO -

En effet, dans DI(A)’ on a Bl(idA) = F et, 51 ¢ € D(A,E), on a
t(c) = idAi,c ; d'oil BIT(C) = FAdc - idAA‘Bc = i¢(c) - 1o(c).

COROLLAIRE. - On a : TBI = - 3m,
¢31 = dp+¢m,
3, = =13m+1(dp+om).

Soit ¢ € DI(A,E) ;onac=r1mn(c) + ip(ec) ; donc 3,c = Blrﬂ(c)+alip(c) =
ipm(c) =tom(c) + 19p(c) ; d'oli la troisiéme formule. La seconde formule est alors
immédiate. Mais alors on a m31(c) = -m® 3n(c) = - dn(c) ; d'oll la premiére
formule

Par suite, w induit une application K-linéaire T de degré (o,0)

de %](A,E) dans ¥ (A,E).

(4.4.4) PROPOSITION. - On a le diagramme exact

% (A’E) “‘"‘I) %I(AaE)
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En effet de la suite exacte

1

0—s D(A,E) 5 DI(A,E)___"__> D(A,E) —, O ,

on déduit la suite exacte de cohomologie

5 B — WA — s BaE

—% %(A,E) —_— e

ol § est 1'application linéaire de connexion ; la définition de § montre
que, si vy est la classe de cohomologie de C € D(A,E), 8(y) est la classe

de cohomologie de pGIT(c) = pi¢(c) =12 ¢ = ¢(c) ; autrement dit, on a § = b.

COROLLAIRE 1. = On a la suite exacte
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COROLLAIRE 2. - Si la classe de cohomologie de F est nulle, on a la suite

exacte

0 S BB 1 o 3 AE) "5 $(AE) 0.



