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3 - ALGEBRES DE LIE GRADUEES

Dans tout ce qui suit, on désigne par € un facteur de commutation sur

un groupe commutatif A.

(3.1) DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES.

(3.1.1) Soit g un K-module A-gradué, muni d'une application K-bilinéaire
(%,x") » [ x,x"] de degré 0. On dit que g est une algébre de Lie graduée,

relativement d € si

(i) [ x,x"] = -e( x|, x| [x',d ,
A1) e x| x") [x, [x",x"11+ e (|x"],] = x",[ x",x]]
+ e ([ %" x"PIx"[x,x']] =0,

quels que soient x,x',x" € glumwgénes (identité de Jacobi).

La condition (i) signifie que (x,x') » [ x,%x'] est une application

ce-alternée.

Soit g une algébre de Lie A-graduée, relativement & ¢ .g, est une sous—

algébre de Lie (au sens usuel) de §.

Si x€ g , on désigne par ad(x) 1'application K-lindaire x» [ x,x']

de g dans g : elle est homogéne et de degré [xL si x 1l'est.
L'identité de Jacobi s'écrit encore (compte tenu de (i))
ad(x) ( x",x") =ladx)x"),xT +edx,]x"])[x",adx)x"]

On dit que g est commutative si [ x,x'] = o quels que soient x.x' € g.
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Pour tout x € g , Ker(ad(x)) est une sous—algébre gradue de g ;

N Ker(ad(x)) = {x'€8 Vx €g ,[x,x'] = 0o} est un idéal de ¢ ,
x€E8

appelé centre de g et noté Z(g).

EXEMPLES. - 1) Soit A une K-algébre A-graduée et associative. On définit

Sur A un produit K-bilinéaire (x,x') » [x,x']E en posant

[x,x']€ = xx' - e(|x|,]x'|)x'x.
lorsque x et x' sont homogénes. A, muni de ce produit est une algébre de Lie
A-graduée, relativement 4 e , notée A€ (on écrit [ ,] au lieu de [ ’le

quand aucune confusion n'en résulte).

On notera que, si A est unifére, on a | ESA0 et ad(l) = O.

Pour que A soit e~commutative il faut et il suffit que Ae le soit.

2) En particulier, si E est un K-module A-gradué, Endng(E%

est une K-algébre de Lie A-graduée, rel.a £, notée encore gLE(E) (cf.(1.3)).

3) Soit A une K-algébre A-graduée et e—commutative ;

DerE(A) est une sous—algébre de Lie graduée de g% E(A) ; de méme, Difl(A)

et Dif(A).

4) Soient g et h des K-algébres de Lie, A-graduées (rel. 3 ¢)
On définit sur g x h une structure d'algébre de Lie A-graduées en posant
.= 2 i
(g x b)), = -8, xRy, (1 €D et
Jtk=1
[ Gy, &,y"DT = e(x"|, Iy ([x.xT ,[y,y'D.
si x' €Eg ety G‘ sont homogénes.

(3.1.2) Soit g une algébre de Lie A-graduée, relativement 3 ¢ . On note
Per(1) 1'ensemble des dérivations de g .o (g) est une sous-algdbre
A —graduée de g[e(g). Et x v» ad(x) est un morphisme ad : g- o (g),

car 1'identité de Jacobi s'dcrit encore

ad([ x,x']) = [ad(x),ad(x')]é .
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Pour tout c € Pen (g) et tout x €4, on a

[c,ad(x)]€ = ad(c(x)).

REMARQUE. -  Soit A une K-algébre A-graduée, associative et unifére ;

on a Dere(A)C I (Ae) et ad(x)e € DerE(A) pour tout x € A.

(3.1.3) Soit § une K-algébre de Lie A-graduée, rel. 3 ¢ . Soit E un K-
module A-gradué ; on dit qu'un morphisme de K-algébres de Lie A-graduées
(rel. 3e) m: @ ~> 01.E(E) est une représentation de g dans E ; et on
dit encore que E, muni de 1'application (x,y) » =(x)y de 8 x E dans E, est
un g-module ; pour qu'une application linéaire 7 : g- GE(E) soit une
représentation de g dans E, il faut et il suffit qu'elle soit de degré o

et que, pour X,x' € g homogéne, on ait
q

T([%x,x']) = m(®)n(x") - e(|x|,|x"]Dn(x")n(x)
ou

m.ad(x) = ad(w(x)) (x€ g).

Ker(m) est alors un idéal de § .

Si y € E est tel que n(x)y = O pour tout x € y, on dit que y est

. . P . 9
invaritant par m ; ces €léments forment un sous-module gradué E de E.

Soit E un K-module, A-gradué trivialement ; Endng(E) = EndK(E) est
aussi gradué trivialement ; si m est une représentation de g dans E, on a
T ( gi) = {0} pour tout i € p —-{0} et nIgo est une représentation (au sens

usuel) de 1'algébre de Lie @, dans E.

Soit p (resp.g ) une représentation de g dans un K-module E (resp. F)
et soit u € Homng(E,F) ; on dit que u est un morphisme de p dans g (ou que
u entralace p et ¢) si up(x) = o(x)u pour tout x €g . Les morphismes de 0

dans 0 forment un sous—-module de Homng(E,F) .
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(3.1.4) Soit p (resp.0 ) une représentation de g dans un K-module A-gradué

E (resp. F). Pour x€getu € Homng(E,F) homogénes on pose

T(x)u = o(x).u - E('xl,lul)u.p(x) R
on définit ainsi, pour tout x € g, un endomorphisme gradué 7 (x) de
Homng(E,F),

PROPOSITION. - w est une représentation de g dans Homng(E,F).

En effet, si x.x'E g sont homogénes, on a

T(x)n(x')u = o(x)o(x")u - e([x'|,|u|)0(x)up(x')

- e(x|,|x"Dex|, fu])oxDupx) + e(|x|[+]x"|,|u]) up(®)p(x")) ;

d'old le résultat .

Posons 7'(x) = ~(n(x)) ; si x€q et y € E sont homogénes, on a

' (Wely) = e(|x|,]|y]) (c(x) (u(x))~ulpx)¥)).
PROPOSITION. - «' est une représentation de § dans E.

En effet, pour x,x' € A et y € E homogénes, on a
(" %x' D@ = ~ @xx"DHu) ) = e(x|+]|x"],]|y]) G (x")uly)

= e(x|,|x"DrxD T uy)
et T(r' X' &XDu)(Y) = v(rX)n(x")W)(y)

= e(|x|+|x"|, |y n ) n(x")uly).

En permutant x et x', on voit que
' ((%,%x']) =[n'(x),n' (D]

Pour que u entrelace p et g, il faut et il suffit que 7'(x)u = O pour tout x € §.
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(3.2) L'ALGEBRE ENVELOPPANTE D'UNE ALGEBRE DE LIE GRADUEE.

Soit g une algébre de Lie, A-graduée (relativement deeg).

(3.2.1) Soit L 1'idéal bilatére de T (g) engendré par les €léments

x ® x' - e'(|x|,|x'])x' ® x - [x,x'] (x,x' € ¢ homogénes).

On note Ug) la K-algébre Agradude ‘TK( g)/L qu'on appelle algébre enveloppante
de g.

] + + +
Soit TK(g) =p(§o TK(g) s comme TK(g) =K1@ TK(g) et L CTK(g),

U(g) =K1@® U+(u ), ol U+( g) = T;(g )/L est un idéal bilatére a-gradué de
U(g). Soit o 1l'application canonique de g dans U( g) ; coome gAL = {o}
et gC T;(g) o est injective et U+( g) est 1'idéal engendré par o(g ).
Enfin, on a o([x,x']) = o(x)o(x') - e([xl,[x'|)c(x')o(x) pour x,x' €g

homogénes ; ¢ est un morphisme d'algébre de Lie A-graduées de g dans U(g) .
£

Si g est commutative, U(g) est une algébre A-gradude, e-commutative.
En particulier, si E est un K-module A-gradué, considéré comme algébre de
Lie (rel. a &) commutative, 1'algébre U(E) se note SE(E) et est appelée
l'algébre symétrique de E (rel. 3 ¢) ;

Sc(E) =K 10E®®T E(E)/(J N TE(E)) est Zx A -gradude.
p>2

(3.2.2) PROPOSITION. - Soit Aune algébre a-graduée, associative et unifére ;
Pour tout morphisme d'algébres de Lie A-graduées u : g+ A , Tl
€
existe un morphisme d'algébres A-graduées unique vw’: U(g) > A tel

que u'.gc = u .
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. u A En effet, il existe un unique morphisme
> Ag
d'algébres A)graduées v : 'I‘K(g) +> A
K J I qui prolonge 1'application K-lin&aire

u; si x,x"€ g sont homogénes, on a

U(g)__;7~—_4 A vix ® x' - e(]xl,lx'[)x' ® x=[x,x"]} =
u(x)u(x") - e(|x], |x" PDux")u(x)
- u(fx,x"]) = 0o ; donc L CKer(v) et
v définit, par passage au quotient un morphisme d'algébres graduées u' : U(f)»> A
tel que u'.g = u. L'unicité de u' est évidente.

En particulier, si m est une représentation de g dans un K-module

A-gradué E, il existe un unique morphisme d'algébres A-graduées
"' :U(g) » EndK(E) tel que 7'.0 = 7. Autrement dit, E, muni de
z.y = 1'(2).y(z €U(¢g),y € E), est un U(g) module ApA-gradué. Inversement, soit
E un U( 8 )-module A-gradué ;
en posant w(x)(y) = o(x)y (x € g ,y € E), on définit une représentation
dans E.
Soient m(resp. 7m') une représentation de g dans E (resp. E').

Siu€ Homng(E,E') entrelace m et 7', u est une application U(g )-linéaire

de E dans E'.

De méme, si u : g- g' est un morphisme d'algébre de Lie A-graduées
(rel. & ¢), il existe un unique morphisme d'algébres U' : U(g) > U(g') tel

que c'u = u'.0 ( o' étant 1l'application canonique de g¢' dans U( g')

(3.2.3) Soit p un entier 3> O et Up( a) l'image de @ Tg(g ) dans U(g) ;
agp
Up(g ) est un sous-module A-gradué de U(g) ; on a Uo( g) =K1 et 1l'algébre

we

U(g) est filtrée par (Up(u>)p30 . Soit gr(U(g)) =K1 @ pfO(UP(E)/Up_l( g))
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gr(U(g)) est canoniquement une K-algébre (associative et unifére) Z x A -

graduée.
Soit 1'application composée TE(g) ~ U (g) - U (g)/U_ .(g) ;
¢ PP p g9 > V(g p {8/ U, (s b5
est surjective et ¢ = @ ¢p est un K-morphisme d'algébres Z x A-graduées de
b

Tk(g) dans gr(U(y)).

¢ est nul dans 1'idéal bilatére de TK(g) engendré par les

x ® x' - e(lxl,lx'|)x' 8 x (x,x' €4 homogénes).

En effet, on a x @ x' - e([xl,lx'l))x' ® x € qi(g) et 1'image de cet
élément dans Uz(g) est [x,y] € U](g). Par suite, ¢ définit un morphisme de

K-algébres Z x A-graduées de SK(q) dans gr(U(g)) qui est surjectif. D'ol :

PROPOSITION. - gr(U(g )) est une algébre Z x A-gradude, e-commutative.

(3.2.4) PROPOSITION. - Soit c € Der(y) ; ¢l existe weunique e-dérivation
c de U(q) telle que c 0 = g.c.

LEMME. - Soit E un K-module A-gradué. Pour tout u € Endgr, (E), 71 existe

une unique e-dérivation u' de T, (E) prolongeant u.
On peut supposer u homogéne ;

(X],...,Xo)ﬁ- ? e(|x|,[x]|+...+|xi_1|)x1 8...&u(xi)@...8xp définit
une application K-multilinéaire de degré (u) de EP dans qg (E), d'ol un

endomorphisme uP de QE(E), de degré |u| et un endomorphisme u'= @ u? de
P
TK(E) prolongeant u et tel que
u'(x]&...&xp) = f e(|u|,|x1|+...+|xi_]|)x]@...@u(xi)@...®xp) si xl,...,xp €E

sont homogénes. Si x],...,xp,x;,...,xé ¢ E sont homogénes, on a
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u'((xl®...@xp)@(xi@...&x&)) =

D
ifl e(lul,|X1|+...+|xi_ll)x]@...@u](xl)ﬁ...@xp@xi@...@xé

q
+ €(|u|,|x]|+...+|xp|) ? l

q_le(lci,lxi|+...+lx3_]I)XIG...@xp@x'@...@u(xj)@...@x& .

Donc

u'(z ® z') =u'(z)8z' + e(|u|,|z|)z 8 u'(z)), pour z,z’€ TK(E) homogénes.

Soit alors c € Der(g) et c¢' la dérivation de T (g) définie au moyen du

lemme. Si x,x' € g sont homogénes, on a
' (xBx' - e(lx|,|x'|)x' 8 x - [x,x']) =
c(x)®x' + e(|c‘,|x|)x @ c(x') - E(lx[,lx'l)c(x') Q@ x - e(|c|+|x|,lx'l)x' ® c(x)
dex),x'T - e(cl|,]|x]) [x,e(x"]
= c(x) 8 x' = e(fc|+]|x|,]|x"PDx" 8 c(x) - [c(x),x'] - e(|x],]x"])(c(x")8x)

- e(fe|+|x"] ,IxD)x 8 c(x") - [e(x"),x]) € L.

Par passage au quotient, ¢ définit une e¢-dérivation Ce de U(g)

telle que c_.0 = ocetc_ est évidemment unique.

De plus, 81 x€ y, on a

ad(x)E = ad(c(x))e .

En effet, on a pour x',x' € ¢ homogénes ,

a(x)o(x") - e(|x|,]|x"lo(x")o(x)

ad(o(X))E(O(X'))

ol x,x']) = o(ad(x).x")

(3.3) COHOMOLOGIE DES ALGEBRES DE LIE GRADUEES.

(3.3.1) Soit g'une algébre de Lie A-graduée, relativement 3 un facteur de
commutation £ sur A . AE(g) (encore noté AK(g) est une K-algébre ZxA - graduée,

ez;commutative
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Soit E un K-module A-gradué (on considére E comme Z x A-gradué, avec E. = E,
i i

et EE = {0} sip#oeti€A); On note C(g,E) le K-module Z x A-gradué
Homng(AK(g),E) = @ Cp(g,E),oﬁ Cp(g,E) = Homng(AE(g),E) ; on a C°(g,E) = E et
P
1
C (g,E) = Homng(g,E).

On note simplement C(g) le module Z x A-gradué C(g,q).

Soit p un entier » o. Pour tout x € g homogéne/(x],...,xp),_>

4o

e(|x|,|xl]+...+|xi_]|) xln.../\[x,xi]A AR définit une application

i=1

K-multilinéaire et e-arternée deg'p “dans Ap(g) qui s'identifie & un endo-
morphisme adp(x) de degré |x| de AE(g). D'oli, pour tout x € g, un élément
adp(x) € g% (Ai(g)) et, comme on le voit facilement, adP est une représen-—

tation de g dans Ai (g) 3 ceci définit une représentation encore notée ad,

de g dans Ak(g), qui prolonge la représentation ad de g dans g .

(3.3.2) Ceci étant, soit o une représentation de g dans un K-module A-gradué E ;

si on pose, pour X €Egetc € Cp(q,E) homogénes,

d(x)e = Mx).c - €(|x|,|c|) c.adp(x)l

on définit une représentation A de § dans Cp(g,E), donc dans C(g,E)

(cf. (3.1.4)) ; on a donc, si x€4a, c € cp(g,E) et xl,...,xpeg sont
homogénes, GV(x)c)(xlA...Axp) = ﬂ(x)c(xlA e A xp)

i-1 v
- E(|X|,|C|) i%1(-1) e(lxil,Ix]|+...+|xi_]|)c([x,xi] A..-/\Xi/\...Axp).

Et en posant O(x) = v Af(x)v , on définit une seconde représentation de

dans CQ;,E) ; avec les notations précédentes, on a

(e(x)c)(xln...Axp) = e(|x|,|x]|+...+|xg) (w(x)c(x])... xp)

p .
1—-1 \
- i§1 (-1 e(lxil,|x1|+...+|xi_J)c([x,xi]A AN A xp)).
En particulier si % = ad, on définit ainsi des représentations &f et ©

de g dans C(g).
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Pour tout x €1 , j(x) et i(x) sont des applications K-linéaires graduées de
Cp(g,E) dans Cp_](g,E) , donc des endomorphismes gradués de C(g,E) homogénes et

et de degré (-1 IXI‘) si x est homogéne.

€
PROPOSITION. - Pour x, x' € g , on a dans l'algébre de Lie gl l(C(g,E))

[iG),iGxDl_=0,
[4"(x),j(x')]€= i x,x'D)
z

(formules de E. Cartan).

Si x et x' sont homogénes, on a

[j(x)sj(x')]ez JEIE + x|, ][x'Dikx) 10,

[ (), 5 (x] P - x|, [x'DIEFE.
2

Soit ¢ € cP(y,E).
On a
F(x)jxDelz) = e(|x],|x"|)e(xax"A 2)
(z € Cp—z(g,E)); d'oli 1la premiére formule.

D'autre part, on a OVTX)j(X')C)(gzﬁ .../\xp) = e(lc[,|x'|)ﬂ(X)c(x'/\sz...Axp)
P
-e(lel, x| + |2 iEz e(|x‘,|x2|+...+|xp|)c(x'ﬁ A [X,Xi]A ...,«xp)
et

GEHIE) (A nx ) = €(|x|+|c|,|x'|)('n(x)c(x'/\.../\xp)

- E(IXI’IX'DC([X,X'] /\XZ/\... ~x))

< etlelel b 2 el gle et nn Ll )

D'ou le résultat.

(3.3.3) PROPOSITION. - I existe un unique endomorphisme 3 de C( g,E) de degré

(1;0) et tel que :

P =1 3,ix]
pour tout x € g. 2
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Cette relation s'écrit,si x €g et ¢ € cP( g ,E) sont homogénes

(1) dclx 2 z) = ellc],|x])(vx)e)(2) - (3j(x)c)(z)) (z € A%r]( g)).

Posons alors, pour y € E = C°({,E),

(2)  3°yx) = e(x|, |y *®y.

x €g homogéne. Ceci définit un &lément de Homng(E,Cl(g ,E)) . Et la formule
(1) permet de définir, par récurrence sur p, un élément

+ P ..
3P € Homng(Cp( g ,E), cP ](g ,E)) ; d'old 5 vérifiant la proposition.

Si d = v , d est L'unique endomorphisme de degré (1,0) de
C(g ,E) tel que O(x) = [d,i(x)]8 pour tout x € §

On a, si ¢ € Cp( g,E) et sj KypeeesX € g sont homogénes,

p+l

(30) Geprenx ) = 2 (D" ez |, el x| +e ot x D
1

p+1
W(xi)c(xll\.../\xi/\.../\x Yy + X (—1)1+J

(gl g Dedxg Ll [ otlxgy D
1<]

p+l

)

e(lxj| ,|xl|+. °°+lxj-1|) c(l xi,xj]/\x]/\...Axi/\.../\xj/\. e

et

- v
) = f (—])l e(]xil,Ix]|+...+[xi_]I)w(xi)c(xl/\.../\xiA.../\xp)

(dc) (x]A. . ./\Xp+1

)

\
+ c (xlA.../\xp+1 ,

¢' 8tant le second terme du second membre de la formule précédente.

En particulier, 81 y € E et x € ¢ ,

e(|x|,]y]) *&x)y = 71Xy,

dy(x) =
dy(x) = TI(X)y ;
et, siy = ad ,
9x = —ad(x) ,
V>
dx = —ad(x) .
(3.3.4) PROPOSITION. = On a, st x € A, [af(x),3lg =0
2 z

et 3" =0 .
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[
L'identité de Jacobi dans %l Z(C( g ,E)) et les formules de Cartan

montrent que, si x,x' € A sont homogénes, on a

. ' = [] ¥, . ] : t
[5x"),[¥(x),3] e e, (x|, [x' DGO ,[0,5(x I T AoliG >,0’(x>1€z] )

]
o

= —g(lxl,'x'l) [3,j[X,X']]E
Z

Donc ix") hka),ale = - e(x|,|x"] W’(x),a]E i(x").
A z

3(W(x)y), on en déduit par récurrence,

Comme, pour y € E- , on a 4’?x) Qy)

que [a(x),a]€z = 0 pour tout x € g

Par suite, on a, pour tout x € g ,

325 (x) = & v(x) -3 j(x)3 = j(x)3% .

Comme pour y € E, on a 32y = 0, on en déduit que 32 =0 .

COROLLAIRE. -~ On a , 87 x€ g,

[6(x),d]_
et d2 = 0. z

It
o

(3.3.5) Ainsi (C( g,E),d) est un complexe de K-modulesA-gradués : on note
h(g,E) (oun(m) le K-module Z x A-gradué decCchomologie qu'il définit, qu'on
appelle la cohomologie de la représentation T. De méme (C(¢ ,E),d) est un
complexe de K-modules gradués et ~ est un isomorphisme involutif de (C(§-,E),3)
sur (C(g,E),d), qui induit un isomorphisme involutif de n(g ,E) sur le
module de cohomologie de (C(g ,E ),3). On note h(g ) la cohomologie de la

représentation ad de g dans g,dite eohomologie de . g .
On a h°¢( g E) = Eg; en particulier W°(g ) est le centre Z(g) de g -

On a Ker(3)N Cl(gr) =2 (g) et Im(g)nC](g) = ad(gq) ; donc
W' (g) =%t (g)/ad(g).

(3.3.6) Soit toujours T une représentation de g dans E. En appliquant ce qui
est dit dans (1.2.1) 3 (x,x') » [x,x'] , on obtient une application K-bilinéaire

de degré O de C(g ) x C(g ) dans C(g ), notée encore [ , ] et définie par
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[c,c'](xI) = H(§I p(H}H')e(IXH LIXH,I)E(IC'I,lxﬂl) [C(XH),C'(XHnﬂ
Card(H)=p

(I = {1,p*+q},c € cP(g),c' € c¥(q),x Lx . Eg homog&nes) .

ERRERL I
Pour x€g , c € CP( g) et z € Agﬁ g), on a

[ x,c] (2) =[x%,c(2)] .

PROPOSITION. - C(g) , muni de | , 1 est une K-algébre de Lie Z x A

graduée, relativement 4 e dont ¢ est une sous-algébre, Et #(x) ,

z ’
i(x) (x€ g) et 3 sont des dérivations de C(g) .

La vérification est de pure routine.

Ker(3) est donc une sous—algébre de Lie graduée de C(g) et Im(3) un idéal
gradué de cette sous-algébre. Par suite, [ , ] induit une application K-bi-
linéaire gradu& sur H(g), encore notée[ , 1, et B(g ), muni de cette

opération, est une K-algébre de Lie Z x A-graduée (rel. & ez).

Plus généralement, soit m une représentation de g dans E. En procédant comme
ci-dessus pour (x,y) ¥ 7(x)y, on définit une application bilinéaire
(c,c") b m(c)c' de C(g) x C(g,E) dans C(g ,E) telle que m soit une repré-
sentation de C(g) dans le module Z x A-gradué C(g ,E).

Et on a

3(m(c)e') = w(3c)c' + (_l)deg(c)

m(c) dc' .

La représentation w induit donc une représentation'notée encore

h(m), de h(g) dans le K-module Z x A-gradué h (g ,E).

(3.3.7) Soient A une K-algébre A-graduée, associative et unifére et E un
A-module A-gradué. Soit Y 1la représentation de 1'algébre de Lie Ae dans E définie par
définie par ¥ (x)y = xy (x€ A, y € E).
Si x € A et c € C(AE,E), on a
iMe(z) = c(1 A z) (z € A (A))

() = IC(AQ’E) ;

-~

done [B’J(l)]ez= ]C(AE,E) . Ainsi 1(1E) est une homotopie reliant ]C(AE,E) ao.

D'ol:

PROPOSITION. - R (A_,E) = 0.
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En particulier, soit E un K-module A-gradué. E est un EndK(E)—module,

v est le morphisme 191 et h( gl E:(E),E) = 0.

e (E)
(3.3.8) Soit A une K-algébre A-graduée, e—-commutative. Der(A) est une K-

algébre de Lie, A-graduée, relativement 3 .

On note ¢(A) le A-module Z x A-gradué HomgrA(AA(Der(A)),A) . Le A~
module (3 droite) @(A) est le dual gradué du A-module (3 gauche) Z-gradué
AA(Der(A)). On dit que les &léments de §(A) sont les formes différentielles
(extérieures) sur A ; si a € §(A) et Z € AA(Der(A)), on note <Z,o> la
valeur o(Z) € A.

Le morphisme canonique AK(Der(A)) -> AA(Der(A)) étant surjectif,
1'application canonique §(A) -+ C(Der(A),A) est injective, ce qui permet

d'identifier $(A) & un sous K-module Z x A~gradué de C(Der(A),A).

On considére la représentation de Der(A) dans A définie par 1l'inclusion

per(a) C gl _(a).

LEMME. - Soit X € Der(A). Pour tout o € ¢(A) i(X)a et 8(X)a sont des
Eléments de ®(A).

I1 faut montrer que i(X)a et 8(X)a sont e-multilinéaires ; et il

suffit pour cela, de voir que, si o € o (AP et si X2,...,Xp € Der(A),

X] F(1(X)a) (X]A...AXP_I) et X, b (9(x)a)(XlA...AXp) sont A-linéaires. Or

on a

)

10X yneenX e(|x],[x, D +...+|xp_lba(xAxy«...hx ) et

1 P

)

il

i(X)a(XX]A...AX _

-1 e(|x|,|x|+|x]|+...+|xp_]ha(x/\xx1/\...nxp_l

X 1(X)a(Xr«...AXp_l).

On a, d'autre part,
O(Na(XA...AX ) = e(|x], flxil)(X.a(X]A..AXP)-a([X,Xllezﬂ...AXp))

1""’Xp)

ot X, » B(X,X

1 .,Xp) est A-linéaire.

12
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Or on a

X.d(xX]A...AXP) —u([X,XXI]A...AXp) =

e(]XI,|x|)x(X.a(X]A...AXp) - a(l X,X b\...AXp)) ;

1

d'ot le résultat.

Comme 6(X) = [d,i(X)]8 pour tout X € Der(A), on voit,par récurrence sur
V4

deg(a)/le résultat suivant.
PROPOSITION. - 57 o € ®(A), on a da € 3(A).

On a ainsi, pour o € o(A)P homogéne, et pour X,Xl,...,Xp+]€ Der(A)

homogéhes,

Ky e X pi00> = e(lxl,]x]|+...+|xp_1|) R SUIERS S L

KA AR L8(X) 0> = e(|xl,|x1|+...+|xp|)(x < XpAe AR o0

i-1
- f GO edx L Ix [+ x D <[x,xib\x]A...AiiA...nxp,a >),

et <X]/\ v e onX

- .
pep2d0> = >i3(-1)1 e(lxil,|x1|+...+|xi_]|)<X/\..unxtn...nxp,a >

s
+ ifj -nt Je(lxil,[x]|+...+|xi_]|)e(|xj[,lx]|+...+|xj_]|)e(|xi},|xj|)

<|i)(- }(.I/\)( LRI . CRCIRY . LR Y ’

langage, complexe de de Rham de A (cf. (2.1.6)). On note H(¢(A)) = Ker(d)/Im(d)

le K-module Z x A-gradué de cohomologie de ce complexe.

(3.3.9) Soit A comme ci-dessus. Homng(AK(Der(A)),A) = c(Der(A),A) est

une K-algébre Z x A-graduée, ezrcommutative. I1 est clair que $(A) est une
sous-algébre 7 x A-graduée de celle-ci.
PROPOSITION. - 1i(X),8(X) (X € Der(A)) et d sont des dérivations de  &(A),

homogénes de degrés respectifs (—1,|X|)/ (0,|X|) (st X est homogéne)
et (1,0).
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Pour i(X), c'est conséquence de (1.3.2). Pour montrer que, si X est

homogéne et si a,a ' € D(A) sont homogénes, on a

(X)) (arna') = (B(X)a)A o' + e(|X|,|u|)a AB(X)a"), 11 suffit de faire un
calcul de routine. Enfin, 3 1'aide de [d,i(X)]€ = 8(X), on montre que,

par récurrence sur deg(c), 1'on a d(ara') = daao' + (_l)deg(a)a A (doc').

On dit que 8(X) est la dérivation de Lie associée d X € Der(A).

Par suite Ker(d) est une sous—algébre graduée de ¢(A) et Im(d) un
idéal gradué de cette sous—algébre. Pour le produit induit par A, H(§(A))

est une K-algébre Z x A-graduée, ez—commutative.

¥ %
(2.3.10).S0it E un A-module Z x A -gradué ; notons E 8t (resp. E gr) le A-module
~N ~
d droite (resp. & gauche) (HomgrA(E,A) (resp. HomgrA(E,A)); W~ est un isomor-

* .
E 8" sur V% ; on mete <y,y® (resp. <y* ,y> )

phisme de A-module de
Exgr ~%gr)

la valeur en y € E de y* € (resp. E

(3.3.10) Soit ¢ 1'application A-linéaire canonique de Q(A) dans
o % % ;
Q(a) 8T *BT _ por(a) 28T gsfiniepar <X,4(a)> = <X,a> (o € Q(A),X € Der(A))
»*
(i.e. <X,4(x)> = X(x) (x € A)). Comme 6(A) = A @ Der(a) 5% @... est une

A-algébre , Z x A-graduée, sz—commutative (pourA), il existe un unique
morphisme de A-algébres de AA(Q(A)) dans ®(A) prolongeantd (cf. (1.1.9)) ;
on le note encore ¢. On vérifie alors que ¢ est un morphisme du complexe
de de Rham (AA(Q(A)),d) dans le complexe (®(A),d) ; d'ol un morphisme H(¢)
d'algébres Z x A-graduées de HdR(A) dans H(2(A)).

N X , A
REMARQUE. - L'application identique de Der(A) = Q(A) &' dans (A, (@(8))) gr

se prolonge (cf. (1.1.9)) en un morphisme § de A~algébres de AA(Der(A))
dans (I\A(Q(A))"M’gr (muni du produit . ) ; on a alors <y(Z),a> = <Z ,¢(a)>

si Z € AA(Der(A)) et aGEAA(Q(A)).

(3.3.11) Soit E un A-module A-gradué. On pose ®(A,E) = HomgrA(AA(Der(A),E) ; on
dit que un élément du A-module Z x A-gradué ®(A,E) est une forme différentielle
sur A a valeurs dans E. En appliquant ce qui est dit en (1.2.3), on définit sur

HomgrA(A(Der(A)),E) une structure de ®(A) -~ module gradué, pour le produit A.
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Soit V° : E +~HomgrA(Der(A),E) (= ¢(A,E)1) une application K-linéaire, de degré o
et telle que

D e xypIx = x()y + e (x], [xDxv° () X)

pour x € A, X & Der(A) homogeénes et y € E ; il revient au méme de se donner
une application X H-VX de Der(A) dans Endng(E), A-linéaire, de degré o et telle
que

Gy) = Xy + (x|, [xDxv ().

pour Xx € A, y € E et X € Der(A) comme ci-dessus ; on dit que V° est une connexion

sur E (cette définition est distincte de celle donnée en (2.1.7)).

Soit V° une connexion sur E. Pour X € Der(A) et pour we ¢(A,E)p , on désigne

pour 8(X)w 1'élément de P(A,E)P défini par
(2) (6(X)w)(W1/\.../\Xp) = €(|xl,|x1f+..,+|xp|) (vx(w(x1,\.../\xp))
i-1 v
- F (-0 e(|x], %] *...+ |xi_1|)) o ([X,X. ] Xa... AX A ...4xp))
(Xi € Der(A) homogénes).

En particulier, pour p = 1 et u)eHomgrA(Der(A,E)), on a
(O )w) (Y) = e(|x],]|¥Y]) (VX(w(Y)) - w([X,Y]). Pour X € Der(A), on définit ainsi
un endomorphisme du K-module Z X A-gradué ¢(A,E), de degré (O,IXI) si X est

homogeéne, et on vérifie, comme en (3.3.2), que
(3) [@(x),i(x')]E = i([x,x'])
Z

si X,X' € Der(A).

PROPOSITION. - Il existe un unique endomorphisme V de degré (1,0) de ¢(A,E)
tel que
(4) e = [V,i®]_ .
pour X € Der(A).

La démonstration est analogue a celle de (3.3.3).

V prolonge V° et, plus généralement, on a, pour uME¢(A,E)p et

X ¢ € Der(A) homogénes,

TEE pt
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) Vg

(5) (Vw)(X1A...AX
i

- v
) = ?(—1)1 e(|Xi|,|X1|+...+|Xi_1| M(X1A...AXiA...AXp)

p+1

+ iEj(—1)l+Je(|X1|,|x1|+...+|Xi_1()e(IXjI,IX1|+...+|Xj_1|) G ANEAD

w(fX. X ]AX.A...A&J\...A%.A...AX ).
o S B! i i p+1

En particulier, on a, si W G.HomgrA(Der(A),E).
() (X, X)) = vX1<m<x2>>—e<|x1|,lx2|) Ty, @) - w([X,%,]) 5

d'oll, pour y€ E, W°(y) (X, X,) = V_ V. (y)-e(|X,|,|X, DV, V. (y) -V (y)
1 %2 X, 'X, 111520 Ty, [x,,%,]
= ([V ,V ] - V )(Y).
XKyt xR,

I1 en résulte aisément que l'application R = VV°: E - ¢(A,E)2 est A-linéaire.

On dit que R est la courbure de la connexion V°.

(3.3.12) On utilise les notations précédentes. Soient V°une connexion sur E et O

et V définis comme en (3.3.11).

PROPOSITION. - On a (avec les notations de (3.3.8)),

8(x) (aaw) = (BX a) w+ e(|X],]a]) an(®&x)w)

et T(oaw) (@) = (do ) (@) + 1% c(lal,12]) (@aw)) (2) pour

X € Der(a), Z € AA(Der(A)), o, € ®(A) homogénes et w ¢ $(A,E).

La premiere formule est conséquence d'un calcul de routine . La seconde

se prouve alors comme en (3.3.9).

En appliquant deuw fois cette derniére formule, on obtient :

COROLLAIRE., - V2 est une application ®(A)-lindéaire de ®(A,E) dans lui-méme.

En particulier, on a

2
V (ay) = a AR(y)
pour o € ®(A) et y € E.
D'autre part, on démontre, comme en (3.3.4), que

e ®,v]_ =0 (X €Der(a)).
¥4
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I1 en résulte, d'aprés la formule (4) de (3.3.11), que
2. . . 2
V7i(X) = Vo X)-Vi(X)V = i(X)V"™ .

Par récurrence, ceci montre que si R = 0, c'est-a-dire si X » VX est un morphisme
d'algébres de Lie A-graduées (relativement a €), de Der(E) dans gtﬁkE) on a V2 = 0;
autrement dit, (®(A,E),V) est alors un complexe de K-modules ZxA-gradués, d'ou le
K-module de cohomologie H(®(A,E)) ; 1la proposition précédente montre que le
produit A induit une application H(®(A)) x H(®(A,E)) » H(®(A,E)) qui définit sur

H(®(A,E)) une structure de H(®(A))-module ZxA-gradué.

(3.3.13). Soit E un A-module A-gradué HomgrA(Der(A),E) est un A-module a gauche

pour la loi définie par (x.w)(X) = e(|x|,|x])xw(x) ; soit bg 1'application A-

linéaire de Q(A) @ E dans HomgrA(Der(A),E) définie par
A
¢E(a§3y)(x) = <a ,x>y (o € Q(A), x € Der(A),y € E).

Soit V° une connexion sur E, au sens de (2.1.7) ; en posant V'® = ¢.V°,
on vérifie immédiatement que V'® est une connexion sur E au sens de (3.3.11). On

prolonge ¢E en une application A-linéaire ¢E : AA(Q(A)) 2 E dans‘HomgrA(AA(Der(A)),E)
A
en posant ¢E(a 8 y)(z) = ¢A(u)(z)(y). On aalors V'¢, = ¢V, ol V et v' sont, res-

pectivement, les prolongements de V° et V'°® définis en (2.1.7) et (3.3.11). Etc.



