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1 - ALGEBRES GRADUEES

(1.1) DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES.

Dans ce qui suit, on désigne par K un anneau commutatif dans lequel
1'application t = 2t est injective (par exemple, un corps de caractéristique
# 2).
(1.1.1) Soit A un groupe abélien, noté additivement. Un facteur de commutation
sur A est une application € : A x A » {1} Z-bilinéaire et symétrique, c'est-—
d-dire telle que
eli+i’,j) = e(i,]) e(d',]),
e(i,j) = e(j,1) ({E,i',] € ).
EXEMPLES. -
a) e = | est un facteur de commutation, dit trivial.

b) Soit A = Z (ou 2/ 2Z). Si ¢ est un facteur de commutation)on a

e(i,]) e(],])lJ. Si e(1,1) =1, € est trivial ; sinon ¢ , défini par

e(i,3) (—l)ii est un facteur de commutation.

c) Soient A et A' des groupes abéliens et ¢ et ¢' des facteurs de
commutation sur A et A' respectivement ; ((i,1"),(j,i")) 1> e(i,j) e'(i',i")
est un facteur de commutation sur A x A' . En particulier, € défini par

ez((p,i),(q,j)) = (—l)pqg(i,j),est un facteur de commutation sur Z X A

(ou (Z / 22) x 1).

Si ¢ est un facteur de commutation sur A, si o € (;b et si il,...,iPE A,
on pose
€ (i ,---,i)= n E(i . ,i )-
o 1 P i<k a(3)’ a(k)

(k)< o(3)
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C - T (i .
On a Sgn(O)EO(l], ’lp) o ( E(lO(J),G(k)))
J
a(k)< o(i)
(1.1.2) Soit A un groupe abélien. Si E = 8 Ei est un K-module A-gradué
iea
(ol les Ei sont des sous—-K-modules de E) et si yEEEi - {0} , on dit que y est
homogéne de degré |y| =1i; et,si E = ® EE est ZxA gradué, on
(p,1) € ZxA

note (deg(y),lyl) € Z x A 1le degré d'un élément homogéne yEE.

Soit A = igA Ai une K-algébre A-graduée (oi les Ai sont des sous—K-
AL AL, C AL, (i,i .
modules tels que A1 T A1+1' (i,i1'en))
Soit ¢ un facteur de commutation sur A. On dit que A est e—conmutative
si
(i) A est associative et unifére ;

(ii) x' x = e(|x|,lx'|)x x' si x,xEA sont homogénes.

Si e est trivial, une algébre e—comutative est simplement une algébre commu—
tative. Si A est une K—-algébre commutative, A-graduée trivialement
(AO = A, Ai = {0} et i€ A- {0}), A est ¢-comutative pour tout facteur de

commutation ¢; ainsi K est une K-algébre e-commutative.

Soit A une algébre Z-gradude (ou (7 / 2 Z)-graduée) e-commutative

¢ # 1 , on dit que A est une algébre alternée (ou anticommutative).

EXEMPLES. -
1) Soit A une algébre A-graduée, on note A 1'algébre opposée de A
(dont le produit est x.x' = x' x) ; si A est e—-commutative, X 1'est aussi.

2) Soit E un K-module ; 1'algébre extérieure A K(E) s AE(E)
P
(ot A E(E) est la puissance extérieure p-iéme de E) est Z~graduée et alternée.

3) Soit, de plus, C une K-algébre commutative. L'injection

CBE-~>C @/\K(E) se prolonge en une application C-linéaire de AC(C R E)
K K K
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dans C ® (A
K

K(E) qui est un isomorphisme de C-algébres Z-graduées (sa

réciproque est 1'application C-linéaire ¢ définie par
f ® 0... = cee N . € .
o(f 8 y, 8y) =f(8y)a ~(1 8 yp) (y. €E))

C G/AK(E) est ainsi une (~algeébre alternée.
K

4) Soient A et A' des algébres A-gradues, €&-commutatives.A % A,

gradué par (A® A'"). = @ {A. ® Aﬂ) et muni de produit X-hilinéaire
K t j+k=1 1

défini par (x ® x")(y ® y') = e(Ix"l ,iyDxy & x' y' (x,y €A x",y'€ A’

< -~ . P >
homogénes), est une algdbre e -commutative, notée A ® A'
K

(1.1.3) Soient A une algébre A—graduée, e~-commutative et E un A-module
(& gauche) A-gradué. On définit une structure de A-module (& droite) sur E
en posant

yx = E(Ix1,iyl) x ¥ (x€A, y€E homogénes )

et on note E ce A-module 3 droite. E est un A-bimodule pour ces deux struc-—

tures.

Soient E et F des K~modules A-gradués. Soit 1 € A et

_ 0 . . .
Di = LUCHOTUK(E’F)' VJE A, U(EJ) C F1+J} ’

Homng(E,F) = @ Di ( CZHomK(E,F)) est un K-module gradué.
i

REMARQUE. - Lorsque E est un K-module Zxl-gradué et F un K-module A -gradué,

. . PR o
on munit F de la ZxlA-graduation définie par Fi = F1 et FE = 0 pour tout

p # o et pour tout i € A.On gradue Homng(E,F) par les H;p,(p,i)é;z VAN
~p i} Py ¢ ay _
Hi est le sous-module des u €HomK(E,F) tels que u(Ej) Fi+j et U(Ej) 0

pour tout q # p et tout JE€A.
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(Supposons E? = 0 pour tout p <o et tout i € A; on a H;p = 0 pour tout

p 2o et i€Aet, sip <o, H;p s'identifie au gspus—module des u

c Homgr(Ep,F) de degré il
Si uEEHomng(E,F) est homogéne, on définit uE Homng(E,F) en posant
U(y) = e(|u|,[y|) u(y) (yE€E homogéne).

On définit ainsi un K-isomorphisme involutif u# U de K-modules gradués de

Homng(E,F) sur lui-méme.

(1.1.5) Supposons que F soit un A-module A-gradué. En posant
(u x)(y) = ul¥y)x ,
(1)
(x w(y) = e(|x|,|y]) x uly) (x €A, y €FE homogénes),

- on définit sur Homng(E,F) une structure de A-module A-gradué ou de A-bi-

module, les deux lois définies par (1) étant liées comme il est dit au début

de (1.1.3).

Et il en est de méme lorsqu'on munit Homng(E,F) des lois définies par

(x.u)(y) = x u(y),
(2)

(u.x)(y) = e(]xl,|y|) u(y)x (x€A, y € E homogénes).
PROPOSITION . - u F U est un K-isomorphisme de A-modules A-graduds de

Homng(E,F), munt des lois définies par (1), sur Homng(E,F),

muni des lois définies par (2).

La démonstration est immédiate.
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Soient E et F des A-modules. HomgrA(E,F) (resp.

HomgrA(E,ﬁ)) est un sous-A-module de Homng(E,F) muni des lois (1) (resp. (2)).

COROLLAIRE. - wur»u est wn isomorphisme de A-modules A-gradués de

HomgrA(E,F) sur HomgrA(E,F) (munis respectivement des lois (1) et (2)).

(1.1.6) Soit A une K-algébre A-graduée, e—commutative. Soient Ei (1 <1<p
et F des A-modules A-gradués et p un entier = o. On dit qu'une application

homogéne v : 111 E. > F est e-multilinéaire si v est K-multilinéaire et si

i-1
V(yl,...,xyi,...,yp) = e(lxl, Jill iyjl) X v(y],...,yp)

pour | Si<p, xEA et | ijEj (1 € j < p) homogénes.

~
Soient E et F des A-modules A-gradués. E @ F est un K-module A-gradué

o~ A

(par les 8 (E, ® F ); ona (yx) 8z =y 8 (xz) si xXEA, YEE et zETF ;

. s ] k

jtk=1 A
on le note simplement E @ F .

A
Soit @:ExF - E ® F ~ 1'application e-bilinéaire (¥,z)» y ® z . Pour tout A-
A

module A-gradué G, ur u. © est un K-isomorphisme de Homng(E ® F,G ) sur

A
le K-module des applications bilinéaires E-graduées de ExF dans G.

Ceci permet de définir une loi de A-bimodule sur E @ F en posant
A

x(y ®2) = (xy) ®z et (y® z)x=y @ (2zx) (x€EA, yEE, 2 €G) et on a

x t = e(|x|,|t]) tx, pour xEA et tEE @ F homogénes.
A
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De méme :

PROPOSITION. - Soient E, F et G des A-modules A-gradués.

a) Il existe un unique A-isomorphisme ¢ : A ® E > E tel que
) A

d(x®y) =xy (x€A, yEE), ce qui permet d'identifier ces A-modules.
® (F®G) >~ (E®F) PG
A A A A
E,z&€F ,u€EQG),

b) Il existe un unique A-isomoyphisme o : E
tel que o (y® (z B u)) =(y®z)®u (y€&
ce qui permet d'identifier ces A-modules.

e) Il existe un unique A-isomorphisme ¢ : E ® F > F 8 E tel que

A A
v (y @ 2) = e(lyl,izl)z @ y (y€E, z€F homogénes).

(1.1.7) Soit E un A-module A-gradué; on définit,par récurrence sur p » 0 , le

A-module A-gradué QE(E) en posant Ti(E) A et Tz+](E) = Ti (E) @ E, et on
A

désigne par TA(E) le module Z x A-gradué & TE(A).
p

Pour p > o, si tp est l'application (y],...,yp) I y]® .. @ yp de EP
dans TX(E), u e u.tp est un K-isomorphisme de HomgrA(TX(E),F) sur le K-
module des applications e-multilinéairesde EP dans F, pour tout A-module
A-gradué F.

On a une application e-bilindaire Th(E) x Th(E) - T£+q(E) qui, 3

. ST
((y1 8...0 ypx(yp+1®"'®yp+q» fait correspondre y1©...9yp+q,d ol une
multiplication notée 8, dans T (E) , qui est e-bilinéaire et fait de TA(E)
A

une K-algebre 2 x A—-gpaduée.

Si K est A-gradué trivialement, TK(E) est 1'algébre tensorielle usuelle
de E considéré comme K-module et on a un K-morphisme naturel TK(E) - TA(E) qui

est surjectif.
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(1.1.8). Par abus de langage, on appelle A-algébre un A-module A-gradué B,

qui est une K-algébre (asscciative et unifére) telle que la multiplication

(y,2) » yz de B
goit e-bilinéaire. Si B ou B' sont des A-algébres, un morphisme u : B > B'
est une application A-linéaire, de degré o, qui est un morphisme de K-algébres.

Soit E un A-module A-gradué ; T,(E) est ainsi une A-alggbre.

PROPOSITION. - Soit B une A-algébre et u : E » B une application A-linéaire
de degré 0. Il existe un unique morphisme de A-algébres d : TA(E) > B

prolongeant u.

En effet, (y],...,yp)t+ u(y])...u(yp) est e-multilinéaire. Il existe donc
', 7P -1inéaire de degré O et ' =
up' TA(E) > B A-linéaire de degré et telle quetafylﬂ...ﬁyp) u(y])...u(yp).

D'ol u'.

(1.1.9). Soit E un A-module A-gradué. Soit J 1'id&al bilatére gradué de
TA(E) engendré par les élémentsy @ y' + e(|y[,ly'])y @ y', oi y,y'€ E sont
homogénes et soit EAA(E) (ou AA(E)) la K-algébre quotient TA(E)/J/ dont on

note A le produit. En identifiant le module A-gradué TE(E)/(J N Tg(E)) a un

e €,p P - P -
sous—K-module AA(E) (ou AA(E)) de AA(E), on a AA(E) ® AA(E)

=A®E ® AZ(E) ® ... ; ainsi A (E) est une A-algdbre Z x A-gradués.

PROPOSITION. - AA(E) est ez~commutative.
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En effet, comme yany' = - €(|y|,|y")y'A y si y,y' € E sont homogénes,

P q
= (—1y\Pd
= (-1) e( 2 ly.l, z |yj[) yp+4A...Ayp+qu1A...Ayp ,

on a y, A cis A Y
j=1 j=p#l

p+q

pour des éléments homogénes yj EERE( <] <p+q).

Soit F une A-module A-gradué. On dit qu'une application e-multilinéaire

v : EP 5 F est e-alternde si 1'on a

V(Y],---,Yi_l_],yi,-'-,yp)

= —e(lyil,ly D v(y],...,yp) (1 <i <p)

i+l
pour des éléments yj € E homogénes. Ces applications forment un A-sous—module

P ey T P
de HomgrA(TA(E),F) ; si a ¢ EF » AA (E) est 1 appllcatlon(yl,...,yp) s y{\...Ayp,

a est e—alternée et u b u.a est un isomorphisme de A-modules de HomgrA(AE(E),F)
sur le module des applications e-multilinéaires et e—alternées de EP dans F.

On identifie ces deux modules.

PROPOSITION. - Soient E un A-module A-gradué, B une A-algébre et u : E > B
une application A-linéairve de degré o,telle que v
u(y)u(y") + ey}, ]y PDuNuly) = o
(v,y' € E homogénes).
Il existe un morphisme de A-algébres unique u’: N, (E) >~ B

prolongeant u.

C'est clair.

Soit E un K-module A-gradué ; en munissant K de la A-graduation triviale,
on définit 1'algébre Z x A-graduée, ez—commutative AK(E) = 6AK(E) comme ci-
dessus. Et, pour tout A-module A-graduéE,on a un morphisme naturel de

€AK(E) sur EAA(E), qui est surjectif.



AG-1.9

(1.2) PRODUITS EXTERNES.

On désigne par ¢ un facteur de commutation sur A.

(1.2.1) Soient E et F des K-modules A-gradués Homng (AK(E),F) est un K-

module Z x A—gradué (u est homogéne de degré (p)i) si u(ylA"'Ayp)C:Fi+?]yﬂ

(yj € E homogénes) et u(AE(E)) = 0 et q # p).

Soient I = {I,...,n} et MATRERTS A € E homogénes ; pour H C I, on pose

Yy = Y; A=Ay, si H= {1

seeesi Yoot i <iii< iy |y = |y. |+...+|y. |
1 ]
i, lp 1 P P H 1 1P
H' = I-H , p(H,H") = (-1)” ol v = Card({(i,i') € H x B'| i' < i}) et
n(y ,Y") = I E(Iy-|’|Y-v])-
H7H (i,i') € H x H' SR
i'<i

Soient E,F,F' et G des K-modules A-gradués et ¢:FxF' - G une application K-
' bilinéaire de degré O.
Soient ¢ € Homng(Ag(E),F) et c' € Homng(AE—P(E),F') :

posons v(y],...,yn) =

z p(H,H')n(yH,yH')e(Icl,|YH.|)¢(c(yH),c'(yH' ).
card(H) = p

On définit ainsi une application K-multilinéaire et e-alternée v de g
dans G, donc un &lément ¢'(c,c') € Homng(AE (E),G).
D'ol une application K-bilinéaire graduée, de degré (o,o0),

1 . 1]
o' ¢ Homng(AK(E),F) X Homng(AK(E),F )
> Homgr (A, (E),G)
EXEMPLES. - Pour p = o, on identifie Homng(K,F) 3 Fetona
o' (z,c)(t) = ¢(z,c(t)) sit€ AK (E) et z € F.

Pour p = q =1, on a

9" (c,e") (v Ay,) = e(fel, [y, ¢(c(y]),c'(y2D-s(|y]|,|y2|)e(|c|,|y1|)¢(c(y2),c'(yl))-
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On désigne par ¢" 1'application K-multilinéaire e-alternée définie par

(b"(C,C') = ¢)1(a’,’(‘:’)"’
EXEMPLES. ~ Pour p = o. On a
0" (z,¢) (£) = el|z|,|t]) ¢(z,c(t))

pour z €F et t € AK(E) homogénes.

Pour p=q=1, on a

¢"(c,c')(y1Ay2) = e(fe' L]y, Dotely ) 4 " =ele' [+]y, sy, elelyy) e’ (v))

Pour z €EF , z' €F', on a donc
$(z,2") = ¢' (z,2") = §(z,2").
(1.2.2). Soit A une algdbre A-gradu@e. En faisant F = F' = G = A dans (1.2.1) et
en prenant pour ¢ la multiplication de A, ¢' (resp. ¢") , on définit sur
Homng(AK(E),A) une structure de K-algébre Z x A-graduée dont A(=Homng(K,A))

est une sous—algébre.

PROPOSITION. — S A est une K-algébre graduée, e—commutative, Homng(AK(E),A)
est une K-algébre Z x M-graduée, szrcommutative (pour chacun des deux

produits ci-dessus, notés A et A et dits externes).

La vérification est affaire de routine. (cf. N. Bourbaki, Algébre,

ch. III, § 11).

(1.2.3). Soit A une algébre A-graduée g-commutative et E et F des A-modules

A-gradués.
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En remplagant F par A et F' et G par F dans (1.2.1), et en prenant pour
¢ 1'application (x,2) +» xz de AxF dans F, ¢' (resp. ¢''), on définjt
sur Homng(AK(E),F) une structure de Homng(AK(E),A)—module Z x A-gradué

dont on note A (resp.A) le produit.

HomgrA(AA(E),A) (resp. HomgrA(AA(E),A))s'identifie 3 une sous—algébre
. R ~_s e d
de Homng(AA(E),A) munie de A (resp.d). HomgrA(AA(E),F) (resp. HomgrA(AA(E),F))
' .o B _
s'identifie a un sous HomgrA(AA(E),A) module de Homng(AK(E),F)/ pour A

(resp. M)

(1.3) PRODUITS INTERIEURS.

Soit e une facteur de commutation sur A.

(1.3.1). Soient E et F des K-modules A-gradué&s. Pour z E‘AE(E) homogéne et
c € Homng(Ap+q(E),F), on pose

(i(z)e)(z") = e(|z|,|z'|)c(z Az
pour z' € A;(E) homogéne.

On définit ainsi un élément i(z)c € Homng(AK(E)q,F). D'oﬁ'pour tout
zGEAK(E),un K-endomorphisme gradué i(z)de Homng(AK(E),F) (de degré (ceg (2),|z])
si z est homogéne).

On pose j(z)c = i(z)(3)% c'est-a-dire j(z) =~i(z)~ pour z € AK(E).

On a . ainsi (3(2)e)(z") = e(]c],]|z]) c(znrz")

si z et ¢ sont homogénes.

(1.3.2). Soit A une K-algébre A-graduéeet e—commutative et soient E et F

des A-modules.
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PROPOSITION. -~ Pour vy €E, ¢ € Homng(AK(E),A) et c' € Homng(AK(E),F)

homogénes, on a

deg(c)

(Ai(y)c)ac' + (1) e([y|,|c!) c A(L{y)c"),

i(y)(cnc')

i) (edeh deg(c)

G c' + (-1 e(|y],le]y e Ali(y)e").

I1 suffit de démontrer la premi&re formule, ce qui est un exercice
facile.

De plus, on voit que, pour tout z € AK(E), i(z) (resp. j(2)) est un

A-endomorphisme de HomgrA(AA(E),F) (resp. HomgrA(AA(Efv, %3.

(1.4) COMMUTATION.

(1.4.1). Soit A une K-algébre A-graduée, associative et unifére. Et soit
E et F des A-modules A-gradués . Pour x € A et u € Homng(E,F), homogénes,
on pose

(ad(x) W (y) = xu(y)-e(ful,[xPulxy) (v € F).
On définit ainsi ad(x% u € Homng(E,F). D'od un endomorphisme ad(x% (ou
ad(x)) . de degré‘x]de Homng(E,F) et, pour tout x € A, un endomorphisme
gradué ad(x) de Homng(E,F). On pose, pour x € A et u € Homng(E,F)

ad(x)u = [ x,u]

et [u,x] = = e(|x]|,]|u]) [x,ul,

si x € A et u sont homogénes, ce qui définit [u,x] dans tous les cas.

12

Soit G un A-module A-gradué ; pour u € Homng(E,F), v E Homng(F,G )

et x € A homogénes, on a

ad(x) (v.u) = (ad(x)v) u + g(|x|,lvl) v(ad(x)u).

Soit h : A > B un K-morphisme d'algébres A-graduées.



AG-1.13

Soit E' un B-module A-gradué ; par h, E' est un A-module A-gradué ; si

x €A et u € Homng(E,E'), on a

ad(x) (W) (y) = h(x)uly) = e(|ul, |x]) ulxy) (y €E).

(1.4.2). Supposons A-alternée ; si u € Homng(E,F), et x €A, vy €EE sont
homogénes, on a

(ad (X)W (y) = e(|x], |y]) (x uly) - ulxy)).

NN
Pour que u € HomgrA(E,F) (resp. HomgrA(E,F», il faut et il suffit que

ad(x)a’= o (resp. ad(x)u = o) pour tout x € A.

(1.4.3). On identifie x € A EixidA S Endng(A). On a alors, pour x,x' € A homogénes
x,x'}] = xx' - «(|x|,[x"]) x'x;
I PR xo %D xxs

[X"X] = —€(|x|alx'l) [X,X’].

(Ceci s'applique,en particulier, lorsque A = Endng(E), ol E est un

K-module A-gradué).

PROPOSITION. - Soit E, F des K-modules A-gradués ; pour x,x' € A homogénes
et u € Homng(E,F), on a
[x,[x",u}] = [[x,x"T,u] + e(|x|,]x"]) [x,[ x',u]]

(identité& de Jacobi).

Autrement dit, on a, pour x, x' € A,
[ad(x),ad(x")] = ad([x,x'])

dans Homng(E,F).

Si A est e-commutative , on a [x,x'] =o0o si x,x'" € A, donc

[ad(x),ad(x')] = o, c'est—d~dire
ad(x) .ad(x') = €(|x|,|x'|).ad(x')ad(x)

si x, x' € A sont homogénes.



