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SUR L'ALGEBRE DE POISSON DES SYMBOLES
D'UNE ALGEBRE DE POLYNOMES

par Samuel Dieudonné& EKONG

Dans cet article, nous étudions certaines propriétés de
l'algébre des symboles (munie du crochet de Poisson) d'une algébre
de polyndémes. Nous explicitons la forme des dérivations (de Poisson)
de cette algébre, ce gqui nous permet d'élucider la structure du
groupe des automorphismes localement finis.

In this paper, we study some properties of the symbols
algebra, under Poisson bracket, of a polynomial algebra in n
variables. The form of (Poisson) derivations of such an algebra
is given, which able us to elucidate the structure of the group
of its locally finite automorphisms.

INTRODUCTION,

On porte actuellement aux algébres de Poisson un intérét de
plus en plus grand. Introduites pour généraliser le crochet de
Poisson que 1l'on sait construire sur l'espace des fonctions diffé-
rentiables 3 valeurs réelles définies sur une variété symplectique,
les algdébres de Poisson possédent une structure particuliérement

riche qui a séduit géométres et algébristes.

Grice aux travaux de A. Lichnérowicz, [10], [}l], M. Flato,
[6], [7], A. Avez [1], D. Sternheimer Dl], les dérivations et les
déformations (au sens de Gerstenhaber) des algébres de Poisson

associées 3 une variété symplectique sont complétement explicitées.
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Sur 1'algebre de Poisson des symboles d'une algdbre de polyndmes

Les opérateurs différentiels algébriques sur une algébre
associative unifére commutative A , forment une algébre filtrée
dont 1'algébre graduée associée est 1'algébre des symboles de A
qu'on peut munir d'une structure d'algébre de Poisson. Dans cet
article, nous nous intéressons & certaines propriétés de ces al-
gébres ; c'est ainsi que 1'étude des dérivations et des automor-
phismes de 1'algébre de Poisson des symboles d'une algébre de poly-
nomes a4 n indéterminées, nous a conduit i 1'étude des dérivations
et des automorphismes d'une algébre de Poisson de polyndmes & 2 n
indéterminées ; ceci nous a naturellement amené 3 adopter un point
de vue voisin de ceux de L. S. Wollenberg rlj], [14], J. Braconnier

v5> et A. M. Vinogradov et I. S. Krasil'shchik |12].
5] ' ,.

Toute ma gratitude 3 Monsieur le Professeur M. Flato, ses
suggestions, remarques et indications avant et pendant 1'élabora-
tion de cet article m'ont été particulidrement utiles pour sa

réalisation.

1. GENERALITES ET NOTATIONS.

1.2. - Soient K un anneau commutatif unitaire, A une K-algébre
associative, commutative, unifére, EndK(A), la K-algébre des endo-
morphismes du K-module A ; Der(A) le A-module des K-dé&rivations

de A, Q(A), le A-module des K-différentielles de A, d : A »> Q(A),
la dérivation canonique de A ; on a un isomorphisme ¢ > ¢od, de
HomA(Q(A),A) = Q(Af: sur Der(A) ; cet isomorphisme permet d'iden-
tifier Der(A) au dual Q(A)" de Q(A).

Les applications (a,¢) > a¢ et (a,d) > ¢a = a=xéd de Ax EndK(A)
dans EndK(A) définies par (a¢) (x) = a¢(x) et (ax¢)(x) = ¢(ax)

pour tout x de A, induisent sur EndK(A) une structure de A-bimodule.
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Sur 'algebre de Poisson des symboles d'une algébre de polyndmes

Notons ad 1'application de A dans EndK(EndK(A)) définie par
ad(a)(¢) = a%x ¢ - a¢, Ya €A, vd) € EndK(A)

ad est K-linéaire et pour tout a de A, ad(a)e'Der(EndK(A)).

1.2. - OPERATEURS DIFFERENTIELS DE A.
Soient n€MN et D un endomorphisme du K-module A.

DEFINITION. - On dit que D est un opérateur différentielle d'ordre

\/ n+]
<n Si a. . €A

ad(ao) o ad(al) oesso ad(an) (D) =0

.. n ,
pour tout n de N, on note Dif (A)l'ensemble des opérateurs

différentiels de A d'ordre < n et on pose

pif(a) = U Dif™(a).
neEN

Vnew; Difn(A) est un sous-A-bimodule de EndK(A).

On verifie aisément que

1°) Y(m,n) €N’ tel que m < n , Dif"(A) < Dif"(A).
. mt
2°) ¥ (m,n) €N? , VDeDif™A), VA € Dif"(A), Deac Dif™ "(A).
ol o est la composition des applications.
On en déduit alors que Dif(A) est A-bimodule filtré par
. N
(Dif (A))nQIN'

La structure de A-module que nous considérons désormais sur
Difn(A) et par conséquent sur Dif(A) est celle définie par (a,¢) » ad

(structure de A-module & gauche).
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Sur 1'algsbre de Poisson des symboles d'une algzbre de polyn8mes

DEFINITION. -~ On appelle algeébre des symboles de A et on note
Symb(A),]'algébre gradude gr(Dif(A)) associde & Dif (A).

On peut munir Synb(A) d'une structure d'algébre de Poisson ;
nous nous proposons d'étudier les dérivations et les automorphismes

de symb(A) munie de sa structure d'algdbre de Poisson.

1.2.1. - OPERATEURS DIFFERENTIELS D'ORDRE £ O.

Dire que DeDif°(A), c'est dire que, pour tout x€A, on a
(a ¥ D -aD) = 0, soit
D(ax)

(]

aD(x) ; d'ol D{(a) = abD(l), pour tout a €A ; on en
déduit alors que D est entiérement déterminé par D(l) et par con-
séquent 1'application D *»D(1) de Dif°(A) dans A est un isomorphisme

de A-modules au moyen duquel on identifie Dif°(A) a A.

1.2.2. - OPERATEURS DIFFERENTIELS D'ORDRE £ 1.

Dire que I)€Dif1(A), c'est dire que D<£EndK(A) et que, quel

que soit (au),a])éA2 , on a
D(aoa“) = aoD(al) + a]D(ao) - aoa]D(l),
on en déduit alors que D EDer(A) ssi D(1) = O.

Par récurrence, on établit 1la

PROPOSITION 1. - Vn€eN , DEDif (A) ssi V(ao,...,an)e ARt
D(ao ay ... an) = (—])Card(H)_]aHD(aI_H) ou
HCI
H# @
I= {O,l,...,n}] a.= W a, D(a,) = D(1).
B opep P ¢

COROLLAIRE. - Si A est une K-algébre libre de base (ei)i.el

.. D - , .,
et DeDif (A), alors D est entiérement déterminée par

{D(ei), D(eiej) D(ei e; ...ein)}

i, 1,01 ,ene,i €T
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Sur 1'algebre de Poisson des symboles d'une alggbre de polyn8mes

DEFINITION. - YDeDif(A) = U Dif™(A), D(1) est appelé le terme
nzo
constant de D et noté tc(D).

Soit tCn la restriction de tc a Difn(A) on a la

PROPOSITION 2. -
a) L'application tc est une forme linéaire sur le A-module
Dif(A).
b) tCo est un isomorphisme de Difo(A) sur A.

c) tC] est un projecteur et on a

Dif'(A) = A ® Der(A).

2. L'ALGEBRE DES SYMBOLES D'UNE ALGEBRE DE POLYNOMES.

Dans toute la suite A = K[X X2,...,Xn]

]’
2.1. - DIF(A).

Soit De& Difn(A), d'aprés le corollaire de la proposition 1,

D est entiérement déterminé par

{D(]),D(Xi),D(Xin),...,D(Xi X, «eeX, )}

.. . , ou
1 1o 1n 1,3,11,...,1n€21

I={1,...,n} ; posons D(l) = a°(X1""’Xn)’D(Xi) = ai(Xl""’Xn)

D(X. ...X. ) = a. . X,,...,X ) on a
1l 1k 11...1k 1 n
D(X.) = a, (X X ) 0 (X.)
i/ T AWty BXL OV
t 2
3 (Xin)
aij(X],...,Xn)W , si1 i # 1 s
D(X;X;) = | ¥2(x3)
—a.. (X.,000, ) —=— si i1 =]
2 1) i n axi

et, de maniére plus générale,
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Sur 'algébre de Poisson des symboles d'une algebre de polynSmes

kl+ .+kp k1 kp

kl kp all 1P(Xl’ ,X ) 9 (X | X%E )

T R P K, K ;
1 P oX, X, P
i i
1 p
on en déduit alors que D est de la forme
k., +...+k
n 5 1 n
= X .

D - . _ Oak], ,kn(xl’ ,Xl’l) k] Kk s OUu (ak]’. .’k

| n 8X1 BXn n

est une famille d'éléments de A 3 support fini ; d'oi la

k. +...+k
n n 3 1 n
PROPOSITION 3. - Pour n &N , Dif (A) = ® A m K
kyteeetkp =0 ox Toosx ™
1 n
COROLLAIRE 1. - Dif(A) est un A-module libre de base
k. +...+k
5 1 n n
{ k] n ,o\<.§]kism,m€N}
9K, ...9X O 1=
1 n
COROLLAIRE 2. - Muni de la composition des applications Dif(A)

est une A-algébre libre, associative unifére non commutative

de base

I1 en résulte alors que :

. p d .
PROPOSITION 4. - Dif(A) = K{X ,...,X , S§T e 5§; } , algeébre

associative unifére non commutative de polyndmes a 2n

indéterminées.
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Sur l'algebre de Poisson des symboles d'une algébre de polyn8mes

2.2. - Symb(A) ET SA STRUCTURE D'ALGEBRE DE POISSON.
* . N , .n—1
Posons S. = A et pour tout n€N Sn = Dif (A)/Dif (A) ;

on a alors Symb(A) = @ Sn ; soit 8T > 1'épimorphisme canonique
n &N

Dif"(A)— Dif"(A)/ Dif" ' (a) posons gro = id,.

2.2.1. — L'ALGEBRE ASSOCIATIVE Symb(A).

Le produit de deux &€léments A, et A, de Symb(A) est défini

1 2
de 1a maniére sulvante :

€ Dpif™(A)

N ., D
A, = grn(Dl), A2 = grm(Dz) od D]élle (A) et D2

1

2
Ab, = gr (D)) gr (D,) = gr_, (D;oD,) ; comme V(m,m)€N’ tel que

m+n-—1

mn 1 et V(DI,DZ)E Dif"(A) x Dif™(A) , D,oD, - D.oD. € Dif ),

1°72 2771
on en déduit que symb(A) est commutative et par conséquent Dif (A)

est une algébre Hamiltonienne [12] ot [5].

. N _ _ .
D,€Dif (A) et A, = grn(Dl), A2 grn(Dz), sinz>l,

Soient Dl’ 2 1

on a d'aprés la proposition 3

k +...+k
n-1 y ! n
Ap = Dif (A)‘“kf e o ek (Xpser X)) 3 K
R X, "...9X
1 n
h,+...+h
n-1 0 ! n
by = Dif (A)+h+z+h= ®h ...h (Xpoee X)) oy B
s tRTR n 3K, ...9%X "
1 n
On voit donc que AL =4, ssi Vi, ie{1,...,n} , h, = ki’
bk ok (X], . ,Xn) =a . (Xl’°°"Xi)' On peut alors identifier
1 n 1 n
gr (Dl) a
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Sur 1'algebre de Poisson des symboles d'une algebre de polyn8mes

k,+...+k
5 1 n
. +Z: . ak] .kn(xl"' , X ) k] X ; soit
Ty X L.ax ¢
1 n
h.+...+h
3 1 n
= z e .
gr,(Dy) e en em bh]...hn(xl’ X)) iy o € Symb(4)
1 """ n axl ...axn

Le produit grn(Dl) grm(Dz) est alors identifié a

t,+...+t
1 n

9
Z LI I 3 . = . .

t.+...+t_=m+n Ctl"'tn(xl, o) b h on ty TRyt by

1 39X, ...93X

1 n

n n

I k., =n, Y h. =m, d'ol
. 1 .
i=1 i=1
PROPOSITION 5. - Symb(A) = A [=o— 2]

. ym = s Fx -
1 n
COROLLAIRE. - Symb(A) = K[X X, = 2]
. ymb ( ERERED S axl yro s 3Xn .

2.2.2. - L"ALGEBRE DE POISSON Symib(A).

Soit 3 1'application de Symb(A) dans 1'algdbre des endomorphismes

du K-module Symb(A) définie par

B(grn(Dl))xgrm(Dz)) = gr ](D]oD -D oD]) si mn=1 (=0 si m=n=o0).

2 2

m+n-
9 est K-linéaire et pour tout grn(D]) de Symb(A), B(grn(D]))(grn(D])) = 0

et B(grn(Dl)) est une dérivation de Symb(A) ; on définit alors le

crochet de Poisson dans Symb(A) en posant:

[gr (@) ,gr_(D,)] = a(gr (D)) (gr (D)) = gr_, ,([D,,D,]), ot [p,D)]

m+n-—1

est le crochet de Lie usuel dans EndK(A).
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Sur 1 'algebre de Poisson des symboles d'une algebre de polyndmes

Notons =— =Y. , 1 £ i £ n, et S = Symb(A) il vient

S = K[Xl""’xn s Yl,...,Yn] ; le crochet de Poisson ci-dessus est

alors le crochet de Poisson défini par

[t,e] - o _8f g _ 3f _3g

3Y. 9X. 3X. 9Y.
1 1 1 1 1

, £,28€8 c'est donc au signe
i
prés le crochet de Poisson usuel et c'est ce dernier que nous utili-

seront dans toute la suite.

2.2.3. DERIVATIONS DE S.

Notons (S,3) 1'algébre S munie de sa structure d'algébre de
Poisson et &er(S) l'ensemble des dérivations (de Poisson) de
(8,9) ; x € Der(S) ssi

i) ¥ est K-linéaire

ii) ¥ f,ges, x([f,g]) = [xt),g] + [f.x(»)]

Fer(S) est un K-module qui muni du crochet de Lie

[X]’XZ] = XpoXy T XgoXy est une K-algébre de Lie.

Puisque le crochet de Poisson vérifie 1'identité de Jacobi,
on en déduit alors de ce qui précéde que

a) ¥ses , 3(s)e Der(s) ;

b) 9 est un morphisme de Poisson i.e : Vs], Sy €S,
8([s;s8,]) = [8(s),8(s,)].
DEFINITION. - On appelle dérivations canoniques de S, les éléments

de Der(8)N Der(S).
on note Can(S) = Der(S)N Der(s).

Can(S) est alors une K-algébre.
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Sur 1'algébre de Poisson des symboles d'une algebre de polynSmes

On sait (voir par exemple Bourbaki [4}) que Der(S) est un S-module

libre de base
_3 9 ] 3 b -y
g gi_— sy ARG T sy RO ; tout eéelément

1 n 1 n
n

de Der(S) est alors de la forme

{id

>
[o5]
<
Q0
<

v € Der(S), X est un

0
ot VvV,
1 9X. 1 0Y.

i i

Bui av.
a)l 3% T T,
j i
aui au.
b) 5y = .
] 1
oV, v,
c) Ll l1<1i, j<n.

oX. X,
j i

PROPOSITION 7. - Si la caractéristique de K est nulle
Can(S) = 3(S).

PREUVE. — D'aprés ce qui précéde, on a 3(S)C Can{S) ; réciproquement
soit

n
D= I u, =4/ + v. =— ,

3 3
i 3X. 1 3Y.
i i

un élément de Can(S) alors u, et v. , 1 £ 1 & n, vérifient les
relations de la proposition 6 ; D étant entiérement déterminé par

DXi et DYi , 1 £1 & n, on en déduit que D €3(S) ssi Is €S tel que
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Sur l'algebre de Poisson des symboles d'une algebre de polyndmes

Bs_
ox, Vi

1
_SS_— ]<'<
8Yi u, , 1€ i<,

Comme les u, et A sont connus et que K est de caractéristique
0, on en déduit que le systéme ci-dessus poss&de au moins une solution

dans S, donc D = 9(S) d'ol Can(S) Cd(S) et par conséquent Can(S) = 3(S).

Nous supposons désormais que la caractéristique de K est nulle.

PROPOSITION 8. - (L.S. Wollenberg [13] ).

x € Der(S) est une dérivation intérieure ssi x(1) = o.
PREUVE. - Soit xeDer{(S) alors y(1)€K et si ¥ = 3(s), (1) = o0 ;
réciproquement si x(1) = o, on a

KD XK

0Y. 0Y

1 k
(1)
aX(Xk) =_BX(Yi) Dt ke
3X. oY > 0 S
1 k

pour montrer que X est une dérivation intérieure, il suffit alors de
prouver que ¥ €Can(S) ; on commence donc par &tablir que
Cs * P vdy = p~1 g pya-l
. Y.) = X Y: X.) + XY Y.).
Vi, jedl,..oon} Vp,qel' , x(X) Y9 = p X7 ¥y x(X) + q Xj¥o x(¥))

Pour le démontrer, on calcule X([Xi Yj’ Xk]), 1 £ k £ n; compte tenu

des relations (1) on a

ax{X.Y.) 3x(Y.) Ix(X.)
.__.___l_._;l__z X. __._.._-L+ Y. ___.___}__4. (S‘ X(X')
aYk i aYk ] BYk jk 1
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Sur 1'algzbre de Poisson des symboles d'une algebre de polyndmes

oll dij est le symbole de Kronecker ; on en déduit alors que

X(Xi Yj) = X, X(Yj) + Yj X(Xi) + ¢(X],---,Xn)-

On calcule ensuite x([Xi Yj’ YkJ) et on voit comme ci-dessus
que le polyndme ¢ ne dépend pas des Xi ; c'est donc le terme constant

o, d'ot

Hi

du polynome x(Xi Yj) donc ¢
) = X. . . . < i ] <
x (X, YJ) X x(YJ) + YJX(Xl), l€i, j<n
on prouve alors par récurrence que Vi,j e{l,...,n}, ¥p,—q en™
P vdy - p-1 q + P 91
X(Xi Yj) p Xy Yj X(Xi) q X: Yj x(Yj)-

On suppose ensuite que la relation est vraie pour t indéterminées
¥
2 < t < 2n donc Vp,q(EN* tels que p < n et q < n, et hi , kietq,

l1<ig<n, ona

K, k h h n K, ko, k-t k| k h
v, oGPy or ) s s X ox TRt o TP Yx, ) o+
1 1] r i i i i i i
i p "1 q r=] 1 r-1 't r+1 P q . r
q K, ko h he_, bl h h
+ T h_ X, ...Xip SRS SL AR SN SRS S0 SV SR
s=1 1 P I Js-1 Js Tg+1 Jq Js

Montrons que la formule reste vraie pour t+l indéterminées ; calculons

par exemple

k, ko k. h h
mﬁ.nﬁpﬁp Y." ...Y.?) ; ona
1 p Tp+l i Iq
k, k +1 h, h K K o LS
(% ox. Py oo Y v P = ®,ys x P +[Exr x.PTH]
1 1 ] ] 1 1 i1 171
! p q q p ptl p ptl p ptl
k, k +1 h h
oi E =X, ...x.P vy, ...y ¢ ; on peut supposer q < p (sinon on
1 1p 3, Jq

calcule par exemple,
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Sur 1'algebre de Poisson des symboles d'une algébre de polyndmes

k| ko k+l b h ., h
X([Xi ...Xip Xiq Yj .o Yjp e qu , YiJ ) on a donc
1 P 4 ] pt+l q q
K,k kb h Kol ae) ksl .
(k_+Dx(X, ...xip xiP Y. .. Y = x.P —8—)>é———-— -k Y X, a—?i)—
P 1 pprl T q pr1 T PEEtp e 7
k +1 k_+1
ax(y. x.P7') ax(Y. X.P )
n BE 1 1 +1 n aE 1 1
+ I P__P - ¥ p__ptl
5% 5Y 3y 30X
s=1 S s s=1 s s

On applique alors 1'hypothése de récurrence au 2—&me membre et

obtient la relation désirée.

On pourra trouver une autre démonstration de cette proposition

dans [13].
THEOREME 1. - Le sous-module 3(S) de Jer(S) est de codimension 1.

PREUVE. - Notons encore tc la forme linéaire sur &er(S) définie
par tc(x) = x(1) ¥x e®er(S) ; 1'inclusion 3(S) Cker(tc) découle de
la proposition ci-dessus ; montrons que ker(te) = 3(S) ; il suffit
de prouver que tc n'est pas la forme linéaire nulle ce qui revient
i prouver que 1l'ensemble des dérivations de Poisson extérieures est

non vide.
Soit D un opérateur différentiel de S d'ordre < | de la forme

n 3 3
D= % u, — + v, — + id u, , v.€S

i 9X. i 3Y. S’
i i

déterminons des conditions suffisantes sur u., et v, pour que

Déigber(S) ; si on fixe v, = o0, 1 £ i g n, il suffit de prendre

u. = - X. ;
i i
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Sur l'algebre de Poisson des symboles d'une algebre de polyndmes

n

p)
- 3 - 3 . =2 & k
Do 1ds s X. BXi € Der(S) et Do(1) #0&» D?z{ er{tc)donc

ker(tc) # Der(S) d'ol ker(tc) = 3(S).

On en déduit alors que 0(S) est de codimension 1. c.q.f.d.

REMARQUE. - Ce résultat a d'abord été établi par L.S. Wollenberg [13}
pour une algébre de polynOomes a 2n indéterminées d coefficients réels

ou complexes ; on voit donc qu'il s'@tend 3 des anneaux K plus généraux.

COROLLAIRE. - Si K est un corps S er(s) = 3(S) ® KDo
autrement dit x € Der(S) ssi
n
)
s €S, IXAEK tels que X = 3(s) + X - ZAXiEX— .
i=1 i

c'est 1'analogue de la formule (15-1) de [10] qui détermine la
forme des dérivations (de Poisson) de 1'algebre de Poisson
associde a une variété de Poisson ; dans le méme ordre d'idée,
on trouve dans [lf] des formules explicites des dérivations des

algebres de Poisson et des algébres de Vey.

3. AUTOMORPHISMES DE POISSON DE Symb(A).

Nous supposons dans toute la suite que K est un corps algé-
briquement clos de caractéristique o.

Soit Aut(S) le groupe des automorphismes de 1'algébre associa-
tive unifére Symb(A) ; tout élément de Aut(S) laisse donc invariant

1'élément unité de S.

Un automorphisme de Poisson de Symb(A) est un élément ¢ de

Aut(S) qui est un endomorphisme de 1'algébre de Poisson (S,3) ie
¢([SI,SZ]) = [¢(Sl),¢(sz)], Vs], 5,€5.

3.1. DERIVATIONS LOCALEMENT NILPOTENTES DE S.

Soient E un K-espace vectoriel et uEiEndK(E).
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Sur l'algebre de Poisson des symboles d'une algebre de polyndmes

DEFINITION. - on dit que 1'endomorphisme u est localement fini si
les conditions suivantes sont vérifiées.

Il existe une filtration croissante (Ei)i de E telle que :

€1l

a) Vﬁie]; Ei est un sous-espace vectoriel de E de dimension
finie ;

b) E est engendré par la famille (Ei)iGZI ;

c) ViEI,Ei est u-stable (u(E;) CE.).

DEFINITION. - On dit que u est localement nilpotent (resp. unipotent,
resp. semi-simple) si
1°) u est localement fini (relativement a (Ei)i.GI) ;
2°)Yi €1, la restriction de u a Ei est nilpotente (resp.

unipotente, resp. semi-simple).

DEFINITION. -~ Une dérivation ¥ de Symb(A) est Ilocalement nilpo-

tente si 1'endomorphisme x 1'est.

3.2. ENDOMORPHISMES LOCALEMENT NILPOTENTS DE Symb(A).

Pour tout f € Symb(A) de degré total m, notons d°t(f) = m et

E = {fes/d°t(f) = n, et £ homogéne}
S, = {fes/d°t(f) < n}, on a les égalités sulvantes
n
S = & E ; S = @ E ;
Doy K kemw <

de plus (Sn) , est une filtration croissante de Symb(A) et

ne N
dim(Sn) est fini.

PROPOSITION 9. — Toute dérivation nilpotente de (S,3) est intérieure.
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PREUVE. - Soit X € Der(S), il existe s€S et A €K tels que

n
. a9 .
x = a(s) + >\(1ds -z Xi X ) ; supposons x nilpotente et A # o, alors
i=1 i
-1 -1 . 2 5 L .
A x = 3(A "s) + ldS‘ﬁ ) Xi T} > est une dérivation nilpotente de
i=1 i
-1 2 2 -1
(§,9) , donc idS - X X= I Xi X 9(X 's), est un automorphisme
i=1 i

~

du K-espace vectoriel Symb(A), ce qui n'est pas donc A = o, d'ot

x = 0(s).

PROPOSITION 10. ~ Xeo?)er(S) est localement nilpotente (relativement

a (Sn)neN) ssi
x =23(s) , s€§.
PREUVE. - Soient s€ S1 et x = 3(s) ; s est de la forme
n
s= I a. X. +b. Y. +¢c, a., b., c€K,¥Yhe&{l,...,n} , on a
PR i i i i

Xz(Xh) = )(2(Yh) = 0. On montre alors que VpelN, Vie{l,...,n} ,

+1 +1 +q+1 2
XD =T =0 et que XYY =0, Vb, en”
Vi,j, 1 £ 1, j € n. On a alors par récurrence

kl+...+k +h]+...+h +1 k] k h] h
X P 4 X, ..xPy
1 p J] q

Yi. , h.ew , Vi , j ef{1,...,n}.
1 1 t S

Comme VneN, a(s)(Sn)C_Sn , on en déduit que ¥ est localement

nilpotente relativement i (Sn) ; réciproquement si y est loca-

n€N

lement nilpotente relativement & (Sn)n , la restriction de y & S

€N 1

est nilpotente ; on a alors d'aprés la proposition 9, x = 39(s), s €S ;
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et, Vhell,...,n ; d"E X)) € 1, dE((¥)) € 1 5 or

kl k h] h
s= I a, P % ...xip ¥, A
133 1 p -1 q 1 p 1 Iq
1< r, s< n, (gi i i )i i famille i support fini d'éléments
1 p-1 q r °s
de K ; d'od
kl kt—] kp h1 hq
Y = X k . . . . e e oo X, . oeeeY.
x( t) . . t al ceel  Jieee] Xl Xt Xl YJ YJ
1sdg 1 p "1 q 1 p "1 q

soit

donc k,+...+k + h, +...+ h £ 2, donc s€S, ;
1 p 1 q 2 °

s = L a.. X. X. + b..
i i3

X, Y. + c..
l<i,j<n ot

Y. Y. + a. X, + b, Y. + ¢
1] 1 7] 11 11

comne la dimension de S] est 2n+l, on en déduit que

2n+1 2n+1 . .o . . ..
X (Xi) = ¥ n (Yi) =0, 1 £ 1& n ceci implique que le discriminant
de la partie homogéne de s de degré total 2 est nul ; il en résulte
alors que aij =b.,.=c¢,. =0, 1 €1, < n d'ol s€8S,.

1] 1] - 1

3.3. AUTOMORPHISMES LOCALEMENT UNIPOTENTS DE (S,3).

Dans toute la suite, 1'expression localement fini (resp.
nilpotent, resp. unipotent, resp. semi-simple) pour un endomorphisme

¢ de Symb(A) est relative & la filtration (Sn)nEEV

Soientié%t(s) (resp. ufht(s)u s Tesp. véﬁt(s)s) le groupe

(resp. 1l'ensemble) des automorphismes localement finis (resp. loca-
lement unipotents, resp. localement semi-simples) de S, et e
sous—espace vectoriel de & er(S) engendré par les dérivations loca-
lement nilpotentes de S. Puisque S est commutative, on en déduit
que 3(S) est une algébre commutative et que /’est une sous—algébre

de 3(S) ; (WV°= 3(s,) d'aprés ce qui précéde).
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o k
VX €</Vj‘t€ K, VueAut(S)u , les séries I L Xk , et
k=0 k!
-k kel .
T {(u-1) , ou I = 1ds ,» sont convergentes ; en effet,
k=0
¥s €S,JnenN tel que s €Sn » X et u-I étant localement mlpotents, les
Kooy ® ok e+ 1
sommes I -— ¥ (s) et z (u-1) (s), n'ont qu'un nombre
k! k+1
k=0 k=0
fini de termes ; posons
t "k
exp(ty) = e X2 3 T X ,VX GC/V: Vtek
k=0
© =D k1 A
log u = z (u-1) y Vue ut(S)
k+1 u
k=0
THEOREME 2. - V¥xe ¥ Vtek, Yu ngut(S)u

1°) etxe Jgut(s)u et log ue€ JF”°

2°) Les applications ¥ > eXet u- log u sont bijectives.

PREUVE. - Vye c/fa, ¥ tek, tye o il suffit alors de prouver que
Y x e 47 eX Ce/'gut(S)u. Pour montrer que Y s

X -
. szé‘S, e (s] s2) =

eX(s]) eX(sz), on utilise le fait que x est localement nilpotent la
démonstraticn est alors la méme que dans le cas oll X est nilpotent
(voir par exemple N. Bourbaki [3] , ou N. Jacobson [8}). YnewN, la
restriction de eX a Sn est de la forme I + Gn , ol Gn est un endo-

X est

morphisme nilpotent, I + Gn est donc unipotent ; comme e
entiérement déterminé par eX(Xi) s eX(Yi), l £ 1 & n, on en déduit que
efe Vgut(s)u et on établit aisément que ex([sl,sz]) = [ex(sl),ex(sz)] ,
Vsl,szes (les dérivations dans le crochet au 2-&me membre étant

effectuées par rapport.aux variables eX(Xi),eX(Yi) l€1gn) donc exefut(s)u
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Vll€Ad{Ut(S)u s u—I est un endomorphisme localement nilpotent

de (S8,3) il est alors bien connu que si u-I est nilpotent log u
est une dérivation de (S,3) (voir N. Jacobson [9]) ; 1'argumentation
est la méme 3 cause de la nilpotence locale de u-I. Par conséquent

thetiut(s)u, log u€eh’. La restriction de eX (resp. log u) & Sl

étant unipotente (resp. nilpotente) on obtient les relations
og u
a) eL EY oy , Yu etffut(S)u ;

X, Yxe #°;

Xp ¥ X Xy Xy J ”
e = e e 2 X]’ Xzed ;

b) log X
c)

d) log(u] u2) = log u, + log u, Vul, uzedﬁut(S)u.

On en déduit alors que
exp o log = iQqut(S) et log o exp = i%/f
u

par conséquent, exp et log sont section et rétraction 1'une de 1'autre

donc bijectives.

THEOREME 3. - 1°9) dfut(S)U et ;ut(S)S sont des sous—groupes de
JHut(s) ;
20) HAur(s) = a“’éut(S)u xedﬁut(S)s Produit semi-

direct, ou © définit 1'action de Jiut(S)S sur dgut(s)u.
PREUVE. - Les relations c) et d) ci-dessus et le fait quec”ﬂest

un groupe additif prouvent que log et exp sont des isomorphismes de

groupes donCcfut(S)u est un sous—groupe de fut(S).
Soit GL(S) le groupe linéaire général de S ; on a les inclusions

U@ut(S)C:Aut(S)(LGL(S) ; on sait (voir A. Borel IZJ) que Vg egﬁut(s) ,

g posséde une unique décomposition de Jordan g = B, 8 > ol gué:d%ut(s)u s
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A - . . = o % oA
gsc ut(S)S et 8, & By B, 3 donc 1ut(S) L%Ut(s)u diut(S)S.

wyw” HE

k!

Vxe oV €‘C%ﬁt(8), WXW—IECﬁﬁ donc : wexw . = eWXW‘l

it ™~ 8

k=0

il en résulte alors que ciht(S) est un sous—groupe normal de b%ut(S)
' u

et par conséquent a{ut(S)s est un sous-groupe de c%ut(S).

La loi de groupe de Cfﬁt(S) est définie par
-1
X X X1 X XAt X,
1 2 2 | AV
(e ,wl)(e ,wz) = e w]e w2=e
-1
X MR OY
(e 17271 1 )
’11)1 JJZ *

X

X
(e Sy = (e

1 1

Cette relation prouve que C«’lﬁ(ut(S) est le prodult semi-direct

de 0€ut(8)u par c%ut(s)s et que dfut(S)S opére par conjugaison sur

c}"é ut(S) .
u
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