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UN EXEMPLE D'ANNEAU CATENAIRE 

par A. BOUVIER, F. BURQ et G. GERMAIN 

Résumé : Nous montrons dans ce travail que l'anneau ^[x] des poly­

nômes à coefficients dans un anneau de Bezout A de dimension finie 

est un anneau caténaire. 

Les anneaux considérés sont commutâtifs. La terminologie 

employée est celle de [2] . 

Etant donné P e Spec(A), on note ht(P) la hauteur de P et 

P* 1 T idéal PA[x] engendré par P dans AJ x] . 

Soit f £A[X] ; l f idéal engendré dans A par les coefficients 

de f est noté c(f). Lorsque c(f) = A, on dit que f est un polynôme 

primitif.Si A est un Bezout t tout fe A[X] non nul peut s
Técrire 

af , où a e A et f £ A|x| est primitif. 

Le corps des fractions d ?un anneau intègre A est noté 

Frac(A). Etant donné un idéal I de 1!anneau A, on note I* 1Tidéal 

fractionnaire A : I. 

THEOREME. - Soit A un anneau de Bezout de dimension finie. L'anneau 

de polynôme A[x] est caténaire. 
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La démonstration repose sur plusieurs lemmes probablement 

connus. 

LEMME 1. - Pour tout idéal premier P de A, on a ht(P*).= ht(P). 

DEMONSTRATION. - Il suffit de prouver que tout idéal premier Q de 

A[x| contenu dans P est de la forme P* avec P ! € Spec(A) et P'cP. 

Soient PT = Qf\A et f = af^un élément de Q ; puisque c(f^) = A, 

on a f Q et donc a £ PT = QH A ; d!où fep'* et Q = Pf*. 

LEMME 2. - Tout idéal premier de A[X] gui n'est pas un P' * est de 

la forme Q = (P,cj>) , où P = A et ^ est un polynôme irré­

ductible et primitif dans (A/P) [x] ; de plus ht(P,c|>) = ht(P)+l . 

DEMONSTRATION. - Soient Q € Spec A[x] et P = Q H A. On suppose Q î P * . 

D'après [5] ou [3,l-5j , on a Q/P* = cj> Frac (A/P) [x] H (A/P) [x] , où 

$ £ (A/P) [ xj est irréductible dans Frac (A/P) [x] . Mais par [2, 34—91 

on a 

* Frac (A/P) [x] n (A/P)[x]= * |p ( * ) l 1 (A/P) [x] . 

L T anneau A étant de Bezout, 1 T anneau. A/P 1 f est aussi [2-Ex. 12] . 

$ peut être supposé primitif et donc Q/P* = § (A/P) [x] , où <j> est un 

polynôme irréductible dans (A/P)[x] . De plus, ht(Q) = ht(P)+l. 

LEMME 3. ~ Les idéaux maximaux de A[x] sont de la forme (M,<|>)où 

M est maximal dans A ou bien de la forme (P,())) où cf) est 

une unité dans (A/PT)[xJ pour tout PT contenant strictement P. 

DEMONSTRATION. - Puisque les P'* ne sont pas maximaux et que les idéaux 

(M,(j>) où M est maximal et <j) irréductible dans (A/M) [x] le sont tous, 

il suffit de donner une condition nécessaire et suffisante pour que 

(P,(j)) soit maximal dans A[X] lorsque P est un idéal premier et non 

maximal de A. 
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Si (P,<f>) est un idéal premier non maximal de A[x] , il est 

contenu dans un idéal premier ( P ' ,40 ; donc PcP f et, comme (j) doit 

être dans (A/Pf ) [x] un multiple de , le polynôme (j) n 1 est pas une 

unité dans (A/P) [x] . Réciproquement, soit (P,(f)) un idéal premier de 

A[X] et P F un idéal premier de A contenant strictement P. Si (j) nfest 

pas une unité dans (A/P' ) f x] , dT après | 2 ; 34-10|, on peut écrire 

<f> = $ An. . 5 où les (j>. sont irréductibles dans (A/P
1 ) |xl ; alors 

1 Z K 1 L J 

(P,<fO est strictement contenu dans (P',(JK), ce qui prouve qu'il nTest 

pas maximal. 

LEMME 4. - Soient (P,$) c (Pf ,'10 deux idéaux premiers de k\x] . Si 

ht(P?/P) £ 2 , il existe dans A|x] un idéal premier (P",6) 

tel Que (P,<|>) ç (P",0) c (P»,*). 

DEMONSTRATION. - Puisque ht(Pf/P) > 2, il existe P MG Spec(A) tel 

que P C P" C P'. D'après le. le mine 3, è n'est pas une unité dans 

(A/P,f ) | x] ; donc <j> = (j> . . .cf> les étant des polynômes irréductibles 

dans (A/P") [x) . Puisque <j> . . .(J)̂  £ (P' »<!'), l'un des c(>̂  appartient à 

(P'.ifO et l'on a (P,*) ç (P",*.) ç (P' . 

LEMME 5, ~ Soient P * et (P' ,i|0 deux idéaux premiers de A[X] . 

si ht (P ' /P) 1, il existe un polynôme (j> £ A[X] tel gue 

p'* c (P,*) c (p\i|0. 

DEMONSTRATION. - Le polynôme ifj n'est pas une unité dans (A/P)[x] ; 

il est donc produit de polynômes irréductibles i> = ^ * ' ' 

L'un des $ i appartient à (P
1 ,i|0 et donc P*C (P,^) c (P' . 

DEMONSTRATION DU THEOREME. - Compte tenu du lemme 1, pour étudier 

les chaînes saturées entre deux idéaux premiers Q et Q' de Â[XJ , trois 

cas sont à considérer. 

99 



Un exemple d'anneau caténaire 

(1). Q = P X et QT = P1 * . Entre P* et P'" , tous les idéaux 
premiers sont des P"* ; le spectre de A étant un arbre [4;4-2], 
il n'y a, entre P* et P'* , qu'une seule chaîne saturée. 

(2). Q = (Р,ф) et Q' = (Р',ф). Soit une chaîne 
(р,Ф) = (P^BJ) с ( V V ^ - • • ' 5 ( p k ' V = ( Р ? , Ф ) R E L I A N T Q À Q F -

Si к est strictement inférieur à ht(Q'/Q)+l = ht(P'/P)+l, la chaîne 
P = P с p с ... с P = P' montre, compte tenu de [4 ;4~2] , qu'il 

existe ic [l.,k] tel que ht(P^+j/P^) ) 2 et la chaîne considérée 
reliant Q à Q' n'est pas saturée, d'après le lemme 4. 

(3). Q = P* et Q' = (Р',ф). Montrons que toutes les chaînes saturées 
reliant Q à Q' ont pour longueur ht(Q'/Q) = ht(P'/P)+l. Soit 
p* = Qi ? Qo c • • • c Q i = (Р\Ф) une telle chaîne et soit L le 1 2 ^ n+1 к 
plus grand indice tel que Q. soit une extension. D'après les lemmes 

\ 
1 et 2 , si P. = Q. n A cette chaîne s'écrit : 

î. î. 
J J 

P* = P? с pf С ... CP* c ( P ,ф )c...c(P. ,ф. ) = (Р',ф). 

Puisque cette chaîne est saturée, d'après le lemme 1, on a P. = P. ; 
1k+l 1k 

cette chaine est donc de la forme : 

Chacune des sous-chaînes P = P,CPc. ... c. p et 
1 7* 2 :f f к 

(P ,ф )C... с (p ,ф ) = (Р',ф) étant saturée, compte tenu du début 
К. K. j£ П П 

de la démonstration, la chaîne P = P/' ... CP = Pf est saturée et 
! * / n 

n-1 = ht(P'/P), donc h = ht(Q'/Q). 

• En fait on peut montrer, voir [l] que ce résultat est 

vrai sous des hypothèses moins restrictives . 
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