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UN EXEMPLE D'ANNEAU CATENAIRE

par A. BOUVIER, F. BURQ et G. GERMAIN

Résumé : Nous montrons dans ce travail que 1'anneau ALx] des poly-
némes a coefficients dans un anneau de Bezout A de dimension finie

est un anneau caténaire.

Les anneaux considé@rés sont commutatifs. La terminologie

employée est celle de [2].

Etant donné P ¢ Spec(A), on note ht(P) la hauteur de P et

P* 1'idéal PA[x] engendré par P dans Alx].

Soit f GA[g} ; 1'idéal engendré dans A par les coefficients
de f est noté c(f). Lorsque c(f) = A, on dit que f est un polynOme
primitif.Si A est un Bezout , tout fe A[x] non nul peut s'écrire

- #oor .
af®, oli aeA et f'e A|x] est primitif.

Le corps des fractions d'un anneau intégre A est noté
_ . =1 .
Frac(A). Etant donné un idéal I de 1'anneau A, on note I 1'idéal

fractionnaire A : I.

THEOREME. -~ Soit A un anneau de Bezout de dimension finie. L'anneau

de polyndme A[X} est caténaire.
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La démonstration repose sur plusieurs lemmes probablement

connus.
#*
LEMME 1. - Pour tout idéal premier P de A, on a ht(P ) = ht(P).
DEMONSTRATION. - I1 suffit de prouver que tout idéal premier Q de
- »

A[xJ contenu dans P* est de la forme P'  avec P'e Spec(A) et P'C P.
Soient P' = QNA et [ = af ¥ un élément de Q puisque c(£f¥) = A,
ona f¥¢ Q et donc acP' = QNA ; d'oi feP'* et Q= P'".

LEMME 2. - Tout idéal premier de A[x] qui n'est pas un P* est de

la forme Q = (P,$), ot P = QN A et 5 est un polyndme irré-
ductible et primitif dans (A/P)[x| ; de plus ht(P,¢) = ht(P)+l.

DEMONSTRATION. - Soient Qe Spec Alx] et P = QNA. On suppose Q # P* .
D'aprés lS] ou [3,1—3] , ona Q/P" = ¢ Frac(A/P)[X}f\(A/P)[x], ot
$€v(A/P)(x] est irréductible dans Frac(A/P)fX] . Mais par[?,34—q

on a

b Frac(A/P)[x]ﬂ (A/P)[i]= $1§($5YJ(A/P)[X].

L'anneau A étant de Bezout, 1l'anneau A/P 1'est aussi [Z—EX. 12].

¢ peut etre supposé primitif et donc Q/P" = g(A/P)[g], ol 5 est un
polynome irréductible dans (A/P)[i]. De plus, ht(Q) = ht(P)+!1.

LEMME 3. - Les idéaux maximaux de A[x]| sont de la forme (M,¢)ou
M est maximal dans A ou bien de la forme (P,$) ou 5 est

une unité dans (A/P')[x} pour tout P' contenant strictement P.

DEMONSTRATION. - Puisque les P* ne sont pas maximaux et que les idéaux
(M,¢$) oi M est maximal et 5 irréductible dans (A/M)[x] le sont tous,
il suffit de donner une condition nécessaire et suffisante pour que
(P,$) soit maximal dans A[x| lorsque P est un idéal premier et non

maximal de A.
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Si (P,9) est un idéal premier non maximal de A[#] , 11 est
contenu dans un idéal premier (P',¥) ; donc P<P' et, comme 5 doit
étre dans (A/P')[g] un multiple de ¥ , le polyndme ¢ n'est pas une
unité dans (A/P)[i]. Réciproquement, soit (P,¢) un idéal premier de
A[X] et P' un idéal premier de A contenant strictement P. Si ¢ n'est
pas une unité dans (A/P')[x], d'aprés |2; 3&—]@], on peut écrire
¢ = ¢1¢2---¢k

(P,$) est strictement contenu dans (P',¢i), ce qui prouve qu'il n'est

, ol les $i sont irréductibles dans (A/P')[x] ; alors
pas maximal.

LEMME 4. - Soient (P,¢) < (P',y) deux idéaux premiers de Afx] . Si
ht(P'/P) 2 2 , il existe dans A[k] un iddal premier (P",0)
tel que (P,$) ¢ (P",8) ¢ (P',0).
7 &

DEMONSTRATION. - Puisque ht(P'/P) > 2, 11 existe P"¢ Spec(A) tel

2
b

que Pc P" ¢ P'. D'aprés le lemme 3., ¢ n'est pas une unité dans
Ps

(A/P")[i] ; donc ¢ = 6]"'$k les $i étant des polyndmes irréductibles
dans (A/P”){i] . Puisque ¢l...¢k e (P',0), 1'un des ¢i appartient i

(P',¥) et 1'on a (P,¢) ¢ ('P",cbi') ¢ (P74,

LEMME 5. - Soient P et (P',0) deux idéaux premiers de A[x]
si ht(P'/P) > 1, il existe un polyndme ¢é.A[§] tel que

P'c(P,¢) < (P',y).
# e

DEMONSTRATION. ~ Le polyndme ¢ n'est pas une unité dans (A/P)[i] H

il est dounc produit de polyndmes irréductibles Vo= @1@2...@k
L'un des wi appartient 3 (P',y) et donc P¥Ci(P,¢i) i_(P',w).
?‘ >
DEMONSTRATION DU THEOREME. ~ Coumpte tenu du lemme 1, pour étudier

les chalnes saturées entre deux idéaux premiers Q et Q' de AL{], trols

cas sont a considérer.
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* et Q' = P'" . Entre P* et P'* , tous les idéaux

(. Q=P

premiers sont des P'"¥ ; 1le spectre de A étant un arbre [4;4*2],

rd
il n'y a, entre P* et P'" | qu'une seule chaTne saturée.

2). Q = (P,0) et Q' = (P',¥). Soit une chatne
(P,9) = (P],Gl) ;C‘_ (Pz,ez); ;(Pk,ek) = (P',\(J) reliant Q a Q'.

Si k est strictement inférieur a ht(Q'/Q)+! = ht(P'/P)+1, la chaine
P=P ¢ P < ... <P =P' montre, compte tenu de (4;4—2], qu'il
] # 2 ka ea k -

existe ic¢ |1,k] tel que ht(Pi+]/Pi) > 2 et la chaine considérée

-~

reliant Q 3 Q' n'est pas saturée, d'aprés le lemme 4.

#*

P" et Q' = (P',y). Montrons que toutes les chaines saturées

fl

(3. Q
reliant Q & Q' ont pour longueur ht(Q'/Q) = ht(P'/P)+1. Soit

£ .
Pf=Q ¢ Q<50

P S = (P',}) une telle chaTne et soit i, le

n+1 k

plus grand indice tel que Qi soit une extension. D'aprés les lemmes

k
1 et 2, si P; = Qi N A cette chafne s'écrit
j j
X * * x
P" =P  cPfC ... Pl (P, b, Do ...c(P, L6, ) = (P',y).
NE r T T ey Ykl 7 A Tael Ipe

Puisque cette chalne est saturée, d'aprés le lemme 1, on a Pi = Pi

k+1 k

cette chaine est donc de la forme

*
- C...C
rPZ = ;rPk(;(Pk’¢k) g(Pk+l’¢

k+1); i?(Pn"bn) = (P',¥).

-~ A X L
Chacune des sous—-chalines P = P CP_c ...

»
(2P G P et

A

(Pk,¢k) ;7"f§(Pn’¢n) = (P',)) étant saturde, compte tenu du début
- ; :

de la démonstration, la chafne P = Plif...KQPn = P' est saturée et
: #

n~1 = ht(P'/F), donc h = ht(Q'/Q).

¢ En fait on peut montrer, voir |l que ce résultat est

vrai sous des hypothéses moins restrictives
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