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EINE WEIT REICHENDE WOHLORDNUNG DER NATURLICHEN ZAHLEN
par
Walter FELSCHER

Université de TUBINGEN

In diesem Paragraphen soll als Beispiel die Menge ®w mit einer
Wohlordnung versehen werden, deren Ordinalzahl schon ziemlich weit in der
gweiten Zahlklasse liegt.

Die hier zu Grune
liegende Idee geht sehr anschaulich von dem Versuch aus, die Menge w entlang
der Ordinalzahlreihe auf mbglichst Skonomische Art durchzuzZhlen. Man beginnt
namlich mit
> 22 (2% 22'2 _ 2(2(22))
= ’

und erh#lt damit eine Abbildung ¢, welche die Ordinalzahl w auf diese sehr
reinen Zweierpotenzen abbildet. Um die Abbildung ¢ Jjenseits von w fortzu-
setzen, bietet sich fir Nachfolgerzahlen x + 1 sogleich die rekursive Defini-

tion ¢(x + 1) = 28(x)

an ; es bleibt daher Ubrig, die Funktion ¢ noch fiir
mbglichst viele Limeszahlen zu erkléren. Fir die erste Limeszahl, @ selbst,
ist es notwendig, einen Wert vorzuschreiben, der nicht von der Art jener reinen
Zweierpotenzen ist ; man setzt daher ¢(w) = 3, also auch ¢(m2) =2.3 und

2«»(«))_3 P

allgemein o(w(1 + x)) = 2¢(x).3, sodass man etwa ¢(‘”2) =
erhdlt. Diese Z&hlung der Limeszahlen ist solange mbglich, wie die Ungleichung
x < w(1 +x) gilt und damit eine rekursive Definition ermSglicht ; erreicht
man die erste Ordinalzahl x mit x = @(1 + x), némlich @ s 80 Wird es
wiederum ndtig, einen neuartigen Wert vorzuschreiben. Man setzt deshalb

w 2 L
#¢(w ) = 3° und kann damit fir die nichstfolgenden Limesgzahlen, welche jener

Ungleichung genfigen, gemiss dem zuvor angegebenen Verfahren weiterzdéhlen, bis
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mar. zur ndchsten Lisung der Gleichung x = w(1 + x) gelangt. Da das angegebene
Verfahren ganz allgemein fiir Zahlen x mit x < ®(1 + x) in Kraft bleibt,
bleibt rur iibrig , die Funktion ¢ filir die L&sungen der Gleichung x = w(1 + x)
zu definieren ; das aber sind genau die Ordinalzahlen der Gestalt Ww(1 +y).

Um ihnen Werte zuzuordnen, bedenkt man, dass das vorhandene Verfahren den
Nichtldsungen nur solche nratiirlichen Zahlen zZuordnet, welche 3 mit dem

w
Exponenten 1 enthalten ; im Einklang mit o(® ) = 32 definiert man deshalb
o(x)

olw (1 +x)) =2 . Dies ist solange eine rekursive Definition, wie
w t
x <w (1 +x) gilt, sodass nur {ibrig bleibt, die Funktion ¢ fur die LSsungen

der Gleichung x = ww(1 + x) 2zu definieren ; das aber sind genau die Ordinal-

zahlen der Gestalt ww2(1 +7y). Fir diese ist der Faktor 322 verfigbar,

sodass man definiert ¢(w 2(1 +x)) = 2¢(x 2, solange nicht die Gleichung

X = u92(1 +x) gilt. Nun sind aber ganz allgemein, fiir jede Ordinalzahl v,

die ?Gsungen der Gleichung x = wwv(1 + x) genau die Ordinalzahlen der Gestalt
v+

w
® (1 +y) ; dies legt zuniichst fur natlirliche Zahlen v die Definition

w’ w’
¢(w (1 +x)) = 2¢(x). 3¢(1+v) nahe, wobei x < ® (1 + x) gelten muss. Jedoch

ist klar, dass dabei die Beschrdnkung auf natlrliche Zghlen v gar nicht nStig

ist ; man kann diese Definition daher auch fiir beliebige Ordinalzahlen +
v \'4
w
treffen, sofern dabei nur 1 + v < it (1 +x) gilt, was mit v<o (1 +x)

gleichbedeutend ist. Wegen dieser Bedingung an v ist also die Funktion @
w’ o’
fir alle Zahlen v mit v=w , alsoauch ' +v=w , nicht so zu
v
definieren ; dies sind aber die einzigen Ausnahmestellen, denn aus v < d. ,
v v v

w (1] w
folgt erst recht v<® (1 +x). Wegen v <W S€®  ist aber v = ®

gleichbedeutend mit v = ® ; von dieser Gleichung wurde aber in 5. bemerkt,

dass sie die €-Zahlen v kennzeichnet.

Damit ist gesichert, dass die Funktion ¢ fiir alle Ordinalzahlen =,
welche nicht €-Zahlen sind, rekursiv definiert werden kann, sofern sie schon

fiir alle €-Zahlen unterhalb von 2 bekannt ist. Zur Berechnung von o(=)
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W
W
bedenkt man, dass es Zahlen w mit z <® (1 +2z) gibt, denn ist etwa 1
r+1
eine €-Zahl oberhzlb von 2z, so gilt z<r<r+ 1 <uw (1 + 2) ; wahlt

man w in dieser Ungleichung minimal, so kann w keine Limeszahl sein, da

w ww' ww'
sonst w das Suprenum aller mit w' < ¥ widre und daher auch z < w

fiir gewisse solcher w' gelten miisste. Mithin gilt w =0 oder w=1v + 1,
v
W

sodass im zweiten Falle 2z der Gleichung z = w (1 + z) genllgt. In jedem

'
w
Falle kann man daher 2z in der Gestalt W (1 + y) darstellen, und das ergibt

o(z) = 2200 3800 1 posonderen ist die Funktion @ daher fr alle Zahlen

Zz unterhalb von eo definiert. Flur eo jedoch muss man, ghnlich wie es zuvor
fiir @ der Fall war, einen neuen Wert vorschreiben, der nicht mehr rekursiv
aus der bisherigen gewonnen wird ; es bietet sich die Definition ¢(¢o) =5 an.
Die Wertzuteilung fiir die weiteren €-Zahlen geschieht nun im Prinzip nach
derselben Methode, die bisher angewandt wurde, allerdings fehlen bisher die
geeigneten Begriffe um zu sagen, welche €-Zahl dann etwa den Wert 7 erhalten
wird., Weiter ist es 2zwar plausibel, dass man nach hinreichend langer Zdhlarbeit
durch diese Verahren tatsichlich alle natiirlichen Zahlen ersch¥pft, doch fehlen
bisher noch die feineren Werkzeuge zu einer Uberlegung darilber, dass tatsdchlich

keine Licken bleiben und alle mbglichen Exponentenfolgen auch vorkommen. Um

diese Fragen systematischer zu behandeln, ist es angebracht, einige Hilfsmittel

bereit zu stellen.

Bereits in 4. wurde erklirt, dass man unter einer Normalfunktion N

eine auf ganz ORD definierte Funktion verstehe, fiir die aus x <y folgt

N(x) < N(y), wund die fir Limeszahlen x sStetig ist : N(x) = sup (im(¥ | x)).

Es folgt aus dem Zermelo'schen Lemma in 2., dass dann x S N(x) fiir alle
x gilt ; der Wertebereich einer Normalfunktion ist daher eine unbeschrinkte

Teilklasse von ORD. Aus der Stetigkeit von N folgt weiter, dass fir jede mono-

tone Folge o mit im(e) € im(N) auch 1lim @ ein Element von im (N) ist.

Umgekehrt ist eine unbeschrinkte Teilklasse A von ORD,

welche diese
49



Eine Weit reichende wohlor dnung der naturalichen zahlen

Aogeschnlossenheitseigenscnaft hat, auch Wertebereich einer eindeutid

bestimmten Normalfunktion ¢ da A unbeschridnkt ist, gibt es einen eindeutig

pestimmter Ordnungsisomorphismus N von ORD auf A ; N ist stetig, denn
ist x Limeszanl, so ist < n(z) ] z2€x > eine monotone Folge in A, deren
Limes S wieder zu A gehdrt, sodass s das kleinste Element von A

ooerhalb aller n(z), z€x, ist und daher unter N als Bild von x

auftreten muss.

Sei nun X eine Limeszahl und sei < H_lzex > eine Folge von
Yormalfunktionen so, dass aus zeyex folgt im(Hy) E;im(Hz) ; dann ist die

Klasse A =N< im(HZ)lzex > Wertebreich einer Normalfunktion. Ist gzundchst

@ eine monotone Folge in A, so auch in jeder der Mengen im(Hz), 2€x ;
wegen der Stetigkeit von HZ folgt daraus 1lim « € im(Hz), also auch

lim € A, Um eine gegebene Ordinalzahl b durch eine Z2ahl aus A 2u
majorisieren, definiere man rekursiv eine Folge « mit def (a) = x,
o(z)¢in(t ), b< o(0), indem man, fiir Osyex, die Zahl o(y) in im(Hy)
minimal dafiir wghlt, dass a(z) < a(y) fir alle z€y gilt. Induktion lehrt
sogleich, dass @ monoton ist ; aus z€yex folgt aber auch

o(y) €im(Hy) Eﬁim(Hz), sodass die Folge @ von der Stelle 2z an in im(ﬂs)
liegt. Wegen der Stetigkeit von Hz folgt daraus 1lim o € im(HZ), und da

das ftir alle 2€x gilt, erh#lt man limo € A ; wegen b < o(0) < lim ¢

ist also lim @ die gesuchte Majorante.

Unter einem Fixpunkt einer Normalfunktion N versteht man eine

Ordinalzahl x mit x = N(x). Zur Konstruktion von Fixpunkten setgt man
1

¥ = N und definiert, ftr OenSw, die Iterierten N' wvon N durch

1 ’ ] ®
"t (x) = N8 (x)) ftr jedes x ; weiter sei noch N durch
1(x) = sup < N'(x) | Osnew > erklirt. Ist x nicht schon selbst ein
Fixpunkt, so folgt aus x < N(x) und der Monotonie von N, dass

< Nn(x) ] OSnew > eine monotone Folge o ist, und aus der Stetigkeit von N
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! +1 )
folgt, dass %(Lim @) = lim < (" (x)) | Oenew > = 1im < N7 | Oenew > = 1lim @
gilt. Daher ist dann lim o eir Fixpunkt oberhalb von x, und 2zwar sogar

der kleinste Fixpunkt y mit x <y, denn aus N(x) < N(y) =y folgt

auch Nn(X) <y fiir alle n mit Oenew, also 1lim &« < y. Diese Konstruk-
tion lehrt, dass die Fixpurkte von N eine unbeschridnkte Teilklasse von ORD
bilder ; weiter enthdlt diese Klasse zu jeder monotonen Folge ihrer Elemento
auch deren Limes, denn wegen der Stetigkeit von N ist das Supremum einer
Menge von Fixpunkten wieder ein solcher. Mithin bilden die Fixpunkte vor
den Wertebereich einer Normalfunktion, die man als die (erste) Ableitung &
von N Dbezeichnet. Damit wird es m&glich, 2zu jeder Ordinalzahl Xx die x-to
Ableitung Nx von N 2zu erkldren, idem man NO = N setzt, Nx+1 als die

Ableitung von Nx definiert, und fiir Limeszahlen x die Funkticn :x als

die Normalfunktion mit dem Wertebreich N < im(NZi z€x > erklart.

Rine Normalfunktion X heisst nicht trivial, wenn O < N(0)

£ilt. Der erste Fixpunkt N1(O) von N 1ist dann von O verschieden, sodass

0 < N1(O) gilt. Daher gilt fir jedes x auch 0 < Nx(O), woraus

Nx(o) < NX(NX(O)) folgt. Daher ist Nx(o) kein Fixpunkt von N , sodass

NX(O) < Nx+1(0) gilt. Ist x eine Limeszahl, so ist, fiir jedes 26x, die

Zahl NZ(O) das kleinste Element von im(Nz) und die Folge a =< NZ(O)] zex >
liegt von der Stelle 2 an in im(HZ). Daher liegt 1lim @ in jeder der
Mengen im(Nz), also auch im Wertebereich der Normalfunktion Nx' Andererseits
folgt aus v < lim o auch v < NZ(O) fiir ein 2z6x, sodass v nicht in

im(Nz) und daher auch nicht im Wertebereich von N_ liegt. Daher ist lim o

das kleinste Element von im(Nx), also NX(O). Die Funktion L mit

L(x) = NX(O) ist daher stetig, fiir nicht triviales N also wieder eine

Normalfunktion. Ist N nicht trivial, so existiert daher auch die Ableitung

D von L ; sie heisst die lerste) Diagonalfunktion von N, und das Verfahren,

Sy
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welcnes vor N 2zu D fithrt, neisst auch die erste Diagonalkonstruktion.

Man vergrossere die Klasse ORD zu einer Kjasse ORD§, indem man
oin weiteres Element - 1 zu ORD ninzufligt ; man setze fest - 1 < x fiur
alle x€ORD, - ' +x=x - 1 fiir Oexew, - 1 +x=1x flir wsS x. Damit
formuliert man den grsten Auflosungssatz : Seli K eine Normalfunktion so,
dass im(N1) nur aus Limeszahlen besteht (sodass N gewiss nicht trivial ist),
und sei D die Diagonalfunktion von N, als Ableitung von L wie oben defi-

§

niert. Dann gibt es eine Bijektion f vor im(N) auf ORD X ORD® derart,

dass mit f(x) = [bx, aX] giit

(i) wenn x¢€im(¥) - im(D), so bx <x, a <x,
(ii) a_=- 1 genau dann, wemn xeim(L),

X genau dann, wenn x€im(D).

—~
-
(S8
[=8
o
i

Zum Beweis definiert man zunichst f auf im(L) durch f(Nz(O)) = [z, - 1],
sodass in (ii), (iii) die ersten Bedingungen jedenfalls aus den zweiten
folgen. Sei nun x aus im(N) aber nicht aus im(L). Da x dann auch nicht
im  im(D) liegt, folgt aus x < NX(O), dass es ein kleinstes y mit nicht
xeim(Ny) gibt, wobei noch y € x gilt. Dieses y kann nach Definition von
im(Ny) keine Limeszahl sein, es ist aber auch positiv, da y im Bild von K,
also von No liegt. Folglich gilt y = v +.1 ; definiert man bx =vVv, 80
folgt bi < x. BEs gibt nun eine Darstellung x = Nv(wx) mit eindeutigem 'x H

v+1)’

(w)) = N, q(u). Mithin

wegen nicht xeim(L) gilt 0< L Weiter liegt L nicht in im(N

enn sonst folgte aus w_ = ¥ +1(u) auch x = Nv(Nv+1

gidt es ein kleinstes u so, dass w < Nv+1(u> gilt, und wegen der Stetigkeit

I kann u keine Limeszahl sein, sodass u =0 oder u=2 + 1 gilt.

von
v+1

Man setze

c =0 im ersten, ¢ =N .(z) im zweiten Falle
X X v+1

c s = . < i . .
und definiers dx durch L dx ; wegen c_ v gilt 0 <« dx ; man .

definiere Sé
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a =c¢c +(-1+43d).
R X P

Da x nicht in im(Iv+1) liegt, gilt schliesslich a SWw < Nv(wx) = X.

Damit ist f definiert, und (i), (ii), (iii) gelten. Zum Nachweis, dass f

die gewiinschte Bijektion ist, geniigt es nun, dass f die Menge im(N) - im(L)

bijektiv auf ORD X ORD abbildet. Dazu definiers man eine Abbildung g von

ORD x ORD in im(N) - im(L) wie folgt. Zu Ordinalzahlen b und a gibt es

ein kleinstes k mit a < Xb 1(k) : wieder ist k keine Limeszahl, sodass
+

k =0 oder k=m+ 1 gilt ; man setze

¢ =0 im ersten, c = (m) im zweiten Fazlle

a a Tt

und definiere d durch a
a

I

¢ +d ; damit setze man w_=c¢ + {1 +d )
a a a a a

und

N (w ).

g(o, a) o a

Da stets 0 < v gilt, liegt g(b, a) mnicht in im(L). Weiter wird veim
Beweis die folgende Beobachtung niitzlich sein. Sei B eine Menge von Ordinal-
zahlen, sei p eine Ordinalzahl nicht in B und sei q eine Ordinalzahl,
von der man nur weiss, dass sie p oder der unmittelbare Vorgiinger von p
(sofern es einen solchen Iberhaupt gibt) ist. Dann gilt : eine Ordinalzahl r

ist genau dann maximal in B fir die EBigenschaft r < p, wenn sie in B

maximal fiir die Bigenschaft r €q ist.

Damit sient man, dass aus x€im(N) - im(L) folgt

g(f(x)) = g(bx, ax) = X. Aus der Definition von a_ folgt nimlich, dass a

gleich wx oder unmitielbarer Vorgidnger von wx ist. Setzt man a =2 ,
. X

b =b_, so ist daher ei: r in im(Hb+1) genau dann maximal flir r < L

wenn es maximal flir r = a ist. Folglich gilt c = Nb+1(v) genau dann, wenn

c, = Lb+1(m> gilt, unc teide Elemente sind dann dieselben. Gibi es aber solche

r ir im(%_,) =sichs, so gilt ohmehin ¢ =c¢ = 0. Daher gilt ¢ =c in
o+1 b a X 2

jedem Falle ; wegen a=c¢_+d =c¢c_ + (-1 + dx)

a a X

folgt daraus 4 = - 1 + dx
a
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3 i 1 = 1 { - = = X.
und zamit g(o, a) = J.o(cX + (1 + (-1 + dx))) 3 Nb(cx + dx) Nb(wx) x

Umngekenrt gilt fiir Ordinalzahlen b und a auch a = a ) wmd b =Db

b(b, a;’

g(b’ a

van setze nimlich x = g(b, a) = Nb(w ) und zeige zundchst, dass nicht
a

xeim(N\

o+1) gilt., Sonst ndmlich wdre x Fixpunkt von Nb ; Wegen

x =M (w ) =N (x) folgte daraus N (w ) = x =w_, sodass auch w_ Fixpunkt
b’ a o b a a a

von Nb wire. Aus waeim(N1) folgte nun, dass wa Limeszahl wire, und das

ergibe LA (1 + da) =c + d = a. Als Fixpunkt von XN

15 .
a a b tige wa in

im(Nb ), und Wegen a = v, folgte nach Definition von c, daraus c, =a.

+1

Daraus aber folgte da =0 wund damit der Widerspruch ca + 1 = ca + (1 + da) =

c +d =c . Somit gilt x€im(N ) - im(% ,), und das ergibt b = b. Aus
a a a b b+ b:¢

der Definition von W folgt, dass a gleich wa oder unmittelbarer Vorginger
von W ist. Wie zuvor folgt daraus ¢ =c¢, alsoauch d =1+d, und
a X a X a

damit a =c +(-1+d)=(¢c +(-1+(1 +d))=c +d =a.
x X x x a a a

Sel nun N wieder eine nicht triviale Normalfunktion ; in systema-
. e .. . . . N<1>
tischer Schreibweise bezeichne man ihre Diagonalfunktion auch als .

Nunmehr definiert man rekursiv flir jede positive Ordinalzahl x die Normal-

<x> <x+1> <
funktion N, indem man N7 als die erste Diagonalfunktion von N *
.. . . . <x> .. .
erkldrt und, fiir eine Limeszahl x, noch N ilber den Durchschnitt der

<z>

<x>
1m(N X

.
), z€x, definiert. Sei nun L  die Funktion mit L1(x) =N (o).

P<xX+1>

>
Da (0) der erste Fixpunkt a der Funktion H mit H(y) = N<; (0) ist,

<x>

<x>
folgt aus 0<a auch N (0) =¥ 0 (0) < ¥ a (0) =a =N (0), also

1 1 \ 1 .. . .
L(x)<L(x+1) ; dass L stetig ist, sieht man mit derselben Uberlegung,

. . . . 1
welche die Stetigkeit der Funktion L ergab. Daher ist L eine nicht triviale
Gormalfunktion. Zur Vereinfachung der Schreibweise werde nun festgesetzt : ist

n eine natiirliche Zahl, 0 <k < n, und sirn xn,..., xk Ordinalzahlen, so

bezeichne <xn,..., X, ;3 O ,> diejenige n-gliedrige Folge, in der auf

k 7 k-1

X yeees X noch k - 1 DNullen folgen.
n

54
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Sei nun n eine natiirliche 2Zahl, 1 < n. Fir jede nicht

triviale Normalfunktio:: N sei bereits folgendes geleistet :

(i) fiir alle positiver m, m < n, und fiir alle m-gliedrigen Folgen
X yoeny x1>
<_xm,..., x1> sind die nicht trivialen Normalfunktionen N

definiert ;

(ii) fiir alle positiven k, k < n, ist die k-te Diagonalkonstruktion

definiert ;
n-1 n-1 <X;0n—2>
(iii) die Funktion L mit L (%) = & (0) ist eine nicht

triviale Normalfunktion.

<1;0 >
" Tne -1
Dann definiert man I -1 als die Ableitung von L? ; die Bildung
<1;On—1>
von N aus N heisst die n-te Diagonalkonstruktion, Damit erklirt

man fir alle n-gliedrigen Folgen X ,..., X von Ordinalzahlen die nicht

X yeeey X, > <X geeey R ;0. >
trivialen Normalfunktionen ¥ Y iaus n ° ert? e ket
<X yeesy xk , X. + 130 >
i -
erhdlt man N n M k k=1 durch die k-te Diagonalkonstruktion,

<X jyeeey y X;0 >
k <n, und fiir eine Limeszahl x definiert man N et k-1

<X yees s 230 >

dber den Durchschnitt der Klassen im(N D et k-1
<x;0 1>

Im Besonderen entsteht also aus M = N n= durch Anwendung der n-ten

<1;0 .,> <x+1;0 >

Diagonalkonstruktion die Funktion M =l _ g n-1 , wobei an

) flr zex.

-1 -
Stelle von L% die entsprechende Normalfunktion H™ @ mit

-1 <y;0n_2> <x, y;0 _2>
' (y) = M (0) =n B¢ (0)  tritt. Definiert man L" durch
n <x;0n_1 > <x+1;0 1>
L (x) = N (0), so ist L'(x + 1), nimlich N =1 (0), der
-1 n <x;0 _1>
erste Fixpunkt a von e ; daraus folgt L (x) =N n (0)

-1 -1 n
H'(0) « B '(a) =a =L%x + 1). Daher ist die Funktion L~ strikt
monoton ; dass sie auch stetig ist, sieht man mit derselben Uberlegurg,

welche die Stetigkeit der Funktion L ergab., Mithin ist auch Ln normal,

und die Behauptungen (i), (ii), (iii) sind auch im Falle n.+ 1 nachgewiesen.
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Eine weit reichende wohlordnung der naturalichen zahlen

Fir jede positive natlirliche Zahl n definiert die nicht
<1;On 1>
triviale Normalfunktion N daher Ordinalzahlen tn =N (0), die

eine monotone Folge bilden ; mit 9N bezeichne man den Limes der tn.

Weiter bezeichne Wr die Menge aller endlichen, wenigstens zweigliedrigen
\

Folgen der Gestalt <r , s> oder < xn,..., x1, r, s> mit xn,..., x1,r
aus er, 0 < X, s aus GN oder s = ~ 1. Dann besagt der Zuwegite

Aufldsungssatz 3 Ist N eine Normalfunktion derart, dass im(N1) nur

aus Limeszahlen besteht, so gibt es eine Bijektion h yon im(N) n GN

auf W so, dass aus h(x) =< xn,..., x1, r, s > folgt xi< x fiir

N

0<i<€<n, r<gyx, s<zx.

. . . <1>
Zum Beweis definiert man h 2zunidchst auf 1m(N) - 1m(N

)nen

als h(x) =< bx’ ax > mit f(x) = [bx, aX] aus dem ersten Aufl¥sungssatz ;

es ist klar dass dabei zweigliedrige Folgen aus WN entstehen. Um

einzusehen, dass sdmtliche zweigliedrigen Folgen aus Wn so auftreten,
geniigt es zu 2Zeigen, dass die Umkehrabbildung g von f die Paare [b, a)

aus eN x eN auf Werte Nb(wa) aus O sendet. Dagu bedenkt man, dass

N
aus 2z <y auch Nz(w) < Ny(w) fir alle Argumente w folgt ; weiter.

>
folgt aus yeim(N<1 ) stets y = N (w), sodass y Fixpunkt aller N,
Kot X2 <>
mit z <y ist ; wegen im(N ) <im(N '7) folgt also aus

n < < = . Z e i
m, tn tm auch Ntn(tm) tm u [b, a] aus N X BN findet man
aber tn und tm mit b < tn, a < tm, und dabei kann man noch mit

n<m wZhlen ; wegen wa S a+ 1 gilt dann auch wa < tm’ und das

<{>
i =N t = < . bleibdb -
ergibt Nn(wa) tn( m) t < 8y Es bleibt also h auf im(N-"7) n 0
zu definieren.
<i>
Eine Zahl x aus im(N )
: <Xn,..., x1> )
Funktion N « Aus x < eN folgt x < ti fir ein passendes i
<1;0, > ’ '
und wegen t, = N -1 (0) ist x dann nicht mehr Wert der Funktionen
<xm,..., x1
N mit m 2 i, Somit kann man n maximal dafiir wghlen, dass
26

ist damit Wert wenigstens einer
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<Y yea., x1>
X Wert einer Funktion N ist. Sei k £ n und seien

xn,..., Xk+1 so bestimmt, dass fir alle k' mit k < k' gilt xk,

<Xn"°" xk"yk'—i""’ y1>

ist maximal dafir, dass x ir im(N ) mit

irgend welchen J, ., ysees ¥, gilt ; dabei ist im trivialen Fall k =n
<xn""’xk+1’2;0k 1>
diese Aussage leer. Die Funktion I mit H(z) = N ~ (0)

ist eine Wormalfunktion ; aus x < x + 1 < H(x + 1) =

< 3 . >
' xn,..., Xk+1’ x+1,0k_1 ‘ .
N (0) folgt daher, dass x nicht Bild unter der
<x goecey 3 Jyreeey y>
1 1
Funktionen N n Xk+ k mit x < yk Sein kann ; man

widhle y, minimal fir diese Eigenschaft. Aus

; < oo H >
SKpreeer K gr Tyseeer ¥y PO WRE IR A LW

im(i! ) € im( ) und der

Definition der zweiten dieser Klassen folgt aber, dass i dann keine

Limeszahl sein kann ; man definiere X durch y, = xk + 1, sodass
< N k k
Xppeees Ko Yy _qreees A

T

X =5 (w) mit passenden yk_1,..., y1, w o gilt,

Induktion lehrt daher, dass x eindeutig eine Folge xn,..., x1 mit

diesen Bedingungen bestimmt. Dabei gilt noch xk < x fir jedes xk,

denn sonst folgte

<X yeeesX yX 30 > <x 9--°’1k’y PRTETS g
177k k=1 -1 1
x s H(x) s H(x) =% " ker (0) s ® k (w) = x,
<x1,...,xk+1;0k>
also x = H(x), sodass xeim(N ) im Widerspruch zur Maxi-
malitit von X wire.
<x ’o..,x>
n 1
Mit den so gewonnenen X ,..., X, Setze man M= N .

Mit f Dbezeichne man die zu der Normalfunktion M nach dem ersten
Aufl¥sungssatz bestimmbte Bijektion ; mit f£(x) = [bx’ ax] folgt wegen der
Maximalit&t von X, nun, dass b_<Xx, a <x gilt. Man definiert nunp
n(x) =<x_,..., x,, 7, s>mit T =0t ; tritt ginor der FHllg

(A1) r= Mr(O),
(AZ) r=0, x, = M(0),
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ein, so setzt man s = ~ 1 + a_ ; tritt keiner dieser Félle ein, so setzt
X

man s =a als Fall (B). Damit ist h definiert und liefert Werte der

man g 255 2822 Zamt 1St

gewlinschten Art in W._.. Es bleibt zu zeigen, dass h eine Bijektion ist.

Dazu definiers man eine Abbildung j der wenigstens dreigliedrigen Folgen

<1>
aus W in im(W 1 VN

N wie folgt. Z2u < xn,..., X, r, S > aus Hn

<X yaeey x1>
sei M die Normalfunktion K ° . und sei f die Bijektion von

N

$ . .
im(M) auf ORD x ORD” aus dem ersten AuflSsungssatz. Dann sei

j(xn,..., X,y T s) = Mr(w) mit Mr(w) =f (r, 1 +s) in den FHllen

(A1),..., (An+1)' Mr(w) = f—1(r, s) im Falle (B).

Aus diesen Definitionen folgt sogleich, dass x = j(h(x))

<1> . .
fir x aus im(l ) N6, gilt. Umgekehrt sei { eine folge aus WN,

R
C=<x_,..., X;, T, s> ; zum Nach veis von h(j(¢)) = ¢ ist dann zu

Zeigen, dass die Ordinalizaghl j(C) unter dem Algorithmus zur Gewinnung

einer maximalen Darstellung von j(¢) = x wieder die xn,..., x1

bestimmt. Dazu ist es angebracht, die folgenden Eigenschaften der Funktion
f~  aus dem ersten Aufl8sungssatz zu bemerken. Gilt O < a, so

f"(b, a) = glb, a) = Mb(wa) =x mit O<w <x, da ¥ kein Fixpunkt
von M ist. Hingegen gilt £ (b, - 1) = Mb(O) =x mit 0<zx, da

0 < M) s Mb(O).

Man zeigt nun zuniichst, dass bei gegebenem [ = <x reeesX T8 >
‘ <Xn,...,x2, >
und x = j(¢) die Zahl x, das maximale y mit xeim(N )
<x ’oo-,xz, X1+1>
ist. Denn aus x, <y folgte auch xeim(N T ), mit
<X yeeegX,>
1 . <1>

¥=N " also xelm(M ), X = MX(O). Andererseits gilt

X = Mr(w) nach Definition von j mit ‘r <x. Im Falle r =x folgte
w=0, also T = Mr(O), sodass der Fall (A1) vorlige und

X = Mr(w) = f_1(r, 1 +s) gilte ; wegen O <1 + s ergibe das den Wider-
spruch O < w. Im Falle r < x w#ren Werte unter Mx Fixpunkte unter
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ks sodass aus x = MX(O) = Mr(w) der Widerspruch x = w folgte.

Sei nun k mit 1 <k Sn gegeben und sei schon filir alle k' mit

O < k' <k gezeigt, dass x , das maximale y Aist, fir das

RIPICEEETL AT 72 IRTLIR Stau .
xeim(li ) mit passenden Yr_qreeer ¥y gilt ;

wie folgt sieht man, dass auch xk die entsprechende Maximaleigenschaft

hat. G&be es nidmlich eirn y mit x <y,
<x

LR T S WIPY RRTTE g
Xelm(x.

<X gesay »¥30 >
+1 -1

) € im(% n X k ) €

X yeeny X +1;0, > <X ,ee009% 30 >
im(z " Tt et ), so folgte mit H=1N " ke ,
< PUP . > - -
; X ,Xk+1,xk+‘l,0k_1 .<1’Ok—1> <x;0
I 3 nun x = H

<xk_1,...,x1> <xk_1,...,x1>
gilt wegen M = H auch x = H (w). Im Falle

>
k-2 (0) ; andererseits

2 x folgte dar = = = = = =
%1 gtle aus Xk—1 = X, Xk-2 = e x, 0, r=0, w=0,

sodass der Fall (Ak) vorliige ; wegen X = f-1(r, 1 + 8) ergibe das den

Widerspruch O < w. Im Falle

te + 1 < x sodass
xk—1 < x folg xk_1 ’

. > . >
<3c,0k_2 <xk_1+1,0k_2 )

wegen xe€im(H ) € im(H ein Widerspruch zur Maximalitdt
von xk_1 vorlége. - BEndlich findet man, dass sich x auch nicht als Wert

<ym’ . "’y1>

unter einer Funktion N mit n <m schreiben l#sst, denn
<1;0 > :
sonst ldge x auch in im(N "), und dieselbe Uberlegung wie soeben

ergibt dann unter Ausnutzung des Falles (An+1) einen Widerspruch zur

Maximalitdt von xn.

Damit ist gezeigt, dass x = j({) zunsichst die natttrliche Zahl
n als maximal bestimmt, damit dann X und der Reihe nach X _qreeer X
als maximal. Der Algorithmus der Maximalen Darstellung liefert 2zu j(C)
also wieder die Normalfunktion M, die aus ( zur Definition von j(()
gebildet wurde ; damit ist aber klar, dass x f{iber M und die zugehbrige
Bijektion f wieder die Zahlen r und s liefert, die schon in (
aufraten. Dies lehrt h(j((Q)) = € und beendet den Beweis des zweiten

Ausl¥sungssatzes.
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Sunmenr svenen alle Werkzeuge bereit, ur die gesuchte Wohlordnung

cor natiirlichen Zahlen auf orqueme Art zu konstruieren. Dazu gehe man aus

von der N-rmalfuniktion F mit F(x) = w(! + x), derer Bilder simtliche

Limeszahlen sind ; cie Orcinalzzhl GF bezeichne man auch als eo. Die

. . <1>
Ableitungen Fy bereciinen sich gemiss Fy(x) =w (1 +x), sodass P

gleich der Funktion D ist, deren Bilder sdmtliche e-Zahlen sind. Ist

Pys» Pys-.. die Folge der mit p, =5 beginrenden Primzahlen, so definiert
mar. eine Abbildurng ¢ von GO ir. ® durch
¢(c) = 0, #(x + 1) = 2¢(X> fiir Nachfolgerzahlen x + 1,
f ) 1 )
g(x) = 200 #90 501 400 n(E) - in(D), n(x) = <r, s>,
, . voo(x,) #(x )
i ' ] 1
#(x) = 2¢( * s/.3¢(r,.5 e Py T fiir x€im(D), h(x) = <xn,..,x1,rﬁ>

mit ~n als der Bijekticn aus dem zweiten Aufldsunssatz. Dies ist eine

rexursive Definition, denn aus in(x) = < X seeey Xy Ty 8> folgt x, <X

17
fir 0<i<rn, r<x, s <x. Weiter ist ¢ injektiv, denn h ist injektiv
und die Darstellung natlirlicher Zahlen als Prinzahlpotenzen ist eindeutig.
Dass @ surjektiv ist, zeigt man durch Inauktion in w, wobei man sowohl

Induktion liber die Gr8sserbeziehung oder Induktion iiber den Aufbau der

natiirlichen Zahlen aus den Exponenten inrer Primfaktoren verwenden kann.

In der Tat ist 0O Bilde unter ¢, und gilt in 2a, dass a = ¢(x) ist,
a . . a,b .
so folgt 2 = @(x +1). Gilt in 2°3  mit 0<b, dass a = ¢(y),
. .. a.b X
b = ¢(z) ist, so folgt 0 < 2z, und man erhadlt &(x) = 2°3 mit
=1
x=n (- 1+32, -1 +y). Entsprechend behandelt mant den Fall natiirlicher

Zahlen mit einem Primfaktor P 1 £ n, ebenfalls mit der Surjektivitdt

A5 JS PP
n’ 9k1

Die Funktioner. F wurden (in anderer Schreibweise)

a

bereits von Veblen 08 zur Aufstellung eines Bezeicnnungssystems fiir die
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Ordinalzanlern unterhal®v von 60 eingefiihrt ; bei Veblen finden sich auch

zum ersten Male die grundlegenden Tatsachen iiber Normalfunktioner und ihre

Ableitungen. Die lNormalfunktion, die durch die Fixpunkte aller

<x_,...,x1> <1;On 1>
FU (oder, einfacher, aller Funktionen F ) bestimmt wird,

wird von Veblen als B rotiert, und 60 ist die erste Veblen'sche E-Zahl.

Schiitte hat in 54 ein erheblich weiter reichendes Bezeichnungssystem fiir
Ordinalzahlen angegeben und es auf eine Konstruktive Art beschrieben ; Schiitte
hat dabei bemerkt, dass durch dieses konstruktive Bezeichnungssystem die
Ordinalzahlen unterhalbd von 90 (vei Schiitte ﬂo genannt) bijektiv auf

die natiirlichen Zahlen abgebildot werden ; eine Variante dieser Konstruktion
findet sich auch in Schiitte 60, § 11 ff. Die dadurch gewonnene Wohlordrung
der natilirlichen Zahlen ist dieselbe welcne hier betrachtet wurde ; die im
Vorangehenden gegebene Darstellung ist jedoch, &hnlich derjenigen Veblen's,
mengentheoretisch und nicht konstruktiv, und sie geht auch nicht von der
Kons*truktion eines Bezeichnungssystems sondern von der anschaulichen Suche
nach einer Skonomischen Wohlordnung der natiirlichen Zahlen aus. Das Studium

von Bezeichnungssystem fiir Ordinalzahlen ist eine wichtiges Werkzeug der

Beweistheorie.
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