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STRUCTURES VECTORIELLES ET AFFINES FLOUES.
CONVEXITE.

par J. COULON et J.L. COULON

1ére partie : STRUCTURES VECTORIELLES FLOUES.

On appelle structure vectorielle floue tout (E,J) ol E est
un espace vectoriel (sur un corps commutatif K) et J un treillis

fermé.
§ 1. Notion de sous-espace vectoriel flou

a) THEOREME. - Soit (E,J) une structure vectorielle floue sur
~N ~nJ
un corps commutatif K, et soit A eP(E).
Il y a éguivalence entre :
. ~ v ~N
i) —A#¢ et V(a,a)eA , VY(b,R)eA
EJMB #0=>¥2AeK, Vuek , (la+ub,aAB)€Z]
ii) ~A# @ et VaeE , VbeE, VAeK , VueK :
Ar n LY
A(ra+ub) > A(a)a A(b).

En effet :
. v B N
Supposons i - (a,A(a))e A, et (b,A(b))ek - ou bien
A A n/ -~
A(a) AA(b) = 0<A(ha+ub), ou bien (Aa+ub,A(a)A Eb))eX et
X(a+ub)> A(a)~ K(b).
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~ S
Supposons au contraire ii - Si (a,a)e A, (b,B) €A avec aABR # O,
puisque X(a); a et X(b); B, X()\aﬂxb)) X(a)f\ X(b) >aAaB , et
(Aa+ub,an B)eX.
A
b) DEFINITION. - Lorsqu’on a i,ou ii, on dit que A est un sous-

espace vectoriel flou de (E,J).

c¢) EXEMPLES. -

. Tout sous—espace vectoriel de E est un sous—-espace vectoriel
flou de (E,{O,l}).

. Tout sous—espace vectoriel de E est un sous—espace vectoriel
flou de (E,J) (dit net).

. Tout E, {x—a) non vide est un sous—espace vectoriel flou

de (E,J) (dit constant).

Plus généralement, tout XF(x+> a si xeF, o sinon) (c'est-d-dire
tout FNE ) est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) (dit &lémen-

taire).

d) PROPRIETES ELEMENTAIRES . -

. Stabilité par intersection, dans la mesure ol cette inter-
section existe. (Lorsque J est complet, on peut donc parler de
sous—espace vectoriel flou engendré par une partie floue, ou par

une famille de points flous deux & deux fortement distincts).
Si (a,a) €A, (b,B)eK avec aArB # 0, si AeK et uek, si X
est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) : pour tout ye J tel

que 0<y<aaB : (Aa+ub,y)eK.

~
Si A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J), et si \e I(*:
(a,a) € & <> (Aa,a) € A.
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~N v s L4 ~ ~
(car A(a) > a=A(Xa) = A(lat+toa)> A(a)AA(a) = A(a)> a . Alors
dtailleurs, (0,a) éX).

. Plus précisément tout sous-espace vectoriel flou de (E,J)
est constant sur chaque droite vectorielle de E épointée
* ~
(YackE, Yrek™ : A(xa) = A(a)).
n

~
Si A est un sous—espace vectoriel flou de (E,J) : A(O) = max /K(E).

(en effet, soit a €E : X(O) = 'K(oa+oa)>, ?\j(a)/\ ?\I(a) = ,K(a)).

§ 2. Décomposition d'un sous-espace vectoriel flou

~ A/
1. Pour toute partie floue A : A = a NG(X) (comme il est démontré
dans [2]). aeJ

v ~ ~
2. Pour toute partie floue A : A = U a N (4).
a € A(E) o ~ ]
Soit en effet a<E. Pour tout a< A(E) : aNa(A) (a) & A(a) d'aprés [l]
A AJ ~
Mais d'autre part A(a) = A(a) Ng(a) (A) (a).

. N .
3. Si A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) :
Pour tout aeJd : Na(A) est un sous-espace vectoriel de E, ou
v v
est vide. Si A(E) est une chaine, pour tout aed¥: N;(A) est un

sous-espace vectoriel de E, ou est vide.

Lo~ ~ ~ . ~ ~
. En effet, si A(a) > o et A(b)> a : A(la+ub) 2 A(a)A A(b)> a.
. D'autre part, si K(E) est une chafne et si X(a)) a et

X(b) > a X(Aaﬂxb) > AA/(a) A K(b) = min(A(a) ,X(b)) > a.

. Par contre, si E est un plan vectoriel sur K, dont {e],ez}

1 w
est une base, et si J = a<>cB ,» 81 A est la partie floue
0

e s ~ ~ . X .
définie par A(Q) = 1, A()‘el) =q 8i A€EK” , A(Aez) =8 gi
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)\eK‘, X(a) = O sinon, X est un sous—espace vectoriel flou de (E,J)

)
alors que Né(A) = Ke]UKe2 n'est pas un sous—espace vectoriel de E.

REMARQUE. - Si ae.K(E) , Na(x) n'est jamais vide, et est donec un sous~

espace vectoriel de E.

4. A toute partie floue ,X, on associe la partie J(X) de J —-éventuel-
lement vide - définie par :
- s1 X(E) n'a pas de plus petit é€lément :
J(X) = {&1éments minimaux de A(E)}
- si ’X(E) a un plus petit &lément :

n P .. ~ LA
J(A) = {éléments minimaux de A(E) - {min A(E)}},

THEOREME. - Soit (E,J) une structure vectorielle floue sur K oi E
~N
est de dimension finie sur K, et soit A un sous-espace vec-

toriel flou de (E J) non constant. Alors J(X) + @,

PREUVE DE CE THEOREME. -
. ~
LEMME. - Si d1mKE =n , si A est un sous-espace vectoriel flou de
(E,J), si K est une ckaine contenue dans X(E) : ﬁ £ n+l,
En effet, supposons qu'il existe aj,-+e5a €E - {0} tels que
~ N
A(a]), vae ’A(an+]) € K.

Par exemple, K(al)< cee< K(a

n+l

n+1) )
I1 est facile de voir que alﬁKa

a2¢ Ra+...+Ka_ - "’an¢ Ka

2+...+l(an_”, que de méme

Mais alors dlmK(Kal+...+Kan+l) =1 + dlmK(KaZ+"'+Kan+1)='"=n+dimxxan*|'°"
ce qui est absurde.

~
I1 s'ensuit que toute partie non vide de A(E) posséde au moins un

élément minimal.
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Pl . w . - - v . g
Par conséquent, ou bien A(E) a un plus petit &lément et A(E) = {min A(E)}
a au moins un élément minimal, ou bien A(E) n'a pas de plus petit élément

~J
mais poss@de au moins un &lément minimal. Dans les deux cas, J(A) # @.

ILLUSTRATION : E = [RZ.
o - K(E) peut &tre réduit 3 un élément : J quelconque, X = Ea(u €ly).
B . X(E) peut 8tre une chalne 3 deux éléments : J = {0,1},
X = un sous-—espace vectoriel de E %E.
Y- X(E) peut etre une chaine & trois &léments : J = {0,-;—,1} s
A vaut 1 en 0, -%— sur une droite épointée, O ailleurs.

&, X(E) peut étre de la forme

n
= . = (§. ..
J [O,lj On note ek ( 1’k)1

Soient Al" ..,An n droites vectorielles de E.

~J A
AMO) =1, A vaut -, sur Ak - {0} , A est nulle ailleurs.

A

£ . A(E) peut etre de la forme é Y _—

Nous allons donner un exemple ol A(E) = :f{, ce qui montre que :
méme di dimK E est finie, X(E) peut &tre infini.
J est un anneau booléien i R atomes (par exemple P(R)).

Soit U 1l'ensemble de ses atomes, et ¢ une bijection de -Q.

sur [—l,]] .

_ . 2 . . +
E = plan euclidien R”, muni de la base canonique {1,)}.
A définie par K(0) =1 . si A2+ 2 40,

0T + 0D = o7 e,

Y 2%+y

, o0 €(0) = 1 et si uw # 0 : e(uw) =I%I
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(on remarque que si a€J - Q : Na(A) = {0}, et que si
ae N =grb@ I+ V1-o@?].

A X(E) ne saurait etre d'une autre forme.

En effet, KkE) ne contient aucune 4-chafne ; et s'il
contient une 3-chalne, le plus petit &lément de cette chalne est
min X(E), du fait que

a,8,A€ A(E) N N
= NQ(A) = E=a = min A(E).

EEMARQUE. - S1 dimKE infinie, méme si li sous—espace vectoriel flou
A n'est pas constant, il se peut que J(A) = @.
Comme le prouve cet exemple :

E = R[X]

J = Jo,1]

~
si P est un polyndme non constant : A(P) =

1 .
degrée P ° s1

a €R : X(a) = 1.
2 est un sous—espace vectoriel flou de (E,J),

A(E) = {% / neN} est infini, et N, (&) = (P / degré P < n}

n
THEOREME. - Soit (E,J) une structure vectorielle floue de dimension finje

!

ou J est une chalne, et soit A un sous-espace vectoriel

flou de (E,J). Alors X(E) est fini.

C'est un corollaire immédiat du lemme évoqué au théoréme précédent.
. . ﬁ_—.
Si dimE = n, A(E) ¢ n+l).

Enfin, nous ferons ces remarques
A
Soit A une partie floue de (E,J). Notons K = X(E), et pour

~
tout a€K : Aq = NO(A).
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Pour tout (OL,B)eLKZ ca < B@AQDAB
+

o incomparable a B&b(Aa ¢ Ag et Ast{: Aa)

ANA = U A
YEK, Y > a vB

¥
. s
Pour tout o € K : A = E<« a = min A(E)

Si # = (Aa/ xe€K et A # E), A, maximal dans

Fe aeJ(K) .

Si, pour tout o € K, M = A - [ U AL U Al, (M)
Q a Yy e K YY&KQ a‘’a € K
Y > a

Y o~ a
est une partition de E. (y+m a signifie "y et a sont incomparable).
En effet : si a € K, il existe a€E tel que Z(a) = a. Alors aeMQl

si aeE, aeM

A(a)

Sia<BousiaH8:a€Ma#a¢A =?a¢MB

B

~

THEOREME. - Si A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) :

~ ~
Ya eJ[a < max A(E) & N éA) est un sous-espace vectoriel
de E.

~ ~
Si A(E) est une chaine :Va eJ[a < max A(E) = N&(X)

est un sous-espace vectoriel de E]

En effet,
Si X.(a) > o et X(b) > o, X()\aﬂib) > K(a) ~ X(b) za
Si X(E) est une chalne, si X(a)>a et A(b)>a
A(Xa+ub) > min(A(a),A(b)).

Enfin Na(A) # @ pour a < max X(E), et N('!(X) # ¢ pour
o < max K(E).
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§ 3. Probléme réciproque : construction d'un sous-espace vectoriel
flou de (E,J).

Soit (E,J) une structure floue, K une partie non vide de J,

(A)

o’ aeg Une famille de parties nettes de E.

Quand existe-t-il un sous-espace vectoriel flou de (E,J), X,
~ ~ -~
tel que A(E) =K, A= U a4y, et pour tout a€K : A, = N_(4) ?
aeK
THEOREME 1. - Si

i) Va,Bek : a < B A, 2 A,

ii) Si, pour tout a€K ;M =A -[ U A LU U A ]
a a Y Y

yek vy€ K

Y>a Yra

(Ma)aeK est une partition de E, si pour tout

a€E : A(a) = l'unique o € K tel que aGMa , alors :

Vaeek : N (A) = A
o] o

~ ~
En effet il est &vident que A(E) = K . Soit a€E, et A(a) = q.
Soit BEK : si B < a :B AB(a) £ B £ a , sinon, aeMa = ad¢ AB=)8AB(3)=O <a

et a.Aa(a) = a. Donc X(a) = max 8 AB(a) , et A= U g A .

B eK aoexr °
Yy o U
Pour tout a€K, N (A) = M
a Y 2 a ¥y

ac Na(A) = A(a)za et a eMK(a)

~ "~}
aGMY(Y 3 a)=>A) = v > a=‘aaGNa(A) .

or U Moo= A » 81 Yy 32 a : M CA CA . Donc VU M CA
ysa ¥ Y Y a Y3 o

siach, , siB=A(a) 1 a€MNA Hatsetakizacs

[

donc aGMB, avec B > a .
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REMARQUES. - 1) Les conditions i) et ii) impliquent donc qu'en fait
Va,B € K : o < B&dA 2 A

$ 8
Ve,pek:ANA, = U &
a B
Yy €K
Y > avp
Pour tout a €K : Ma =A - U A (ligne de flou de la partie
@ vy &K
v Y >
floue A).
2) I1 n'est pas possible de remplacer - dans le théoréme |-
I'hypothése ii) par : "si, pour tout o €K, Ma =A - U A,
ys%

(Ma)aeK est une partition de E" , 3 moins d'ajouter 1'hypothése :

"pour tout a€K : Aa = U M " (qui implique d'ailleurs 2)).
yekK Y
Y>a

THEOREME 2. - Soit (E,J) une structure vectorielle floue, et soit
X une partie floue non vide. Il y a équivalence entre :
1) X est un sous-espace vectoriel flou de (E,J).
2) YaeJ : Na(;:/) est un sous-espace vectoriel de E ou est
vide.
Et si X(E) est une chaine entre 1) et 2) et :
3)VOL € K/(E) : NG(X) est un sous-espace vectoriel de E .
4) Vo € X(E) [a ¥ max X(E) ———7N;(X) g5t un sous-espace vec-
toriel de E] .

En effet,

~ ~
supposons 2) - a eNK(a) R X(b) (A),b€eN (A)dra+pb €N (K) .

A(a) AA(b) A(a)ak(b)

supposons que A(E) soit une chaine, et supposons 3) : méme preuve,
car alors A(a)a A(b) = min(A(a),A(b)) € A(E).

supposons que X(E) soit une chalne, et supposons 4) : si on
. PN ~ ~
avalt pour des &léments a,b€E, A, uekK X(la*—ub) } A(a)A A(d), on

. N(A ~n ~ Y v
A +ub) < > Ut
aurait a+ub) A(a)n A(b). Donc, a, b&N (ra+p )(A), et

"
Aa+ub eNk()\aﬂJb) (A). Résultat absurde.
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THEOREME 3. - A) Soit (E,J) une structure vectorielle floue,

K une partie non vide de J, (Aa)a une famille de parties

e K

nettes de E vérifiant les conditions (i) et ii) du théoréme 1,

telle qu'en outre :

Vo€l : U A est un sous~espace vectoriel de E.
yE K
Y>a
Alors la partie floue définie au théoréme 1 est un sous-espace
vectoriel flou de (E,J), et Yaed : N (A) = U A
a Y
vyeK
Y2
B) Soit (E,J) une structure vectorielle floue,
K une chaine non vide de J (J n'est pas nécessairement une

chaine), (Aa) une famille de sous-espaces vectoriels
a

€Kk
deE telle que :

Va,BeK:a<8;"A D A
a 8
#
Si, pour tout g €K, M - U A,
o YGK Y
y>a
M) est une partition de E,

a’a €K
si pour tout a€E : A(a) = 1'unique o€K tel que a€M , alors
a

~J
A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J)

S

A(E) = K

X’-’ U az
a €K o

nJ
pour tout q€K : N (A) = A .
o o

En effet,
pour le A) : 1l est clair que si’X est la partie flowede (E,J)
définie par X(a) = ae>aecM | Va €J : N (X) = U A - on conclyt
Q ®« g Y
y €K
Y2 o

alors en appliquant le théoréme 2.
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Pour le B) : 1'énoncé 3) =>1) du théoréme 2, lorsque A(E)

est une chaine permet de conclure.

THEOREME 4. - sSoit (E,J) une structure floueet K = {G],---,an}

une chaine finie de J (<11<.. .<an) .

Soient Au ""’Aa des parties nettes de E telles que
1 n

E=A0, D... DAa
14 # n

Posons alors M, =A , etpour 2<ig<mn:M =A =-U A

1 ) (!i a. . . .,

Dans ces conditions : Ma ""’Ma forment une partition de
~ 1 n
E. si A(a) = 1l'unique a, tel que a€M,
i

A/
Pour tout ie€{l...n} : N, (a) =A, -
i i

Si en outre Aa ser ey Aa sont des sous—-espaces vectoriels
2 n

la ¥
de E, A est un sous-~espace vectoriel flou de (E,J).
La preuve découle immédiatement de ce qui précéde.

THEOREME 5. - Soit (E,J) une structure floue oz J est complet.

Soit K une partie non vide de J, et (A))

aek une famille de

parties nettes de E telles que :
(u) Va,BEK : o # B FA FAg

(v) U Aa=E
o €E
{w) Pour tout o €K : A # v A
o y €K Y
Y> a
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(x) Pour toute famille (ai)i d'éléments de K :

€1
N A, = U A
i€l *i yek v
YV a,
iel

~
Alors il existe une partie floue A de (E,J) telle que :

A(E) = K
A = U chOl
a €K

A
pour tout a€K : Na (A) = Aa

A
On a d'ailleurs : A(a) = l'unique a €K tel que

a€Aa -[U Ao U U 4]
* yer 7V yex 7

Y>a Y.
X(a) = max{a €J/ il existe BE€E K, tel que B > a
t a€A .
et a B}
DEMONSTRATION. - On utilise le théoréme | en remarquant que :
Si a,BeK : a <B=A D A_.
a B
#
En effet, A NA_= U A = U A =A .
o B Y Y B
Y€K Y€K
Y>a VB y2 8
d'aprés (x) , en prenant pour (mi)ie I la famille réduite 3 g.

Et, par ailleurs : Aa ¥ AB .

Posons, pour tout a €K : M = A - [ U A U U a ] . (M)
Y> o yHQ

est une partition de E, car :

comme dans tous les cas, o # B#Ma et M_ disjointes.

B

s'il existe a €K tel queMa=¢:¢#Aa— U AC U ;.
Y€K Y Yy €K Y
Yy>a Yy Hao
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Soit alors a€A - U A , ae U A, donc il existe
a Y Y

Yy €K €

Y > o

£€K tel que £ Ha et a€A€.
or ANA_= U A= il existe §&€K, tel que § 2 a VYV £ > &
o £ §
§ € K
§ 2 a VE

et a€A ; ce qui est contradictoire.
§

U M =E. En effet, soit a€E, et K. = {a€K/a€A }
o a ()
a€K
U = = 1 =
Aa E —)Ka # @. Soit o v Ka .
a €K
D'aprés (x), N A = ) A
o €K yex Y
Y > o

Oor ae N A . Donc il existe Y€K tel que v > a, et
o 0
a €Ka

. i € Ty = . ! 'ai
a€ AY Mais comme ¥y Ka Y= og Donc aoe Ka (c'est d'ailleurs

max K ). D'oi il résulte que a€M .
a (10

AUTRE PREUVE. - Posons, pour tout a€J : Ba =
¥
Y

A
kY
a

v N C

On voit comme plus haut que o,BEK et a < B =7Aa 2 AB
#

i e 4 M = = = ) -
Si €€K Ba Aa , car Aa AY Ba (d'apres (x),

v ny C

Y K
Y 2 a

avec pour (cti)i€I la famille réduite & a).
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Soit (o.). une famille d'éléments de J. Alors B =NB |,
171 € Vo,

I a.
1 1
En effet, B, = U A, N B =N [ v Al .or:
1 Yy €K iel 1 iel 8§ €K
Y 2 Va, § 2 a,
i i
Si YeK, Y 2Va, , on a pour tout i€l : A C U A
1 Y 8
§ € K
§ 2 a.
i
siae N | U A6| ; pour tout i€ 1, il existe §,€ K, §. > q.
iel § €K N i 1
§ 2 a.
i
et ae A . Mais alors aec ()Y A = VU A_. Donc il existe re K
§. . 6. r ’
i 1€1 1 rek
r 2V§.,

1

r>Vé. >Va. , ac A .
1 1 r

On démontre alors dans [3] ("théor&me de représentation")
que la partie floue A de (E,J) définie par :
A(a) = max{a€J/a EBa} = max{a €J/ Il existe YEK tel que y > a et

a€AY} vérifie pour tout a €J : NG(X) = Ba , donc notamment
Va€K : N (A) = A .
a o
~
Or A(E) = K. En effet,

si aeg(E), il existe a<€E tel que A(a) = a . Mais alors il existe
YEK tel que vy > o et aeAY = NY(Z).

Donc a = A(a) 2y >a , et o €K,
~N
S'il existait a €K - A(E), on aurait

A =Na(X)= U N (R) =

qui contredirait (w).
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~
Donc A(E) = K

~N
A= U aNa(A)=U a A
a €K oa €K

N (&) = Y a
&) Y yer
Yy 2 @

pour tout a €J : Na(A) =

e

v C

y
-

A
C'est bien la méme partie floue A que celle trouvée 3 la premiére

démonstration, d'aprés le principe de détermination de Moisil,

de sorte qu'on a indifféremment.

A
A(a) = l'unique ¢ €K tel que aeM
A(a)

généralisable au cas ol J n'est pas complet.

max{aeK/aeAa}, ce dernier résultat n'étant lui, pas

ANNEXE. - Exemple oi : & les (Na(z)) sont des sous-

asX(E)
espaces vectoriels de E sans que A ne soit sous—espace vectoriel

flou de (E,J)> .

E

Rel,@Rez
l en O
a sur Re, - (0)

1

A wvaut
7’ -
4 B sur lRe2 (0)

0 ailleurs

X) = E, N (A) = A) = o i A
No(a) = E, N (&) =Re, NB(A) = Re,, N, (A) = (0), mais NY(A) = Re, URe,.
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§ 4 Hyperplans flous

2 partie floue de (E,J) - J(X).

X sous—-espace vectoriel flou de (E,J) > HJ(K) = {oe X(E)/NQ(A)
~

est un hyperplan de E} (CJ(A)).

~N
1. DEFINITION. - Soit A un sous-espace vectoriel flou de (E,J)
As
On dit que c'est un hyperplan flou de (E,J) ssi HJI(A) # ¢.

EXEMPLE. -~ Si H est un hyperplan de E, si a et B sont des &léments
de J tels que o < B : oEv BH est un hyperplan flou de

~ %Y
(E,J) : HI(A) = J(A) = {8}

)
EXEMPLE. - Si J est unechaine, J(A) a au plus un élément.

N
Donc si A est un hyperplan flou de (E,J), HI(A) = J(A) est un

singleton.

s
PAR EXEMPLE. - Si (A(E) est en outre finie, un hyperplan flou est

de la forme oo.EVa,HUa ,A U...VUqa A ol
1 2 3a3 nan

a]< eea< e sont les éléments de A(E)
H est un hyperplan de E

Aa ""’Aa sont des sous—espaces de E tels que
3 n

Aa ;: A ?"';?A%?'H'

o
n n—1}

2. REMARQUES. = 1) Un hyperplan flou n'est pas nécessairement
un sous—espace vectoriel flou différent de E maximal.

EXEMPLE : E = Re]®Re2
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1 mRe1 g-aReIVBReZ .

J =
QOB et ozRe1 et OLReI v B[{e2 sont deux hyperplans

flous de (E,J).

2) Un sous-espace vectoriel flou peut ne pas étre un

hyperplan flou et en contenir un.

"
Supposons en effet que A(E) a un plus petit &lément, qui ne soit
~
pas O. Il existe a€E, tel que X(a) = min A(E). Soit H un hyperplan de E
s
contenant a, et soit '\ﬁ = A(a)H. C'est un hyperplan flou (&lémentaire),

B(a) = A(a) H(a) = X(a), et si beE : B(b) = K(a) H(b) < A(a) < A(b).

v
3. THEOREME. - si (E,J)est une structure vectorielle floue, A est

un sous-espace vectoriel flou non constant tel gque X(E) soit

une chaine.

1) il existe un hyperplan flou B de (E,J) tel que XcB
et g(E) cC ?\J(E) . (moyennant zorn).

2) X est 1'intersection des hyperplans flous de (E,J) le

contenant.

N
DEMONSTRATION. - ler cas. A(E) = 2

Lo ~ N
Soit A(E) = {0,B} , oli @ < B . De sorte que A = aEv BAB (ot
s%
g = NB(A)) . Soit H un hyperplan flou contenant A_ , et soit

A B
B = aE v BH.

~N
ﬁ est un hyperplan flou contenant A.

Si % est la famille des hyperplans de E contenant A6 ,
~n ~
A= N (aE v BH) . En effet, si a€E : ou bien A(a) = &

He ¥ .
alors a9fA6 # E . Il existe donc HE % tel que a ¢ H, et (aE v gH) (a)=a=A(a)

~ ~
ou bien A(a) = B ; alors ae€ AB , et pour tout He'd; (oE v gH) (a)=B=A(a).
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2&me cas. f(E) > 2
PREUVE DE |1 : 1I1 existe alors dans X(E) deux éléments a et B
tels que| a < B
o n'est pas plus petit &lément de A(E).
Soit H un hyperplan de E contenant A ( # E), on définit la famille

(B), g par :| K = {a, YU [A(E)N] s, 1]]
B =E
a
BB = H

pour tout YEK - {a,R} : B = A .
Invoquons le théoréme ( §3, théoréme 3 .)
Yy <6, et y,8€K=B 2 B : car si v,6€K - {a,B} : B = AD,

Y+ 8 Y v# S5 = By
si § € K- {a,B} : B_. = HDAD =
si § € K- {a,B} : B = E =

74 =B
enfin B = E QH B .
a
Pour tout ye X(E), notons M = A - U A, (N) ~ est
Y Y seXE) $ Y YE A(E)

une partition de E. 8>y
Pour tout YEK, notons N =B - U B. . Alors (N
une partition de E. §>vy

E ffet, définit de (N : v, €K et

n effet, par définition méme de ( Y)YeK Y e

Y#<S->NyﬂN5=¢.

Si y€K - {o,B} :NY=MY#¢,

N =E-H#0
N =u- U B =g-U A DA - =
YEK Yy €A(E) Y € A(E)
Yy>8 Y> 8 Y>8
Montrons que U N = E.
yek

Soit a €E. Il existe YeA(E), a€M . Alors ou bien y> B, et aeN

CH, alors si ye‘A(E) : afA , donc aeN
Yy > 8 T B

H
ou bien a€M_ , et a€A

B B
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~ . »
ou bien aeMY(YeA(E), Y <B), et si agH : aeN , si

acH , SEA(E) » § € K(E) = ag A, , et aeN .
: 8
§> R §>vy

Pour tout v€K, BY est un sous-espace vectoriel de E.

La partie floue B définie par g(a) = 1'unique y € K tel que a€ NY est
telle que :

(E) = KCA(E)

est un hyperplan flou

U 1 B
Yyek

e wWe W

“
Pour tout ye€K : Ny(B) = BY .

~ Ny
Enfin , ACB. En effet,

A Ay s Y ~s
principe de Moisil généralisé : PC QéVa € P(E) : Na(P)CNa(Q)

et si YEA(E) : YSOFACB =E;a<y<B3ACACH=E;
> A =B .
y> B=A =B

A
Notation : 1'hyperplan flou B ainsi construit est noté (a,B8,H).

Remarque : la démonstration du seul@ peut étre simplifiée en
prenant 8 = max X(E).
PREUVE DE <D : Soit a€E.
v .. A . A
@ A(a) n'est pas minimum de A(E), ni atome de A(E)

Il existe alors a€ X(E), tel que a < X(a), et a non plus

n
petit &lément de A(E) et H hyperplan '.DAa.
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. v N
Soit B = (a,A(a),H) : d'aprés @ , c'est un hyperplan flou
qui contient x.

c =
or a€AA(a) AaCH")aGH

pour tout BEX(E), a€Ny ) = (@,K(a),B) (2) = A(a).

N
tel que B > A(a) : a(-:AB

~ "~
A(a) est un atome de A(E) .

Comme A(E) > 2 , A(a) # max A(E).

[a ¥
Soit Ai(a) = N'K(a) (A), et soit H un hyperplan de E tel que HDA'K(a)
" " ~ a ¢H
Posons B = A(a)Evmax A(E)H.
~N)
B est un hyperplan flou.
LYY
BOA

, car si b€E : | ou bien beH, et \B’(b) = max X(E) > A(b)

ou bien b& H, bé A"K(a)%z(b) b A(a) =5A(b) < A(a).
Alors B(b) = &(a) » X(b).
Enfin %(a) = K(a), car a4’-H.

N . n o~
@ A(a) = min A(E) et A(E) a un atome :
~ n
Notons o = l'atome de A(E), B = max A(E).
Soit H un hyperplan de E tel que HDAa (il en existe car Aa # E et a"Au)
aQH.

~ ~n
Soit B = A(a) EvR H.

g est un hyperplan flou.
n % ~n
B(a) = A(a)v B H(a) = A(a).
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~ v ~ A ~
Si beE : ou bien A(b) = A(a). Alors A(b) = A(a)< Ala)vs H(b) = B(b).
ou bien A(b) # A(a).
Alors A(b)> ¢ ¥ beA >beH SB(b) = & > K(b).

® K(a) = min A(E), et X(E) n'a pas d'atome :

v ~
A chaque couple (a,B) d'éléments de A(E) - {A(a)} , on associe un
hyperplan H de E contenant Aa , tel que a¢Aa, et 1'hyperplan flou
a4
(a,B8,H) contenant A (comme au <:> ).

'X(a) minore donc ((a,B,H) (a))(a 8.H)"

A L "
Soit Y€J, v > A(a). Il existe un couple (a,R) d'é@léments de A(E)-{A(a)}
tel que a<B<y. Si H est 1'hyperplan associé a (a,B) :

(a,B,H)(a) £ B <y, et Y ne minore donc pas ((O.,B,H)(a))(a g8,H) "

~
C'est—-a—dire que A(a) = \ (a,R,H)(a) ce qui achéve la preuve du
(a,B)

théoréme.

"
Si A(E) n'est pas une chaine ...

1) Méme si X(E) n'est pas une chafne, si max X(E) # 1, il existe un
hyperplan flou contenant X.

En effet, si H est un hyperplan de E, max X(E) E v H est un hyper-
plan flou de (E,J) qui contient X.

2) Si J n'est pas une chaine, un sous-espace vectoriel flou de

(E,J) peut éventuellement n'@tre contenu dans aucun hyperplan flou
de (E’J)'
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EXEMPLE . - E=R".
J = @, antichaine en bijection avec R.
Soit (D) une indexation des droites vectorielles

E'Ee@
de E telle que § # n ﬂ"?Dg # Dn

n
A est la partie floue de (E,J) définie par :

X(©0) = 1
Si a # G,
z(’el)=£¢-=—’7Ra=Dg

~

A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J). Il n'est contenu dans

aucun hyperplan flou de (E,J). En effet, supposons qu'il existe un

hyperplan flou de (E,J). En effet, supposons qu'il existe un hyperplan
n

~A
flou H contenant A.

Jmcima = o,

~
En effet, 0&J(H)
LN

1€J(H), car sinon

~ A

ou bien H(E) = {0,1}, mais alors H est un plan de E contenant X,

et alors pour tout £ € @ : N (H) HON (A) E » ce qui est impossible.
"

Ou bien H(E) = {£,1} , mais alors H 5 EVH, ol H est un plan de E

%)
HDN (A) = D .
n n

contenant chaque Dn(n # £) puisque NT] (H) = Nl(’\lfl)

J(?{/) n'est pas réduit 3 un élément :
En effet,si J(H) {E}
ou bien H(E) = {0,} , et H = £ H. Alors pour tout ned®- {g}
N (H) ¢3N (A) D (1mp0331b1e)
Ou bien H(E) = {0,¢g, 1} , et H=gHvD (D &tant une droite ou {op).
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Soit alors n,etn, deux éléments distincts de @ - {&}.

N_ (H) DDDn (impossible).
1 1

N (H) = DOD_ .
)

~
Soient donc £ et n deux éléments distincts de J(H).

v
NE(H) est un plan, Pg

. Soit D_ =P _NP
£ g n
Nn (H) est un plan, Pn

A W
1€ H(E) (qui a un plus grand élément), et NI(H) =D
~ € n
H(a) 2 HH(a) = 1).
n

. (car si aeDE-{O}

Soient p et A deux éléments distincts de @-{g} , tels que D_ , DD

et Dh solent trois droites, coplanaires.

v ~
Pour tout aeDo : H(a) 2 A(a)=
N
Hpour tout a€ Dp + DE : H(a) 2 »

Y]
Pour tout aeDE : H@@) =1 > p

~
(puisque Np (H) est un sous—espace vectoriel de E).

s Ay ~o
Donc pour tout aeD)\ : H(a) > p. Mais H(a) > A(a) = A . Donc pour

s v
tout a€D, : H(a) = 1, ce qui contredit NI(H) = DE

ANNEXE : Une démonstration plus simple du théoréme 3 du § 4. -
~ ~
Soit A un sous—espace vectoriel flou tel que A(E) soit une
chalne ayant au moins 3 points (2° cas).

Comme il a été remarqué plus haut, la preuve de@ peut étre
simplifiée en prenant B = max X(E).

En ce qui concerne la preuve de @, il est plus simple de dire : si
a€kE,.
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~ ~
CAS I : A(a) = max A(E).

~ ) . . ..
I1 existe e A(E) , un élément qui n'est ni le maximum ni minimum
N
de A(E) ; il existe un hyperplan H contenant Aa'
~N
Soit B = (a,X(a),H) : d'aprés@ » c¢'est un hyperplan flou contenant

Y A P
. € A C . = i =
A. Or a AX(a)C o H =ya€H. Or H NX(a)’ puisque A(a) max A(E).

Donc (o, A(a),H)(a) = A(a).
CAS II : A(a) # max A(E).

Notons A'K(a) = Ni(a) (A). Il existe un hyperplan H de E tel

1
que HDAK(a)

aéH
(puisque Az'&”(a) est un sous—espace vectoriel de E - ’K(E) étant une

chaine -~ ne contenant pas a).

Posons ’i’: = K(a) E vmax Z(E) H. ﬂﬁ est un hyperplan flou.
N oA
BDA , car si b€E : ou bien bEH , et %(b) = max X(E)z K(b) :

. ~ ~ . ~ ~
ou bien b# H , et B(b) = A(a). Mais alors b%A'X(a), A(b) % A(a).
A 2

et puisque X(E) est une chaine, K(b) < A(a). Donc B(b) >,K(b).

. ~ ~~
Enfin, puisque a¢H : B(a) = A(a).

2éme partie : STRUCTURES AFFINES FLOUES.

On appelle structure affine floue tout §,J); ou &

est un espace affine (de direction E).

§ 1. Notion de variété affine floue

DEFINITION. - Soit feJ&.

~
(f est une variété affine floue)<»(3IME&H, I A sous-espace
—
vectoriel flou de (E;J), tels que Veed: f(p) = X(MP)).
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B
REMARQUE. - £f(M) = A(O).

Pour tout P€f : £(P) = A(MP) <max A(E) = A(0) = £(M). Donc
f£(M) = max £(&).

NOTATION. - Dans les conditions de la définition précédente, f
a"
est notée (M,A).

THEOREME. - Si f est la variété affine floue (M,A) , si f(N)

max (&)
alors : (M,X) = (N,X) en effet, pour tout Pe€®

~ A LV A > 4
(N,A) (P) = A(NP) = X(NMMB) > A(MM)A AGD) = £(N)A £(P) = £(P) =
=(M,A) (P).

LY ]
REMARQUE. - Si f = (M,A), on a nécessairement A(u) = £(P) ol
- A
MP = 4. A est donc déterminé par f, on dit que c'est la direction
de f.

THEOREME. - si caractéristique (K) # 2.
Soit f€ JE’ . Il y a égquivalence entre :
(i) £ est une variété affine floue
(ii) £(&) a un maximum non nul, et VP, Qe &,

Vi, ue K(A+u = 1 = £(AP+uQ) > £(P)A £(Q)).

En effet,

si £ = ,X) 1 £(AP+pQ) = AQMP+UMQ) » A(MP)A A(MQ) = £(P) A £(Q)
par ailleurs, f(M) = max £(&). De plus, £(M) ="A(8) #0

Supposons (ii). Soit M tel que f(M) = max f(&) # 0. Définissons
A par A(3) = E(M+3). Alors
Y B > > - - -7 -
A(au+bv) = f(M+au+bv) = f[a(M+u)+b(M+v)+(l-a-b)M]>, f(Mru) A f(M+v) A £ (M) =
¥

~ N
= A(u) N A(v). (résultat de (ii)).

95



NIVEAUX DE FLOU D'UNE VARIETE AFFINE FLOUE .

PROPOSITION. - Soit fe Jg’ .

1 Il y a éauivalence entre : 1i)f est une variété flou de
(&,3)
ii) £(&) a un maximum non nul,
et Yae€J: N, (£f) est vide ou

une variété affine de f.

2 Si f( &) est une chaine, ces conditions sont encore équiva-
lentes & (iii) £(%) a un maximum non nul, et Yo € £(&) : N (f)
a

est une variété affine de &

En effet, Si f est une variété affine floue de (&,J), et si

f(M) = maxf( &) # 0, pour tout c€J : N (f) = M + Na(z). (SiM+¢g = ?).
o

Supposons (ii). Soit M €& tel que £(M) = max f( &) # O.

Va € J[Na(f) #0 ?MeNu(f)] - Donc si N _(f) # @, il existe un

sous-espace vectoriel F, de E tel que Na(f) = M+E .
e
Posons alors A(u) = f(M+-1’1), pour tout UEE.
A
Na(A) = Fu si Nu(f) # @.
@ sinon.
- - -y R
En effet, ue.Na(A)<=> f (M+u) > a «M+u €Na(f) ; et si Na(f) #-0;
la ¥
VeN (A)esM+l EMHF <D € F .
a ) a

v ~
Donc A est un sous—espace vectoriel flou de (E,J) et f = (M,A), car
~ -
(M,A) (P) = A(MP) = £(M+MP) = £(P).
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Supposons que f(& ) soit une chaine et qu'on ait (iii). Si M est un

point de & tel que f(M) = max £f(&) # 0, si X est défini par

AW = £0), Vo € AE) = £(&) : NQ(X) est la direction de N_(£).

Donc A est un sous—espace vectoriel flou de (E,J), et f = (M,?\).

REMARQUES . -

1.Soit & un espace affine de dimension trois, D et A deux

droites affines non coplanaires de £», J 1'anneau booléien

1
g<4.,\8 , et £: & — J valant a sur D, B sur A et O ailleurs.
4]

£(&)

{0,a,8}. N(£) = &, Na(f) =D, NB(f) = A
?.

N, ()

mais f n'est pas une variété affine floue, car f(& ) n'a pas

de maximum.

2. Mais si & est de dimension finie et si f( &) est une chalne

il y a équivalence entre

(i) £ est une variété affine floue de (& ,J)

(iv) Yo € £( &) : Na(f) est une variété affine de & ; et £ # O.

En effet, si f(&) n'avait pas de maximum, il existerait une suite

(Mn)nzl de point de & telle que la suite (f(Mn))nz 1 soit stric-

serait une

tement croissante. Mais alors la suite (N )(f))n> i

f(Mn

suite strictement décroissante, ce qui est impossible.
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§ 2. Parties floues convexes : Désormais le corps de base est

a.

DEFINITION. -~ Soit (£,J) une structure affine floue. Une partie

floue f de (&,J) est dite convexe si

Vr,Qe &,9r€[0,1] : £[AP+(1-0)Q] » £(P) A£(Q).

ce qui revient i dire que si (P,0) €f, si (Q,R) &f et si anB # O,

(AP+(1-2)Q,a ~n B) €£.

THEOREME. - Soit fe—:Jf’.(f est convexe)ep[Von cJ : Na(f) est
convexel.Et si £(&) est une chaine :

(f est convexe)<=>[\foc ef(&),Na(f) est convexe] .

La preuve est immédiate.

REMARQUE. - Toute intersection de parties floues convexes est

convexe (sous réserve que cette intersection existe).

b.
ENVELOPPE CONVEXE D'UNE PARTIE FLOUE :

I1 résulte de la remarque précédente que, si J est complet,

&

pour toute feJ ™, il existe une plus petite partie floue convexe

contenant f, 3 savoir l'intersection des parties floues convexes

~
contenant f, notée f£.

EXEMPLE. - Si J est complet et quasi totalement distributif

cad"aA ( \I/ai) = \é(a/\ai)" (par exemple si J est une chailne compléte)
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si pour tout p€N et pour tout Me & , C(M,p) désigne 1'ensemble
des parties finies {M],...,Mp} de points de & telles que M soit

dans 1'enveloppe convexe de {M],...,Mp} ; on a :

tanp = Vv (A £@) (ef[1]
pEN FeC(M,p) QEF

en effet, il résulte de {M}eC(M,1) que EM)cg®™ = V V ¢ A£(Q)
pEWN Fe C(M,p) QeF

d'autre part il est &vident que tout convexe contenant f contient g,

et enfin g est convexe du fait que FEC(M,p), Ge C(N,q),

A€[O,1]=>FUG€ C(XM + (1-))N, h)(hsg p+tq), et du fait que J est

quasi totalement distributif.

IaY

PROPRIETE. -~ Si f est nette, f est nette et donc l'enveloppe convexe

o
usuelle de f. Soit en effet f le plus petit convexe net contenant f.

~

~ "~ A a v
fsfecf =>VYaeg N (f) = £CN (£)CN (f) = f
Va

~ N A o
mais comme Na(f) est un convexe net contenant f : Na(f)Df :Na(f) = f

~ ~
ce pour tout a€J. C'est-a-dire que f = f.

& @ 2
PROPRIETE. :— Pour toute £€J, pour tout ae€J : Na(f)CNa(f)

A
Na(f) est en effet un convexe qui contient Na(f)'

P .
(z) EXEMPLE OU N (f) N (B).

€ désigne une droite affine réelle, munid du repére (0:1')
J = [0,1]

f est définie par : £(0+ X?x) =

1 1 .

3 N si A>2
%+-1T si A<-2
O sinon.
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Soit g une partie floue convexe contenant f, et soit P € &,
Pour tout € > 0, il existe un entier n tel que n > 2
1
n

P est dans le segment

[0-nmi, 0+ ma

de sorte que g(P) = g(0 - n_ﬂ)/\ g(0 + r?u) > £(0 - ﬁ%),\f(o + ;{1)

€. C'est-i-dire que VPeb& : g(P) 7/% .

- >4

to| —
19—

1
n
Or E1 M —;-) est visiblement un convexe qui contient f. D'od f\= El .
2 A~ R 7
N, (E) =0 =0
2
Mais A
N, (£ = &.
2

§ 3. COnes flous.

a. CONES VECTORIELS FLOUS.

. .o
Soit (E,J) une structure vectorielle floue, et soit AeJE.

On dit que A est un cOne vectoriel flou de (E,J) ssi : YaeE,
VA >0 : AQa) » Aa).

REMARQUE. - Alors, Va¢E, YA > 0 : X(ﬂa) = X(a).

b CONES FLOUS.

Soit (6,J) une structure affine floue, de direction E, et soit
feJb.
On dit que f est un cBne flou ssi : IMe &, VP e & - (M},
YA>0: f(M + A D?P) > £(P). (On dit que M est un sommet du cdne).
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REMARQUES. -

Alors, f est constante sur chaque demi-droite &pointée d'origine M.
’\«

L E P P - - .
Si A€J est définie par A(u) = £f(M + u), A est un cone vectoriel

de (E,J).

v > E n, -=
En effet, A(Au) = £(M + Au) > £(M + u) = A(u). On note f = [M,A ].
~

si f = [M Zﬂ [N B =7A , de sorte qu'on peut appeler A le céne

vectoriel flou directeur de f.

Fn effet, soit UWeE :
-~

. - . - . -~ . - .
ou bien u n'est pas cohnea1r$ a MN, et si I désigne le centre

~ > -
du parallélogramme M,M + u, N + 4,N ;

—

> -> -> ) >
A(u) = f(M+u) = £(N+N(M+u)) = f(N+§N(M+u)) = f(I) = f(M+§M(N+U)) =
—3 2 L=
= f(M+M(N+u)) = f(N+u) = B(u) ;

. > . .. . 2
ou bien u est colinéaire 3 MN

———Y 2

P(N+4U) = A P(M+u).

et 3P E€{M,N}, 3x > O

-
T#O0 .
n = -
Alors A(uw) = £0MH0) = £(N+w) = B(o).
Lo A -
Enfin A(0) = £(M) = £(I) = £(N) = B(0).
THEOREME.-  Si f€J€9, il y a éguivalence entre :

(1) £ est un céne flou de (£,J)

(2) va €J : Na(f) est un cdéne de £ ou est vide et, si
f(&) est une chaine : (1), (2) équivalent & (3).

Vo € £(89), N (f) est un cone de 6.

¢ Toute intersection de cones vectoriels flous est un cOne vec-
toriel flou. Toute intersection de M-cOnes flous (cad de cOnes
flous de sommet M) est un M-cdne flou.

De sorte que, si J est complet, on peut parler du cOne vectoriel
flou engendré par une partie flou de (E,J), du M-cdone flou engendré

par une partie floue de (&,J), du M-cOne convexe flou engendré par

une partie floue de (& ,J).
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3eme partie : QUELQUES PROBLEMES D'ENGENDREMENT, LORSQUE
J EST COMPLET NOTAMMENT.

(lorsqu'il est question de convexes, de cOnes, de cOnes convexes
]

le corps de base est R).

§ 1. Soit (E,J) une structure vectorielle floue de dimension finie
oli J est une chaine compléte.
s
Soit A €JF.
PROBLEME . - Construire le sous-espace vectoriel flou de (E,J)

engendré par A.
s
Posons, pour tout a €J , <Na(A) > = sous—espace vectoriel de E
PV
engendré par N (A).
oy, "
<> = {BE€ I/ <N (8)> =<N_(A)>}

a' = V <o>

on peut faire les remarques suivantes :
1) Pour tout a€J, <a> est un intervalle de J d'extrémité o'.

En effet, si B<y<d§, et s1 B <a> et & <qa>.

v A A A A
< NG.(A) > =< NB(A) > D < NY(A) > D < N6(A) > =< Na(A) > , de sorte que
Yy€&€<oa> : <a> est donc un intervalle de la chalne compléte J

non vide (a€<a > ), d'extrémité V<o > = a'.

2 ; .

2) Pour tout (a,B)E€J” , a' = B'=> ou bien <a>= <g>
ou bien <a > est un intervalle
se terminant en a', ne contenant

pas a', alors que <8> = {g'} .
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Ceci résulte trivialement de 1) et de ce que les intervalles

(<a>) sont deux & deux disjoints.

a€J

3)|Les intervalles (<d>)a€J sont en nombre fini.

En effet, si n est la dimension de E, il y a au plus (n+l) intervalles

de ce type.

Soit K la partie de J ainsi définie :
ou bien N](A) # @ : alors K = {a'/aeJ} (remarquens que 1 est le
maximum de K).

R A
ou bien NI(A)

¢, YVaed Na(x) # 0 , 1 n'a pas de prédécesseur
dans J : alors K = {a'/a€J} (1=maxK).

ou bien N1<X) =@, Vaed : NQ(X) # @ , 1 a un prédécessaur, |
dans J : alors K = {a' # 1 /a€J}u {1 }.

?

(remarquons que si Vo eJ” : Na(x) ? {0}, | €{a'/a€J}) -
(1_=max k).
ou bien Nl(yA) =@, 3a1< 1 tel que Na (X) =0,
~ -~ ]
VaeJd (N, (&) #0 = N (4) 2 {o})
alors K= {a'# 1 /o €J}.
ou bien Nl(z\:)=¢, 3a1<l tel queNa (K)=(b, 3a2€J
]
tel que Na (A) = {0}:
2
soit a = {a J/Na(A) ={{0}} : alors K = a'#l/a J} {ao}

(cxo=max K).

REMARQUE. - Soit o J. Y-a-t-il un plus petit &lément de K, noté a,
supérieur & a?
sia K:a=oaqa

sio Ketsiao'#1: a

[
Q
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sioéKet sia' =1
siNI(Z)aéQ!: o= 1

si: NI(K) =¢, YeeJ": NB(K) # @, 1 n'a pas de

prédécesseur dans J : a =1

sitN(A) =60, ¥8eI*: N(A) #8, | aun prédesseur

dans J : &4 =1 ,

si Nl(“A); 9, 3a; < 1 tel que Nal(X) -0,
NaeJ[N (&) # 62N (A)2 {o}]

aucun &lément de X ne majore .

si : N](X) =m¢ s 3(1] < 1 tel que Na (X) =@, 'BQZGJ

tel que Naz(A) = {0}} - !

-~
ou bien a< a_ eta =a
o o

ou bien o n'est majoré par aucun élément de K.

DEFINISSONS UNE FAMILLE (BY )Y c K DE PARTIES NETTES :

Soit Y€ K
X siy # max K : il existe alors o €J tel quey =a'
ou bien il existe B€ J tel que B < ¥y ! on pose alors
Y est extré- B =< N, (A)
Y B

mité de <B>

sinon, BY = <NY (X)> Yé <6>
¥ s1y = max K :
ou bien il existe ®€J tel quey = o' : méme définition que
précédemment
ou bieny = 1-, et N]—(X) = {0} . Alors,

. ou 1 est extrémité d'un intervalle <B> ol
~ A
Ng(4) ;{o}et By = < Np(a) >;

. ou sinon, Bl = {0}

104



ou bien Y = & 0. Alors,

ou bien @ est extrémité d'un intervalle <g> ol n'est pas
-~
a = >
o » et Ba <NB(A)
o
ou, sinon, B, = {o} .
o

ON DEFINIT AINSI UNE PARTIE FLOUE D'IMAGE K :

I1 suffit de remarquer que B . = E
minkK
= > .
Y]’TZ EK et YI<Y2 BY] > BYZ
¥ Or min K = 0" : en effet,
si minKe{a'/a €J}, il est évident que minK = o'
si minK = o ou 1" et minK¢ {a'/aec K} , <N & = {o},

minK
donc minK€ <o> et minK >o', contradictoire.

Donc BminK = Bo' = <NO(A)>= E.

Supposons maintenant que Y|sY,€K et Y, <Yy
remarquons tout d'abord que BY > <NY (K)> .

1) 81 B, = <N_ (A)>: B_ D <N_ (A)> <N (A)>= B_. |,

2 M LA ! T2

(4%

et si B, = <N_ (A)> :
Y, Y]() Y
Yzé <Yl> » de sorte que <NY

1 est extrémité de <Y, s et

14" 4%
(A)>2 <N_ (A)>
Lp)

N
2) Si B_, 2 <N_ (A)>: alors Y., est extrémité d'un <f> et
Y, F Y, 2

1

y2€ <B> . Alors <y > précéde <B>.
1
~ ~
Donc <N A)>D <N_(A)> =
Y]( ) B( ) BYZ

% ~ ~
(A)>;_>__<NB(A)>, ou bien <NY (A)>= <NB(K)> . Mais alors,

bien <N
ot Y 1

Y est origine de <B> , et il existe donc C!<Y1 tel que qu‘ <q>

Y extrémité

-~ ~/
d'ol BY = <Na(A)> > <N (A)> . de <a>
1 F Y]
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B

Dans les deux cas, B ; Yz.

Yy

. Notons B 1'unique partie floue telle que : B(E) = K et pour tout

K: N(B) =B
Y€ Y() .

» B EST UN SOUS ESPACE VECTORIEL FLOU DE (E,J) : chaque niveau N (E),
Y
pour Yeﬁ'(E), étant un sous espace vectoriel de E.

xBDA

Soit a €J.

ou bien o n'est majoré par aucun &lément de K, et Na(%) = @,
ler cas : o € K, a'=] , NI(A) =@, il existe a< 1 tel que

N W) =0, Y gealN, ) # 05 N () 2 {o}]

Alors Na(A) = @¢#. Sinon,< Na(A)> i {0} , donc a€&<1> = <a'> = <5 >

\J

et on aurait a'<a < o', ce qui est impossible.

2e cas : aﬁK, NI(A) =09 , 30L1< 1 tel que Na (X) =@ ,QazeJ tel
1

que Naz(X) = {o}

Alors « >a, et Na(A) = @.
ou bien, si & est le plus petit &lément de K majorant a : NQ(E) = NA('\BI)
a

. v ~ ~J ~
. = ) = 2
si a €K Na(B) Na(B) Ba <Na(A)7DNa(A)

si Zi 1]< : Na(B) = N&(B) = Nof(B) = Ba,3<Na(A)>3<NaI(A)>3Na(A)
. ) . A . ~J _ -~ N ~ _ ~ ~
si Z'i I; : ou bien N](A) £ ¢ : Na(B) = Na(B) = NI(B) = BID<§(A)>DNQ(A)

- N 24
ou bien N (A) = ¢ , VBEJI" : Ng(A) # @ , 1 n'a pas de
prédécesseur dans J
B) = B.D A A
N, (B) = B, <N (8)> > N, (A).

N (B) = N (B)
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@, NBed* : N (X) # @, | a un prédécesseur, 1,
B

ou bien Nl (X)

dans J : Na(g) Na(ﬁ) = NI—(E) = Bl-D{o} = Na(K)

ou bien Nl(z) =@, Eal<l tel que Na (X) =¢ , 3 a2€J tel que

1
~ A ~ ~ s
NaZ(A) = {0} et a < @t N (B) = No(B) = N%(B) = Ba°= {o} = N, (8).
~r (o d ~/
En définitive, pour tout a &€J : Na(B) o Nu(A)' Donc Bo A.

‘B' EST LE PLUS PETIT SOUS ESPACE VECTORIEL FLOU DE (E,J) A CONTENIR A

~

Soic D un sous espace vectoriel flou contenanc A.

LEM4E. - Na(ﬁ) = 0= max K < o (et par conséquent Na(~D) = Q%NG(B) =@).

En 2ffet, soit a € J tel que Na(’I\)/) =@ . Alors Nu(X) = @. La définition
de { montre que maxK £ o (ou bien a = | et c'est trivial, ou bien
Nl(':) =@, 3a < 1 tel que Na(z) = @ et dans chacun des 2 cas possibles
alo:s 1l est évident que max K < a) .

Si o = max K, il existe un intervalle X de J d'extrémité a tel

que VEex : N () > {o} mais on aurait N (D) = N (D) = nnE(B) > N (a)>{o}
VX teX teX

Soi: alors a €K tel que Na(f]\)') = @.
~ ~ ~ ~
Na(D)DNa(A), et donc Na(D) o <Na(A)-

Alors ou bien Na(B) = <NG(X)> , ou bien il existe un intervalle

N A
X d'extrémité o tel que VReX : N (B) =<NB(A)> ; mais alors

NG =N D = N NB(?J’) > N N> = N (B .

VX BEX BEX 8
§ 2. Soit (E,J) une structure vectorielle flou de dimension fV,
ol J est une chaine compléte.
. A
Soit A & J’E
PROBLEME. - Construire le sous-espace vectoriel flou de (E,J)
A

engendré par A.
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NOTATIONS. — Soit (ei) est une

. + une base de E (si (e.).
ie N ( ( 1)1 el
base de E, on suppose avoir pu construire un bon ordre sur I).

* X =¥
Pour tout n€ N' : An A \En
8%
B
n A
engendré par A .

sous-espace vectoriel flou de (En,J)

* " E P
Pour tout ne®N , et pour toute MEJ T, M désigne le prolongement
[a%

par O a En+] de M. o

~n n ’\/* . R
Pour tout nCN* , et pour toute M&€J » M désigne le prolonge-

ment par O 3 E de M.

Alors : le sous—-espace vectoriel flou de (E,J) engendré par A

est U * Bn'
nelN
En effet,

1) Pour tout neN” . B est le sous—-espace vectoriel flou de

n
" ")
(En+],J) engendré par AI'1 : car Br'1 est un sous-—espace vectoriel
)
flou de (En+1’J) contenant AI'1 ; et si D est un sous-espace vectoriel
N'
flou de (En+l’J) contenant An ,

~ ~) A ~nN ~ ~ ~
DIEDA =D|EDB 2D>(0D |E)'>B'.
n n n n n n

A
'CA : B!
n n+1 n

e

. % ~J '\,,(. ‘\;“
2) Donc, puisque, pour ne€N" : CBn_H , et Bnc Bn+l
“~

la%
3) La partie floue de (E,J) : B = U N B; est donc un sous—espace
nélN

~ ~
B=>A
n n

. ~ ~ * N~ AL ]
vectoriel flou. B D A, car pour tout ne€N : B E > B | E_
Si D est un sous—espace vectoriel flou de (E,J) contenant K,
~ D~ ~ ] ‘DN ~ A I LI a

>
DI En An , donc D En Bn et D2(D En)D,Bn’ ce pour tout neWN¥.

n ~ ~
De sorte que DD U . B =B
nelN
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§ 3. Soit (E,J) une structure vectorielle floue quelconque.

G E . ~ .
Soit A€J une partie floue telle que A(E) soit une chaine finie.

PROBLEME. - Construire le sous—espace vectoriel flou de (E,J)

~ 4%
engendré par A.

~
Soit A(E) = {al,..., ocn} , oll G el
W “a
Soient A],...,A/& les valeurs successives de la suite < Na (A);,...<Na (a)>
1 n

A
(ol < ch (A)> désigne le sous—espace vectoriel de E engendré par
STl

Nu'(A))-
1

Soit Bl""%’l la suite extraite de Gpseces telle que

B, = max {a€X(E) /<Na(2\:)>

n
b
—

i}

il
g
-

[}
Q

Be
R ~nJ
Soit B = BIAIU UB!LAQ'

max {a € ACE) / < NQ(X)>

B est un sous—espace vectoriel flou de (E,J).
~n (st ~
ACB : il suffit de vérifier que Yo € A(E) : N R)CN_(B)

or pour tout i€ {1l,...,n} , il existe j ¢ {1,...2} tel que

A L) v
N (A)c<N (&) > =N_ (B) =N (B).
o, Q. B . a.
i i j i

,1“3 est le plus petit sous—espace vectoriel flou de (E,J) contenant K

~

[V}
car si D est un sous—espace vectoriel flou de (E,J) contenant A,
~ A ~ v
ona Ya € AGE) : Na(X) C NQ(D), donc <Nu(A)> C NQ{D). Or pour
~ ~ ~ ~ A ~ ~
tout ¢ € A(E), N, (B) = <N, (A)> . Donc Yo € B(E) CA(E) : Nu(B)CNa(D),

s

ce qui montre que BCD .

REMARQUE. - Pour tout o €J tel que o< ay

Byt N, (B) = <N_(&)>

. £
sinon, Na(B) = Q.

En effet, pour tout a @J tel que o <« a, = _;32.
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N® = U N® = U, @ U <n, @man @)= @)>

O‘ BeB(E) ° BEB(E) ° | BEA®E) ‘a

£ a 82 a i B3 b ot B =min{BeX(E)/
B2a }

“u
car B(E)CfX(E), et par ailleurs
~J
pour tout B€ A(E), il existe
A ~ ~
Y€ B(E) tel que <NB(A)>=<NY(A)>

! § 4. Soit (&,J) une structure affine floue de direction E, quel-
i conque. Soit f €J une partie floue telle que f(&) est unme chalne
\ finie.

PROBLEME. - Construire 1'enveloppe convexe de f.

1) I1 suffit de parodier la construction du § 3 , en remplagant
N

~ 4%
<NOL (A)> , sous—espace de E engendré par Na (A), par Na (£) =
i i i

& .
enveloppe convexe dans de Na.(f)

~ N
2) On a encore la remarque Vo € J: Na( ) = Na(f)'
REMARQUE. - Il n'est pas possible d'obtenir un résultat analogue

d celui du § 1, car 1'hypothése de dimension finie ne rend pas

nécessairement g(&») finie lorsque g est une partie floue convexe.

§ 5. Soit (E,J) une structure vectorielle floue, ol J est complet.

Soit ke JE.

~
Le cOne vectoriel flou engendré par A est défini par

" n
c(0) = A(0)
(D
~A)
sia#0:cCa)= YZIQ a)
A>0

On définit, puisque J est complet, une partie floue c de (E,J) par (1.
CoA.
C est un cdne vectoriel flou, car si u>0 :

v ~) ~ A

Cua) = VY AQGwa) = V A(ta) = C(a).

x>0 t 50
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v ~ . . . v
Si D est un cone vectoriel flou qui contient A :

pour tout a €E, pour tout A >0 :’1\)/(a) (>\ )> ,K(j\a)
donc pour tout a€E : D(a)> YV A(ra) = C(a).
A >0

Version affine :

soit (& ,J) une structure affine floue, o J est complet.
soit £€3%, et soit MeE.

=
Le M.cone flou engendré par f est défini par : g (N)= Y f (M+AMN) .

A>0
C'est le cone flou de sommet M et de cOGne vectoriel directeur

le cdne vectoriel flou engendré par u-—» £ (M+0)

§ 6 LORSQUE J EST UN TREILLIS COMPLET ET QUASI TOTALEMENT DISTRIBUTIF.

1. Soit E un espace vectoriel.

A(U,p)EEN; on associe V(Z,p)={{31,...,ﬁp}/a(xl,...,xp) ekl ,

2=

> -
1 71

U, +...+ A u }
P P

est une partie floue de (E,J), ol J est complet et quasi

Y

engendré par A est u-?\/* V - (/\ A(v)) (%) .
pEN* FEV(u,p) VEF

Soit en effet B la partie floue de (E,J) définie par &).
-

= v ;
Puisque {u} € V(u,1) pour tout VEE : BOA.

[si
}rotalemnnt distributif, le sous—espace vectorlel flou de (E,J)

~

[q¥)
Si D est un sous—espace vectoriel flou de (E, J) contenant A, et

-’
si u€E : pour tout p€(N et pour toute FeV(u P> D(u) A}S(f)
~ D YRR ]
D(u)> B(u).

~ . . = bnd
B est un sous—espace vectoriel flou de (E,J), car si u,v€E et

= = -
A,u€ K : FEV(u,p) et GEV(v,q)=>FUGEV(Au + uv,h) ol hg p+q,

de sorte que
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BB <[V V. ek@a[ V¥ L (nken]
pe N Fe V(u,p) qeN* GeV(v,q)

= \/* *[AX(F UG) (quasi distributivité totale)
(p,q) eN xN

FEV(y,p)
GE€V(v,q)
¢« V. NV o ekm) =Bownw)

ren’ H€V()3+uv,r)

2. Soit & un espace affine
, X
AM,p)€& x N, on associe C(M,p) = {{Ml,...,M }/M est dans 1'enveloppe

convexe de{ Ml""’M }} on a vu que, si f€ J& s 7f\(M)= \'4 \ (~£(F))
P pEN* FecM,p)

3. Soit (& »J) une structure affine floue, ol J est complet et quasi
totalement distributif.

Soit M€&, et soit fGJE’.

i:Le M-cone convexe engendré par f est 1'enveloppe convexe du M-c8ne

engendré par f.

LEMME. - Si gCJ& est un M-cdéne, g est aussi un M-céne.

En effet, soient ?eE et A0 :

o =V N e =V, ¥V L [Ag0w)]
pEN m €C(M+Au,p) pEN  né&C(M+u,p)
car m € c(M+\u,p)e %(M,—;\-) (m) € C(M+u,p) donc ,S\(M”‘Tl): ' \4 (A ("7)]

peN” “')EC(M:{l,p)
(car g est un M-cOne), d' ot é(MH\T;) = E(M+u).

CONSEQUENCE. - L'enveloppe convexe du M-cOne engendré par f est un
M-cOne (d'aprés le lemme) convexe contenant f. Il est clair que c'est

le plus petit M-cOne convexe contenant f.
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