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GEOMETRIE ALGEBRIQUE DE POISSON ET DEFORMATIONS
par Roland BERGER

I-8re partie — LE FORMALISME POISSONIEN.

§ 1. ALGEBRES DE POISSONS - EXEMPLES.

Dans ce paragraphe, K désigne un anneau oommutatif.

Une K-algébre de Poisson est un K-module A muni de deux structures
d*'algébre: l'une associative commutative unifére et 1l'autre de Lie,
telles que le crochet de Lie soit pour le produit assoociatif une dériva-
tion en chaque variable, L'exemple olassigue dont est tiré la terminologie
est celui de A = q;’(n), algdbre des fonotions G sur une variété
symplectique M munie du crochet de Poisson usuel, Mais nous verrons
qu'il existe bien d'autres exemples de nature variée.

1.1 DEFINITIONS ET NOTATIONS.

Soit A une K-algébre associative, commutative, unifére. On note

0(a) (resp. Der(A)) le A-module des K-différentielles (resp. des K-déri-
vations) de A et d, : A —> 0. (A) 1a K-dérivation canonique. On sait

* R
que les A-modules Der(A) et -Q(A) = HomA(.ﬂ.(A), A) sont canonigquement

isomorphes ([4], & 10), ce oui permettra au besoin de les identifier,

On se donne une application K-1inéaire -bA : A—>Der(A) telle
que BA(a)(a) = 0 pour tout a €A, On pose, pour tout a et a' dans A,
Cay v = 9,(a)(a").
Ce crochet est antisymétrique et 2 A est une K-dérivation de A dans 1le

A-module Der{A), On dit que A muni de O ) o5t une pré-—K—algdbre de

Poisson, et que [ , ] est son crochet de Poisson,

D'aprés la propriété universelle de -fL(A), il existe une appliocation
A-linéaire unique h 3 L(A)——> Der(A) telle que hed, = 3‘ .
Ltapplication ht _D_(A)———)..Q(A)* détermine alors une forme A-bili-
néaire alternée sur (L(A) i.e, un élément F de (/\i.rL(A))*déﬁni par

Va€a , Varer , r4ange)=-[aa].



A2 *
lL.a donnée d'un élément F de (/\AJ'L(A)) équivaut 4 celle de la
¥F-dérivation bA telle que BA(a)(a) = 0 pour tout a € A. On dit que W

est la forme fondamentale de la pré-K-zlgébre de Poisson A.

Si, en plus des hypothéses précédentes, le crochet [ , ] vérifie

1'identité de Jecobi, A est appelée une K-algibre de Poissonj BA s'iden

tifie alors & l'application adjointe de 1'algébre de Lie A, L'intér8t
des alg-bres de Poisson est que 1'on peut définir pour elles une cohomo-
logie, dite cohomologie de Poisson, qui est induite par la cohomologie
de 1'algébre de Lie A [ 8], Bien qu'aucune considération cohomologigue
n'intervienne explicitement dans ce travail, on se placera le plus goue
vent dans le cadre restreint des algébres de Poisson pour deux raisons:
d'une part par commodité de langage, d'autre part parce que tous les

exemples naturels sont dans ce cadre-la,

1.2 ALGBHWS DN POISSON GRADUEES.

Soit A une K-algibre de Poisson; on suppose que la K-algébre asgo-

ciative A est gradude par une suite (Ak)kel‘.N
L} L

k@}] 2 et A5 e AT pour tout (k, k') € INxIN. Etant donné

un entier d> 1, on dit oue A est une K-algébre de Poisson graduéde de

de sous-modules j,e,

A =

)
degré d si, pour tout a & Ak et a'eAk ’ [a, a':] appartient 3 Ak*"‘

(on pose &Ko pour tout k< 0).

On peut construire de telles algébres i partir d'algdbres assocjia-
tives non nécessairement commutatives; oeci sera intéressant dans 1%6te-
de des déformations. On part d'une K-algébre assoociative unifare UM

par une suite (Uk) de sous-modules (avec 1€ Uo). Soit S = gr(U)

keN
1talgébre graduée associée A U; on a S = k%{ Sk ol Sk - uk / Uk-l pouy

o
k>/1 et S = U° e On note g-rk ] Uk —>Sk l'appl}oation canonique, QOn

dit que U est une K-algebre hamiltonienne de degré d si, pour tout “é“:f

w'e U, uu' -~ u'u appartient a Uk+k'—d (on pose Uk = 0 8i k< 0),



Cela implique que S est commutative et si on d4éfinit un crochet dans S
par [grk(u), grk-(“')] = 8Ty 1_g{w’ - u'n), 1 est olair que S est

une K-algébre de Poisson graduée de degré d. Pour que S soit de degré 1,

il suffit que S soit commutative,

Voici deux exemples fondamentaux d'algdbres hamiltoniennes de de-

gré 1 (cf. [ 9]).

Exemple l: Soit A une K-algébre associative, commutative, unifdre., Sur

End.K(A), on a deux lois externes (a, D) —p aD et (a, D)+—> a,D
A opérateurs dans A, définies par:

(aD)(x) = D(ax) et (a.D)(x) = ad(x)
pour tout x dans A. Flles font de Endx(A\ un A-bimodule,

Pour tout a € A et D € EndK(A), on pose ad(a)D = aD - a.D ,
ad(a) est un endomorphisme du A-bimodule EndK(A) et une dérivation de
1'alprébre EndK(A); deux endomorphismes guelcongues ad(a) et ad(b)

commutent toujours,

Pour tout k&[N, on pose Difk(A) = | kl+1 Ker(ad(ao)... ad(ak)).
(ai) el

Difk(A) est un sous-A-bimodule de EndK(A), ainsi que la réunion Dif(A)
des Difk(A), k € DN, Dif(A) est de plus une sous-algébre de Endx(A),
filtrée par les Dif, (A). On a les identifications Dif (A) = & et
Difl(A) = A@ Der(A). Pour tout a € A, ad(a) est encore un endomorphisme
du A-bimodule Dif(A) et une dérivation de 1'algdbre Dif(A).

Il est faocile de voir que Dif(A) egt une K-algébre hamiltonienne

de degréljon 1'appelle 1'algébre des opérateurs différentiels de A,

La K-algébre de Poisson graduée de degré 1 gr(Dif(4)) s'appelile

1'algébre des symboles de A et se note Symb(A). Notons que Symb®(4) = A
et Symb (A) = Der(A).

Exemple 23 Soit (::‘, une K-algdbre de Lie, I1 est bien connu que l'algébre
P ————————




enveloppante U cg de cc" est une K-algébre hamiltonienne de degré 1
(cf.[5]oul20]), d'od 1'algibre de Poisson graduée de degré 1 gr(Ug).
Par le théoréme de Poincaré~Birkhoff-Witt, on sait que si g est
un K-module 1ibre (Cf. [5] , §2) ou si K est une ®-algddre (Cf.[6] ch.1y
§ 3, ex. 16), 1'algébre graduée gr(U ¢J) s'identifie 3 1'algdbre symétri-
que S ¢j du K-module <] » Dans ces cas, le crochet de Poisson de S %]
étend alors le crochet de Lie de 9 A Su] tout entier, de manidre unique,
Ce dernier exemple nous améne A rechercher des orochets de Poisson

sur do3 algébres symétriques,

1.} ALGMBRES DE POISSON SYMETRIQUES,

Soit V un K-module et soit S(V) 1'algébre symétrique munie de sa
graduation usuellej on veut faire de S(V) une algibre de Poiason graduée
de degré 1, ou de degré 2,

Dans le premier cas, il suffit de supposer que V _est une K-algdbpre

de Lie., Le crochet de V se prolonge alors de facon unighe en un orochet

de P:risson de degré 1 sur S(V), On utilise pour cela le théordme d'exjig-

tence et d'unicité du prolongement des dérivations (Cf, C‘fJ, §10, n°9),
En effet, pour tout v eV, 1'endomorphisme ad(v) de V se prolonge de
fagon un? ,ue en une dérivation, notée encore ad(v), de S(V). L' applim
cation K-linéaire vi—pad(v) de V dans le S(V)-module Der(S(V)) ge
prolonge de fagon unique en une dérivation d: S(V)—>Der(s(V)). 11

est clair que ®(x)(x) = 0 pour tout x €V, puisqu'il suffit de consj-
dérer le cas ol X = ViXese XV, 8BVEC Viy seey V) dans V. Le crochet d&fy.
ni par ®vérifie 1'identité de Jacobi sur les éléments de V; il est aisé

de 1'étendre a tous les &léments de S(V).

Dans le second oas, il suffit de se donner une forme K-bilindaire

alternée B sur V, L'application B se prolo_ngo alors de facon unique en

un crochet de Poisson de degré 2 aur S(V). En effet, pour tout veV,

la forme K-linéaire B(v, .) : V—3K se prolonge en une dérivation
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D(v) de S(V); on étend ensuite 1'application K-linéaire v+—33(v) en

une dérivation d de S(V) dans Der(S(V)). On vérifie comme ci-dessus que

J(x)(x) = 0 pour tout x € S(V) et que le crochet défini par 0 satisfait
4 1'identité de Jacobi.

Exemple: Fxaminons le dernier cas sous les hypothéses suivantes: K est

V est de dimension finie et B est non dégénérée, La dimension

un corps,

de V est alors n = 2m, m entier> l. 11 existe une base symplectique

(e.) de V telle que la matrice de B dans cette base soit
*1gign
0 In
(—Im om> e On a donc pour tout 16(1’ seey “‘} ’

[ei, ei+m] = - [ei+m’ ei] = 1, tous les autres crochets des éléments

de base Atant nuls,
Au moyen de la base choisie, on jidentifie les algébres S(V) et

K CXI, coey an » Le orochet de deux polynomes P et Q s'écrit alors
m dp 2@ _2p
(103-1) [Pv Q] = ZJ (T"‘ _i— "_!")
i=1 xi ax
On reconnnit dans le seocond membre de (1.3.1) le crochet de Poisson

classiquey il suffit donc de vérifier 1'égalité sur les éléments de V,

Muni d'un tel crochet, S(V) s'appelle une algébre de Poisson olassique,
Evidemment, la formale (1,3.1) définit un orochet de Poisson de de-
gré 2 sur KEXI, ceey Xn] pour tout anneau commutatif K, Notons que
1talgébre de Poisson classique obtenue est associée 2 une algébre
hamiltonienne. On prend pour U la K-algtbre définie par 2m générateurs
I A (1¢igm) et les relations:
XYy =¥y X =1 (1gigm)

- . X dds que i £ j .

xiyj-iji-xixj ji.yiyj-yjyi-o
I1 est immédiat que U est une K-algibre hamiltonienne de degré 2 dont

1*algebre graduée associée s'identifie A 1'algdbre de Poiseon classique

K[X;s eeey X Jo (cf.[44%)p, 144). On dit que U est 1'algdbre de Weyl
1 n

A 2m générateurs,




Remarque: Revenons au premier cas traité au début de (1.3) ainei qu'a

1'exemple 2 de (1.2). A partir d'une K-algibre de Lie J, on peut done

construire deur K-algibres de Poisson graduées: S ¢jet er(Ugj), et 1'ap.

plication canonique S ¢ ——ar(U Cﬂ) est un morphisme de Poisson surjeectif.
(Un morphisme de Poisson est un morphisme pour les deux structures

d'algébre). On a donné des conditions dans lesquelles c'est un isomor-

phi sme,

De m8me, & partir d'une K-algébre associative, commutative, unjifare

»
A, on_construit deux K-algébres de Poisson graduées: 1'une Z-A-ﬂ(A) &r

que 1'on va expliciter et 1tautre gr(Dif(Aa)) = Symb(R) qui a déja &té

définie. On a cette fois une application canoniques Symb(A)—> 5, n(a)%

qui_est un morphisme de Poisson injectif. Dens certains cas importants,

c'’est un isomorphisme.

1, 4 UNE ALG:.BRE DE POISSON GRADUEE LIFE A L'ALGEBRE DES SYMBOLES.,

Soit A une K-algibre assooiative, commutative, unifére, Tout applij.

cation K-multilinéaire symétrique de Ax,.,.xA (k facteurs) dans A qui est
en outre une multidérivation (i.e. une K-dérivation en chaque variable)
s'identifie a une application A-multilinéaire symétrique de
D(A)xeeex fL(A) (x facteurs) dans Aj leur ensemble est donc

'- -~
( Z'.l; a(a)) , dual du A-module xisee puissance symétrique du A~mo-

dule SL(A),

On pose ZA.Q(A)*gr - k?i ( Z‘li.fL(A))* . Z.A.Q(A)*gr est canonje

quement une K-algibre de Poisson graduée de degré 1 (¢f. [ 9]).

Donnons les expressions du produit et du crochet de cette algabre,

Soient « € (Z:JL(A))*et a' e (Z.i'_n_(a))*. L'élément X X X' de
( Tk’ (1) et 1'slement [x, ] ae ( 2541 0 ()" sont

les K-multidérivations symétriques définies pars



Lo xottya XeeXa 4, > = L <oy 185(1)% X%y (x)” G 18 (ka1 Y S 2 (kak )

pour tout a secesd 4 dans A et ou & désigne l'ensemble des per—

K,k*
mutations de (1,...,k+k'} croissantes surtl,..,k) et {k"’l,"’k"'k'j ’

< [«,a'],alx..xak+k._1> =« 2—-4 X(x'(a (1)"°"‘a¢(kv))"ao—(k' 1)t {kek =1
2

k',k 1
e “'(“(av(l)"""a (k)24 (s1)* " = 2 g{caicr-1) )*

X,k'-1

Notons gque si k = k' = 1, [y '] oco¥noide avec le orochet habituel

des dérivations et X',

Faisons le lien avec Symb(A). Soient kel et D eDifk(A). On défi-
nit 1'application fk(D) de Ax...xA (k facteurs) dans A par
fk(D)(al,...,ak) = ad(al)...ad(ak)(D) pour tout a j...ya dans Ae Il
est clair que fk(D) est une apolication K-multilinéaire symétrique, et
c'est une multidérivation. En effet, pour tout deDifl(A) et a, b dans A,
ad{ab)d = ax(ad(v)d) + bx(ad(a)d); on en déduit gue fk(D) est bien une
dérivation en la premidre variable a. puisque ad(az)...ad(%)D EDifl(A).

1

*

On a ainsi défini une application f, de Difk(A) dans (zi_n_(A))
gui est A-linéaire pour les deux lois externes de Difk(A) et dont le
noysu est Dif, ,(A). Par suite, f_ induit une application A-linéaire

. . ~ k 1% »* ~
injeotive f_ de Symb (A) dans (Z,AJL(A)) » L'ensemble des f, , ke,
~7
donne donc une application A-linéaire canonique injective £ de Symb(A)

* ~
dans ZAJL(A) T Véri fions que f est un morphisme de Poisson.

Pixons D €Di f‘k(A) et D'eDifk,(A). Quand on développe
a.d(al)u.a.d(ak k.)(Di D'), il reste uniquement les termes de la forme

ad(ail)...ad(alk)(D)xad(a )oo.&d(&jk' (D' avec 11< see (ik et

jy Ceee <3y » indices deur A deux distincts dans{ l,ee0, k+k') .

Autrement dit fk+k,(]) D') = fk(D) X fk,(D').



D'autre part,

fk+k'—1( [D’ D.:] )(al,...’ak‘*k'-l) = ad(al)...ad(ak+k,_l)(n D')
- ad(al)...ad(ak+k,_1)(D' D).

¢uand on développe le preamier terme de cette différence, il reste uni-
quement des termes dans lesquels D est affecté de k-1 ou k applications
ad(ai), rangées dans 1'ordre oroissant des indices. On aura ainsi um
terme du type

ad(a' ) cee ad(ai Y(D). (ad(aj

) cee 2d(a, '
0 - ( Jk')(D ))

1
auguel on retranche le terme correspondant

ad(a, ) eee ad(aj ')(D'). (ad(ai

) ces ad(a )(D)
h K ey )

1 k
avec ;1<,,, <ik-1 et j1<_... <jk, » indices deux & deux distinots,
Mais la différence obtenue est un él1ément de A qui n'est autre que

ad(ad(ajl) cos ad(ajk')D'). ad(ail) cee ad(aik-l)(D).

(kn effet, si d appartient & Dif(A) et a €A, on a d.a = a.d = ad(a)a )e
De m8me, un terme de la forme

ad(a, ese adla, o (2d(a, ) eee adl(a, )(D*))
(3 ) +es 2ala YD (sl ) (250,

auquel on retranohe le terme ocorrespondant

ad(a. ) eee ad(a Y(p*). (ad(a; ) oes ad(aik)(D))

3y deoy 1

donne 1'élément de A suivant:

- ad(ad(ai ) eee ad(a. ID). ad(a. ) cee ad(a Y(D*).

1 Iy 3 e

Finalement fk+k'-1( [o, p*]) )(al,..., ak+k'—1) est égal 2 la somme

j1<0 L] <jk []
11 <..<jk"1

zé:::_a ad(ad(ajl )...ad(ajk')(Dl)). ad(ail )...ad(aik-l (D)

laguelle on retranche la somme



L ad(ad(a, ) ...ad(aik)(D)). ad(a; ) ...ad(ajk 1)(D') ’

i <okl 1 1 "
Jl ("<3k L |
les indices étant toujours deux A deux distinots dans (1,..., k+k'-l) .

On a donc bien fk+k'-1( (o, '] - [fk(D)’ fk'(D')J .

TH:OREME., — L'application canonique £ Symb(A)— Z%AJL(A?egr est

un _morphisme_injectif d'algébres 4a Poisson graduées,

~
“~/

Notons cue £ = id et = j
° A fl ldDer(A) « En particulier, si

Xgr
Z;AJ7KA) est engendré (en tant qu'algébre associative) par Der{a),

~
f est un isomorphisme,




§ o.  AlGEERK COMMUTATIVE POISSONTIENNE.

K désigne toujours un anneau commutatif,

2.1 NMORPHISMES DB POISSON - IDEAUX DE POISSON.

Soient (A, BA) et (B, at,) deux pré-K-algébres de Poisson de for-

mes fondamentales respectives F et G. Une application f: A—>B

s'appelle un morphisme de (a, BA) dans (B, BB) s8i c'est un morphisme

pour les deux structures d'algébres de A et B. Cela signifie que c'est
un morphisme de K-algébres associatives uniféres tel que pour tout

a €A, bB(f(a)) s f=f BA(a). Cette dernidre égalité est

fquivalente 3
Vwe n(a), Vwren(a), <Ga(flwal(f)w'>= 2((F waw's)
ou (f): 0(A)—>0(B) est 1'application canoniaue telle que

.

clB.f=_rL(f).c1A

Si A et B sont des algébres de Poisson, f est alors un morphisme de Lie;

on dit que c'est un morphisme de Poisson.

Soit A une K-algébre de Poisson., Une sous-algébre (resp. un idéal)
de la K-algébre associative A qui est en plus une sous-algébre de Lie

(resp, un idéal) de l'algébre de Lie A, s'appelle une sous-algébre de

Poisson de A (resp., un idéal de Poisson de A).

Soit I un idéal de Poisson de A et soit p : A—> A/I 1'applie
cation canonique, Il existe alors un unique orochet de Poisson sur A/j
tel que p soit un morphisme de Poisson. On dit que A/I est 1'algdbre

de Poisson guotient de A par 1'idéal de Poisson I,

Toute intersection et toute somme d'idéaux de Poisson est un idga)

de Poisson, ainsi que le produit de deux idéaux de Poisson. Tout idéa)

10



de Poisson distinct de A est contenu dans un idéal de Poisson maximal,
Pour tout idsal I de 1'algébre associative A, il existe un plus petit
(respe un plus grand) idéal de Poisson contenant I (resp. contenu dans I);

on note 'ﬂ‘(I) le plus grand idéal de Poisson contenu dans I.

Dans [16], il est donné une preuve (incompldte) du fait que si I
est un idéal premier de A, (1) est encore premier, Nous allons montrer

ce résultat dans le cas ou K est une Q-algébre,

2,2 I1D.AUX DE POISSON PREMIERS.

Soit A une K-algébre de Poisson. Pour tout idéal I de A et pour

tout a €A, on pose
O’a(I) = {_seA 3 3 mew N amsel}.

:ra('_[) est un idéal de A contenant I. Si, en outre, I est un idéal de

Poisson, O‘a(I) est un idéal de Poisson. Soient en effet s € o’a(I)

et te€A et s0it meN tel aue a™s €l. Alors:
[i, 22m s:l = a2m [t, sl + 2a" 8 [t, am]
ce qui prouve que a2™® [t, s] € I ices [%, s] € d’a(I).

D'autre part, O'a(I) = A 8i et seulement si a appartient A la

racine VIde 1'idéal i S

LEMME, - Soit P un idéal premier de A, Pour tout a € A n'appartenant

pas 3 la racine de V¥ (P), on a o‘;(ﬂ(P)) = Tt (P).

Remarquons d'abord que si a ¢P, o—.(n(P)) est oontenu dans P
(car P est premier); la définition de YT (P) entraine que
o (7 (P)) = T(P),
Passons au cas général ou a ¢ V'\T(P) et montrons gue d’a(TT(P))CP

(ce qui donne le résultat comme précé&demment). Sinon, il existe

11



- € G;(. 1(P)) tel nue s ¢ P. Mais alors crs( w(P)) = Tr(P) et il

exiate melN vérifiant nm € é.TT(P). 'n particulier, am & <rs(n(PH

dton a" € m(P) ce ~ui est absurde.

Tk Gt E, = Pour tout idial oremier P ce A, TI/EF) est un idéal primaipe

de &, Fn p-rijculier, 1a racine de TT(P) est un id“al premier de Ay

Sojent = et ' cans A tels que aa' & TT{P) et a ¢ w(P)e On doit

montrer que a' € Y1 (P). Sinon, d'aprés le lemme, O‘a,(Tr(P)) = TI(P),
Oor aa' € t0(P) implique que a €& 0;,(1’\'(?)) ce qui est absurde,.

COROLLAIRE 1, = Supposonsque K soit une @-algébre, Pour tout idéal

premier P de A, TU(P) est un idéal premier de A.

D'aprés le théorime, cela revient i prouver que TI(P) = \} w(P).
Pour cela, il suffit de montrer que VY TT(P) est un idéa} de Poisson
de A (car M(P) C V w(P) cp ).

Soient s € V T(P) et acA, Pour voir que [a, s_] est encore
dans \JIT(P), on peut supposer que s é 1T (P). Soit n le plus petit
entier >1 vérifiant s € Tr(P); ainsi [a, 8" ] € T(P). oOr

(a0 s"] = ne” [a 8]
et comme n est inversible dans X, g1 [a., sJ appartient encore a

ne-1 .
7(P). Mais s ¢ w(P) et 1'idéal Tr(P) est primaire; on en conclut

que [a, s] e Vmr(p) cqfd,

COROLLAJRE 2, - On suppose que K est une Q-algébre; on a les propriétés

suivantes:

(1) Tout idéal premjer mimimal de A est un idéal de Poisson.

(ii) Tout idéal premier, minimel parmi oeuxr oontenant un idém)

de Poisson J, est un idéal de Poisson,

(iii) Tout idéal e Poismen memiwal de A est preamijer,

12



(iv) Pour tout idéal de Poisson J de A, \JJ est 1'intersection

des idéaux de Poisson premiers contenant J; en particulier c'est

un idéal de Poisson..

(v) Pour tout idéal radiciel I de A, TT(I) est encore radicisl,

Preuve. — (i) résulte immédiatement du corollaire 1,

Pour prouver (ii), on applique (i) A l1'algtbre de Poisson TVANR

(iii) Soit J un idéal de Poisson maximal de A, Il existe un idéal pre-~
mier P contenant J. J est contenu dans TT(P) donc J = TT(P) et le résul-
tat vient du corollaire 1.

L'assertion de (iv) résulte de ce gue V—E- est l'intersection des

jdéaux premiers minimaux contenant J, gui sont de Poisson d'aprés (ii).
Enfin, soit I un idéal radiciel de A, i.e. VI = I. On a

(1) C Vir(1) €T, d'od 1a conclusion 2 1'aide de (iv).

On notera comme d'habitude Speo(4) (resp. Spm(A)) 1l'ensemble des
jdéaux premiers (resp. maximaux) de A, muni de la topologie de Zariski.
L'ensemble SPEC(A) (resp. SPM (A)) des idéaux de Poisson premiers
(resp. maximaux) de A est donc une partie de Spec(A), et on a
sPM(A) C SPRC(A),

Dans 1le § 3¢ on appliquera ces résultats quand K est un corps

algébriquement clos de caractéristique nulle et A est une K-algébre de

type fini, Dans ce cas, pour tout idéal < de A,VCL est 1'intersection
des idéaux maximaux contenant (Xj de plus, Spm(A) est dense dans

spec(A). Ces propriétés s'étendent au ocas Poisson de la fagon suivantes

PROPOSITION. - Soit A une K-algdbre de Poisson de type fini sur un

corps algébriquement clos de caractéristique O. Si A vérifie la pro-

priété suivante:

(M) Pour tout idéal maximal tH de A, TT(rH) est un idéal de Poisson

maximal,
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on a alors:

a) Pour tout idféal de Poisson <t de A, _\)CJL est l'intersection des jidéaux

de Poisson maximaux contenant OJt,

b) SPM(A) est dense dans SPEC(A).

Preuve, - a) VOU est 1'intersection des idéaux maximaux H{ contenant oty

c'est donc aussi 1'intersection des T (H4) gui sont par hypothése des

idéaux de Poisson maximaux. Mais tout idéal de Poisson maximal I est de

la forme TI(H1) en prenant pour t un idéal maximal contenant I, oqfad.
b) Soit U un ouvert non vide de SPEC(A)s; il existe donc un

idéal vr de A tel aque U soit l'ensemble des idéaux de Poisson premiers

de A ne contenant pas (U o Soit P dans U, P est l'intersection des

idéaux de Poisson maximaux le contenant. I1 existe néoessairement un

tel idéal de Poisson maximal {H{ne contenant pas (x, dono,

4 & U N3pMia) cqfd.

2.3 LOCALISATION.

Soit A une K-zlgdbre de Poisson (K anneau commutatif) et soit §
une partie multiplicative de A (Cf. [17) p.66). Notons S™IA 1a K-algabre

des fractions de A 34 dénominateurs dans S et CPSt A-—¢S-1A le morphisme

d'algébres canonique. I1 existe alors une unique structure d'algibre de

Poisson sur S™1A telle que ¢ o soit un morphisme de Poisson.

En effet, le crochet de S—lA est néocessairement défini pars

[3 _é_] ss'(a,a'] « sa'la,8%] = as'ls,2'] + aa' [s,s']
! = 2 .2

]
s s s 8!
pour tout a, a' dans A et s, s' dans 3,

Ce crochet est bien antisymétrique et on vérifie qu'il satisfait 3

1'identité de Jaocobi,

L'expression du ocrochet de g1

A montre gue, pour tout idéal de

Poisson (€ de A, s"loc est un idéal de Poisson de S-IA.
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I1 est immfdiat oue pour deux parties multiplicatives S, T avec

S c T, 1'application canonique 51 1

A ——> T "A est un morphisme de Poisson.

Soient s et t deuxr éléments de A et soient les parties multi-
plicatives S = {sn; ne m} et T = { tn; ne m} « Supposons que dans

1*'anneau A, 8 divise t. L'application PS 4t S-]‘A —> T-]'A définie par
2 a un ,
Ps,t(—;ﬁ) = —;ﬁ— si t = su, ne dépend pas du ohoix de u, Il est

clair que Ps,t est un morphisme de Poisson.

2,4 UN LXEMPLE D*IDEAUX DE POISSON,.

Soit O une K-21gkbre de Lie (K anneau commutatif) et soit S¢y
1*2lgébre de Poisson graduée de degré 1 qui s'en déduit. La représen~
tation adjointe ~d de <] dans 9 définit une représentation, notée en-

core ad, de Cﬂ dans Sc,a (cf. (1.3)). Pour gu'un idéal I de S(ﬂ soit

un idéal de Poisson de S (':] y i1 faut et il suffit aue I soit stable

pour cette reprisentstion.

Prenons par exemple pour J] une K-algébre de Heisenberg de dimension

n=2m+1 (m > 1). C'est une algébre de Lie définie par une base

(ei)1\<i<n et les relations

[ei’ ei+m] =" [ei+m ’ ei] = ®omsl (1gigm),
les autres crochets des dl14ments de base étant nuls,

Quand on identifie S¢) a K[Xl yesey Xn] au moyen de la base (ei),

le crochet de Poisson de Scﬂ eat défini sur les polynomes pars

(2.4.1) [py, @] = ¢( g——'- 3r 3 r 28 )x2m+1 *
i=1 BXi axi+m axi'ﬁ' axl

Lz proposition suivante exprime le passage entre Mécanique Quantique

et Mécanique Classique,
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PROPOSITION . - Pour tout )€K, 1'idéal I, = (x, =A) engendré par

X - A est un idéal de Poisson de Sg). L'algdbre de Poisson quotient

ch/ I, s'identifie 2 1'algébre K[X]_ yecey xgm-.l muni du

crochet 7\{ ’ } o { , } est le orochet de Poisson olassique.

La premidre assertion est immédiate puisque [Sg, Xn —)] = Qf

L'application K [X) yeeey X JoopK [X) seeey X,,] qui & tout polyne-

me P(Xl soeey Xn) associe le polynome P(Xl gosey me"A) & pour noyau IA

et définit donc un isomorphisme d'algébres assoqiatives de

K [X) seees X7}/ I, dans K[ X, yeees X, ]+ En comparant (1.3.1) et

(244.1), il est clair que c'est un isomorphisme de Poisson quand on

munit K [ X} yeesy X, ] du orochet ){ , }
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b e ALGEBRES DE POISSON ET GEOMETRIE ALGEBRIQUE.

Nous utiliserons la présentation de la Géométrie Algébrique donnée

dans [2Z]. Dans tout ce paragraphe, K désigne un corps algébriguement

clos,

3,1 VARIETES ALGEBRIQUES DE PQJISSON,

Soit X une variété algébrique de faisceau struotural C?i . On dit

que X est une variété algébrique de Poisson si Cik est un faisceau

d'algébres de Poisson,

Une variété algébrique de Poisson est dite triviale si toutes les

algéhres de Poisson composant son faisceau structural sont triviales,

j.e. de crochet nul,

Soient X et Y deux variétés algébriques de Poisson et soit u un

morphisme de variéiés de X dans Y; u s'appelle un morphisme de variétés

Elgébriques de Poisson (ou, plus gsimplement, un morphisme de Poisson)

si, pour tout ouvert V de Y, le comorphisme T (V, C?i)————>1"(u-1(V),<D;)

est un morphisme d'algébres de Poisson.
Soient X et Y deux variétés algébriques de Poisson telles que X

goit une sous-variété de Y. X s'appelle une sous-—variété algébrique de
Poisson de Y 3i 1'application canonique X —> Y est un morphiame de

Poisson. Les ouverts de Y sont de telles sous-variétés,

Notons que 1'on a défini la catégorie des variétés algébriques de

Poisson. La catégorie des variétés algébriques (triviales) est une sous-

catégorie pleine de celle-oi,
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3.2 VARIETES ALGEBRIQUES DE POISSON AFFINES.

Soit X = Spm(A) une variété algébrique affine, oi A est une K-algé=
bre réduite de type fini. Si X est une variété algébrique de Poisson,

alors A = V' (X, (3;() est une algébre de Poisson. Réciproquement, suppo-

sons gque A est une K-algébre de Poisaon et montrons que X est canonique-
ment une variété algébrique de Poisson i.e. pour tout ouvert U de X,

T (u, O}) est une algédbre de Poisson et chaque morphisme de restriction

est un morphisme de Poisson,
Pour cela, il suffit de se limiter aux ouverts principaux. Soit
D(s) un ouvert principal de X, i.e, l'ensemble des x ¢X tels que

s(x)f 0 (s é&tant un élément de A). On sait que T (D(s), O’x) est

1'algébre des fractions S-lA ou S = {sn; nelN} +On munit alors

T (n(s), @'X) de 1a structure d'algdbre de Poisson définie en (2.3),

Si D(t) est un ouvert principal contenu dans D(s), alors s divise " (m3}

dans A et on a vu que le morphisme de restriotion p (" de T"(D(s),O’x)
Sy

dans T(D(t), @’x) est un morphisme de Poisson.
Soient maintenant deux variétés algébriques de Poisson affines
X = Spm(A) et Y = Spm(B). Tout morphisme de variétés algébriques de
Poisson u de X dans Y définit un comorphisme de Poisson T'(u) de B
dans A. Réciproquement, soit £ : B——>» A un morphisme de Poisson ;t
soit u = Spm(f): X ——> Y 1'application qui s'en déduit. Montrons que
u est un morphisme de Poisson.
En effet, si D'(t) est un ouvert principal de Y, alors
u1(D*(%)) = D(£(%)) est un ouvert principal de X. Posons T = { 2 lell}
ot S = t(f(t))n = £(t%); nem}. Le comorphisme de T'(D*(t), G’!) dans

1

T (D(£(+)), O) est donc 1'application ds 7-18 dans 5714 qui ‘bT

t
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(1)
£(+™)

c'est bien un morphisme de Poisson.

associe s pour tout Hh€B et nelN; un calcul immédiat montre que

“n résumi, on a prouvé que la catésorie des variétés algébriques

de Poisson affines est équivalente 4 la catégorie duale de la catégorie

des ulgébres de Poisson réduites de type fini.

3.3 FERMES DE POISSON,

Fixons X = Spm(A) une variété algébrique de Poisson affine, Les

fermés de X sont notés comme d'habitude V(Ct), ot OU est un idéal de Aj

ce sont les sous-variétés algébriques fermées de Xe. On a V( CR) = Spm(&/ol)
et 1'injection canonique i: V( Or )——> X donne le comorphisme cano-
nique T'(i): A —» A/0Ut . I1 est donc clair que:

V( u1) est une sous—variété algébrique de Poisson de X si et seule-

ment sircn est un idéal de Poisson de A,

les sous~variétés algébriques de Poisson fermées de X sont appelées

plus simplement fermés de Poisson de X, Voici la traduction de quelques

résultats du ¢ 2, dont certains suprosent K de caractéristique nulle,
D'abord, toute intersection (resp. toute réunion finie) de fermés
de Poisson est un fermé de Poisson. Les fermés de Poisson de X définissent

donc une topolorie sur X, dite topologie de Poisson de X, moins fine que

l1a topologie de Zariski.
Pour tout fermé V( OL) de X, il existe un plus petit (resp.. un plus
grand) fermé de Poisson contenant V((1) (resp. contenu dans V( ot)).

D'apr2s le corollaire 1 de (2,2), le plus petit fermé de Poisson oconte-

nant un fermé irréductible de X est irréductible,

D'autre part, toute composante irréductible d'un fermé de Poisson

est un fermé de Poisson (corollaire 2 de (2.2)).

Enfin, 1l'ensemble des fermés de Poisson irréductibles (resp. minimaux
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non vides) est en bjjection avec SPEC(A) ( resps. SPM(A)). En partioculiesr,

tout fermé de Poisson minimal est irréductible.

Regardons plus spécialement les fermés de Poisson minimaux (non

vides) de X. Deux tels fermés V{ cx) et V(H) sont disjoints dds qu'ils

sont distincts. Fn effet, supposons V(o) N V(H) £ ¢g; alors

V(ous B) £ @ donc ox+H est un idéal de Poisson distinct de A contenant
et M, ce qui implique (X +H =X et a+H = H, dtod ¥(o1) - (k).
Le résultat suivant utilise la propriété (M) énoncée dans la proposition

de (2.2).

PROPOSITION., - Les fermés de Poisson minimaux de X forment une partitios

de X si et seulement si la K-algébre de Poisson A posséde la pro=

priété (M),

Preuve, - Supposons que les fermés de Poisson minimaux de X forment une
partition de X, Soit tt un idéal maximal de A correspondant 3 1'&l1ément
x de X. I1 existe donc ot € SPM(A) tel que x € V( @), i.eq YH D our
Mais alors Ti(wH) = ot, cqfd.

Réciproquement, supposons (M) vérifiée., Soit x € X définissant
1'idéal maximal Wt. Alors x € V(Ti(rH)) et T(rH) est un idéal de Pojs-

son maximal, cqfd. Notons que, dans ce cas, tout fermé de Poisson de I

est réunion de fermés de Poisson minimaux,

3.4 ANNEAUX LOCAUX DES VARIETES ALGEBRIQJLS DE POISSON,

Soit X une variété algévbrique de Poisson et soit x € X. On note

@x 1'anneau local en xj O’x est 1la limite inductive des algabres
T (o, ﬁ'x) quand U parcourt les voisinages ouverts de x dans X, Pour up
tel ouvert U et pour deux fonctions régulidres f, g de T (U, e’x),

1'é1ément [f, g] détermine un germe en x qui ne dépend que des gormes
~S N . b Y,
f et g définis par f et g en »; ce germe sera noté [f, gJ et il eat
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immédiat que l'on définit ainsi une structure de K-algébre de Poisson

sur 6;0

Supposons en particulier X irréductible et soit R(X) le corps des
fonctions rationnelles sur X; on sait que R(X) est le corps des fractions

de tout anneau local O’x y XE€X. D'aprés (2.3), R(X) est donc cenoni-

quement une K-algébre de Poisson telle que les injections O'I'——)R(X)
soient des morphismes de Poisson. Pour voir que tous les O’x donnent

la m8me algdbre de Poisason sur R(X), il suffit de remarquer que R(X)

est aussi le corps des fractions de tout anneau T (U, @’x) od U est un

ouvert affine, (Cf, [1-9-] p.86 et p. 127)

Revenons au cas général et a2 1'étude de 1'algébre de Poisson loocale

@'x en un point x de X, Notons mx 1'idéal maximal de @'x « Rappelons
que 8; = Kol @® mx et gue l'espace tangent Tx(x) de X en x est par
définition le dual du K-espace vectoriel fH_ /H"i « Notons

x ] 2
dx : &x——) TI(X) 1'application canonique @'x——-) r x—-—-)'*"ix /"Hx .

L'application (f, 8)»——?\—_'1\‘,, Ej(x) détermine une forme K-~bilinéaire

e ~s
alternée sur O’I y qui est §videmment nulle 8i f € K.l on g €K.1 &

Soit Bx la restriction de cette forme au sous-espace H‘fx e Comme on a
N A ~J n/ LA Vg A S A
B (£, & « &) = & (x) B (L, g,) + g,(x) B(L, &),

2
e sous-—espace H{I est contenu dans le noyau de Bx « Par suite, Bx in-

NS

duit une forme K-bjilinéaire alternée sur 'rx(x)* » Que nous neterons B_ ,

~v
Le rang de Bx » qui est un entier pair, s'appelle le rang en x de la

@été algébrique de Poisson X et se note rgx(X).

[ard
. *
La forme B, définit une applioation K-linéaire T 1 T (X) ——> 1 (X).
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On pose bx = T, » d_ o Pour tout ouvert U de X et pour tout f € T‘(U,O'x

on peut donc définir le "champ de veoteurs tangents" 9 f au-dessus de U
~S ~S

par l'application x ——}Bx(fx), ou fx désigne le germe en x déterminé

par f.

~JS
Dans 1'espace vectoriel Tx(X)* muni de la forme alternée Bx y 11

existe une base (d f.) ol £, yeesy f_sont des éléments de HH_
x 3 1 n x

1{ign

~J
telle que 1la matrice de Bx dans cette base soit du type

0 Ip 0
-Ip 0 0 « Le rang de X en x est alors 2p.
(¢) 0 0

Sachant que (dxf est une base de K /l‘H: et que 1'annean

i)l ign
local 8’1 est noethérien, on peut affirmer que fl gecey fn engendrent
1'idéal W (cfe (3] p.20). Si, en outre, X est irréductidble et sj

x est un point simple (i.e. n = dim(X)), alors fl geeey fn sont algé-

briquement indépendants et forment une base de transcendance de R(X)
sur K, (cf. 022} p.149).
3e5 _VARIETES ALGFBRIGUES SYMPLECTIQUES.

Soit X une wuriété algébrique de Poisson irréductivle, En analogie

avec le cas différentiable (Cf, § 5), nous allons montrer gue 1'applie
cation rang de X dans [N est semi-continue inférieurement, mais sous une
hypothése supplémentaire.

On sait que pour tout ouvert affine U de X, A; = T (u, O}) est une

K-algébre de Poisson (réduite) de type fini et on a 1'identification

U = Spn(AU). Or une K-algébre de Poisson de type fini A s'éorit
K ['rl gosey TN'J / OT en tant qu'algibre associative ( OL idéal ae
K [Tl seeey Ty] )3 maie il n'est pas certain que 1'on puisse trouvey
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un crochet de Poisson sur K [_’I‘l yvesey TN] de telle sorte gue (0 soit
un idéal de Poisson et que les algébres de Poisson A et K [Tl secey TNj/a

soient identiques. Si c'est le cas, on dit que la K-algtbre de Poisson

de type fini A est relevable.

THEOREME. -~ Soit X une variété algébrique de Poisson irréductible. On

suppose que pour tout ouvert affine U de X , 1'algébre de Poisson

™ (u, @’x) est relevable, Alors 1'application x l———}rgx(x) de X

dans N est semi-continue inférieurement,

Preuve, — On peut évidemment se borner au cas ob X.= Spm(A) est une
variété affine irréductible. Par hypothdse, A est 1'algébre de Poisson

quotient drune algtbre de Poisson K [T} yees, 7)) par un idéal de

Poisson ({ « X s'identifie a4 1'ensemble algébrique V() de KN .
Fixons x dans X. L'injection canonique X ———}KN permet de consi-

dérer TI(X) comme un sous-espace vectoriel de TI(KN) e « En considé-
N, X
rant ('['1 yoeey TN) comme la base de (K') duale de la base canonigque

! . . .
de K) sy 11 est clair que les restrictions T: y 1§i<N , des Ti a

A
TX(X) engendrent 1'espace TX(X)* . Par suite, le rang de la forme B_

est égal au rang de la matrice ('];J (r* , ™))
x i 7 1 i,jgN *

Puisque X est irréductible, 1'anneau local G’X x de X en x contient
9
A, Pour 1{ig N, la fonction réguliadre Ti‘x sur X est donc un élément

de ax,x dont on peut calculer la différentielle en x.

X
[EWE, - dx(Tilx) =T .

nm——

En effet, 1'injection canonique X — »K' définit le comorphisme

de restrietion Q: G/N —O

« L'appliocation qui s'en déduit
K X X,x
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Derié(@y N ,K)———-}Der;(O'N ,K)
.~, K ’x

D \'———“') D.P

ntest rien d'autre que }'jpe

N

jection canonicue j! T’(X)_) TI(KN) = K .Si l'élément t de Tx(x) B.i‘

s'identifie a DeDer;:(&x,I ,K), on a

<ty dx(’I‘i|x)> = D(Til x) = D.fa('ri) = (i), 4T,y = ‘3(dx'ri)

ou tj est la transposée de j. Or il est clair que la différentielle
dei de la fonction réguliére linéaire 'I‘i sur KN egst 1'élément Ti de
N)*

(x . Mais alors tj(Ti) = T: -

Le lemme étant prouvé, on peut alors conclure, En effet,
BTy » 7)) = B (T )y a(ry| o)) = Loy s Ty x 1 (=) - IE A ()

- 4 .
Ainsi, rgx(x) est le rang de la matrioce ([Ti , Tj] (x))1\<i,3§lr .

Soit un entier k E(O,..., N} « L'ensemble des x€X tels que le rang en
x soit € k est dono l'ensemble des x de X tels aue tous les mineurs

d'crdre >k de (Y_Ti ’ Tj] (x)) sont nulsj ¢ est donc bien un

1€i,JgN

fermé¢ de Zariski de X,

COROLLAIRE, ~ Sous les hypothéses du théorédme, l'ensemble U0 des points
e —————

de X de rang maximum est un ouvert partout dense de X,

Les points de U  sont dits réguliers., Si le rang maximum de X egt

0

égal a sa dimensiom, on dira que la variété algébrique de Poisson X

( que 1'on suppose en outre non. singulidre ) est quasi-symplectique,

la variété algébrique de Poisson Uo étant dite sympleotique,

Supposons X quasi-sympleetigue, Pour tout ero s T x est alors
un isomorphisme de 'rx(x)* sur T (X) , ®i bien que 1'on peut transporter
la forws K-biliméaire altermde nmon dégénérée 3; sur 7_(X) en une forme
K-bilinéaive slternée men dégénérée O sur T (X). On a donc

Cwyr 3D a3, (D> T, , 0 (Hra (@
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pour tout T et E dans (9;_ .

Notons B (resp.w) l'application définie sur U, par
x r———)E; e N? T (X) (resp. x —> € N T_(X) ). Pour tout f dans
(U, , 6%), soit df (resp.df) la "forme différentielle” x r—> dx(?;)
(resp. le "champ de vecteurs tangents" x»————>Bx(’i“;)). L'égalité oi-des-
sus s'éerit:

Cw,df Adgr=<B,afndg> =[1, g

pour tout f et g dans T'(Uo ’ O’x).

Exemple 1. - Tout espace vectoriel symplectique V de dimension finie n

est une variété algébrique symplectique. On munit en effet S(V) de la

structure d'algébre de Poisson classique induite par la forme symplecti-
gque de V (Cf. (1.3)). En choisissant une base symplectique, on identi-
fie s(V) a X [Tl seeey T ] = A. On a blen s@r V - Spm(A) et il est clair

gue la matrice ( [Ti ,Tj](x))i 3 est de rang n en tout point x de V.
4

Exemple 2, - Soit (ﬂ une K-algébre de Lie de dimension finie n. On mu-
EXCTD2® ce

nit S% de 1a structure d'algébre de Poisson indujte par le crochet de %]
(cf. (1.3)). Les éléments de S‘ﬂ sont naturellement les fonctions poly-
nomiales sur cﬂ* si bien que c'est (g* qui sera considéré comme variété

algébrique de Poisson telle que (.g*: Spm(S(ﬂ).

Le rang en x eoa* est donc le rang de 1a forme bilinéaire alternée
(ay b)+—> <z, Cay b] > définie sur l.:, e La définition des é&léments
réguliers coIncide bien avec celle donnée dans [1‘*] s P50, Notons que

si n est impair, la variété algébrique de Poisson UJ*(qni est affine)

n'est iamais oquasi-symplectioue,
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§ 4. APPLICATION A LA THEORIX DES ORBITES.

Pour 1a théorie (algébrique) des orbites, on utilise [14]. Les
références sur les groupes algébriques sont [ 3] et [44].

Dans tout ce paragraphe, K est un corps algébriquement clos de ca-

ractéristique nulle et O est une K-algdbre de Lie de dimension finje.

On utilisera le formalisme de 1l'exemple 2 terminant le § 3,

4,1 IDEAUX INVARIANTS ET IDEAUX DE POISSON.

ad(0]) est une sous-algdbre de Lie de End(Cﬂ). Soit <7 la plus pe-
tite sous-algébre de Lie algébrique de End((d) contenant ad(q)). (cf. [14]
p. 173). Notons ()% le sous—groupe algébrique fermé irréductible de

GL((_J) dont 1'algébre de Lie est t . J‘k s'appelle le groupe adjoint

algébrigue de 63 o

L'action de ﬁ dans UJ se prolonge de facon unique en une action

de & dans Scﬂ par automorphismes d'algébres associatives. La différen-

tielle en 1'élément neutre de 1l'application JE———}GL(S(.J) est 1'appli-
cation « ———)End(ch) qui est le prolongement par dérivations de

l'action de «t dans ¢} . (c£. [ 3] p. 137)

PROPOSITION., - Soit E un sous-espace vectoriel de Sg.

(i) Si E est \ﬁ'—invariant, E est invariant par la représentation

adjointe de cﬂ dans Scj o

(ii1) La réciproque de (i) est vraie dans le cas ou ad(g]) st ale
———————

gébrique,
Preuve, - Pour tout entier r> 0, notons LU (ﬂ:-——-b GL(SrC‘J]) la repré-

0
T\’r est une représentation rationnelle de Jt (cfe [3] Pe94). On Pose

ErgEnSrcg et Hr=(a€&, ﬂr(a)(Er)'Er} .

r
k
sentation de c'k dans Srcg - IS? S «:5 déduite de cﬁ"—ﬁGL(S:j). Chague
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C'est un sous-groupe algébrique de &t dont 1'algébre de Lie est
L) = { xe o s XE)CE } .

(cf. [ 3] p. 189-190)

(i) 3i E est & -invariant, chaque Er est & invariant donc Hr - &

dton L(Hr) = 0t , En particulier, chaque Er est stable par la représenta~

tion adjointe, donc aussi E,

(i) si ad(tg) est algébrique et si chaque E_ est invariant par la re-

présentation adjointe, alors L(Hr) = ad(cﬂ) = & donc Hr & ‘ﬂ’ et ohague

Er est d’-invariant.

COROLLAIRE, - (i) Tout idéal de Sy gui est K —invariant est un idéal

de Poisson de S 16,

(ii) La réciproque de (i) est vraie si ad(czp est algébrique.

11 suffit d'utiliser la condition donnée en {2.4) pour qu'un idéal soit

de Poissone.

4.2 _ ORBITES,

OQ{ agit naturellement sur (Jf’t par bijections linéajires; oela dé-~
finit une action (au moyen de morphismes de variétés) du groupe algébri-
gue JC sur la variété algébrique 0}*. On sait alors que chaque orbite

dans Og* pour cette action est localement fermée, irréductible, et non

singuliére, (Cf. [ 37 p. 98).

Soit 0(x) 1'orbite en x € CQ* et aoits_(_x_)- son adhérence, O(x) est
un ensemble algébrique défini par 1'idéal J(x) de S¢ formé des polyne-
mes s'annulant sur O(x) (ou 0(x)). Il est clair que J(x) est & —inva-
riant puisque, pour tout fe J(x) et a € K ’ a.f{x) = f(a-l.x) = 0
Donc J(x) est un idéal de Poissen de Sy et O(x) est un fermé de Poisson

de ‘ﬂ*  0(x) étant ouvert dans 0(x), om a donos
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PROPOSITION, = Chaque orbite dans cg* pour l'action de St est une souse—

variété algébricue de Poisson de ({)* .

Notons que 1'application J: t‘gr———> SPEC(SCg) qui a x de Lg* associe

1'idéal J(x) se factorise en une application Jt 03*/9& ——-}SP’EG(S:Q).

Supposons maintenant ad(cg) algébrique. Le corollaire de (4.1)
montre que tout fermé de Poisson de ‘ﬂ* est réunion d'orbites; en outre,

les orbites ont la structure suivantes

THEOREME, - On suppose ad((ﬂ) algébrique, Chague orbite dans (j*L't

une variété algébrique symplectique,

Preuve, - L'algébre de Lie du stabilisateur «.ﬂ!x = {a é «_ﬂ: } 8.X = x)

d'un élément x de cf' est ad(9]¥) ou
X

g - {regsveey wn D3> <o)
(cfe [ 3] p. 189-190). On sait que la dimension de l'orbite O(x) est
dimdt - aim ¢ (idem pi39) ices dim 2d(g)) - dim 2d(g ™). or

dim ad(Cg) = dim O] - dim c (£ centre de ¢ ) et

dim ad(c]™) = dimoy” - dim € (car ¢ c QJ")

donc dim O(x) = dim 3 - dim C/Jx .

D'autre part, le rang en x de O(x) est égal au rang de la forme
bilinéaire (u, v)p—> x, [ u, vJ) définie sur g (cf. preuve au

théoréme de (3.5)); or oe dernier est aussi dim¢ - dim ¢)*  oqfd,

4.3 ORBITES FERMEES ET FERMES DE POISSON MINIMAUX,

THEOREME, - On suppose ad(OJ) algébrique, les orbites fermées dang (g*

gsont exactement les fermés de Poisson minimaux de (q’r.

Preuve, — Soit O(x) une orbite fermée définie par I'idéal de Poisson I(x),

et soit I un idéal de Poisson maximal oontenant J(x). Ainsi V(I)cC o(x).

Comme 1 est dt-invariant (corollaire de (4.1)), V(I) est cf—invar:la.nt

et, puisque V(I) contient au moins un point de 0(x), V(I) contient 0(x).
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= .
Réciproquement, soit V(I) un fermé de Poisson minimal de C) et soit

x dans V(I). Comme V(I) est dF=invariant et fermé, 0(x) < V(I), dono

J(x) D I et on conclut que J(x) = I et 0(x) = V(I) . I1 reste 2 montrer
que 0(x) = 0(x).

Sinon, on sait que -6(_13 N\ 0(x) est 1a réunion d'orbites de dimen~
sion {dim O(x). (Cf.[37] p. 98). Soit O(x') une de ces orbites choisie
de dimension minimum; il est clair que O(x') est fermée. Donc O(x') est
un fermé de Poisson minimal, strictement contenu dans V(I), oce qui est

absurde.

La proposition de (3.3) jointe au théordme précédent donne immédia-

tement le résultat suivant:

COROLLAIRE, - On suppose ad((j) algébrique. Les assertions suivantes

sont égquivalentes:

(1) S(_J Eosséde la propriété (M),

(ii) Les fermés de Poisson minimaux de (g* forment une partition

de o,

. *
(iii) Toutes les orbites dans Y~ sont fermées.

On verra ocue ces assertions sont satisfaites guand (g est nilpotente,

A.4 QUESTIONS Dl CONTINUITE,

On suppose dans ce qui suit ad(cg) algébrique,
L'apolication ¢t x (.9*-—-> (J‘]* est continue gquand on munit UJ*
(8, I) > a8.X

de la topologie de Poisson. Fn effet, 1'image réciproque d'un fermé de

Poisson V(ct) est K x V(ct), puisque V(on) est (E-invariant., On peut

donc considérer 1'espace @%eorbites q*/(ﬂ’ muni de la topologie de Poisson.

—_— *
PROPOSITION, - L'application Jt ¢§ Aft—— SPEC(SuJ) eet continue pour
PROPOSITION,

lee tovnologies de Poisson,
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Preuve. - Soit V'(w) = {Pé SPEC(ch); P:)m)' un fermé de Poisson
dans SPEC(ch); A est donc un idéal de Poisson. J1 est immédiat que

J-l(vt((;()) = V(cx) gui est bien un fermé de Poisson de cg*.

THEOREME, = On suppose que l'une des assertions Squivalentes du corole

lajre de (4.3) est satisfaite. L'application J: Cg*/gﬁ'—-)SPl((S(d)

est un homéomorphisme pour les topologies de Poisson.

Preuve, - Le corollaire de (4.3) montre que Ji U}*M ——3 SPM(S¢j) est
une bijection. Soit F un fermé de (g‘/(ﬁ' s image du fermé de Poisson
V(c) de 09* par 1'application canonique Qir“——“’ nydt + On voit que

T(F) = 3(v()) = { Pe sPU(SY)3 P D}, cqfd.

445 LB CAS NILPOTENT.

On suppose l'algébre de Lie og nilpotente., Dans ce cas, d'aprés
un théoréme de Chevalley, ad(¢]) est algébrique (Cf. par exemple [ 3]
pe. 193). En outre, les orbites sont fermées (Cf. [14] P. 330). Le théo-

réme précédent s'applique donc, De plus, on a:

THFOREVME, = Si est nilpotente, chaque orbite dans *est isomorphe
ekl bbb, 22 )

(en tant que variété algébrique de Poisson) a un espace vectoriel

symplectique,

Preuve, -~ Fixons x dans CJJ* . On sait (Cf. [447] p. 194) qgue 1talgdbre
S C»g/ J(x) est isomorphe 4 une algébre de polymomes K[’[‘1 sesey Tr] .
ol r est le rang en x de 0(x), Cet isomorphisme fait de K [Tl veeey T ]
r
une algébre de Poisson et de xr ume variété algébrique de Poisson iso-
morphe a O(x). Le fait gue K* est une variété algébrique symplectique
. r

entraine que, pour tout x dams X la matrioe (| T T

’ ’ [ i? j] (x))1<1t3$'
est inversible, Pour voir que K ['1‘1 gecey 'l‘rj est une algddbre de Pojg-
son classique, il suffit de montrer que tous leés polynomes [ !‘1 ’ !j]

sont constants. Le théoréme est donc la conséquence du lemme suivant;
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LFMME., - Soient K un corps algébriquement clos et r, n deux entiers>1.

e ————

Si A est une matrice nxn a coefficients dans K[T1 gesey TrJ

telle que, pour tout x dans . » 1a matrioe A(x) est inversible

dans 1'algébre Mn(K) des matrices nxn i coeffiocients dans K, alors

A a tous ses cqefficients constants,

Remarquons d'abord que, pour tout x€ x* y (det A)(x) = det(Aa(x)).
1 *hypothése sur A entraine que, pour tout x € K© , (det A)(x) / O3 par
suite, le polynome det(A) est une constante non nulle, d,e. la matrice
A est inversible dans Mn(K[Tl yeeey Tr] )e

Raisonnons maintenant par récurrence sur r , Si r = 1 , on peut

décomposer A et a7t de fagon unique en:

dl
%.‘ i -1 - ¢ md '
A= 5 AiTl et A = jé% Aj '1‘1 aveo Ai et A;j dans Mn(K).

or A"y o 2% a av qitd

Tod,i iy r T 1, » ce qui implicue en particulier:
I3 -1
- v o - v L - .
AgAj = O pour tout jp 1, et Ajhp = I . Dono AjA RAl = I et A = A

Supvosons ensuite la propriété vraie pour r et soit A dans

. . . .
Mn(x E‘l yooey Tr+1]) telle que A(x) est toujours inversible dans Mn(K).
On fait alors le raisonnement précident en développant A et A.l suivant

1'indéterminée Tr+1 et on applique 1l‘'hypothése de récurrence.

446 LIEN AVEC L*ALGEBRE ENVELOPPANTE,

Nous traduisons ici sans démonstration quelques résultats sur les
algébres enveloppantes; toutes les références concernent le livre de
pixmier [1‘-0-]. Pour simplifier, on suppose <{] nilpotente,

On note Spec(U(g) (resp, Spm(Ucd)) 1'ensemble des idéaux bilatéres
premiers (resp. maximaux) de 1'algdbre enveloppante U O] de U] « Dans le
cas nilpotent, Spm(UC('j) co¥ncide avec l'ensemble Prim(Ufg) des idé&aux
primitifs de Uy (pe 148). Signalons aussi que, pour tout idéal o de

spm(U¢), U ¢ /oL est une algebre de Weyl (p. 152 et 142).
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En premier lieu, on définit une application canonigue

: Cg*———-> Spm(ch) (pe 188), qui se factorise en une bijection

T s (4*/& ——>5pm(U¢)  (pe 192). A 1'aide de 1la bijection T (Cf.(4ed)s

on obtient donc une bijection canoniqus qjo 3 SPM(S(ﬂ)—) Spm(ch).

*nfin, q/o se prolonge en une bijection ocanonique
SPEC(S (g)__~> Spec(U cﬂ)

Y
r

définie par: () = I(x) pour tout idéal de Poisson
xe V()

premier o de S¢j. (p. 195 et 218),

Ainsi, la bijection ) constitue un "pont" entre 1'algébre de Pois-

son Sy et sa "déformée” U ¢ (cf. 1a deuxidme partie),

4.7 UN EXEMPLE,

Soit ¢} une K-algébre de Heisenberg comme en (2.4) dont on utilise

. . o . P . 7
les notations; on identifie les algébres de Poisson Sqy et K[}(1 yeeeos X‘j

ainsi que les variétés algébriques de Poisson ca* et K°

PROPOSITION, - Tout idéal de Poisson maximal (U de K[Xl seeey X ] est

.s;_o..i,t de !f‘,igrm‘ A = Z:(x - a' ) + (x ) ou (al gecey a )6 Kz. ’

soit de la forme (J(:(xn-an) ,_o_{xanéK,an/O.

Preuve, - Puisque [S ¢, S gy]c (x )s i1 est olair que 1'idéal maximal
2m
izl(xi - ai) + (Xn) est un idéal de Poisson maximal. Soit (% un idé&a)

de Poisson maximaly il est contenu dans un idéal maximal de K[x
n

qui est du type :l{:'l(xi - ai). Le cas a = 0 vient d'8tre traitg, Suppo-

1 seeesk]

sons donc a_ £ O .
n n

Sachant que TT(Z5(X, - a,)) = CL ot que (X - a ) st un jdéal ae

Poisson (Cf. (2.4))y ona (X =-a ) cC ot .
Tout polynome P de < peut s'écorire P = L pk(xn - ;n)k , ol

R € K[ X} seees X, 1) . Pour voir que = (X - a ), il suffit ae
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montrer aque po =0, ce qui équivaut 2 Ot N X [Xl yeeey xn—lt] =0 .
“n raisonnant par 1'absurde, soit Q un polynome non nul de degré total
minimum appartenant a N K[le yooey Xn lt] . On peut supposer que

dans Q fiigure 1'indéterminée X, , avec 1K igm (on fait un raisonnement

T

analogue si nISi.g2m). On écrit Q = ég% Q. X§ avec qk dans

\%
K[xl [ EX XX} X1 secey Xn_lj et Qr ‘ 0 . Alors:

T
- -1 3 -
[Q ’ xi+mi] 2o ¥ oa xﬁ X~ appartient 3 (X et par suite

]

T
y -1
=3 k % an X§ est un polynome non nul de U1 N X [Xl yeeey Xu_i]

de degré total <deg(Q), ce qui est absurde,

COROLLAIRE 1, - Les fermés de Poisson mimimaux (o2 les orbites) de Cg’t

sont les points de 1'hvpernlan Xn =0 , et 1es hyperplans affines

X, =a (a £ 0.

Pour tout id<al de Poisson maximal of de X [Xl geeey Xn:] y 1'al-

gébre de Poisson K[:Xl secey Xnt] /cq n'a pas d'idéaux de Poisson pro-

pres; une telle algébre de Poisson est dite simple,
La proposition de (2.4) montre donc que:

COROCLLAJRE 2. - i K est un corps algébrigquement clos de caractéristi-

P

que nulle, 1'algébre de Poisson classique K[:X1 secey Xij] est

simple,

33



§ 5. ALGEBRES DE POISSON ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE.

Comme contrepoint aux développements algébriques précédents, nous
présentons maintenant les exemples classiques d'algibres de Poisson
tirés de la Géométrie Différentielle. Nous commencerons par quelques
généralités,

5.1 MORPHISMES LIES AUX PRE-ALGEBRES DE POISSON.

Soient X un anneau commutatif et A une pré-K-algibre de Poisson

définie par BA : A—>Der(A). Soit h 3 1L (A) —> Der(a) 1l'applioca-
tion A-linéaire telle que h.d, = d, . On notera j s 12(A) —>0 (2)*™
1'application A-linéaire canonique de S1(A) dans son bidualj il est
immédiat que th.j = «h ,

A partir de h , on définit canoniquement (c¢f.[ 4] p. 150) les moye

phismes de A-algébres graduées suivants :

V1 @, ver(aVEF— ® 0 (A
o+ Z, per(a) s Z, 0 (aT &
M+ A, Der()F— A 0 (A
o, pour tout ped , Y7 - U@, 1), ¢ = (L, 1) ot 9 = H(AL n).
Notons que §° = 0% < »° - 1a, et p' - cloml.t,
On a vu (ef, (1.4)) que, muni du orochet [ , 7] , Z,A_IL(A)*G’

est une K-algébre de Poisson graduée de degré 1 . On peut munir de wige

* -
/\A.I'L(A) 8" drun produit { ’ } qui fait de /\A.ﬂ_(A) €Y une K-algdbre

de Lie dégressive, avec certaine relation entre les produits A et { ’ }

(cfe [9]). Notons que, si 2 est inversible dans K, A est une algdbre ae

Poisson si et seulement si {F, F} =0, oo F eat 1a forme fondamenta)e

de A
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5.2 ALGEBHES ASSOCIEES A UNE VARIETE DIFFERENTIELLE.

Dans tout le reste de ce paragraphe, M désigne une variété différen-

[ ]
tielle séparée, de classe C , localement de dimension finie.

On pose A = C;(M). A est une R-algébre associative, commutative,
unifére, On peut introduire les A-modules fL(A) et Der(A) ainsi que la
dérivation canonique d, : A —>n(a),

Pour tout ouvert U de M, on pose A - C;(U). Si E est un fibré veo-—
toriel de base M, on note 7' (U, E) 1le A ~module des sections c™ de E
au dessus de U , Le fibré tangent (resp. cotangent) est noté T M
(resp. T H%). € (M) =T'(M, T M) (resp. E1(M) = T"(M, T M*)) désigne 1le
A-module des champs de vecteurs (resp. des 1-formes différentielles)

C'osur M . Pour tout f dans A , on note d4f la 1l-forme différentielle de f.

11 est bien connu que les A-modules € (M) et Der(A) sont canonique-
ment isomorphes (cf. [ %+ Jp. 11). L'isomorphisme en question associe au
champ de vecteurs X 1'élément LX de Der(A) donné par:

Vtenr Vzxew, (Ly « £)(x) = < X(x), 4. >,

On en déduit un iso.iorphisme canonique entre EI(M) et Der(A)* qui,
3 toute 1-forme X , associe 1'élément L, de Der(A)* donné par:
VXeBM), L X)=<x,x>.
Notons que, si U est un ouvert de carte, 1'application canonique

X
y * A(A'U)__)‘Q(AU)* est un A -isomorphisme qui permet d'identifier
les AU-modules gL (AU) et EI(U),

A partir de 13, on définit aisément un isomorphisme canonique entre
P q +
le A-module T"(M, @ T M @ ® T M) des champs de temseurs p-fois
contravariant et q-fois oovariaat sur N, et le A-module

(@00 o, Q) ver(n)) .

On en déduit un isemerphisme canonique de A-algdbres graduées entre

1'algébre gcontra(n) (resp. éoov(u)) des champs de temseurs sur M
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s *
contravariants (resp. covariants), et 1'algébre QZQJ1(A) gr

(resp. (), Der(a)* ).

Notons (M) (resp. JE(M)) 1'algébre des ohamps de tenseurs sur N
contravarijants symétriques (resp., antisymétriques) et J;(M) (resp. & (n))
1'algébre des champs de tenseurs sur M covariants symétriques (roap. des
formes différentielles sur M).

Les isomorphismes précédents induisent les isomorphismes de A-algd-

bres graduées suivants:

P = T, a@fe JE(w)
£, (0) x I per(a) & )

o

/\A_(L(A)-kgr

X

AﬁhﬂA)gr .

D'apres (5.1), :P(M) (resp. L]%‘(M)) devient ainsi une RR-algébre

de Poisson graduée de degré 1 (resp. une [R-algébre de Lie dégressive),

Les produits [ , :I et { ’ } obtenus sont les crochets classicues Qe

Schouten-Ni jenhuis,

D'autre part, 1‘algébre Dif(A) définie dans 1'exemple 1 de (1,2)
s'identifie naturellement A4 1'algébre usuelle des opérateurs 4différen-
tiels c% sur & (cf.[f}] P. T73). En outre, 1'algébre cgradude Symb(A)
s'identifie & 1a sous-algébre de C;(T M*) formée des fonctions polynomia-
les sur chague fibre de T M*(cf.[‘-?—:] pe 71). En particulier, les &)é&ments

de Symb(A) sont locaux; cela est utile pour prouver le résultat suivant:

TH OREME, - Les algébres de Poisson graduées Symb(A) et F (M) sonmt

canoniquement isomorphes,

I1 suffit de montrer que 1'application T du théorzme de (1.4) eat
un isomorphisme, Or, d'aprés la remargue suivant ce théordme, ceqi b,,t
vrai dans le cas M = R" puisque ‘:?(M) est alors engendré, en tant gu'a)e
gebre associative, par € (M). Le cas général s'en déduit car les &)éments

de Symb(A) sont locaux.,
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5,3 PRE-VARINTES Di POISSON.

e
Supposons que & = (o (N) est une pré-alpibre de Poisson définie par

les applications BA t A —3 Der(A) et h : f1.(4) —— Der(a).
D'aprés (5.2), la forme fondamentale F de A s'identifie i un champ
de tenseurs /\ de degré 2, contravariant, antisymétrique sur M. Par
oo
sujite, pour tout ouvert U de ¥, AU = Cm(U) est une pré-algébre de Poisson
de forme fondamentale FU = /\|U $ on note BU H A.U - >Der(AU) et

hU . _()_(A_U) _ Der(A.U) les applications correspondantes,

I1 est clair gque les algébres A'U forment un faisceau de pré-algébres

de Poisson. On dit alors aue M est une pré-variété de Poisson (sous—-en-—

tendu, différentielle). llotons gque A est une algébre de Poisson si et

seulement si { F, l“) =0, ou {/\, /\} = 0 § on retrouve ainsi la dé-

finition des variétés de Poisson donnée dans [1-9].

Avec les notations précédentes, soit M une pré-variété de Poisson,
Fn utilisant les identifications de (5.2), les applications »P, g, 47
définies en (5.1) donnent les morphismes d'algébres suivants, notés de

(™)

12 m&me maniére: k}J 3 ??cov(m ? <€contra

B (0) — F )

v &) —s Fm .

On a en particulier l'application A-lindaire th : 2 I(M) —> € (n).

5.4 RANG EN UN POINT D'UNE PRE-~VARIETE DE POISSON,

On garde les hypothéses de (5.3). Pour tout x dans la pré-variété
de Poisson M, A (x) détermine une forme bilinéaire alternée F_ sur

L
Tx(M) vérifiant, pour tout f et g dans A,
<F ,dafnde>=-[2 el .

L *
On en déduit une application linéaire T, TI(H) —_— TI(M) telle que

tx(dxf) = ‘BA(f)(x), pour tout f dans A. Il est immédiat que les T,
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¢
x € ¥y d4finissent un morphisme de fibrés vectoriels T: T M —> T N ,
Pour chaaue ouvert U de M, T induit un morphisme entre sections de

¥

T M7 et T M au dessus de U, qui n'est autre que = thU {(coincidant

avec hU 8i U est un ouvzrt de carte).

Le rang de Fx (ou 1?1) est un entier pair qui s'appelle le rang

en x de la pré-variété de Poisson M, et on le note rgx(M). T étant un

morphisme de fibrés vectoriels, 1'applieation rang de M dans IN est

semi-continue inférieurement (cf. E}@] P. 119). En particulier, 1'ensem—

ble des x de M dont le rang est maximum est un ouwvert de M,

5«5 PRE-VARIETES SYMPLECTIQUES,

Pour simplifier, supposons que la variété M est de m8me dimension

en tout point, et aue la pré-variété de Poisson M est de mEme rang en
ettt ——

tout point. Si ce rang est égal 4 la dimension, M s'appelle une

pri-variété symplectioue, I1 est immédiat que:

THNOREME, -~ Lles assertions suivantes sont équivalentes:

(1) M est une pré-variété symplectigue.

(ii) T est un isomorphisme de fibrés vectoriels,

(iii) Pour tout ouvert U de M, thU est bijectif.

COROLLAIRE, - S5i M est une pré-variété symplectique, les applications

Y, d, 1? sont des isomorphismes,

La propriété étant loocale, il suffit en effet de remarquer que,
d'apreés (iii), hy =_n_(A.U)———> Der(AU) est bijeotif pour tout ouvert
) p P
de carte U, donc, pour tout p dems o, & hy » L s A by

ainsi que leurs tramsposés sent bi jestifs,

Seit N une pré-variété symplectique., L'isomorphisme (regp.‘)l )
permei &0 oomsidéper :ﬁ’* () (resp. & (W)) cemme wms R-algdbre de Pojg.

son (resp. ume BM-algidwe de Lie dégressive). Em partioulier, il y
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un crochet sur les l-formes tel aue, pour tout & et (8 dans g 1(M),
"n( Coy 03 = [ ®0, *(p)] .
D'autre part, "72 : %g(M)——)Lﬂ:Z(M) est une bijeotion oui per-
met de définir 1'unique 2-forme W sur M telle que '\'(2( w) =N

vérifie alors:

(%) <w,3AfA'aAg>=[f,g]

pour tout f et g dans A, Sachant gue Fx est non dégénérée pour tout

x €M, la 2-forme W est non dégénérée, Notons que la pré-variété

symplectique M est entiérement déterminée par la 2-forme différentielle

non dégénérée o,

L'égalité ('R‘) montre, avec les notations classiques du produit

intérieur, gue i 3f =" daf pour tout f dans A, ce qui s'écrit
A

= df . Plus généralement, i (7 4 pour toute l-forme

i"h(df) th( X)) i

différentielle X .

Fn comparant les cohomologies de Poisson et de De Rham, on peut

montrer que {F, F} = 0 si et seulement si dw =0 [8,10:1; dans ce cas

¥ muni de w est une variété symplectique au sens usuel L Zj.
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" H

La théorie générale des déformations a été introduite dans D-S'_].
On adapte cette théorie au cas qui nous intéresse,

Dans toute cette partie, K est un anneau commutatif et z esf une

K-2lgébre graduée de type DV dont la graduation est notée ( Zn)

neN °
7. est supposée associative et unifére telle que 1 € J°.° . 5 est

filtrée canoniquement par les sous-modules Z‘n = é Z.k « Pour

0§ A< n, on note . la projection de Z. , Sur Z,n_A et on pose

’ A

€ 1. LA COHOMOLOGIN GRADUEE DE I .

Soit m un entier > 1, On appellera m—cochaine toute appliocation f

K-multilinéaire de 2 X .,ox 2o (m facteurs) dans 2_ telle que, pour

k
tous entiers k1 yeoey km s T applique 2. lx... x 2. ™ dans Zk »

ot k = K. + .40 + k .
1 m
Cn note c™ 1le K-module des m-cochaines et on pose C° =K . L'applij-

cation bord O : Cm_-_> cm*l est définie comme d'habitude par :

a f(sl XXX sm+1) = sl f(32 yeeey S ) +

m+1

m .
I (1) - _ m+l
i=1( 1) f(Sl yeey Biui-}l 900y sm+1) + ( 1) f(Sl seey sm) Sm+1 .

On obtient alors les K-modules de cohomologie H' = 2" / B™ ; op &
o 1 1

=K et H =2 .
On note TT 3 Z X Z. .——-)Z la multiplication de 2 o Les appli-
cations K-linéaires c"x c® ——y ™™

(fy, e—>.(fO® &)

définissent une loi interne notée -« sur C = é c® faisant de C upe
K-z2lgébre associative unifére., Il est immédiat que si £ ¢ c™ » g€ 2 ,

ona J(fveg)= dfuegs+ (-1)" 2 g,
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Soient m un entier > 1 et A un entier)/ 0. Une m-cochaine est

dite homogéne de degré A si pour tous entiers kl yesey km elle appli-

k k
1 -
nue Z:. Xeose XZL m dans Z,k A ou k = kl 4+ eos t km (pou.r tout

entier r < O , on pose J.¥ - 0).

Soit f une m-cochaine (m > 1) et soit un entier A O . La famille

k k
des applications pk,)\ . 2 o lx cos X z m———>2 -4

(ot k = kl + eee + km) aquand (k1 secey km) déorit N" 9y définit une

m-cochaine homogéne de degré A que 1l'on notera £y o £ est entisrement

o
sterminée par la f i = f
déterminée par la famille (fA ) rem St on peut écrire f )\Z‘O Al

k k
cette somme a un sens puisque si x € Z. 1;& ese K P m alors:
k
f(x) = Z £, (x) ol k= K, +eee+k o
7\ =0 >\ 1l m

A
Notons C™ l'ensemble des m—~cochaines homogénes de degré A clest

un sous-K-module de c™ et on vient de montrer que Cm est le produit

A

direct des sous-modules C™? s A€ (N, On pose CO,O =K et Co’ A =0
pour >> 1.

I1 est immédiat nue Q : C"— s ™1 (m > 0) applioue ¢™ ? dans
c“‘*‘l’?‘ . Les applications K-linéaires O : c“"x ™A définissent

1es K-modules de cohomologie homogéne de degré A notés
g™t o2 /3™ Jona MY _®Ac™P et ™AL " ™

av o
. [ 1 A T A
gi bien aue, pour m>/l, Zm = A0 Zm, et Bm =20 Bn’ .
T o
on a donc un isomorphisme canonique !l A

Remarquons que le produit “— d'une m-cochaine homog2ne de degré A
et d'une n-cochaine homogéne de degré p est une (m + n)-cochaine homo-
gene de degré XA + . . En particulier, 1'ensemble . ﬁ c™s0

des cochaines homogénes de degré 0O est une sous-algdbre de C ,

Notons aussi que la composée d'une l-cochaine (resp, homogdne
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de degré A ) et d'une m—cochaine (resp. homogéne de degré [u) est une

m—cochoine (resp. homogéne de degré A+ (),

“xemple., - idg est une l-cochaine homogéne de degré 0 . Donc d idt -
est un 2-cobord homogdne de degré O . La relation O T = O exprime

1'associativité de 1T .

& 2, 1-COCHAINES ET AUTOMORPHISMES DE T ,.

od
On s'intéresse aux l-cochaines f = 7‘2___:0 f?\ telles que fo = idE .

11 est immédiat que ce sont les applications K-linéaires f : I°, —3 T

conservant la filtration de 2., et telles que, 8i on pose fk = f

2k

pour k € IN, fk soit une section de P e

Dans ces conditions, posons Z,(k) = fk( Z.k). ( Z‘(k))ke w est

une graduation du K-module L dont la filtration associée est encore
(22 ) . Chaoue fX &tant une bi jeotion de X gur Z_,(k)
k'ke O ’
f est une bijection de 2 sur ..
11 est évident que f"l est encore une l-cochaine gui, 8i sa décompo-
o
aition en cochaines homogines est £ & - AZ-—LO(f-I)A s vérifie ausai

-1 . . -1
(f \O = ldE e Les relations x%—va . (fl-*) = 0 pour tout v 1

permettent de déterminer les (f‘:\l) . En particulier (f"'l):l = _.fl .
(-4

5i g = 2. g est une autre l-cochaine telle que g, = id
x=0 * 0 T

i1 est immédiat que g.f est une 1-cochaine telle que (g.f)0 = id

de plus (g.f):l =& + f Ainsis

1 ®
od
L'ensemble Gl des l-cochaines f = Z_. f)\ telles que fo = id

A =0

T

est un groupe pour la composition des applications. L'application
1,1

('}1 —> C est un morphisme de groupes.

f r———-—)fl




Soit f un ¢lément de G, . Pour que f soit un automorphisme de zZ,
i1 faut et il suffit que f~f = f,17T d'oh en égalant les parties

homogénes de degré V:

z;i:J fow f =T, «TT .

A+ =V >
Pour V = 0, cette égalité est toujours vérifiée,

Pour Vv 2 1, elle s'écrit

(2.1) 2t -0

At =V b
A.rn{O

En particulier f1 est un l-cocycle. Un tel l-cocycle homogéne de

degré 1 (ctest & dire qui soit la composante homogéne de degré 1 d'un

automorvhisme tel aue f) s'appelle un automorphisme infinitésimal.

les éléments de G1 oui sont automorphismes de L forment un sous-

groupe-ai de G1 « I'ensemble des automorphismes infinitésimaux, oui est

1tinzge de G1 par f v—> f] s est donc un sous-groupe Zl’1 de Zl’1

°i fl est un l-cocycle homogéne de degré 1, quelles sont les obs-
tructions & ce gue fl soit un 2utomorphisme infinitésimal ? Par exemple,
f1-/f1 est un 2-cocycle homogéne de degré 2 et détermine donc un
242

é1ément de H $ pour que fl soit infinitésimal, il faut que cet élément

gsoit nul. Une premiére obstruction est donc mesurée par g22?2

[ ]
Fn raisonnant par induoction, supposons donnée une suite de

1-cochaines f, , f, ;.00 £, (r > 2) telle que f, = id y, et cha-

cue £ 9 1 V K r ~1, est homogéne de degré ¥V vérifiant (2,1), Il

est immédiat de constater que la 2-cochaine homogéne de degré r:
LE::i;r £y~ er est un 2-cocycle et détermine dono un élément

A';:r-zo

de H2’r § pour que fl soit un automorphisme infinitésimal, il faut que

cet élément soit nul, La (r - 1)iém° obstruction est donc mesurée par Hz'r.

43



On en déduit en particulier:

Si, pour tout entier T2, HZ’r = 0 , alors tout l-cocycle homo-

Féne de degré 1 est un automorphisme infinitésimal.

Soit maintenant f un élément de Fl distinct de id © o Notons »

le plus petit entier 2 1 tel que fr # 0 3 ainsi f = ile +-fr + fr+1 +aos

lLes relations (2.1) montrent que fr est un l-cocycle qui détermine done

,r

un élément non nul de H « On en déduit en partioculier :

Si, pour tout entier r »1, Hl’r

= 0 4 alors il n'y a pas d'auto-

morphisme de J.de la forme f = idﬂ. + fl + f2 + eee autre que

1_'i dentité,

£ 3,  °=~COCHAINES ET DEFORMATIONS DE 3.

a0

On s'intiresse maintenant aux 2-cochaines P = 2 FA telles que
A =0

F() = TV 4 Cn note G2 leur ensemble, Tout é1émrnt F de 02 définit une

loi interne sur 2, notcfe ’Fﬂ' , faisant de 2 une K-aleébre unifére,

(2.,1) L¥ GROUPE G, OPWRE A DROITF SUR L'ENSEMBLE 02 -

Pour tout F & G2 et f eGl s On pose :

Fof = £}

+P.(fo@f)
i,es F.f(s, s') = g1 (F(£(s), £(s'))) pour tout s et s' dans .
On définit ainsi une 2-cochaine F.,f dont la composante homogéne de

degré M est

(3.1.1)  (F.f) = ‘EE:::_s H, P . (Lot .
A hti+jek=) b k 1 ® J

En particulier, (1?.1’)0 = TT et (F.f)1 -F o+ ) £, .

Ainsi, F.f est un élément de G, 3 la loi ;f} est obtenue en traps-

portant 3{; au moyen de la bjjection f .
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11 est immédiat que (}1 X G,2 —_— G2 est une action 2 droite
(f 5 F) —> PF.f
du groupe G, sur 1l'ensemble G, . Nous noterons G, / G, 1'espace des
orbites correspondant . Deux éléments de G, qui sont dans 1la m@me orbite

2

sont dits équivalents, et les lois internes correspondantes sont dites

équivalentes,

Un élément de G? équivalent a TTest dit trivial. Une loi interne ¥
triviale est donc obtenue A partir de la multiplication de 2., par trans-
port de structure au moyen d'un élément f de Gl sy clest-a—-dire

A (f(3)f(s*')) vpour tout s et s' dans 2.

Le stabilisateur de Tr dans G, est Fl 3 on a donc une bijection

1

canonigque de 1'ensemble des éléments triviaux de 02 sur l'espace homo-

géne Gl\Gl .

Je2 iINE D"'SCRIPTION DES ELEMENTS DE 62 .

Soit F un élément de G2 e 11 est clair que la filtration de Z,est
oompatible avec la structure d'algébre définie par %,"; notons U 1la

K-algdbre filtrée ainsi obtenue. Pour tout kel , on a U = ZLk .

Dans ces conditions, 1'algdbre graduée associée a U est X, et, 8i on

k .
note grk : Uk —_— 7 l*application canonique (gui n'est autre aue

pk) y 1'anplication identigue 25, ——> U est telle que chague restriction

k
a Z,k : T ———}Uk est une section de gy o

Réciproquement, donnons-nous une K-algébre unifére filtrée U dont

1a filtration (Uk)kem est croissante et exhaustive, On suppose que

1'algébre graduée associée 3 U est Z.j en particulier, U, = ):.o .
Notons gr, : U *‘—')Z.k 1'application canonique,

Soit alors &: 22 —> U une application K-linéaire conservant les

filtrations et telle que Sk = &

Py

X soit une sectiion de &y kel .
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Dans ces conditions, posons Uk = Sk ( Zk); (Uk)k&m est une
grzduation du K-module U dont la filtration associée est (Uk)lcem .
Chaque 5k ¢tant une bijection de Z,k sur U¥ sy & est une bijection
de 2., sur U .

Transportons la multiplication de U sur T, au moyen de & , o'est-
a-dire posons F(s, 8') = & -1 ( §(s8) $(s')) pour tout s et s*

dens 7, o On définit ainsi une 2-cochaine F , De facon précise, si

' K '
s € "Kets' e Z.k y alors & (s) Sk (s*) appartient a U

k+k? ¥
ksk? 3
en décomposant cet élément sur la somme directe Uk+k' = Q% U' , on a3
1=
K Kt k+k?' i
g (s)g (s*) =273 u, avec u, € U . D'ou:
i=0
k+k? s
F(s, s') = 2 g'ri(ui) avec gri(ui) € J7% , En particulier:
i=0

er el 0) = Em o (85(s) 87 (1) = e (85(s)) en (§%'(s7)) = aet

Par saite, F est un élément de G? .

Fxprimons ceci autrement, en liaison awec (3.1).

Définissons la catégorie ¢{ Z!.) dont les objets sont les applica-

&

tions 2, —2 5 U avec U et & comme ci-dessus, et dont les morphismes

/
d'un objet ):.———§~~>U dans un objet Z'.-——5—+U' sont les morphismes

d'algébres filtrées O : U——>U' tels que er( ¢ ) = idz . Notons
gu'un tel morphisme ne dépend que de U et U' et nonde § et § v
. ﬂ S &7

Remarquons que deux objets 2, —— 3 U et . —=>U (avec la wlme
algébre U) sont toujours isomorphes au sens de C{ 1. )3 il suffit de
prendre idu pour isomorphisme,

A tout objet T, %S.; U, on a donoc associé un él&ment F de (;2 .
Soient 2, — $ »>Uu, 7 —5/—», U*' deux tels objets & qui 1'on associe

respectivement F €G_ , F' € G

2 2 °
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Si ¢ U ———>U' est un isomorphisme, on vérifie que -

f = 8-1 . (P—l . 51 est un élément de Gl tel que F' = FeI
Réciproauement, si f € Gl est tel que F' = F,f , on vérifie que
[] -1 6"1 . . 5
@ - st .. est un isomorphisme de 2, — < 5 U sur

/s
Z—-S’ .-)U' s

Comme a tout F & G2 s Oon sait associer canoniauement un objet

8

> ——2 5>U, 1l'arplication & —— F induit donc une bijection de

(}2 / G1 sur l'ensemble des classes d'objets isomorphes de la catégo-

Remaroue, — Si K est un corps, alors, pour toute algébre filtrée U

comme ci-dessus, il existe un objet 2 _§_9 U. En effet, les suites
exactes:

0>l o~y — K k
k-1 kT 24 0

sont toutes soindées,

(3.3) DEFORMATIONS DE T. .

5 soit associative s'appelle une

dsformation de 2. . On note 5'2 leur ensemble,

Un élément F de G_ el que "g

I1 est immédiat que G, opére 3 droite sur_G—z . On nourra donc par-

ler de déformations équivalentes, de déformations triviales. Notons que

tout élément de (}2 éguivalent 3 une déformation est une déformation,
On a donc 1l'inclusion: (}2 / G, C (}2 / G, .

On dira parfois que YT est 1a déformation nulle,

Soit C( Z.) la sous-catégorie de C( Z.) formée des objets
§

2. —> U, od U est assoociative, La desoription de (3.2) montre que

1'on a une bijection de TZ / G, sur 1l'ensemble des classes d'objets

isomorphes de la gatégorie F( ).
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Soit F = Z:I F% un élédment de G2 « Pour que F soit une déforma-
A:O

tion, i1 faut et il suffit que F , (F ®idp ) =F. (id, ® F),

p

d'ou, en égalant les parties homogénes de degré V :

ZF .(thid ) -F. . (44

F =0,
ATpoy z.) = ¥ z® ")

(Remarauer que le premier membre est une 3-cochaine homogéne de degré N ).
Pour V = 0, cette {galité est vérifide: c'est 1l'associativité de TT

Four V 21, elle s'écrit:

(3.341) ZF .(F @ dd_)-F

+ie=V s B paR
AV%O

Fn partioulier, F

FH)=3F\)

1 est un 2-cocycle, Un tel 2-cocycle homogéne de

degré 1 (c'est-a-dire qui soit la composante homogine de degré 1 d'une

d~formation) s'anpelle une déformation infinitésimale,

Si F est un 2-cocycle homogine de degré 1, quelles sont les obstruc
tions & ce aue Fl soit une d4éformation infinitésimale ¥
Pour réApondre A ceci, on vérifie le lemme suivant:

(3+3.2) Pour toutes 2-cochoaines F et G, on a :

o[F . (c @ia) - F . (1a00)] = JF . (1d®G®@id) ~-DF . (CRid®iq)

( 9C¢®id) -2 F . (id@id&®G) + F , (id®JIGC) - PG + GPF

L ]
Cela prouve que F, . (F1®id) -F. (i@ F'l) est un 3-cocycle

2
homogéne de degré 2 et détermine donc un élément de H3’“; pour que Fl

soit infinitésimal, il faut que cet é&lément soit nul, Ainsi, vne premja-

re obstruction est mesurée par H3’2 .

En raisonnant par induction, supposons donnée une suite de 2-gow

chaines Fy y F) yeeey F (r>2) telle que P, = Tr et chaque

r-1
Fy(l ¢ Vg r-1) est homogéne de degré V et vérifie (3.3,1). En utilj.

sant (3+3.2), on constate que la 3-cochaine homogéne de degré »
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¥ . : - . 3 ¢ - df‘tel‘—
)\é: ,r N (FP © id) F/\ hd@l‘\") est un 3-cocycle et dé
‘M-a

?\(u;!o

mine donc un él:<ment de H3’r $ pour que Fl soit une déformation infini-

tésimale, il faut que ocet élément soit nul. La (r - 1)*°T® obstruction

est ainsi mesurée par HB’r

On en déduit en particulier:

(3.3.3) Si, pour tout entier r 3> 2, H3’r = 0 , alors tout 2-cocycle

homogéne de degré 1 est une déformation infinitésimale,

oo
Soit maintenant P = Z. F‘% une déformation non malle de Za .
A =0

Notons m le plus netit entier > 1 tel que Fm / 0 ; ainsi

= . 'z it A
P =TT+ Fm 4 Fm+1 + ees L'égalits (3.3.1) montre que F‘m est un

1
2—cocycle. Sunvosons que F‘m soit un 2-cobord, i.e, il existe fm ec'"

tel que F_ = - Df
m m

ao

Posons alors (.{;\m = idZ, + fm e Ui P ¢, = Z (F, c?m))\ ’
A =0

alors (v, (Pm\k = 0 pour A = ly eeey m1 , et on vérifie que
(Fo )y = Fo df = C . Par suite, (F. (Pm)m-fl est un 2-cocycle,

On sunnose encore aue c'est un ?-cobord et on recommence ce aui vient

d'&tre Tait. n it rant le wrocéd”, on ohtient une suite de déformations

éguiv~lentes 4 ¥ et, en sunposant nue chmoue ”-cocycle obtenu est un

1,A

>

g-cobord, on définit une suite (f)‘ ))\>/m oh f, € C

Posons alors, pour A > m, QPA= idZ. + fA et soit le produit

infini LP = me . cem+1 ces LP est alors une l-cochaine de Gl bien

définie, car dans le produit (id + fm) o (id + fm+1) ess la somme

des termes homogdnes de degré V (V > m) est finie, Il est immédiat que
P.(P =TV si bien que F est une déformation triviale,

On peut conclure de ceci gque, si F n'est pas triviale, il existe
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un entier r » 1 et une déformntion F' = T 4 F; + F;+1 + see

écuiviilente 2 F telle oue Fx" ne soit pas un cobord,
sio Pt =T (P, ¢ (P o+ e est une déformation ayant
12 m&8me propriété cue F' vis-2-vis de F, il est évident cue r'=r et
aue les 2-cocycles FI'_ et F; déterminent la m8me classe dans H2,r

On a donc prouvé:

(3.3.4) Soit F une déformation non triviale. Il existe un entier r>1

unique et un élément X non nul de Hz’r unique, tels que l'on puisse

trouver une déformation F' = T + F;‘ + F;+1 + eee équivalente A P,

dont la composante homogéne F; appartienne a 1a classe X .

L'entier r ainsi défini s'appelle le rang de la déformation P; par

convention, le rang d'une déformation triviale (2 qui 1'on associera la
la classe nulle de Hz) sera nul, Deux déformations équivalentes ont donc
m&me rang., En outre, 1l'apnlication Fi——> X se factorise en une appli-
cztion de E:) / (}] dans H2 .

(34244) a le corollaire suivront:

(3.3.5) Si, pour tout entier r > 1, g2 T - 0, alors il n'existe pag

de déformation non triviale de L., On dit dans ce cas que 1. est rigide,

§ 4. DEFORMATIONS DES ALGEBRES COMMUTATIVES.

Soit F une déformation de 2. . L'application symétrisée de P,
~ ~ ~o
notée F, est une déformation de 1'algébre opposée 2. a L. (i.e, b2
~S O~ ~
muni du produit TT ). Pour tout f € Gy» on a F.f = F.f .

La déformation F est dite commutative si 1a loi F est commutative

s
i.e, 8i F = F , Toute déformation équivalente 3 une déformation commuta-

tive est commutative, D'ailleurs, s'il existe une déformation commuta~

tive, 1'alg2bre 7, (munie de Tr) est commutative,
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On supposera dans tout ce narasrophe aque la K-alpébre graducde )

~v
est commutative. Dans ce cas, pour toute déformation F de Z. , F est

encore une déformation de 2, . De plus, toute déformation triviale est

commutative,

Fixons F une d¢formation non commutative de 7, ., Soit sa décompo-
o0

sition: F = P F% o I1 existe donc un plus petit entier 4 > 1 tel
> =0
que F, ne soit pas symétrique. Remarquons aue cet entier d ne dépend que

de l'orbite de F dans -E; / G1 o 'n particulier, il est supérieur ou

égal au rang r de F (notons qu'ici, on a r 3 1). d s'appelle le degré

de la déformation non commutative F ,

~J
Posons T =F ~-PF 3 T est une 2-cochaine alternée dont la décompo-

o0
~/

sition est T = I:A T y ou T =Fr, -F 4st une 2-cochaine alter-
> -0 A b A A

n<e homogéne de degré A , et on a Ty £ 0.

I1 est clair que T fait de I, une K-algébre de Lie, ¥Fn particulier,

pour a2 € le y b e T3 sy C € Zlk s on a la relation de Jacobi:
T(T(ay b), ¢) + T(T(b, ¢)y a) + T(T(cy a)y ) =0 .

“n regroupant les termec homogénes de degré i + j+ k - Vv , On

obtient pour tout entier V 3 O:

(4.1) )\%\)TA(TF(E&, b), ¢) + Th(Tﬁ(b’ c), a) + T)(Th(cy a), b) = 0.

Pour O § V  2d-1, cette égalits est toujours vérifide,

Pour W = 2d, elle montre que T, est un crochet de Lie sur M o

d
D*autre part, T est une bidérivation de l'algébre 2", manie de 1; ’

ji.e. pour a€2.i, v e T, ¢c e TE, ona:

T(e b, 0) = ax ®(b, ¢) + T(a, c) ¥Db .
¥ F F
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En resroupsat les termes howogiunes de degrt i 2 j 4 % =WV, on

obtient pour tout entier V3 0 :

€.2) g_:v'l‘)‘(li‘h(a, b), o) = ){j:v[b“‘(a, 1,(6 ) 4 F (7,(a, o, b)].

Pour O V  d-1, cette Agalité est toujours vérifiée,

Pour d {V g d+r-1, elle montre que T, est une bidérivation de 1'al-

gébre commutative 2. o

Fn particulier, 2, muni du crochet Td est une K-algébre de Poisson

graduée de degr< d. On dit alors que F est une déformation de cette al-

gébre de Poisson, et nue le crochet T = [ ’ J ? est le crochet

déformé per F du crochet 'I‘d (noté souvent [ ’ ] )e On peut ainsi

écrires

[ N :],%_‘ 2[ ,j +Td+1+Td+2+.c.

)

Notons que si la déformation F est décrite par l'objet 2——)0'

2lors U est une K-algébre hamiltonienne de degré d.

Comme ci-dessus, 2o0it F une déformation non commutative de degré a
et soit Td le crochet de Poisson sur P aqui s'en déduit, Pour tout

f ecl 9 Oon a la décomposition:

o0
N~ s
th - F.f = ZA (F.f) - (F.f) Y De plus,
A=d A s

(F‘.f)d - (F"\.—;')d = !ﬁ:j:;:d (f‘l)h - (11'k -?;) . (fi ® fj) .

~
Comme Fk - Fk =0 pour k 6{0, ceny d—l} y 11 reste:

~ ~s
(F.f)d - (F.f)d =F, =P =T, o

Ainsi, deux déformations équivalentes définissent le m&me crochet

de Poisson sur 2. .
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Fn conclusion, ezchant aue toute déformation commutative peut &tre

considérée comme une déformation de l'algébre de Poisson triviale 2.

(munie du crochet nul), tout &lément de G—2 / G, définit une structure

de K-algébre de Poisson graduée de degré > 1 sur 2.

¢ Se CODEF‘OBN‘_:ATIONS DRES BIGKBRES GRADUEES,.

On revient au cas général d'une algébre J, non nécessairement

commutative,

(5.1) 2. é&tant graduée par les T.° , ke N, 1'algdbre Z:.QKZ.

est graduée par les sous-modules ( 2. ® Z'..)k = @ E} © Z:J .
i+ j=k

Soit F une déformation de Z nui détermine un produit - sur Z. .
P

A partir de 1'algébre ( 2, , ¥ ), on définit 1'algibre (Z ® 2. 4 %)

dont le oroduit est d‘fini var, pour tout a, b, ¢, d dansn P
(2@b) x (c®d) = (2a%c) ® (bxd).

J1 est clair oue ce produit définit une déformation notée F de
1'algébre ;raduée 2., & 2,. Si P° se décompose en

o0
p2 = Z, F2\) sy alors:

Vv =0

PP(a@b, c@d) = 2o R (2 ©) @ F (b, ) .
A+ =V k

On peut noter que si f € G, » alors (F.f)2 = on(f@ £) .

(5.2) On suppose dans la suite de ce paragraphe que Z est une

bigébre graduée dont le coproduit est noté c.. En particulier,

c Z. EE— Z@Z est un morphisme d'algébres graduées,

Une déformation F de 2. est appelée une codéformation de la bigdbre

graduée 2. si 1'algébre déformée ( 2. 9 % ) est une bigtbre de co-
F

produit ¢ . Cela revient A dire gque ¢ est un morphisme d'algébres pour
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les lois ¥, autrement dit le diagramme suivant commute:

7.0l —°®° (T eaT)(Zl o)

| - |

2. < > el

L'algébre déformée munie de sa filtration canonique ( 2. k)ke o

devient ainsi une bigdbre filtrée,

Notons Gg 1'ensemble des codéformations de (2., ¢) . De m8me,
notons G; 1'ensemble des éléments f de G, tels que f : 2L — T

. o
soit un morphisme de cogébres (pour c). I1 est clair que Gl est un

sous—groupe de G1 et que le groupe G; opére a droite sur GZ (pour

l1'action induite par celle de G1 sur G_z). On pourra donc considérer

1l'ensemble des classes de codéformations “<quivalentes GZ / Gi .

(5.3) Donnons une description des codéformations & la manidre de (3.2).

Soit 24, -—S——)U un objet de C{ 7 .). On suprose en outre oue U est

une 'igébre filtrée dont le conroduit est noté ¢' . On a alors:

(5.3.1) Si & est un morphisme de cogibres de 2. sur U, alors la

—

déformation F associde 2 & est une codéformation de PIV

En effet, 1'hypothése signifie que le diagramme suivant commutes

2—8—90'

o
Tos 225 Lygmu

Par suite, pour tout s et s' dans Z: sy On asg

c(s »s')

o( 871 8(s) 5(s1))) = (5®5)"L . o'( 8(s) 5(s*))

(508)™ (c'(8(s)).c'(5(sM))

(5©9)! ( $@5(c(s)) . @5 (c(s)) = o(s)% o(a?) oqfd,
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§ 6. CODEFORMATIONS DES ALGEBRES SYMETRIQUES,

Dans ce parrgraphe, Ca désigne un K-module. On prend pour 25 1'al-

gebre symétrique Sc7y de ¢4, munie de sa graduation habituelle. Notons
que SOOJ =K et 810{) = CZ') o

S 9 muni de son coproduit usuel c est une bigébre graduées

c: Sy — >35¢ ® Sg est 1'unicue morphisme d'algébres vérifiant

ce(x) =x®1 +1®x pour tout x de Cj .

On se propose d'étudier les déformations de S cg « Pour une telle

déformation ¥, on notera le crochet associé [__ ’ ] ¥ par T, et on
00

écrira T = Z T ol chaque T

S o A N est homogéne de degré A s avec To =0

On 2 un premier résultat élémentaire:

(6.1) Pour toute déformation F de S cﬂ , F est triviale s8i et seulement

s8i F est commutative,

Preuve. - la condition nécessaire est toujours vérifiée. Réciproquement,

PSS

supposons F commutative, L'injection canoniaue de | dans 1'algebre

commutative (S ) 9 ¥ ) se prolonge de maniére unique en un morphisme
F

dt'algébres ‘.lJ de 1'algébre symétriague Scﬂ dans l'algébre (SCQ y ¥ )e
F

11 est clair que LP € Gl et que, s8i TU désigne le produit de 1talge-

bre symétrique S C)J s ona F = TF.LP -1 cqfd.

(6.2) Si U] est un K-module libre, toute déformation F est de degré g 2.

Preuve, — On doit prouver 1'implicationt: T, =T =0 = T =0,
plleibihuch /At 1 2
Supposons donc ‘r1 = T2 =0, Alors T = 0O sur cg; en utilisant le

lemme 1 ci-dessous (page 56), on en déduit que T = O sur S <J .
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Passons A 1'étude des codéformations de S cg e« On se place dans les

conditions suivantes, valable: dans tout le reste de ce paragraphe:

K est une Q-algébre et c,(r) est un K-module libre,

Dans ce cas, l'ensemble des é&léments primitifs de la cogébre S‘Q
est <y o (cf. (20} 1‘e1=-e partie, chlll, th 5.4).

Par suite, si F est une codéformation de S (ﬂ s alors (ﬂ est une
sous-algebre de Lie de S U) munie de T (cfe [ 63 ch II, §1, prov. 4).

La proposition suivante montre gqu'il n'existe pas de codéformation

de SC’J de degré > 2:

(6.2)? Toute codéformation F de ScO est, ou bien commutative, ou bien

de deerd 1,

Prenve, = On doit orouaver 1'imvnlication: 'I‘1 =0 = T =0 . Suonosons
donc -1-1 - 0 . D'anr’s la remarcue ci-dessus, on a T(s, t) = '1'1(3, t)

owr tout s et t dons « Donc T est nul sur e On en déduit que T =
P 9 gj q 0

sur 3 C{] toul entier en utilisant le lemme suivent:

L iE 1. = Joit (e.)

i34 ey hoe base de Cg o On munit T d'un ordre total,

Pour toute anplication &« : T ——> [N & support fini, on pose

- (i) (i ) ol ¥X(i,) wxe(i )
e = e. 1 eoe €. n et e = €, 1* see ¥ €. n

1 l
1 1h 1 1

ou {il yeeey ink est le support de X avec 11(12 one <in .

Alors la famille des e o est une base du K-module S <{) .

Preuve, = On sait que la famille des e % est une base de S c.a » On
va prouver par récurrence sur k que les e e pour |«| £ k est une
base de S, ({) « C'est trivial pour k = O et k = 1 . Supposons que o'est
vrai pour k. Pour tout n-uple P tel que [(3[ =k +1, on at

(1) e ¥P _ P +T avec r € § .
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“n applinuent 1'hynothése de récurrence 3 r 4 on voit que chague

o .
e ¢ y 1@l = k+1, s'exprime i 1'aide des e* s lxl{k+1 o Iz famille

%*
des e y )l € k+1 , enrendre donc Sk+1CJ<) . Dtautre part, (1) montre
x
que les e ® ’ I{\l = k+1 , forment une base d'un sous—module supplé-
mentaire de SkC{) doans Sk+1 Cﬂ cqfd.

(6.3) On va donner une description des codéformations de SCJ‘) a la
manidre de (3.2). Soit F une codéformation de S < o Cn peut donc consi-
dérer la X--zlgébre de Lie cg munie du crochet T (ou Tl). On note UC{J
1'algébre enveloppante de cette algébre de Lie, Munie de son coproduit
usuel c' , U O] est une bigdébre filtrée; c' : Ugyg — UgeUy

est 1'unique morphisme d'algibres tel aque c'(x) = x®1 + 1®x pour
tout x dans ‘{] « Rappelons que CD est plonZé dans U(.J et Ung =KX,
Ul C’J = DK .

Comme (S U)o % ) est une bigtbre filtrée cocommutative dont 1l'en-
semble des Aléments primitifs est CIJ » 1'injection canonioue U] —> S
se prolonge en un uninsue isomorphisme de bigébres (P : U cg —> 34
(ef. U 813, loc. cit. th 1), I1 est clair aue l'objet S¢j ———‘y‘—a-)U(g

(qui est un morphisme de cogébres) a pour déformation associée F.

(6.4) Réciproguement, supposons gue CIJ soit muni d'une structure de
K-algébre de Lie pour un crochet noté [ , ] « Ce crochet s'étend de
maniére unique en-un crochet de Poisson de degré 1 sur S Cﬂ » noté
encore [, .

Soit un objet S 03 —8—>UU& tel que $ soit un morphisme de co-
gébres et soit F la codéformation associée 3 & (cf. (5.3.1)). La réci-

proque consiste 3 prouver que: '1‘1 = [ ’ ] .

On montrera d'abord les lemmes suivants:
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Lkt E 2, - lotons & (resp, E') 1la collnité de ch (respe ch Yo Le

morphisme de cogébres & conserve ces collnités i.e, E' « S =E.

Preuve, -~ Ranpelons que £ (resp, £') est la projection canonique de
S 9 (resp. U ) ) sur K. Notons aussi oue, d'aprés la difinition de
la colinité €' , on a:

(' @ €') (c'(8(9)))

(1d@¢€') . (£ '®id) (c*(6(s))
(id ®¢') (14 @5(s)) = 14 @ £'(8(8)) = €*(&(s)

pour tout s €Sc,3 .

Introduisons une base (ei)i de U} ainsi que la base (e%) de

e 1
S Y définie dans le lemme 1, Notons oue eo = lK « Pour tout x , on
pose k. = E'(5(e%))s ainsi ko = 1K o« D'aprés le calcul préliminaire

(g ® ") (c.(g(e“ ))) = k“ s Ory, par définition de c, on a:

0 J
%) -2 %o, aon
cle P+Y=“W e ou

€' @ £'( 5 ® S (c(eX)) = )(‘HX 3 ‘5,‘";‘ Ky ky
. S o1

x p,+3':a pry! kPkU'

S étant un morphisme de cogébres, on at

Une r<currence sur |o| montre que ces égalités impliquent ko( = 0 pour
tout x / 0 , Par suite, €' , § et £ coIncident sur chague &lément

de 12 base (e%) cafd.

IEVVE 3, = > = id .

Preuve, — En effet tout x d ti Y |
v » Pour tout x dans ¢j , S (x) appartient 2 U,9) =9
donc il existe x, € cj et k€ K tels que 6(x) =x, + X . Comme &
est une déformation, on a X, =X De plus £'(&6(x)) =k d'od k =0

en vertu du lemme 2,

On. est en mesure de conclure, Pour tout s, t+ dans (g s Om ag

T(s, t) = 5"1( 5(s) () = 5(t) 5(s)) = & ~I(st - ts) - (s, ]

en utilisant deux fois le lemme 3,
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Ainsi, les crochets de Poisson '1‘1 et [ y ] cofncident sur CJ‘] o

Par suite, ils coincident sur S q) tout entier,

(6.5) Exemple, - On suppose, comme en (6.4), que CJ est une algébre
de Lie pour un crochet noté [ y ] o« On définit alors un objet

T
SCﬂ ————-)ch pars

S S IR

tegk x‘t(l) eee xt(k)

pour Xl TXXXX) xk dans(g et k>/1 P

L*application 0 est appelée symétrisation et sa déformation asso-

ciée S s'appelle une déformation de Weyl de ch .

Pour tout k € (N, les éléments xk ’ xeﬂ’ engendrent le K-—module

sk(ﬂ s par suite, U est 1'unique application vérifiants

Vkew, Vxefﬂ ’ o (5) = &5,

J1 est aisé de déduire de ces égalités aque O est un morphisme de

cogebres (cf. [ 6 ], p. 13). S est donc une codéformation de SU .
Notons gqu'une codéformation 1' de ch est une déformation de Weyl

a3 et seulement si F conserve les puissances des éléments de o/

(6.6) Considérons l'application F i——)_‘l‘l qui, 3 toute codéformation
F de 5 0) , associe son orochet de Poisson. D'aprés (6.5), c'est une
sur jection de —G—g— sur l'ensemble des crochets de Lie définis sur Of .

I1 est clair que deux codéformations équivalentes ont le m€me cro-
chet de Poisson associé, Réciproguement, soient F et F' deux codéfor-
mations ayant m8me orochet de Poisson associé. Elles définissent deux

objets Scy—-s——ﬂ.log et ch—-—sl——ﬂlcﬂ jsomorphes ( of. (3.2))

donc F et F' sont équivalentes,

Ainsi, 1l'application F +—o '1‘1 induit une bijection de 1l'ensemble

a—

6‘2’ / G: des classes de codéformations équivalentes sur 1l'ensemble des
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crochets de lie d<finis sur f/) .

Remarque, - Il 'application E ’ ] b—> S aui, A tout crochet de Lie sur

)y associe la déformation de Weyl correspondante est une seotion -de

lt'application F r———»Tl .

5 Te CODEFORNMATIONS DES ALGEBRES SYMETRIQUES DE RANG FINI,

On reprend les notations et hypothéses du § 6, mais on suppose en

outre que le K-module libre Cﬂ est de dimension finie n, On fixe une

base (e1 yeoes en) de ¢)) + Pour tout Xe€ " , on pose

o &p
Telx.oolen (danss(g)

e =

R
R|o

90009 “) et X! = “1! eese D(n!

11 est clair que les e, XE o s st une base de ch telle ques

(i) e, =1

(ii) c(ex) .—-Z.\ e ®e

a+p =Y

A pour tout Yel'.Nn o

On peut donc appliouer 1l'exercice n® 11 de (6], p. 74 .

(7.1) Soit F une codéformation de S Soient °o<(3x les constantes

de structure de 1‘'algébre (S(j, % ) dans la base (e“ ) jeeq
F

eo‘a;‘e“ =§;c

By ey

Alors il existe une unigue loi de groupe formel f£(X,Y) = (fi(x,Y))1 1
Y

de dimension n sur K telle que , pour tout Y ¢ o y ONn as
¥
(1Y a2 Lo x* 1P .
«, B Py
De plus, l'application canonique d] — k" est un isomorphisme de

1'algébre de Lie (Cﬂ s Tl) sur 1'algdbre de Lie de 1la loi de groupe

fermel f£(X, Y). On dira gue f(X, Y) est la loi_de groupe formel

associée a la codéformation F ,
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Réciproauement, toute loi de groupe formel de dimension n sur K

est 1la loi de groure formel associée d'une unique codéformation de 3‘27’

L'application F +—— f(X, Y) définit donc une bijection de 1l'en=

—

semble Gg des codéformations de Scﬂ sur l'ensemble des lois de grou-

pe formel de dimension n sur K,

Appelons équivalentes des lois de groupe formel de dimension n
sur K ayant la meme algdbre de Lie, L'application F +— f(X, Y)
induit donc une bijection de 1'ensemble —(;g_/ c‘l’ des classes de codé-
formations équivalentes sur l'ensemble des classes de lois de groupe

formel équivalentes.

Fxemple, — Il est clair que 1la loi de groupe formel associée A la codé~
A ——————— R

formation nulle de Sog est 1la loi de groupe additif X + Y .

(7.2) Soient F une codéformation de So) et f(X, Y) sa loi de
groupe formel associée, On a un isomorphisme canonique de la higébre
S¢g sur la bigébre K[Z1 yeooy Zn] qui envoie e, sur -5-31- 7% .
Notons encore 415: le produit transporté sur K \’_z1 sesesy zn] .
Soient les polynomes P(Z) = f’; %’ﬁ- z% et Q(2) = % %PT z®.

Avec les notations de (7.1), on a:

o

2 z Al Al

Tz o
Y y! %A“Vﬁ opy} *

Or le crochet précident peut s'écrire:

3% p P Q Y ‘
¢ = £(2 , L2) o P(X)Q(Y)
b PY 3x¥|x0 27" lr-o (ax Y X=Y=0

d'ot la formale

(7e241) P alg; U2Z) = exp(z £(2- , 2-)) . P(X)Q(Y)I

dX  dY XuY=0
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“n particulier, dans le cas de la déformation nulle, on as

¥ ¥
Pra(z) = 2 o (Do 2y Y
¥ 93 bY) P(x)Q(Y)

X=Y=0
Revenons au cas général, Notons g(X, Y) 1}a partie non linéaire
de (X, Y) d.e. (X, ¥) = X+ Y + g(X, Y). En reportant dans (7.2.1),

on obtient:

Px Q(z) = 2 =% (2. 2 +g(—§—,—;‘4-))x .P(X)Q(Y)l
Y

o Yy ¥' 3x 2y 2% X=¥=0
R o, A B R e |
E g ey ]|
TE(FFE R e )|,

or, d'~pris le cas particulier vu ci-dessus, ce dernier crochet est
s

) . 2 2\ R
Amal 3 Fl— 5, —) < P(X)Q(Y) d'ou la formule:

Ax DY X=Y=2

(7.2.2) P x Q(2) = exp(z g(-a-— ’ 2y . P(X)Q(Y)|
F dX oY X=Y=2

Re'nraue, — Si f(X, Y) est un polynome, alors la loi % s'étend enm

F
un produit sur 1'algétbre des séries formelles K [[ Zl secey anj

donné par les m&mes formules, On définit dans ce cas une déformation de

s
1'algébre de Poisson complétée SUJ .

(7+3) On va donner la loi de groupe formel associée A une codéformatioa
de Weyl, On se limite au cas convergent. Pour cela, on suppose gue K eost
mm———

un corps valué complet non trivial de caractéristioue nulle. Dans oce ocasy

1a loi de groupe formel associée i une codéformatiom de Weyl P egp

1a loi de eroupe formel de Gampbell-Hausderff do 1'alg¥tre de Iie (¢ K1)

(cf.[6], choIIT , § 4, thed )
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Notons nu'ici la loi de groupe de Campbell-Hausdorff est convergente
et définit sur un certain voisinage de zéro de K° un groupuscule de
Lie V . Soit Q= V s k" 1'injection canoniques @ induit un iso—
morphisme @ : U(V) ——> U(k") de 1'espace des distributions sur V

a4 support contenu dans (0} dans l'espace des distributions sur '

a support contenu dans {0} « Le groupuscule de Lie V ayant pour algd-
tre de Lie O], U(V) s'identifie a UU] . D'autre part, U(x®) s'iden-
tifie 2 1'algébre symétrique S(Kn) aui, elle-m8me, est isomorphe 2 ch o
On obtient donc un isomorphisme d'espaces vectoriels qJ t UC{] -—-—>SC:)’ .

-1
Alors, ‘{/ est la symétrisation dont la déformation associée est F .

§ 8. DEFORMATIONS DE MOYAL.

P

On suppose toujours que K est une Q-algdbre,

Cn prend pour <ﬂ une K-algébre de Heisenberg de dimension n = 2m+l,

ére

définie par une base (e, ), (cf. (2.4), 1°I°® partie). Fn identi-

fign
fiant 5y et K[Xl yeeey Xn] au moyen de cette base, le crochet de

Poisson sur K[X, y.e, X ] est donné par 1'égalité (2.4.1), 1°Z® partie.

Notons F 1la d4formation de Weyl de 50 (cfe (6.5))e On vérifie
snns difficultés aue la loi de groupe formel f(Y, Z) associée a la

codéformation F est:

]
-
+
™3

fi(Y, Z) i i pour i é{l goecey 2“‘}

fn(Y, 7)

m
1
Yn + Zn + _5-( E‘ (Yi zi+m - Y:‘u—m Zi)) *

m
Posons h(Y, 2) = 7 (1{i Ziom = Yiim zi) o La formule (7.2.2)
i=1

fournit une série formelle en la seule variable Xn H]

(6.1)  Px aX) = exp(—2 i n(2-, 2) . p(1)a(z)
F 2 2Y 2z Y=Z=X



Puisqoue h est un polynome, cette égalité s'étend aux séries

formelles et exprime alors la déformation de Weyl de 1'algébre de

. N ~\
Poisson complete 5 C-Q .

PROPOSTTION, - Tout idéal de Poisson I, = (X =-A) de Soj

(cf. prop. de (2.4), 1°F% partie) est un idéal bilatire de 1'algde

bre diformee (%% s ¥ Do
F

Pr~uve, = La formile (8.1) montre aue, vour tous polynomes P et Q

dans K[Xl veoay Xn], on ~ ¢

Py ((x =A)Q) = (X =A) (Px%Q) cqfd,
F n n F

Par passzge au quotient, la diformation de Weyl F détermine done
une d~formation de degré 2 de l'algébre de Poisson ch/ I, munie

du crochet >\‘{ ’ } y OU { ’ } est le crochet de Poisson classique.

Cette d- "form:tion s'appelle la déformation de Noyal de 1'algébre de

Poisson classioue S(ﬂ/ :[A « Notons 2\(— et [_-_, ]§ le ovroduit et
le crochet d<formés, Pour deux polynomes P, Q de X [Xl seesy x2|n_~]’

on & donc:

A d 9
€. = exp(S~ « h(== , =)) . P(Y)Q(2)
( 2) P:(\"Q(X) p( 2 h( aY ’ az)) ( | Y=7=X

et, comme h est antisymétrique,

b} 2 .é-
(e,2) LP, Q] ,7(: (X):Zsh(-%— . h(-b—; ’ az)) . P(V)Q(2) l YeZeX d

Ces formules s'étendent aux séries formelles, fournissant ainsi
les expressions de la déformation de Moyal de 1'algdbre de Poisson

classiaue compldte,

La déformation de Moyal peut se déorire 2 la manidre de (3,2) pap
1tobjet S0/ I, —T U/ 0 (1) oui se déduit de la symétrisa-

tion T 1 Sgg—>Uqj , 11 est clair que 0 (I, ) est un idéal bilatdre
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de U 0] et que 1'algébre ouotient U/ g (1,) est une algebre
hamiltonienne de degré 2, définie par 2m générateurs x40 Yy (1\<1\< m)
et les relations:
AR A A (1£igm)
- = - r = - = & i
x, xj X% =¥y yj Y5 Yy =Xy yj yJ. x, o) dés que F i
Pour A= l‘K y c'est 1'algébre de Weyl (cf. (1.3), 1é£e partie).

Passons maintenant au cas ol K est un corps algébriquement clos de

caractéristique nulle,

THEOREME, - Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique

nulle, tout idéal de Poisson maximal Ol de S¢j est un idéal

bilatire de l'algébre déformée (So‘) s % )e
F

e —

Preuve. ~ D'aprés la proposition pr-cédente et celle de (4.7), 1°T®par-

2m
tie, i1 re:. te A ex~,miner le cns ol O = Z ()(:.l - ai) + (Xn), avec
i=1
)
(al yoeoy 3,)m) € X" . le résultat est alors immédiat en vertu de (8.1).

<

Ainsi, tout élément de SPM(SL(’J) détermine une déformation cuotient

de la déformation de Weyl, Cette déformation auotient est déorite par

1'objet S/ —>U ) /T (01) . Fn utilisant la bijection canonique
4’0 : SPM(S¢)) —> Spm(Uc)) introduite en (4.6), 1°re partie, on peut
voir oue 0'(01) = ‘-l'o( ) ., I1 serait intéressant de généraliser A

d'autres algébres de Lie (nilpotentes, par exemple) cette description

des déformations quotients,

Exemple, - On considire les algfbres de Poisson claasiques Zm (a
EXCMP_Te
coefficients réels) et Zm (2 coeffiocients oomplexes). On a une injeo-

tion naturelle Zm“’Tm e Si P et Q sont deux polynomes A& coef-

ficients réels, le produit et le crochet usuels de Moyal de P et Q

sont P -X;YQ et [P, Q_] * (cf. Eﬂ-:] et [:’2.:\.]), o'est-a-dire:
-5 -3K
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P oy aX) = exp(- <3 | (2o, 220)) . p(1)Q(2) { ,

~iX 2 3y 2z ~2=X

[Fra] x (0 - sin(E- . h(—-bé; , 'éa'z)) PR |

Ces formules s' tendent aux séries formelles., Cette extension permst,
rrice au thforéme de Paley-Wiener, de définir le produit de Moyal dans
1'espace FE’ y image par la transformée de Fourier de 1l'espace des
distributions 4 support compact sur 1R2m . On obtient alors des expres-

sions intégrales pour X , et 1'on constate au'elles ont enocore un

-if

sens pour les fonctions 4 décroissance rapide sur T.Rzm s définissant

ainsi le produit de Moyal sur 1'espace :F (cfs [1‘5] )e

¢ 9.  CONCLUSION.

Au vu de 1'exemple précident, donnons une définition générale des
déformations quotients,

Soit A une K~algébre de Poisson de type fini et relevable (cf. (3.5),

1°T¢ partie). A est donc une algebre de Poisson quotient K[Tl secey TN]/I
ou I est un idéal de Poisson de KEI‘l yesey TN__\ + On se donne une déforme
tion P' (resp. une codéformation F') de K [-Tl gesey TN] telle gque I

soit un idéal bjilatére pour ¥ . La loi quotient sur A détermine alore
Fl

une apnlication K-bilinéaire F: Ax A——>A faisant de A une K-algdbre
associative unifidre; F sera appelée une déformation (resp. une codéfor-

mation) de 1%a2lgébre de Poisson A.

Pour étudier les codéformations de A, il suffit de prendre pour P*
une déformation de Weyl de K [Tl TXXY) TN] puisque toute codéformatiom
de K [-Tl secey TN] est équivalente & une telle déformation (of. (6.5)).
D’autre part, on dispose pour les codéformations des techniques des algdte*
enveloppantes C14] o I1 serait donc intéressant de développer des teche-

niques analogues pour des déformations quotients plus générales,
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