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GEOMETRIE ALGEBRIQUE DE POISSON ET DEFORMATIONS 

par Roland BERGER 

l -ère p a r t i e - LE FORMALISME POISSONIEN. 

§ 1. ALGEBRES DE POISSONS - EXEMPLES. 

Dans ce paragraphe, К désigne un anneau oommutatif# 

Une K-algèbre de Poisson est un K-module A muni de deux structures 

d falgèbre: l fune associative commutative unifère et l 1autre de Lie, 

telles que le crochet de Lie soit pour le produit assooiatif une dériva* 

tion en chaque variable. L 9exemple classique dont est tiré la terminologie 

est celui de A « <^°(м), algèbre des fonctions 0 ^ sur une variété 

sympleotique M munie du crochet de Poisson usuel» Mais nous verrons 

qu fil existe bien d fautres exemples de nature variée. 

1 . 1 DEFINITIONS ET NOTATIONS» 

Soit A une K-algèbre associative, commutative, unifère» On note 

J1_(A) (resp. D e r ( A ) ) le A-module des K-différentielles (resp. des K-déri-

vations) de A et : A > - T L ( A ) la K-dérivation canonique. On sait 

oue les A-modules Der ( A Ï et - Û . ( A ) = Hom4(-flL(A), A ) sont canoniquement 

A 

isomorphes ( , § 10), ce oui permettra au besoin de les identifier. 

On se donne une application K-linêaire t A >Der ( A ) telle 

que Ъд(а)(а) » 0 pour tout a € A . On pose, pour tout a et a 1 dans A , 

С a, a»] = ^ A(a)(a«). 

Ce crochet est antisymétrique et ^ A est une K-dérivation de A dans le 
A 

A-module Der(A). On dit que A muni de 7> k est une pré-K-algèbre de  

Poisson, et que t f 3 e»t son crochet de Poisson. 

D eaprès la propriété universelle de - Q . ( A ) , il existe une application 

A-linéaire unique h t - T L ( A > > D e r ( A ) telle que h*d A « . 
ж. 

L'application ht J L ( A ) >-&(A) détermine alore une forme A-bili-
néaire alternée sur SL{k) i.e. un élément F de (Лд-П-(А)) défini par 

V a € A , V a ' É A , F l ^ a A ^ a » ) - £a, a* ] * 
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La donnée d'un élément F de ( A a - A - ( A ) ) équivaut à oelle de la 

K-dérivation òk telle que ^ (a) (a) = 0 pour tout a 6 Ai On dit que F 

A A 

est la forme fondamentale de la pré-K-algèbre de Poisson A . 

Si, en plus des hypothèses précédentes, le crochet £ , 3 vérifie 

l'identité de Jaoobi, A est appelée une K-algèbre de Poissonj s'idea» 

tifie alors à l'application adjointe de l'algèbre de Lie A . L'intérêt 

des algèbres de Poisson est que l'on peut définir pour elles une cohoao» 

logie, dite cohomologie de Poisson, qui est induite par la cohomologie 

de l'algèbre de Lie A Q83#
 Bien qu'aucune considération cohomologique 

n'intervienne explicitement dans ce travail, on se placera le plus sou­

vent dans le cadre restreint des al^èbres de Poisson pour deux raisons? 

d'une part par commodité de langage, d'autre part parce que tous les 

exemples naturels sont dans ce cadre-là. 

1»? A I X > : B K K S DK P O I S S O N G R A D U É E S . 

Soit A une K-algèbre de Poisson; on suppose que la K-algèbre asso» 

ciative A est graduée par une suite (A ) ^ € Q ^ <*e sous-modules i # e # 

A = A K et A K . A k , c A K * K ' pour tout (k, k')e IN * Q Ï . Etant donné 

un entier d > l , on dit oue A est une K-algèbre de Poisson graduée de 

degré d si, oour tout a e A K et a '€ A k , Qa, a '3 appartient à A ^ * ^ * - * 

(on pose A = 0 pour tout k < 0 ) . 

On peut construire de telles algèbres à partir d'algèbre s associa­

tives non nécessairement commutâtivesj ceci sera intéressant dans l'4tn» 

de des déformations. On part d'une K-algèbre associative unifère U filtre 

par une suite (U^Ç)1C6QJ
 d e sous-modules (avec IfeU^). Soit S « gr(U) 

l'algèbre graduée associée à Uj on a S » ̂ ^^j ̂  o ù ^ • ̂  / 0̂ . ^ pour 

k ^ l et S° « U q • On note gr f c i U K > l'application canonique* On 

dit que U est une K-algèbre hamiltonienne de degré d si, pour tout U^t^i 

u'€ U k , , uu' - u'u appartient à U k + k , _ d (on pose U f c • 0 ai k < 0 ) # 
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Cela implique que S est commutative et si on définit un crochet dans 3 

par [ g r k ( u ) f gr k f(u
f)J » ^ k + k ^ d ^ 1 ~ U , U ^ 1 1 e 0 t o l a l r q u e 3 e s t  

une K-algèbre de Poisson graduée de degré d» Pour que S soit de degré lf 

il suffit que S soit oomrtiutative# 

Voici deux exemples fondamentaux d 1algebres hamiltoniennes de de­

gré 1 (cf. £ 9 J K 

Exemple 1: Soit A une K-algèbre associative, commutative, unifère. Sur 

E n d ^ A ) , on a deux lois externes (a, D) l • aD et (af D)l a.D 

à opérateurs dans A , définies part 

(aD)(x) « D(ax> et (a.D)(x) « aD(x) 

pour tout X dans A , Elles font de End ^ ( A ) un A-bi module* 

Pour tout a e A et D € E n d ^ A ) , on pose ad(a)D = aD - a #D » 

ad(a) est un endomorphiaroe du A-bimodule End ^ ( A ) et une dérivation de 

l'algèbre E n d ^ A ) ! deux endoraorphismes quelconques ad(a) et ad(b) 

commutent toujours• 

Pour tout k£Oi, on pose Dif. ( A ) , Ker(ad(a ) , . . ad(eL ) ) • 

Dif F C ( A ) est un sous-A-bimodule de E n d ^ Í A ) , ainsi que la réunion Dif(â) 

des D i f ^ Î A ) , k £ Qî. Dif ( A ) est de plus une sous-algèbre de E n d g ( A ) , 

filtrée par les Dif, (A). On a les identifications Dif (A) « A et 

K o 

D i f ^ A ) S A ( & D e r ( A ) . Pour tout a e A , ad(a) est encore un endomorphisme 

du A-bimodule Dif ( A ) et une dérivation de l'algèbre D i f ( A ) * 

Il est facile de voir que Dif ( A ) est une K-algèbre hamiltonienne 

de degréljon 1 appelle l'algèbre des opérateurs différentiels de A » 

La K-algèbre de Poisson graduée de degré 1 gr(Dif ( A ) ) a*appelle 

l 1algèbre des symboles de A et se note Syrab(A). Notons que Symb ° ( A ) « A 

et S y m b ^ A ) = D e r ( A ) . 

Exemple 2 s Soit cj une K-algèbre de Lie» Il est bien connu que 1 9algèbre 
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enveloppante U cg de ojest une K-algèbre hamiltonienne de degré 1 

(Cf .QyJouD.oJ), d'où l'algèbre de Poisson graduée de degré 1 gr(Uoj). 

Par le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, on sait que si <g est 

un K-module libre (Cf* LS^ , §2) ou si К est une Q-algèbre ( C f . T O Cli.Xtf 

§ 3, ex. 16), I e algèbre graduée gr(U oj) s identifie à l'algèbre symétri­

que S C£ du K-module Oj # Dans oes cas, le crochet de Poisson de S Cg 

étend alors le crochet de Lie de aj à Soj tout entier, de manière unique. 

Ce dernier exemple nous amène à rechercher des crochets de Polsaon 

sur las algèbres symétriques. 

1.3 ALGKBRKS DE POISSON SYMETRIQUES. 

Soit V un K-module et soit S(v) lealgèbre symétrique munie de sa 

graduation usuelle; on veut faire de S(v) une algèbre de Poisson graduât 

de degré 1, ou de degré 2. 

Dans le premier cas, i l suffit de supposer que V est une K-al^èbr»  

de Lie. Le crochet de V se prolonge alors de façon unique en un crochet  

de Pl'isson de de^é 1 sur S(V)» On utilise pour cela le théorème d»exis­

tence et d'unicité du prolongement des dérivations (Cf. С J , §10 f ne9)« 
En effet, pour tout v t T , 1'endomorphisme ad(v) de V se prolonge de 

façon un! *ue en une dérivation, notée encore ad(v), de S(V). L » а р р Ц ш  

cation K-linéaire vi—>ad(v) de V dans le s(v)-module Der(s(v)) se 

prolonge de façon unique en une dérivation Ъх S(V) *Der(s(V)) # Ц 

est clair que Ъ(х)(х) = 0 pour tout x é V , puisqu fil suffit de consi— 

dérer le cas où x » VjX... xv^ avec v l f ..., v f c dans V* Le crochet défi» 

ni par *b vérifie l'identité de Jaoobi sur les éléments de V| il est aisé 

de l'étendre à tous les éléments de S(V). 

Dans le second cas, il suffit de se donner une forme K-bilinéai*» 

alternée В sur Y. L'application В se prolonge alors de façon unique en 

un crochet de Poisson de degré 2 sur S(v). En effet, pour tout v c V f 

la forme K-linéaire B(v, : V*—se prolonge en une dérivation 
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~d(v) de S(V); on étend ensuite 1 •application K-linéaire vi—*^(v) en 

une dérivation 2 de s(v) dans Der(S(V)). On vérifie comme oi-dessus que 

"à(x)(x) = 0 pour tout x 6 S ( V ) et que le crochet défini par 3 satisfait 

à l'identité de Jacobi. 

Exemple: Examinons le dernier cas sous les hypothèses suivantes! K est 

un corps, V est de dimension finie et B est non dégénérée. La dimension 

de V est alors n = 2m, m entier^!• Il existe une base syrapleotique 

(e.) de V telle que la matrice de B dans cette base soit 

f j On a donc pour tout i e(l, mj , 

* m 

l"e., J » - Te. • e.~l « 1, tous les autres crochets des éléments L i* i+m J L i+ra' î J 

de base étant nuls. 

Au moyen de la base choisie, on identifie les algèbres S(v) et 

K C**> x 3 • ^ e crochet de deux polynômes P et Q s'écrit alors 

1=1 i i+m i+m v i 

On reoonnnit dans le second membre de (l.3«..l) le crochet de Poisson 

classique j il suffit donc de vérifier l'égalité sur les éléments de V. 

M m i d'un tel crochet, S(V) s'appelle une algèbre de Poisson classique. 

Evidemment, la formule (l # 3»l) définit un oroohet de Poisson de de­

gré 2 sur K ^ X ^ P°**r tout anneau oommutatif K. Notons que 

l'algèbre de Poisson olasaiqme obtenue est associée à une algèbre 

hamiltonienne. On prend pour U la K-algèbre définie par 2m générateurs 

x±f y± ( l ^ i ^ m ) et les relations* 

X i y i * y i x i " 1 

X i Yi ~ Yi X i * Z i X j ~ X j X i ~ y i y j " y j y i " 0 d è s q u e i : / i • 

Il est immédiat que U est une K-algèbre hamiltonienne de degré 2 dont 

l'algèbre graduée associée s«identifie à l'algèbre de Poisson classique 

K f X l f • X n 3 • (Cf,£L<t3p # I44)# On dit que 0 est l'algèbre de Weyl 

à 2m générateurs. 
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Remarque ! Revenons au premier cas traité au début de (l.3) ainsi qu fà 

l'exemple 2 de (l.2>. A partir d«une K-algèbre deJLieQf f on peut donc 

construire deux K?algèbr?.s de Poisson graduées? S et gr(U cj), et l >ap> 

Eli^Aip.n^a^ij^ue S oj *gr(U oj) est un morphisme de Poisson surje«rMf. 

(Un morphi8me de Poisson est un morphisme pour les deux structures 

d falgèbre). On a donné des conditions dans lesquelles o'est un isoaor-

phisme» 

De même, à partir d'une K-algèbre associative« commutative t unlf&ye 

A , on construit deux K-alzèbres de Poisson graduées? l'une Jl(à)* 

que l'on va expliciter et l'autre gr(Dif ( A ) ) « Symb ( A ) qui a dé.ià été 

définie. On a cette fois une application canonique? Symb ( A ) • CA-fl(âY*
t 

qui est un morphisme de Poisson injectif» Dans certains cas importants, 

c'est un isomorphisme». 

1. 4 UNE ALGEBRE DE POISSON GRADUEE LIEE A L'ALGEBRE DES SYMBOLES. 

Soit A une K-algèbre associative, commutative, unifère» Tout appli­

cation K-multilinéaire symétrique de Ax...xÀ (k facteurs) dans A qui est 

en outre une multidérivation (i«e. une K-dérivation en chaque variable) 

s'identifie à une application A-multilinéaire symétrique de 

J L ( A ) X . • .x A ( A ) (k facteurs) dans A| leur ensemble est donc 

( H^JV.(a)) , dual du A-module k**5 e
 puissance symétrique du A-mo­

dule J 1 ( A ) . 

On pose 2 . SlUf ** « © ( 21*JL(a))* . ZkMkf ** e s t c a n o a ^ 
k t * A A " 

quement line K-algèbre de Poisson graduée de degré 1 ( Cf • C 9 J ) » 

Donnons les expressions du produit et du crochet de oette algèbre• 

Soient * * (Z*JLU))*"et £ ( z £ V o ( à ) ) * L'élément « x c*f de 

J^U))* et l'élémt {*, * t ] de ( 2 L ^ k , - 1 J L ( A ) ) * s o n t 

les K-raultidérivations symétriques définies pars 
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O * * ' » V X 0 k + k « > - <"» AC(l) , T" KVK) > < I T , , A«KK+i) , ,^*V(K+K«)^ 

pour tout ai» d a n s A et où C5̂ k k l désigne l'ensemble des per­

mutations de (l,.. #,k+k'} croissantes sur{l , . . , k y et {k+1, • • ,k+k' , 

tok',k-l 

- FFJR~* ^ t ( ^ ( V i r •• xV(k) ) x%(k +i)
x-- xVk +k--i)

)-

Notons que si k - k v » 1 9 Qocf s ( f J ooînoide aveo le crochet habituel 

des dérivations (V et oc1* 

Faisons le lien avec Symb(A). Soient k*Qî et DfcDif^ C A ) » On défi­

nit l1application ^ ( D ) d e Ax..*xA (k facteurs) dans A par 

fj c(D)(
a

1> • s^) • ad(a 1) # # #ad(a k)(D) pour tout a 1 > # . # f a k dans A « Il 

est clair que '^(D) est une aonlication K-multilinéaire symétrique, et 

c'est une multidérivation. En effet, pour tout d é D i f ^ A ) et a, b dans A , 

ad(ab)d = ax(ad(b)d) + bx(ad(a)d); on en déduit que ^ ( D ) est bien une 

dérivation en la première variable a^ puisque adía^.^adía^D € D i f ^ ( A ) # 

On a ainsi défini une application ffc de Dif k(A) dans ( 2 ^ A - Í L ( A ) ) 

qui est A-linéaire pour les deux lois externes de Dif ^ ( A ) et dont le 

noy&a est D i f ^ ^ A ) . Par suite, f induit une application A-linéaire 

injective ffc de Symb (A) dans ( ZL A - Í L ( A ) ) • L'ensemble des f , kcIN, 

donne donc une application A-linéaire canonique injective f de Symb(A) 

d«ns ¿Li ^ J U A ) • Vérifions que f est un morphisme de Poisson* 

Pilons D €Dj f (A) et D'èDif (A). Quand on développe 
k k 

ad(a^)»»«ad(ajc^l)(D: D * ) f il reste uniquement les terme B de la forme 

ad(a. )...ad(a )(D)xad(a. )...ad(a. )(D») avec i. < ... <i. et 
L L \ h \* 1 T C 

j 1 < « « . <J k, , indices deux à deux distincts dans{ 1,..., k+k'^ . 

Autrement dit f

k + k t ( D D') - ^ 1 x ^ , ( 5 ' ) . 
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D 1autre part, 

- ad(a 1)...ad(a k + k, - 1)(D» D) . 

Quand on développe le preaier terme de cette différence, il reste uni» 

quement des termes dans lesquels D est affeoté de k-1 ou k applloationa 

ad(a^), rangées dans l'ordre croissant des indices. On aura ainsi un 

terme du type 

ad(a ) ... ad(a. )(ü). (ad(a ) ... ad(a )(D»)) 
il \-l Jl \ * 

auquel on retranche le terme correspondant 

ad(a, ) . . . ad(a. ) ( D ' ) . (ad(a ) . . . ad(a )(D ) ) 

h Jk» 1 Tc - l 

avec i 1 < . . . <
i

l c _ 1

 e t ••• <3JCI » indices deux à deux distinots. 

Mais la différence obtenue est un élément de A qui n'est autre que 

ad(ad(a. ) ... ad(a. )D»). ad(a. ) ... ad(a. )(D). 
J l 3k' 1 *k-l 

(Kn effet, si d appartient à Dif(A) et a éA., on a d.a - a.d « ad(a)d ) . 

De même, un terme de la forme 

ad(a. ) ... ad(a. ) ( D ) . (ad(a. ) ... ad(a. )(D«)) 
*1 \ 31 3 k ' - l 

auquel on retranohe le terme correspondant 

ad(a. ) . . . ad(a ) ( D ' ) . (ad(a. ) ... ad(a )(D ) ) 
Jl V - l 1 1 Te 

donne l'élément de A suivant: 

- ad(ad(a ) . . . ad(a )0). ad(a 4 ) . . . ad(a )(D»), 
*1 \ h 3k ,-l 

Finalement f k + f c. ^ [_D, D ' J H a ^ . . . , a ^ , x ) est égal à la somme 

Y" 

0 ^ 4 , ^ \ )...ad ( a ^ ( ) ( D . ) ) . ad(a^ ) . . . « ( * ^ ^ ) ( D ) 

V ^ S c - l 

à laquelle on retranohe la somme 
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ad(ad(a. ) ...ad(a )(D)). ad(a. ) ...ad(a. ) ( D ' ) , 

i 1

<-» < ilc 1 k h \*-\ 

les indices étant toujours deux à deux distinots dans {l,..., k+k'-l) . 

On a donc bien ^ . . ^ |j>, D'] ) - [ f K ( D ) , f K , ( D ' ) J . 

THEOREME. - L'application oanoTUgn* 7 , Symb(A) > Z. -OÍ A ) * * * est 
A 

un morphisme in.-ject-if d'algebres da Poisson graduées. 

Notons eue f o . id A et » i d ^ ^ . En particulier, si 

Z^-O-U)*** eat engendré (en tant qu'algèbre associative) par PerU)« 

f est un isomorphisme. 
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§ 2. A 1 G E B K K COMMUTATIVE P 0 I 3 S 0 N I E N N E . 

K désigne toujours un anneau oommutatif. 

2*2 — M(')_RPH] SMES DE POISSON - IDEAUX DE POISSON» 

Soient (A, à ) et ( B , à ^ deux pré-K-algèbres de Poisson de for­

mes fondamentales respectives P et G. Une application f: A > B 

s'appelle un morphisme de (A, a ) dans ( B , "à ) si c'est un morphine 

pour les deux structures d'algèbre s de A et B. Gela signifie que o'eat 

un morphisme de K-algèbres associatives unifères tel que pour tout 

a*A, à B(f(a)) . f « f • B A(a). Cette dernière égalité est 

équivalente <\ 

V c ^ £ XL(A), V o o » é i l ( A ) , < G,XL(f)oo A il(f f)co'> « f ( < F , ou A o j ' > ) 

où jTL(f ) • X L ( A ) > J L ( B ) est l'application canoniaue telle que 

. f = _a(f) • d A . 

Si A et B sont des algèbres de Poisson, f est alors un morphisme de Lia; 

on dit que c'est un morphisme de Poisson» 

Soit A une K-algèbre de Poisson. Une sous-algèbre (resp. un idéal) 

de la K-algèbre associative A qui est en plus une sous-algèbre de Lie 

(resp. un idéal) de l'algèbre de Lie A, s'appelle une sous-algèbre  

Poisson de A (ïesv. un idéal de Poisson de k). 

Soit I un idéal de Poisson de A et soit p : A > A/l l'appli­

cation canonique. Il existe alors un unique orochet de Poisson sur A/j 

tel que p soit un morphisoe de Poisson» On dit que A/l est 1'algèbre  

de Poisson quotient de A par l'idéal de Poisson I. 

Toute intersection et toute somme d'idéaux de Poisson est un idé*i 

de Poisson, ainsi que le produit de deux idéaux de Poisson* Tout idéal 
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de Poisson distinct de A est contenu dans un idéal de Poisson maximal• 

Pour tout id.'al I de 1' algèbre associative A, il existe vin plus petit 

(resp. un plus grand) idéal de Poisson contenant I (resp« contenu dans l ) | 

on note T T ( I ) le plus grand idéal de Poisson contenu dans I» 

Dans C 1 6 ] * 1 1 e s t ^onné une preuve (incomplète) du fait que si I 

est un idéal premier de A, T T ( Ï ) est encore premier. Nous allons montrer 

ce résultat dans le cas où K est une (^-algèbre. 

2.2 ID-'AUX DE POISSON PREMIERS» 

Soit A une K-algèbre de Poisson» Pour tout idéal I de A et pour 

tout a fcA, on pose 

cra(l) = ^ s € A ; 3 m e W , a m s el 

XT (i) est un idéal de A contenant I. Si, en outre, I est un idéal de 
a ' i I.— 

Poisson, cr (i) est un idéal de Poisson» Soient en effet s G <T ( i ) —_ a * —————— 

et t e A et soit me{N tel aue a ms el. Alors: 

[i ; a^ m s ] a a 2 m £ t , s^ + 2a m s £t, a mJ 

ce qui prouve que a 2 m £ t , s] 6 I i.e. ( t , sj € <T^(l). 

D'autre part, <T ( l ) « A si et seulement si a appartient à la 

a 

racine V T d e l'idéal I . 

LEMME» - Soit P un idéal premier de k. Pour tout a € A n'appartenant  

pas à la racine de TT(p). o n A < T ( T T ( P ) ) « Tï(p) # 

Remarquons d fabord que si a ^ P , <r (-n ( P ) ) est contenu dans P 

(oar P est premier) | la définition de Tt(p) entraine que 

<T (tï(p)) . T T ( P ) # 

Passons au cas général où a ^ N / T T ( P ) et montrons que <T a(fr(p ) ) c P 

(ce oui donne le résultat comme précédemment). Sinon, il existe 
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£ (Fi TT (P^- tel nue s ̂  P . Mais alors <T ( T T ( P ) ) = 7 T ( P ) et il 
a s 

eyS-tfr néCN vérifiant a
m s £ T T ( P ) . n particulier, a"™ 6 < T ( T Ï ( P ^ ) 

s 

d'o-! ̂ m e TT(PÏ ce ̂ ui est absurde. 

T H K № j ^ # - Pour tout id«'al nremjer P de A Y T\(v) est un idéal primaire  

de A . En particulier, la racine de TT(p) est un id-al premier de A t 

Soient A et dans A tels que aa ' e n(p) et a ^ T t ( P ) * On doit 

montrer que a 1 £ T T ( P ) . Sinon, d'après le lemme, cr f ( r r ( P ) ) - T|(p)# 

a 

Or aa 1 6 tf(p) implique que a f= < T T ( T T ( p ) ) ce qui est absurde. 

a 

COROLLAIRE 1. - Supposons que K soit une Ofr-algèbre» Pour tout idéal 

premier P de A, T T ( P ) est un idéal premier de A . 
« 

D'après le théorème, cela revient à prouver que TT(p) = \) TT(p) % 

Pour cela, il suffit de montrer que \( TT(p) est un idéal de Poisson 

de A (car TT 

(P) c ifn-(p) C P ) . 

Soient s <~ \f Tî(p) et aéA# Pour voir que Qa, s j est encore 

dans \Trr(P), on peut supposer que s ^ Tï(p). Soit n le plus petit 

entier>1 vérifiant s 1 1 £ T T ( P ) ; ainsi Qa, s 1 1 ^ £ "H(p). Or 

Qa, s nJ «= n s 1 1^ 1 Qa, s ̂  

et comme n est inversible dans K, s n~* Qa, sj appartient encore à 

T î ( P ) . Mais s 1 1 1 4 n ( P ) et 1 • idéal T T ( P) est primairej on en oonolut 

que Qa, s ] 6 1>TT(P) cqfd. 

COROLLAIRE 2 . - On suppose que K est une (R-algèbre; on a les proprirf**» 

suivantes? 

(i) Tout idéal premier minimal de A est un idéal de Poisson» 

(ii) Tout idéal premier, minimal parai oeux contenant un idée!  

de Poisson J, est un idéal de Poiaaon. 

(iii) Tout idéal ù% Peimmem mmmimal de A «at pramier. 
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(iv) Pour tout idéal de Poisson J de A, yTjT est l'intersection  

des idéaux de Poisson premiers contenant J; en particulier c'est  

un idéal de Poisson» 

(v) Pour tout idéal radicjel I de A , TT(l) est encore radiciel» 

Preuve» — (i) résulte immédiatement du corollaire 1» 

Pour prouver (ii) f on applique (i)à 1'algèbre de Poisson A/j# 

(iii) Soit J un idéal de Poisson maximal de A . Il existe un idéal pre­

mier P contenant J. J est contenu dans T T ( P ) donc J * T T ( P ) et le résul­

tat vient du corollaire 1» 

L'assertion de (iv) résulte de ce que est 1'intersection des 

idéaux premiers minimaux contenant J, qui sont de Poisson d'après (ii)» 

Enfin, soit I un idéal radiciel de A , i»e» 7 I = I» On a 

n(l) C \Trr(l) C I , d'où la conclusion à l»aide de (iv). 

On notera comme d'habitude Speo(A) (resp» S p n ( A ) ) l'ensemble des 

idéaux premiers (resp» maximaux) de A , muni de la topologie de Zariski» 

L'ensemble S P E C ( A ) (resp. SPM (A)) des idéaux de Poisson premiers 

(resp» maximaux) de A est donc une partie de Spec(l), et on a 

S P M ( A ) C : S P K ( A ) » 

Dans le § 3# on appliquera ces résultats quand K est un corps  

algébriquement clos de caractéristique nulle et A est une K-algèbre de 

type fini» Dans ce cas, pour tout idéal Ce de A , est l'intersection 

des idéaux maximaux contenant CX ; de plus, Spm (A) est dense dans 

Spec ( A ) » Ces propriétés s'étendent au cas Poisson de la façon suivantes 

PROPOSITION» - Soit A une K-algèbre de Poisson de type fini sur un  

corps algébriquement clos de caractéristique 0. Si A vérifie la pro­ 

priété suivante: 

( M ) Pour tout idéal «axiaal W de A » TT (m) est nn idéal de Poisson  

maximal» 
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on a alors; 

a) Pour tout idéal de Poisson de A, est l'intersection des idéaux 

de Poisson maximaux contenant Ol% 

b) SPM(A) est dense dans S P E C ( A ) « 

Preuve« - a) \[(A, est l'intersection des idéaux maximaux oontenant crt | 

c'est donc aussi l'intersection des Tr(*Vi) qui sont par hypothèse des 

idéaux de Poisson maximaux* Mais tout idéal de Poisson maximal X est de 

la forme n C H i ) en prenant pour tt\ un idéal maximal contenant I f oqfd , 

h) Soit U un ouvert non vide de SPEC ( A ) $ il existe donc un 

idéal ot de A tel nue U soit l'ensemble des idéaux de Poisson premiers 

de A ne contenant pas Ci ». Soit P dans U* P est l'intersection des 

idéaux de Poisson maximaux le contenant* Il existe nécessairement un 

tel idéal de Poisson maximal f-H ne contenant pas (X , dono f 

rH £ U A SPMÏA) cqfd. 

2.3 LOCALISATION. 

Soit A une K-algèbre de Poisson (K anneau oommutatif) et soit S 

une partie multiplicative de A (Cf • [^Q p»66) • Notons S~^k la K-algèbre 

des fractions de A à dénominateurs dans S et Cps« A—>S*"
1A le morphiaM 

d'algèbre s canonique. Il existe alors une unique structure d'algèbre de 

Poisson sur S*"1 A telle que <j> soit un morphisme de Poisson» 

En effet, le crochet de S~*A est nécessairement défini part 

[a â  "J ss 'Ca > a'3 -> sa' Ca«B 93 -as ' C s , a ' 3 + aa' Cs,s'J  
1 J * 2 . 2 

s s' s s 9 

pour tout a, a' dans A et s, s 9 dans 3» 

Ce crochet est bien antisymétrique et on vérifie qu'il satisfait à 

l'identité de Jaoobi. 

L'expression du crochet de S~*A montre que, pour tout idéal dm  

Poisson OC de A , S^OL est un idéal de Poisson de S ^ A » 
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Il est immédiat nue pour deux parties multiplicatives S, T avec 

S C T, l'application canonique S""1A ^ T - 1A est un morphisme de Poisson» 

Soient s et t deux éléments de A et soient les parties multi­

plicatives S = ^ s n ; n € Dî^ et T = | t nj n € CN^ • Supposons que dans 

l fanneau A, s divise t. L'application P Ai S
- 1 A > T - 1A définie par 

1 s,x 
a u n 

p . (—-) = — - — si t = su, ne dépend pas du choix de u. Il est 
• s . x n x n 7 s x 

clair aue P_ . est un morphisme de Poisson* 
i S , v —— ——- — i 

2.4 UN KXEMPLK D'IDEAUX DE POISSON. 

Soit OJ une K-algèbre de Lie (K anneau commutatif) et soit S CJJ 

lfalgèbre de Poisson graduée de degré 1 qui s 1 en déduit. La représeï*-

tation adjointe ad de oj dr.ns OJ définit une représentation, notée en­

core ad, de OJ dans S crj (cf. (l.3)). Pour qu'un idéal I de S CJ soit  

un idéal de Poisson de S Oj , il faut et il suffit que I soit stable 

pour cette représentation. 

Prenons par exemple pour <7j une K-algèbre de Heisenberg de dimension 

n = 2 m + l ( m ^ l ) . C'est une algèbre de Lie définie par une base 

(e.), ^. ̂  e * l e s relations 
v l'I^i^n 

Te. , e. 1 = - Te. , e.~l = e^ , (ixTixlm), 
L i 7 î+m J L i4m 9 i-J 2m+l v v ^ 1 9 

les autres crochets des élorients de base étant nuls. 

Quand on identifie S CQ h KjXj x j au moyen de la base (e^), 

le crochet de Poisson de S Oj est défini sur les polynômes par? 

La proposition suivante exprime le passage entre Mécanique Quantique 

et Mécanique Classique» 
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PROPOSITION . - Pour tout A é K, l'idéal I ̂  * ( X q - A ) engendré par 

X n - A est un idéal de Poisson de S g . L'algèbre de Poisson quotient 

S<^/ 1^ s'identifie à l'algèbre K X 2 m ] muni dn 

crochet A | , j { , j est le orochet de Poisson classique, 

La première assertion est immédiate puisque [.s^» X

B "* ̂ 3 " 

L'application K [ X x xj » K f Xi »•••» X2n3 q U i à * ° U X 

me P(X X X n ) assooie le polynôme P(X 1 ,.**, x

2 r a > ^ * M y w i * ^ 

et définit donc un isomorphism* d'algèbres associatives de 

K [X x X n ] / I A dans K [ X j x

2 n ] •
 E n comparant (1.3.1) et 

(2.4.1), il est clair que c'est un isomorphisme de Poisson quand on 

munit K * 2 m^j
 d u crochet ^ [ * • 
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ì 3» ALGEBRES DE POISSON ET GEOMETRIE ALGEBRIQUE. 

Nous utiliserons la présentation de la Géométrie Algébrique donnée 

dans 0-^D« Dans tout oe paragraphe, K désigne un oorps algébriquement  

clos, 

^ 1 VARIETES ALGEBRIQUES DE POISSON» 

Soit X une variété algébrique de faisceau structural O0^ » On dit 

que X est une variété algébrique de Poisson si ©"^ est un faisceau 

d'algèbres de Poisson» 

Une variété algébrique de Poisson est dite triviale si toutes les 

algèbres de Poisson composant son faisceau structural sont triviales, 

i.e» de crochet nul» 

Soient X et Y deux variétés algébriques de Poisson et soit u un 

morphisme de variétés de X dans Y; u s'appelle un morphisme de variétés  

algébriques de Poisson (ou, plus simplement, un morphisme de Poisson) 

si, pour tout ouvert V de Y, le comorphisme f(V, © ^ ) > ̂ ( u^Cv) f 0^) 

est un morphisme d'algèbres de Poisson» 

Soient X et Y deux variétés algébriques de Poisson telles que X 

soit une sous-variété de Y. X s'appelle une sous-variété algébrique de 

Poisson de Y si l'application canonique X > Y est un morphisme de 

Poisson» Les ouverts de Y sont de telles sous-variétés» 

Notons que l'on a défini la catégorie des variétés algébriques de 

poisson. La catégorie des variétés algébriques (triviales) est une sous-

catégorie pleine de oelle-oi. 
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3»2 VARIETES ALGEBRIQUES DE POISSON AFFINES» 

Soit X » Spm(A) une variété algébrique affine, où A est une K-algè­

bre réduite de type fini* Si X est une variété algébrique de Poisson, 

alors A » V (X, O^) est une algèbre de Poisson* Réciproquement, suppo­

sons que A est une K-algèbre de Poisson et montrons que X est oanonique-

ment une variété algébrique de Poisson i*e. pour tout ouvert U de X f 

T^U, est une algèbre de Poisson et ohaque morphisme de restriction 

est un morphisme de Poisson* 

Pour cela, il suffit de se limiter aux ouverts principaux* Soit 

D(s) un ouvert principal de X, i*e* l'ensemble des i éX tels que 

s(x)/ 0 (s étant un élément de A). On sait que r(D(s), O^) est 

l'algèbre des fractions S~*A où •On munit alors 

T(D(s), O ^ ) de la structure d'algèbre de Poisson définie en (2*3)* 

Si D(t) est un ouvert principal contenu dans D(s), alors s divise \ m (m>l 

dans A et on a vu que le morphisme de restriction p deT\D(s), ©" ) 
s,t * 

dans T(D(t), & x ) est un morphisme de Poisson* 

Soient maintenant deux variétés algébriques de Poisson affines 

X = Spm(A) et Y » Spm(B). Tout morphisme de variétés algébriques de 

Poisson u de X dans Y définit un comorphisme de Poisson T*(u) de B 

dans A* Réciproquement, soit f : B >A un morphisme de Poisson et 

soit u « Spm(f): X > Y l'application qui s'en déduit* Montrons que 

u est un morphisme de Poisson* 

En effet, si D f(t) est un ouvert principal de Y, alors 

u - 1(D ' ( t ) ) « D(f(t)) est un ouvert prinoipal de X* Posons T « £ t t t | mell | 

et S - { ( f ( t ) ) n « f(t n)i n c « | * Le ooiorphisn* de V(D» ( t ) , 

T(D ( f ( t ) ) , Ô T . ) est donc l'application de T - 1B dans S~XA qui à i L . 
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f ( h) 
associe _ , r>our tout b 6 B et neDJ; un calcul immédiat montre que 

f(t ni 

c'est bien un morphisme de Poisson* 

^n résumé, on a prouvé que la catégorie des variétés algébriques 

de Poisson affines est équivalente à la catégorie duale de la catégorie  

de3 algèbre3 de Poisson réduites de type fini» 

3.3 FERMES DE POISSON» 

Fixons X = 3pm(A) une variété algébrique de Poisson affine» Les 

fermés de X sont notés comme d'habitude V(#t), où Ol est un idéal de Aj 

ce sont les sous-variétés algébriques fermées de X» On a V( OC) « Spm(A / 0 £ ) 

et l'injection canonique i: V( Ol) > X donne le oomorphisme cano­

nique V (i): A > A /Ut • Il est donc clair que: 

V( Ol ) est une sous-variété algébrique de Poisson de X si et seule-

ment si Ol est un idéal de Poisson de A» 

les sous-variétés algébriques de Poisson fermées de X sont appelées 

plus simplement fermés de Poisson de X» Voici la traduction de quelques 

résultats du \\ 2, dont certains supposent K de caractéristique nulle» 

D 1abord, toute intersection (resp» toute réunion finie) de fermés 

de Poisson est un fermé de Poisson» Les fermés de Poisson de X définissent 

donc une topologie sur X, dite topologie de Poisson de X, moins fine que 

la topologie de Zariski». 

Pour tout fermé v( OL ) de X, il existe un plus petit (resp». un plus 

grand) fermé de Poisson contenant V ( c / t ) (resp» contenu dans V(c/t)). 

D'après le corollaire 1 de (2»2), le plus petit fermé de Poisson conte­ 

nant un fermé irréductible de X est irréductible. 

D'autre part, toute composante irréductible d'un fermé de Poisson  

est un fermé de Poisson (corollaire 2 de (2»2))» 

Enfin, l'ensemble des fermés de Poisson irréductibles (resp» minimaux 
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non vides) est en bijection avec S P E C ( A ) ( resp» SPM(A))» En particulier». 

tout fermé de Poisson minimal est irréductible. 

Regardons plus spécialement les fermés de Poisson minimaux (non 

vides) de X. Deux tels fermés V( Ct) et V( \A ) sont disjoints dès qu'ils  

sont distincts. Fn effet, supposons V( uc) O V( fcl ) /¿0; alors 

V(ol-H fcl) ̂ 0 donc ot + tf est un idéal de Poisson distinct de A contenant 

Ul et tt , ce qui implique C * + f r = a e t a t + N = f r , d'où V( ca) » 

Le résultat suivant utilise la propriété (M) énoncée dans la proposition 

de (2.2). 

PROPOSITION. - Les fermés de Poisson minimaux de X forment une partition 

de X si et seulement si la K-algèbre de Poisson A possède la pro­

priété (M ) . 

Preuve. - Supposons que les fermés de Poisson minimaux de X forment une 

partition de X. Soit Hi un idéal maximal de A correspondant à l'élément 

x de X. Il existe donc 01 e SPM(A) tel que x £ V( <*), i»e # Hi D Crc^ 

Mais alors n(rtt) = al 9 cqfd. 

Réciproquement, supposons (M) vérifiée. Soit x 6 X définissant 

l'idéal maximal *H . Alors x e V(Tt(r*i)) et TT(rtt) est un idéal de Pois» 

son maximal, cqfd. Notons que, dans ce cas, tout fermé de Poisson x 

est réunion de fermés de Poisson minimaux. 

3»4 ANNEAUX LOCAUX DES VARIETES ALGEBRIQUES DE POISSON» 

Soit X mie variété algébrique de Poisson et Boit x 6. X. On note 

l'anneau local en x; est la limite inductive des algôbres 

T(U, 6^) quand U parcourt les voisinages ouverts de x dans X# Pour un 

tel ouvert U et pour deux fonctions régulières f, g de V (u, & r ) 9 

l'élément ^ f , g3 détermine un germe en x qui ne dépend que des germes 

f et g définis par f et g en x; ce germe sera noté Lf, gj et il est 
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immédiat que l'on définit ainsi une structure de K-algèbre de Poisson  

sur • 

Supposons en particulier X irréductible et soit R(x) le corps des 

fonctions rationnelles sur on sait que R(x) est le oorps des fractions 

de tout anneau local & , x € X. D'après ( 2 . 3 ) , R(x) est donc canoni­

que ment une K-algèbre de Poisson telle que les injections >R(x) 

soient des morphismes de Poisson. Pour voir que tous les & ' donnent 

la même algèbre de Poisson sur R(x), il suffit de remarquer que R(x) 

est aussi le corps des fractions de tout anneau T*(U,0^) où 0 est un 

ouvert affine. (Cf. [li] p # 8 6 et p. 1 2 7 ) 

Revenons au cas général et à l'étude de l'algèbre de Poisson locale 

en un point x de X. Notons m l'idéal maximal de • Rappelons 

que 6^ = K.l © rtl^ et que l'espace tangent T^(X) de X en x est par 

définition le dual du K-eapace vectoriel m / H-t^ • Notons 

d x i (3^ ^T^U)*" l'application oanonique > fH x > H-<x / m ^ . 

Lfapplication (f, g) « ï\Jf> g J(x) détermine une forme K-bilinéaire 

alternée sur u , qui est évidemment nulle si f e K.l ou g 6 K # l • 

Soit la restriction de cette forme au sous—espace • Comme on a 

Bx(f,. • g 2) = g x(x) B x(f, g 2 ) + g 2(x) B x(f f g l ) , 

2 

le sous-espace est contenu dans le noyau de B^ . Par suite, B^ in­

duit une forme K-bilinéaire alternée sur T^Cx)* , que noua noterons B^ # 

Le rang de B^ , qui est un entier pair, s'appelle le rang en x de la  

variété algébrique de Poisson X et se note rgx(X)« 

La forme B x définit une applioation K-linéaire X x t Tx(x) >T X(X). 
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On pose = T T^ • d^ « Pour tout ouvert 0 de X et pour tout f € X^iU^Ô^ 

on peut donc définir le "champ de veoteurs tangents" ~d f au-dessus de U 

par l'application x ^ x ^ x ^ * o ù f x d é s i * n e l e g 0 1 ™ 6 e n x déterminé 

par f • 

Dans l'espace vectoriel T̂ (x) muni de la forme alternée 9 11 

existe une base (d f , ) w , où f. >•••» f sont des éléments de YH » 
X 1 1 4 1 ̂  n x n x 

telle que la matrice de dans cette base soit du type 

l-Ip 0 0 I • Le rang de X en x est alors 2p» 

\ 0 0 0 / 

Sachant que ( d

x

f

i ) 1 ^i< n
 C S * u n e * ) a s e d e ^ x

 e * Q U e l , a n n e a * 

local est noethérien, on peut affirmer que f^ f engendrent 

l fidéal H-*^ (Cf # L33 P.10). Si, en outre, X est irréductible et si 

x est un point simple (i.e. n = dim(x)), alors f^ f sont algé­

briquement indépendants et forment une base de transcendance de R(x) 

sur K. (Cf. ï>2} D.149). 

^•S VAJRJETES ALGEBRIQUES SYMPUCCTIQUES» 

Soit X une variété algébrique de Poisson irréductible» En analogie 

avec le cas différentiable (Cf. § 5)t nous allons montrer que l'appli­

cation rang de X dans IN est semi-continue inférieurement, mais sous une 

hypothèse supplémentaire• 

On sait que pour tout ouvert affine U de X, « V (U, ô^) est une 

K-algèbre de Poisson (réduite) de type fini et on a l'identification 

U « Spm(A u). Or une K-algèbre de Poisson de type fini A s'éorit 

K [T1 T N 3 / Ot tant qu'algèbre associative ( OL idéal de 

K [ T j )? mais il n'est pas certain que l'on puisse trouver 
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un crochet de Poisson sur K ,'•*., T de telle sorte que CX soit 

un idéal de Poisson et que les algèbres de Poisson A et K Q , • * • « T^/CK 

soient identiques* Si c'est le cas, on dit que la K-algèbre de Poisson 

de type fini A est relevable. 

THEOREME. - Soit X \me variété algébrique de Poisson irréductible* On  

suppose que pour tout ouvert affine 0 de X , l'algèbre de Poisson 

T(U, &J) est relevable* ̂ àlors l'application x I *rg (x) de X 

A ~ - X 

dans CN est semi-continue inférieurement« 

Preuve * - On peut évidemment se borner au cas où X. « Spm ( A ) est une 

variété affine irréductible. Par hypothèse, A est l'algèbre de Poisson 

quotient d*une algèbre de Poisson K C , * • * , P A R ^ idéal de 

Poisson û( • X s'identifie à l'ensemble algébrique V(^L) de K N * 

N 

Fixons x dans X* L'injection canonique X }K permet de consi­

dérer T^(x) comme un sous-espace vectoriel de T (K^) = K^ * En considé-

rant (T^ , »**, T N) comme la base de (K ) duale de la base canonique 

N x 
de K , il est clair que les restrictions T. , l ( i ( H , des à 

T (X) engendrent l'espace T^(x) • Par suite, le rang de la forme B^ 

_ _ 
est égal au rang de la matrice (B (T. . F\ )), . . . ̂ M • 

x v i 9 j " l < î, J < N 

Puisque X est irréductible, l'anneau local de X en x contient 
A , X 

A * Pour l ^ i ^ N , la fonction régulière sur X est donc un élément 

de (5^ ^ dont on peut calculer la différentielle en x* 

A , X 

En effet, l'injection canonique X >K N définit le comorphisme 

de restriction p : &^ +0^ • L'application qui s'en déduit 
K % x X ' x 
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K , х n'est rien d'autre que l'in» 
D * > D. p 

jection canonioue j: T^(x) • T (K N) «= K N .Si leélément t de T (x) s 1!-

s'identifie à D 6 Der*( & Y ,K), on a 
л A , X 

<t, d I(T i| x)> = Û(T.|x) = D . f ( T . ) -<j(t), d i T i > « ̂4(ахт4) 
où *j est la transposée de j # Or il est clair que la différentielle 

d T. de la fonction régulière linéaire T. sur K N est I eélément T„ de 
x i i i 

(K N) . Maiя alors *j(T^) = T* 

Le lemme étant prouvé, on peut alors conclure. En effet, 

rx(tj , t') - ^ ( ^ ( t J , ) , d I ( T . | X ) ) = [т4|х , т л| х1 (х ) - [т4 , t . ] ( ^ 

Ainsi, rr (x) est le rang de la matrice ( Г T. , T . 1 (x)). ̂  . _ _ # 

Soit un entier k€{o,..., N} . L'ensemble des х б Х tels que le rang en 
x soit $ k est dono l'ensemble des x de X tels que tous les mineurs 

d'crdre>k de ( [т, , T.3(x)), sont nuls; c'est donc bien un 
1 3 A^I,3^« 

ferm<^ de Zariski de X» 

COROLLAIRE. - Sous les hypothèses du théorème, l'ensemble des pointe 

de X de rang maximum est un ouvert partout dense de X» 

Les points de U Q «ont dits réguliers. Si le rang maximum de X est 

égal à sa dimension, on dira que la variété algébrique de Poisson X 

( que l fon ôuppose en outre non singulière ) est quasi-»sympleotiquot 

la variété algébrique de Poisson U Q étant dite sympleotique» 

Suppose»* X qnaei-sympleotique. Peur tout x 6 U 0 , ТГ est alors 

un ieoaorvhlam* le T?X(X) sur ̂ (l) , mi bien que l'on peut transporter 

la forae К-M 11 »<aiv« alternée BOB 4é«é»*ree sur T^X) en une forme 

K-bili»éair« altermee м в éé^émérém co^ eur ï x(X). Qo a dono 
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pour tout f et g dans & • 

Notons B (resp.u~>) l'application définie sur U Q par 

x i > B x £ A T X(X) (resp. x » > c o x e A T X(X) ) • Pour tout f dans 

t 1 (U Q * 6^)> soit df (resp. 3 f ) la "forme différentielle" zi » d

x ^ ^ 

(resp. le "champ de vecteurs tangents" >^ x(f^))# L'égalité ci-des­

sus s 1écrit: 

< co , 3 f A 3 g > - - < B , df A dg > = [ f , g ] 

pour tout f et g dans V (U Q , ^ ) # 

Exemple 1. - Tout espace vectoriel symplectique Y de dimension finie n 

est une variété algébrique symplectique. On munit en effet S(v) de la 

structure d'algèbre de Poisson classique induite par la forme symplecti­

que de V (Cf. (1.3))• En choisissant une base symplectique, on identi­

fie S(V) à K [ t x T n3 = A, On a bien sûr V = Spm(A) et il est clair 

que la matrice ( [ t f T 1(X)) est de rang n en tout point x de V. 

Exemple 2. - Soit aj une K-algèbre de Lie de dimension finie n. On mu­

nit SCY de la structure d'algèbre de Poisson induite par le crochet de csj 

(Cf. (l#3))• Les éléments de Soj sont naturellement les fonctions poly­

nomials sur oj* si bien que c'est qui sera considéré comme variété 

algébrique de Poisson telle que = Spm(Suj). 

Le rang en 1 6 ^ est donc le rang de la forme bilinéaire alternée 

(a, b)t > <x, fa, bj > définie sur OJ . La définition des éléments 

réguliers coïncide bien avec oelle donnée dans [l- 1*], P#50* Notons que 

s i n est impair, la variété algébrique de Poisson crj (qui est affine) 

n'est iamais quasi-symplectioue. 
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§ 4. APPLICATION A LA THEORIK DES ORBITES. 

Pour la théorie (algébrique) des orbites, on utilise • Les 

références sur les groupes algébriques sont [j5j et [±±\ . 

Dans tout ce paragraphe, K est un corps algébriquement clos de ca­ 

ractéristique nulle et OJ est une K-algèbre de Lie de dimension finie» 

On utilisera le formalisme de 1' exemple 2 terminant le § 3 # 

4.1 IDEAUX INVARIANTS ET IDEAUX DE POISSON. 

ad(oj) est une sous-algèbre de Lie de End(oj). Soit dt la plus pe­

tite sous-algèbre de Lie algébrique de End(cj ) contenant ad(oj). (Cf • \jL±\ 

p. 173). Notons le sous-groupe algébrique fermé irréductible de 

GL(oj) dont l'algèbre de Lie est Ce • s'appelle le groupe adjoint 

algébrique de . 

L'action de jt dans Oj se prolonge de façon unique en une action 

de <jt dans Saj par automorphismes d'algèbres associatives. La différen­

tielle en l'élément neutre de l'application Jt ^GL(SOj) est l'appli­

cation CL >End(Soj) qui est le prolongement par dérivations de 

l'action de oi dans oj . (Cf. \_3^ v. 137) 

PROPOSITION. - Soit E un sous-espace vectoriel de S g . 

(i) Si E est J^-invariant, E est invariant par la représentation 

adjointe de c/j dans SOJ . 

(ii) La réciproque de (j) est vraie dans le cas ou ad(aj) est al-

gébrique. 

Preuve. - Pour tout entier rJ£ 0, notons TT̂ t * OLCs^oj) la repré-

sentation de et dans - ̂  S Oj déduite de c/b • >GL(Suj)# Chaque 

TT^ est une représentation rationnelle de dt (Cf. Q 3 j P* 9 4 ) . On pose 
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C'est un sous-groupe algébrique de ai dont l'algèbre de Lie est 

L(H r) = { X € OC ; X ( E r ) C E r } . 

(Cf. [3 J P. 189-190) 

(i) Si E est cAr-invariant, chaque E est ̂ -invariant donc H - Cfc 

d foù L(H r) = vi • En particulier, chaque E^ est stable par la représenta­

tion adjointe, donc aussi E. 

(ii) Si ad(cj) est algébrique et si chaque E^ est invariant par la re­

présentation adjointe, alors L(H^) = ad(oj) « Ot donc H et chaque 

B est -invariant• 
r 

COROLLAIRE. - (i) Tout idéal de Saj qui est ̂ -invariant est un idéal  

de Poisson de S cg • 

(ii) La réciproque de (i) est vraie si ad(cg) est algébrique» 

11 suffit d^tiliser la condition donnée en (2.4) pour qu'un idéal soit 

de Poisson. 

4-2 ORBITES. 

agit naturellement sur CJ par bijections linéaires; oela dé­

finit une action (au moyen de morphismes de variétés) du groupe algébri­

que tfc sur la variété algébrique Oj*. On sait alors que chaque orbite 

dans CQ pour cette aotion est localement fermée» irréductible, et non 

singulière. (Cf. [3]J P. 98). 

Soit 0(x) 1 •orbite en x € O j * et soit 0(x) son adhérence» 0(x) est 

un ensemble algébrique défini par l fidéal j(x) de SU} formé des polyne-

*es s'annulant sur 0(x) (ou 0(x)). Il est clair que j(x) est<^-inva^ 

riant puisque, pour tout f * j(x) et a€ & , a.f(x) » f(a~l.x) - 0 

Donc J(x) eot un idéal de Poisson de S ̂  et 0(x) est un fermé de Poisson 

ê* <-Q* • 0(x) étant ouvert dans 0(x), on a donot 
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PROPOSITION. - Chaque orbite dans c j * pour l'action de <A est une sous-

variété algébrique de Poisson de . 

Notons que l'application J: O^- >SPEC(Soj) qui à x de tQ* associe 

l'idéal J(x) se factorise en une application Tt Cty*l/J{ > S P E C ( S ^ ) # 

Supposons maintenant ad(oj) algébrique. Le corollaire de (4*l) 

montre que tout fermé de Poisson de est réunion d'orbitesj en outre, 

les orbites ont la structure suivante» 

THEOREME. - On suppose ad(cj) algébrique. Chaque orbite dans Of* est 

une variété algébrique symplectique. 

Preuve. - L'algèbre de Lie du stabilisateur âc^ = (a 6 <Jt ; a.x m 

d'un élément x de Gj*~ est ad(o] X) où 

O j X = ( u e o j ; V v e c j ,< x, [u , v] > ~ o } 

(Cf. L 3J P. 189-190). On sait que la dimension de l'orbite 0(x) est 

dim c# - dim cft̂  (idem p.39) i«e. dim ad(oj) - dim ad(ojX). Or 

dira ad(oj) = dim oj - dim C ( £ centre de Cq ) et 

dim ad(crjX) = dim oj X - dim C (car C C. C/JX) 

donc dim 0(x) = dim Oj - dim c>jX . 

D'autre part, le rang en x de 0(x) est égal au rang de la forme 

bilinéaire (u, v) | ><x, C u, v3 > définie sur OJ (Cf. preuve du 

théorème de (3.5)) ; or ce dernier est aussi dim Uj - dim Oj x oqfd. 

4#3 ORBITES FERMEES BT FERMES DE POISSON MINIMAUX. 

THEOREME. - On suppose ad(crj) algébrique. Les orbites fermées dans cg* 

sont exactement les fermés de Poisson minimaux de # 

Preuve. - Soit 0(x) une orbite fermée définie par l'idéal de Poisson J(x)t 

et soit I un idéal de Poisson maximal contenant J(x). Ainsi V(l)c 0(x). 

Comme I est c^-invariant (corollaire de (4#l))* V(l) «»t d^-invariant 

et, puisque V(l) contient au moins un point de 0(x), V(l) oontient 0(x) % 
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Réciproquement, soit V(l) tin fermé de Poisson minimal de C-Q^t e * soit 

x dans V(l). Comme v(l) est dr-invariant et fermé, 0(x) CL V(l), donc 

J(x) 3 I et on conclut que j(x) = I et 0(x) = V(l) . Il reste à montrer 

que 0(x) = o(x)". 

Sinon, on sait que o(x) \ 0(x) est la réunion d'orbites de dimen­

sion <dim 0(x). (Cf. [ 3 3 p. 9 8 ) . Soit O(x') une de ces orbites choisie 

de dimension minimum; il est clair que 0 (x0 est fermée. Dono 0(x f) est 

un fermé de Poisson minimal, strictement contenu dans V(l), ce qui est 

absurde. 

La proposition de (3»3) jointe au théorème précédent donne immédia­

tement le résultat suivant: 

COROLLAIRE. - On suppose ad(<jj) algébrique. Les assertions suivantes 

sont equi valente s : 

(i) S o\ possède la propriété (M ) . 

(ii) Les fermés de Poisson minimaux de C^* forment une partition 

(iii) Toutes les orbites dans U|* sont fermées. 

On verra que ces assertions sont satisfaites quand Crj est nil pot ente. 

4.4 QUESTIONS D E CONTINUITE. 

On suppose dans ce qui suit ad(oj ) algébrique. 

L'apolication x cg* > c/j est continue quand on munit oj* 

(a, x) \ ^a.x 

de la topologie de Poisson. En effet, l'image réciproque d'un fermé de 

Poisson V( ot) est Jt x V(ot), puisque V(OL) est dT-invariant. On peut 

donc considérer l'espace d forbites muni de la topologie de Poisson. 

PROPOSITION. - L'application "Jt c£/Jb » SPEC(SQj) eat continue pour 

lee topologies de Poisson. 
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Preuve. - Soit V'(cn) = | P € S P E C ( S O J ) ; P^oij» un fermé de Poisson 

dans SPKC(Sc^); Ol est donc un idéal de Poisson. Il est immédiat que 

j" 1(V'(ot)) = V(cx) qui est bien un fermé de Poisson de C£*» 

THEOREME, - On suppose que l'une des assertions équivalentes du corol­

laire de (4*3) est satisfaite. L'application "Jt Crf/Jt—>SPM(S^) 

est un homéoroorphisrae pour les topologies de Poisson» 

Preuve. - Le corollaire de ( 4 . 3 ) montre que~Ji Oj*Jjt >SPM(Sc^) est 

une bijection. Soit P un fermé de Cg*/Jt , image du fermé de Poisson 

V(cc) de eg par 1 1 application canonique c/j > fy/dt » On voit quo 

T(P) = J(v(ot)) = j P â SPM(Sc^); P z> Ot J , cqfd» 

4 »5 LB CAS NILPOTENT. 

On suppose l'algèbre de Lie cg nilpotente. Bans ce cas, d'après 

un théorème de Chevalley, ad(crj ) est algébrique (Cf. par exemple C 3 j 

P# 1 9 3 ) . En outre, les orbites sont fermées (Cf. p. 3 3 0 ) . Le théo­

rème précédent s'applique donc» De plus, on a: 

THEOREME. - Si c/j est nil potent e, chaque orbite dans C/J est isomorphe 

(en tant que variété algébrique de Poisson) à un espace vectoriel 

symplectique. 

Preuve. - Fixons x dans CJJ . O n sait (Cf. [jiV] P* 194) que l 1 algèbre 

5 C J J / j(x) est isomorphe à une algèbre de polynômes K QT^ , . . » , T F 

où r est le rang en x de 0(x)» Cet isomorphisme fait de K £ T » • » . . T 1 
1 r J 

une algèbre de Poisson et de K r use variété algébrique de Poisson iso­

morphe à 0(x). Le fait que K r est une variété algébrique sympleotique 

entraine que, pour tout x dans K r , la matrice ( f T, , T» "1 (x)) 

3 ,l<i,J^r 

est inversible» Pour voir que K ,«*•• T pJ «»t une algèbre de Polo» 

son olassique, il suffit de montrer que tous les polynoœs £ f T ~j 

sont constants. Le théorème est donc la conséquence du lenme suivantt 30 



LEMME. - Soient K un corps algébriquement clos et r, n deux entiers ̂ ,1»  

Si A est une matrice n x n à coefficients dans K £ T ^ » • • • > T ^ 3 

telle que, pour tout x dans K R , la matrice A(x) est inversible 

dans l'algèbre M (K) des matrices n x n à coefficients dans K , alors 
n — 

A a tous ses coefficients constants* 

Remarquons d'abord que, pour tout x £ l r , (det A)(x) - det(A(x)). 

L fhypothèse sur A entraine que, pour tout x € K R , (det A)(x) / 0 | par 

suite, le polynôme det(A) est une constante non nulle, i#e # la matrioe 

A est inversible dans M

n (
K C T

1

 T

r 3 )• 

Raisonnons maintenant par récurrence sur r • Si r = 1 , on peut 

décomposer A et A * de façon unique en: 

d d» 
A = ; n A . T * et A""1 . 7Z A'. T? avec A. et A* dans M (K). 

i=0 1 1 j=0 3 1 1 j n s 

Or A. A-''" = A. A' T * + ^ = 1 , ce qui implique en particulier: 

A QA' - 0 pour tout j^l , et A QA^ = I n # Donc AqA^1 = A QA^ « I n et A = A Q . 

Supposons ensuite la propriété vraie pour r et soit A dans 

M (K ^ r + 1 D) telle que A(x) est toujours inversible dans M^tK). 

On fait alors le raisonnement précèdent en développant A et A~* suivant 

lfindéterminée T ^ et on applique l'hypothèse de récurrence. 

¿«6 LIEN AVEC L'ALGEBRE ENVELOPPANTE» 

Nous traduisons ici sans démonstration quelques résultats sur les 

algèbres enveloppantes; toutes les références concernent le livre de 

Dixmier O-4^ Pour simplifier, on suppose Oj nilpotente» 

On note Spec(U^) (resp, Spm(U<y)) l'ensemble des idéaux bilatères 

premiers (resp* maximaux) de l'algèbre enveloppante U g de tg . Dans le 

cas nilpotent, Spm(Uoj) coïncide avec l'ensemble Prim(Uc^) des idéaux 

primitifs de U c/j (p # 1 4 * ) , Signalons aussi que, pour tout idéal et de 

Spm(Ucj), Uoj/ot est une algèbre de Weyl (p. 1 5 2 et 1 4 2 ) . 
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En premier lieu, on définit une application canonique 

I : cg* >Spm(Ucj) (p# 188), qui se factorise en une bijection 

tflât >Spm(Ucg) (p* 1 9 2 ) . A l'aide de la bi jeotionT (Cf .(4*4)* 

on obtient donc une bijeotion canonique s SPM(Soj) > Spm(Uc^). 

Knfin, Cp 0 se prolonge en une bijection canonique 

(\> : SPEC(S^) >Spec(U(^) 

définie part ( Gt) = v(oc) J ^ p O U r t o u t l d é a l d e P oi°son 

premier (X de S c/j • (p. 1 9 5 ©t 2 l 8 ) # 

Ainsi, la bijection constitue un "pont" entre l'algèbre de Pois» 

son S Cj et sa "déformée" U oj (Cf. la deuxième partie). 

4 . 7 UN EXEMPLE. 

Soit £/J une K-algèbre de Heisenberg comme en ( 2 . 4 ) dont on utilise 

les notations; on identifie les algèbres de Poisson S Uf et K £ X 1 ,•••>, 

^ n 
ainsi que les variétés algébriques de Poisson C/j et K . 

PROPOSITION. - Tout idéal de Poisson maximal Ot de K f X, ..... X 1 est 

soit de la forme OL * 2^(X. - a.) + (X ) où (a a 0 ) € K
2 - , 

— — - - -• 1 = 1 1 1 n 1 2m * 

soit de la forme D 7 = ( X - a ) , où a € K . a / 0 . 
— — 1 v n n * — n w n r 

Preuve. - Puisque [s cg , S d (X ) , il est olair que l'idéal maximal 
2m n 

2 ^ (X. — a. ) + (X ) est un idéal de Poisson maximal. Soit UL un idéal 
1 = 1 1 1 n 

de Poisson maximal; il est contenu dans un idéal maximal de K X X Y 1 

n

 L 1 • • • • T V I 

qui est du type ^ ( X j - a ^ . Le cas a^ » 0 vient d'être traité. Suppo­

sons donc a / 0 . 
n n 

Sachant que T T ^ E ( X ^ - Aj)) - d et que (Xft - a^) est un idéal dm 

Poisson (Cf. (2*4))> on a (XR - a R) c Ot • 

Tout polyaom© P de Ce peut sféorire P - JL P^(Xn - a ^ )
k

 f ^ 

6 K[Xj • P o u r v o l p qx* 0 1 m (x

n~
 a

n ^
 1 1 àm 
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montrer aue p^ = 0 , ce qui équivaut à CA O K []x̂  * n ^3 • 0 • 

•n raisonnant par l fabsurde, soit Q un polynôme non nul de degré total 

minimum appartenant à Ot C\ K Px. X ,~] • On peut supposer que 
L 1 n—1 

dans Q figure l'indéterminée X i , avec l^i^fm (on fait un raisonnement 

analogue si m>£i<2m). On écrit Q • t ^ q, 7^ avec q. dans 

K=U K l K 
K C X i »•••» X i x

n _ i ^ e * Q r / 0 • Alors: 
r 

TQ , X . "1 = 3~k * Q»- X ^ - 1 X appartient a Ol et par suite 
i+m -1 K=U TC i n 

k ^""^ e s t 1 1 1 1 Polynôme non nul de en d K X^^"] 

de degré total <deg(Q), ce qui est absurde. 

COROLLAIRE I. - Les fermés de Poisson minimaux (ou les orbites) de Crj 

sont les points de l'hyperplan X ^ * 0 , et les hyperplans affines 

X = a (a + 0). 
n n n r 

Pour tout id/al de Poisson maximal de K [x^ X ] , l'al­

gèbre de Poisson K ^ X ^ , X ^ J /(Jl n'a pas d'idéaux de Poisson pro­

pres; une telle algèbre de Poisson est dite simple. 

La proposition de (2.A) montre donc que: 

COROLLAIRE 2. - Si K est un corps algébriquement clos de caractéristi­ 

que nulle, l'algèbre de Poisson classique K [ ^ X ^ , « • * , X ^ " ] est  

simple» 
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§ 5 . ALGEBRES DE POISSON ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. 

Comme contrepoint aux développements algébriques précédents, noua 

présentons maintenant les exemples classiques d'algèbres de Poisson 

tirés de la Géométrie Différentielle. Nous commencerons par quelques 

généralités. 

% 1 MORPHISMES LIES AUX PRE—ALGEBRES DE POISSON. 

Soient K un anneau commutâtif et A une pré-K-algèbre de Poisson 

définie par ^ A : A > D e r ( A ) . Soit h * -A - ( A ) » Der ( A ) l'applica­

tion A-linéaire telle que h.d^ - "b . On notera j t-H . ( A ) •'-ft-Câ)** 

l'application A-linéaire canonique de ^ I ( A ) dans son bidualj il est 

immédiat que *h.j = -h • 

A partir de h , on définit canoniquement (cf. 150) les mor» 

phismes de A-algèbres graduées suivants : 

^ t ® A D e r U f * ® A-H-(Af & 

(T , 7Lk Der(A)*" • £ A-n-Uf & 

'VJ , A A D e r ( A ) * y A^UfZ* 

où, pour tout peOÎ , ^ p = t ( ® A h ) , <rP = "'(E* h) et <V|P » * ( / \ P

 h ) % 

A 

Notons que = £T° = ^ ° = id A et ty1 « 0" 1 = 1 « "'h . 

On a vu (cf. (1.4)) que, muni du crochet [_ , J , 21 J L ( A ) * " 8 I > 

a 

est une K-algèbre de Poisson graduée de degré 1 • On peut munir de mes* 

A A - f L U ) * 8 * d'un produit { , } qui fait de A^Uf** une K-algèbrs 

de Lie dégressive, avec certaine relation entre les produits \ et ^ t y 

(cf. £9j)« Notons que, si 2 est inversible dans K , A est une algèhum A » 

Poisson si et seulement si ^ F , F | « 0 f où P est la forme fondamentale 

de A • 
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5 . 2 ALOEBRES ASSOCIEES A UNE) VARIETE DIFFERENTIELLE. 

Dans tout le reste de ce paragraphe, M désigne une variété diffèren-

tielle séparée, de classe C , localement de dimension finie. 

On pose A = C

E (
M N A e s t u n e K-algèbre associative, commutative, 

unifère. On peut introduire les A-modules Sl(b) et Der(A) ainsi que la 

dérivation canonique Î A > J L ( A ) . 

oO 

Pour tout ouvert U de M , on pose Ay « C | R ( u ) # S i E e s * 1 X 1 1 f i l > r ^ veo-

toriel de base M, on note "T1 (u, E) le Ay-raodule des sections C "° de E 

au dessus de U . Le fibre tangent (resp. cotangent) est noté T 11 

(resp. T M * ) . € ( M ) « r ( M , T M ) (resp. ^ ( M ) * T (M, T M * ) ) désigne le 

A-module des champs de vecteurs (resp. des 1-formes différentielles) 

C sur M . Pour tout f dans A , on note df la 1-f orme différentielle de f. 

Il est bien connu que les A-modules (M) et Der(A) sont canoniaue-

ment isomorphes (cf. LT"3p« ! ! ) • L•isomorphisme en question associe au 

chainp de vecteurs X l'élément L x de Der(A) donné part 

V f e A, V x€ M, (l x • f)(x) = < X(x), d xf > . 

On en déduit un iso.iorphisme canonique entre £ 1 ( M ) et Der(A) qui*, 

à toute 1-f orme oi , associe l'élément L_. de Der(A) donné par: 

V X Ê «g ( M ) , L ^ X ) - < « , x > . 
Notons que, si U est un ouvert de carte, l'application canonique 

Î Jl_(Ay) >-/L(Ay) est un Ay-isoBorphisme qui permet d'identifier 

les Ay-modules SL (A^) et ê" L(U). 

A partir de là, on définit aisément un isomorphisme canonique entre 

_ . _ P q + 

le A-module F (M, Qp T M ® T M ) des ohampa de tenseurs p-fois 

oontravariant et q-fois oovariant sur H, et le A-module 

(g>*Jl(A) # A D. r(A))*\ 

On en déduit un isomorphism* canonique de A-alfèbres graduée, entre 

l'algèbre ^ C O N T R A ( M ) (resp. ̂ ^ ( M ) ) des ohamee de tenseur» sur M 
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contravariants (resp. oovariants), et l'algèbre QP^-OXA) 

(resp. ^ D e r U ) * * * ) . 

Notons :f (M) (resp. J t ( M ) ) l'algèbre des ohamps de tenseurs sur M 

contravariants symétriques (resp. anti symétrique s) et r ^ ( M ) (resp. S (M)) 

l'algèbre des champs de tenseurs sur M oovariants symétriques (resp. des 

formes différentielles sur M ) . 

Les isomorphismes précédents induisent les isomorphismes de A—algè­

bre s graduées suivants: 

» £ A Jtikf ** Jt(n) ^ A A J L ( i f 

^ ( K ) ^ Z ADer(A) «* £ («) *t A ADer(A) ^ . 

D'après (5»l)> ( M ) (resp. LJ^(M)) devient ainsi une TR->algèbre 

de Poisson graduée de degré 1 (resp. une IR-algèbre de Lie dégressive). 

Les produits C > J et / * | obtenus sont les crochets classiaues de 

S chout e n-N i j e nhui s. 

D'autre part, l'algèbre Dif(A) définie dans l'exemple 1 de (l . 2 ) 

s'identifie naturellement à l'algèbre usuelle des opérateurs d i f f é r e n ­

tiels C°°nur K (cf. £3-3 p- 7 3 ) . En outre, l'algèbre graduée Symb(A) 

s'identifie à la sous-algèbre de ^ ( T M ) formée des fonctions p o l y n o m i a -

les sur chaque fibre de T M (cf • £ p. 7 7 ) * En particulier, les éléments 

de Symb(A) sont locaux; cela est utile pour prouver le résultat suivants 

TIT .'OREKE. - Les algèbres de Poisson graduées Symb(A) et (M) sont 

canoniquement isomorphes. 

Il suffit de montrer que l'application f du théorème de ( 1 . 4 ) 

un isomorphisme. Or, d'après la remarque suivant c e théorème, c e c i est 

vrai dans le cas M » I R N puisque "^(M) e s t alors engendré, en tant qu'al­

gèbre associative, par ^ ( M ) . Le cas général s'en déduit c a r les éléments 

de Symb(A) sont locaux. 
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. 3 PRE-VARIKTO3_ DE POISSON» 

Supposons que A = %^ i N ]' e s t u n e pré-algèbre de Poisson définie par 

les applications *à : A )-Der(A) et h t JL(*) ^Jjer(k). 

D'après ( 5 * 2 ) , la forme fondamentale P de A s'identifie à un champ 

de tenseurs A de degré 2 , contravariant, antisymétrique sur M# Par 

oo 

suite, pour tout ouvert U de V, A^ = ^(u) e s t u n e pré-algèbre de Poisson 

de forme fondamentale F u = A | y j on note *b ̂  : Ay — VDerCAy) et 

hy : JL(Ay) >Der(Ay) les applications correspondantes. 

Il est clair que les algèbres Ay forment un faisceau de pré-algèbres 

de Poisson. On dit alors nue M est une pré-variété de Poisson (sous-en­

tendu, différentielle). Notons que A est une algèbre de Poisson si et 

seulement si / F, K ) = 0 , ou - J A , A } = 0 ; on retrouve ainsi la dé­

finition des variétés de Poisson donnée dans /j*-*J« 

Avec les notations précédentes, soit M une pré-variété de Poisson» 

En utilisant les identifications de ( 5 « 2 ) , les applications , CT , ^ 

définies en ( 5»l) donnent les morphisraes d 1algèbres suivants, notés de 

la même manière: ^ : ?? C 0 V(M) > ^ c o n t r a (
M ) 

CT : (M) > J (M) 

/Vj : £ (M) > Jt(M) . 

On a en particulier l'application A-linéaire *h : £ ^ M ) ;>£(m ) . 

5,4 RANG EN UN POINT D'UNE PRE-VARIETE DE POISSON, 

On garde les hypothèses de ( 5 , 3 ) . Pour tout x dans la pré-variété 

de Poisson M, A (x) détermine une forme bilinéaire alternée sur 

T (M) vérifiant, pour tout f et g dans A f 

< P x , dxf A d x g > = [f, g3(x) • 

On en déduit une application linéaire X" t T x(m) ^ t e l l e ** u e 

T7 (d f) » 7* (f)(x), pour tout f dans A. Il est immédiat que les "C , 
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x e K , définissent un morphisme de fibres vectoriels U : T M ^ T M • 

Pour chaaue ouvert U de M, TT induit un morphisme entre sections de 

t 

T M et T M au dessus de U, qui n'est autre que - h^ (coïncidant 

avec hy si U est un ouvert de carte). 

Le rang de (ou X" ) est un entier pair qui s'appelle le rang 

en x de la pré-variété de Poisson M, et on le note rg^(M). TT étant un 

morphisme de fibres vectoriels, l'application rang de M dans [K est 

semi-continue inférieurement (cf. p. 1 1 9 ) * En particulier, l'ensem­

ble des x de K dont le rang est maximum est un ouvert de M* 

5 * 5 PRE-VARIETES SYMPLECTIQUES. 

Pour simplifier, supposons que la variété M est de même dimension 

en tout point, et aue la pré-variété de Poisson M est de infime rang en 

tout point. Si ce rang est égal à la dimension, M s'appelle une  

pré—variété symplectioue. Il est immédiat que: 

THEOREME. - Les assertions suivantes sont équivalentes; 

(i) M est une pré-variété symplectique. 

(ii) ~C est un isomorphisme de fibres vectoriels. 

/ \ t 
(iii) Pour tout ouvert U de M, h^ est bijectif. 

COROLLAIRE, - Si M est une pré-variété symplectique, les applications 

f G" 9 ̂  sont des isomorphisme s. 

La propriété étant locale, il suffit en effet de remarquer que, 

d'après (iii), hy : -fl^À^) > De^Ay) es* bijeotif pour tout ouvert 

P P p 
de carte U, donc, pour tout p dams Qt, (g) , 21 kg ? A h g 

ainsi que leurs transposés sont bijeotifs. 

Soit H une pré-variété symplectique. L9isomorphisme <T (resp. *j ) 

permsi tm sommidéPSr ^ ( M) (resp. £ (*)) o « * wm B-algèbre de Pois-

son (resp* urne B-algèbare de Lie dégressive). Bm particulier, il y a 
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un crochet sur les 1-formes tel que, pour tout ^ et (J dans ê * ( M ) * 

*h( O , (O ) = [ V o , V p ) J . 

D'autre part, ^ 2 : ^ 2 ( M ) > <Jt 2(M) est une bijection qui per­

met de définir l'unique 2-forme eu sur M telle que ^ 2( c*-> ) « A ; c O 

vérifie alors: 

(^) < ui , 2> A f A ^ A g > = £ f, g 2 
pour tout f et g dans A# Sachant que est non dégénérée pour tout 

x € M , la 2-forme U) est non dégénérée. Notons que la pré-variété 

symplectique M est entièrement déterminée par la 2-forme différentielle 

non dégénérée co • 

L'égalité montre, avec les notations classiques du produit 

intérieur, que i = - df pour tout f dans A, ce qui s'écrit 

i. S df • Plus généralement, i. = (X pour toute 1-forme 

*h(df) V * ) 

différentielle o< . 

En comparant les cohomologies de Poi sson et de De Rham, on peut 

montrer que | F, F | = 0 si et seulement si dcu = 0 £$,-103$ dans ce cas 

K muni de co est une variété symplectique au sens usuel ^ . 
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La théorie générale des déformations a été introduite dans Q*S] # 

On adapte cette théorie au cas qui nous intéresse» 

Dans toute cette partie, K est un anneau oommutatif et 72 est une 

K-algèbre graduée de type TN dont la graduation est notée ( 22n) ™ • 
— — — ne ON 

72 est supposée associative et unifère telle que 1 6 22 ° • E est 

filtrée canoniquement par les sous-modules ZI* = • Pour 
n K=O 

0 à ^ n, on note p^ ̂  la projection de 22 ̂  sur Zl n~^ et on pose 

P = p . 
n n,o 

§ U LA COHOMOLOGIfr GRADUEE DE £ . 

Soit m un entier ^ 1« On appellera m-cochaine toute application t 

K-mult ilinéaire de 2Zx. % #xZL(m facteurs) dans 21 telle que, pour 

k l k m 

tous entiers k m , f applique 72 x.«« x 72 m dans 21 ̂  f 

où k = k. + t ( # + k • 
i m 

On note C m le K-module des m-cochaines et on pose C° = K • L•appli­

cation bord d : C m ^ ^ est définie comme d'habitude par : 

* f ( s l S m + 1
} " S l f ( s 2 » — » "«.l* + 

m ^ 

. C C - l ) 1 f ( S l S . S i + 1 8 m + 1 ) + ( - l )
m + f ( S l S j S m + i . 

On obtient alors les K-modules de oohomologie H"1 = Z m / B M ; on a 

H° = K et H 1 = Z 1 • 

On note TT : 22* x 2L • l a multiplication de » Les appli­

cations K-linéaires C m

x C
n > C m + n 

(f, g)i >TT.(f« g) 

définissent une loi interne notée ̂  sur C « j ^ C a faisant de C une 

K-algèbre associative unif ère. Il est immédiat que si f £ C m

 f g € C t t 

on a B (f v g ) » "à f v^g + (-l) m f w d S • 
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Soient m un entier ̂  1 et un entier^. 0« Une m-cochaine est 

dite homogène de degré À si pour tous entiers k, , k elle appli-
—— — 1 m 

k i k X 
que 21. x . . . xZL, m dans 21 où k « k, + • • • + k (pour tout 

entier r < 0 , on pose 2Z*R = 0 ) . 

Soit f une m-cochaine (m ̂  l) et soit un entier A > 0 • La famille 

des applications p ^ .f : x 21* > 21*" * 

(où k = k 1 + ... + k m ) quand (k k B ) décrit (N* , définit une 

m-cochaine homogène de degré A que l'on notera f V • f est entièrement 
0 0 -

déterminée par la famille (f . ) - „ T et on peut écrire f « f j 

k k m 

cette somme a un sens puisque si x 6-ZL * ...K 2Z. m alors: 
k r 

f(x) = > I f (x) où k - k. + » 
A =0 X 1 m 

Notons C m'^ l'ensemble des m-cochaines homogènes de degré A ; c'est 

un sous-K-medule de CM et on vient de montrer que C m est le produit 

direct des sous-modules CM* ̂  , X É (N* On pose C 0 ,° = K et 0°* = 0 

pour X ̂  1 • 

Il est immédiat oue ̂  : C m > C m + * (m ̂  0) applioue C m > ̂  dans 

c

m + 1 > * . Les applications K-linéaires à : C m* ̂  » C^lf^ définissent 

les K-modules de cohomologie homogène de degré ̂  notés 

H*'* = Z m » > / B m ' X . On a Z m ' A = Z n n C m » ^ et B m * * = B m H C m» * 

8 i bien que, pour m ^ l , Z m = J T z * f
X

 e t B

r a . B * > \ 

On a donc un isomorphisme canonique TT̂  H m > H™ • 

Remarquons que le produit \^ d'une m-cochaine homogène de degré A 

et d'une n-cochaine homogène de degré [a est une (m «4- n)-cochaine homo­

gène de degré X + ̂  . En particulier, l'ensemble C° » ̂  C m , ° 

des cochaines homogènes de degré 0 est une sous-algèbre de C , 

Notons aussi que la composée d'une 1-coohaine (resp # homogène 
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de degré A ) et d'une m-coohaine (resp. homogène de degré ) est une 

m-cochaine (resp. homogène de degré 

xemple. - i d v est une 1-coohaine homogène de degré 0 • Donc à id ̂  » TT 

est un 2-cobord homogène de degré 0 . La relation à TT = 0 exprime 

1'associativité de TT • 

6 2. 1-COCHAINES ET AUTOMORPHISMES DE T. 

oO 
On s'intéresse aux 1-coohaines f = ZI f telles que « id" 

A=U A 0 E 

Il est immédiat que ce sont les applications K-linéaires f : • X. 

conservant la filtration de et telles que, si on pose e f I 

Je I C k 

pour k € QJ, r soit une section de , 

Dans ces conditions, posons = f^( Z L K ) . ( ^ 1 ^ ^ ) ^ ^ QJ est 

\ine graduation du K-module T» dont la filtration associée est encore 

( 2 QJ . Chaoue f* étant une bisection de ZI K sur ZLFK^ , 

f est une bisection de ZI sur 21 • 

Il est évident que f""1 est encore une 1-cochaine qui, si sa décompo-

-1 T -1 
sition en cochainec homogènes est f = ̂ Zq^ \ • vérifie aussi 

—1 7~* —1 
(f V = id,-. . Les relations Z. 1 f . • (f* ) = 0 pour tout V > 1 

permettent de déterminer les (fT*) • En particulier (f"" 1), « -f 

A l i • 
si g = 21 g. est une autre 1-cochaine telle que g = id 

>=0 * o c » 

il est immédiat que g #f est une 1-cochaine telle que (g.f) « id s 

0 C 
de plus (g.fjj - gj + f # Ainsi: 

L'ensemble G. des 1-cochaines f « 21 f. telles que f_ «. <IA 

i A =0 ~ 0 E 

est un groupe pour la composition des applications. L 1application 

Gj >C*'* est un morphisme de groupes* 

f i >f x 
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Soit f un ^Ipment de G^ • Pour que f soit un automorphisme de ZI , 

il faut et il suffit que f w f = f • TT d'où en égalant les parties 

homogènes de degré V : 

f ^ f

k

 88 f v • TT . 

> + h = v 

Pour NJ = 0, cette égalité est toujours vérifiée. 

Pour \) 1, elle s'écrit 

(2.D f = - i » f v . 

En particulier f^ est un 1-cocycle. Un tel 1-cooycle homogène de 

degré 1 (c'est à dire qui soit la composante homogène de degré 1 d'un 

automornhisme tel aue f) s'appelle un automorphisme infinitésimal. 

1 es éléments de oui sont automorphismes de 7Z forment un sous-

groupe Gj de G^ • L'ensemble des automorphjsmes infinitésimaux, oui est 

l'ir..£ge de par f \ > f , est donc un sous-^roupe Z*'* de Z ^ ^ • 

?i est un 1-cocycle homogène de degré 1, quelles sont les obs­

tructions à ce que f soit un automorphisme infinitésimal ? Par exemple, 

f ^-^f^ e s * u n 2-cocycle homogène de degré 2 et détermine donc un 

2 2 

élément de H * ; pour que f soit infinitésimal, il faut que cet élément 

soit nul. Une première obstruction est donc mesurée par H 9 . 

Fn raisonnant par induotion, supposons donnée une suite de 

1-cochaines f Q , f^ f j (r ̂  2) telle que f Q « id ̂  et cha-

cue f v , 1,£ \> ̂> r - 1 , est homogène de degré V vérifiant (2.l)# Il 

est immédiat de constater que la 2-cochaine homogène de degré r: 

f^ v-̂  f |̂  est un 2-cocycle et détermine donc un élément 

A • =r 

V f * /0 
2 r 

de H ' j pour que f soit un automorphisme infinitésimal, il faut que 
cet élément soit nul. La (r - 1 ) i è m e obstruction est donc mesurée par H 2 F R . 
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On en déduit en particulier: 

Si, pour tout entier r ^ 2, VL ' = 0 , alors tout 1-cocycle homo-

rène de degré 1 est un automorphisme infinitésimal» 

Soit maintenant f un élément de G^ distinct de id ^ • Notons p 

le plus petit entier y, 1 tel que f / 0 ; ainsi f » id v + f + f 
r r r+x 

Les relations (2.l) montrent que f est un 1-cocycle qui détermine done 
r 

un élément non nul de H ^ , r . On en déduit en particulier : 

Si, pour tout entier r H 1 , r » 0 , alors il n'y a pas d 1 auto­

morphisme de TLde la forme ^ = +**l + ^ 2 + # # # autre que 

l'identité. 

3. .'VCOCHAINES ET DEFORMATIONS DE • 

On s'intéresse maintenant aux 2-cochaines P «= 
telles ont 

* - 0 A 

F^ - TT . On note G^ leur ensemble. Tout élénu-nt P de G^ définit une 

loi interne sur 21, not^e *~ , faisant de Z!. une K-alfrèbre unifère. 

(3.1) LF GROUPE G OPERE A DROITO SUB L'ENSEMBLE G^ . 

Pour tout P e G^ et f e G^ , on pose : 

F.f « f^ 1 . F . (f » f) 

i #e. F.f(s, s') = f""1 (F(f(s), f(s f))) Pour tout s et s' dans £ 

On définit ainsi une 2-cochaine F.f dont la composante homogène de 

degré X est : 

(3.1.1) (F.f) = y . ( f ~ \ . » • (f, ® f ) . 

* h+i+j+k-A h k i j 

En particulier, ( p * f ) Q - TT et (F.f^ " P i + ^ f i • 

Ainsi, F.f est un élément de J l a l o i p^f e s * °*rt«nue en trans­

portant *~ au moyen de la bijection f • 

F 
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Il est immédiat que G^ * G p > G^ est une action à droite 

(f , P) | 1 F.f 

du groupe sur 1 •ensemble G^ . Nous noterons G^ / G^ l'espace des 

orbites correspondant • Deux éléments de G^ qui sont dans la môme orbite 

sont dits équivalents, et les lois internes correspondantes sont dites 

équivalentes. 

Un élément de G 0 équivalent arrest dit trivial. Une loi interne *-

triviale est donc obtenue à partir de la multiplication de ZI par trans­

port de structure au moyen d'un élément f de Gj , c'est-à-dire t 

s #-s' = f" 1 (f(s)f(s')) pour tout s et s 1 dans X . . 

Le stabilisateur de TT dans G^ est G^ ; on a donc une bijection 

canonique de l'ensemble des éléments triviaux de G^ sur l'espace homo­

gène . 

(3.2) UNE DESCRIPTION DES ELEMENTS DE . 

Soit P un élément de G^ • Il est clair que la filtration de est 

compatible avec la structure d'algèbre définie par *~ ; notons U la 
r 

K-al^èhre filtrée ainsi obtenue. Pour tout k eCN , on a U^ = Zl^ • 

Dans ces conditions, l'algèbre graduée associée à U est 2L et, si on 

note gr^ : U^ > Z!*k l'application canonique (qui n'est autre oue 

p^) , 1'aoplication identique 21 >U est telle que chaque restriction 

k k 
à L i H ^U^ est une section de gr^ . 

Réciproquement, donnons-nous une K-algèbre unifère filtrée U dont 

la filtration ( Uj c)j c t O Ï

 est croissante et exhaustive. On suppose que 

l'algèbre graduée associée à U est ZI $ en particulier, U Q * 21° . 

v 

Notons gr k : U k l'application canonique. 

Soit alors S : H > U une application K-linéaire oonservant les 

filtrations et telle que 6 k « S soit une section de gr, , keOt . 
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Dans ces conditions, posons = S k ( 2 , k ) ; (U^). _T est une 

graduation du K-module II dont la filtration associée est (U. ), __ * 
k k €. W 

Chaque <£ k étant une bijection de 22* sur , S est une bijection 

de T. sur U • 

Transportons la multiplication de U sur Ta au moyen de S , c'est-

à-dire posons P(s, s 1) » S 1 ( S (s) £ ( s 1 ) ) pour tout s et s f 

dr.ns 21 • On définit ainsi une 2-cochaine P . De façon précise, si 
k k * k k * 

s e 2Z et s' € E . » alors & (s) £ (s») appartient à fct | 

k+k» 
en décomposant cet élément sur la somme direote U. » U » on a i 

1=0 
k+k * 

g k(s) $ k'(s') = C u avec u. e U 1 . D»où: 

i = 0 1 

k+k* 
P(s, s») = TL gr (u ) aveo gr,(u.) € H 1 . En particulier» 

i=0 1 1 

^ k + k ' K + k ^ ' « * k + k . < *
k < 8 > **'<»•)) - gr k(^

k(s)) g r k , ( S k , ( 8 . ) ) . w . 

Par suite, P est un élément de G^ # 

Exprimons ceci autrement, en liaison avec (3«l)« 

Définissons la catégorie C( 2Z. ) dont les objets sont les applica­

tions 2, — > U avec U et & comme ci-dessus, et dont les morphisme s 

d 1 ^ objet J2 — > * J dans un objet 2 Z .—-—yU f sont les morphisme s 

d 9algèbres filtrées <p : U >U* tels que gr( ) = id # Notons 

qu'un tel morphisme ne dépend que de 0 et U 1 et non de S et S f

 # 

Remarquons que deux objets 2, * U et IL — — — > U (aveo la «AM 

algèbre U) sont toujours isomorphes au sens de C ( 2 Z )j il suffit die 

prendre id^ pour isomorphisne* 

A tout objet H -—». u, on a donc associé un élément P de Q 
2 • 

Soient 2L — & -> U, H — ^ l o , U f deux tels objets à qui l'on associe 

respectivement F êC^ f P 1 € 0^ • 
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Si cp : U > U f est un isomorphisme, on vérifie que 

f = 6" 1 . cp ~l . è # est un élément de G^ tel que P* = F.i • 

Réciproauement, si f 6 Gj est tel que P 1 = F #f , on vérifie que 

cp S £ f • f - 1 • est un isomorphisme de ZI U sur 

2 1 — ^ / - > u f • 

Comme à tout F <E G^ 9 on sait associer canoniauement un objet 

22, -—> U, 1' application S \ > F induit donc une bijection de 

/ G^ sur l'ensemble des classes d'objets isomorphes de la catégo­ 

rie c ( IL ). 

Remaroue. - Si K est un corps, alors, pour toute algèbre filtrée U 

comme ci-dessus, il existe un objet ZL _v U* En effet, les suites 

exactes: 

0 - U ^ > U k ^ - 4 £ k >0 

sont toutes scindées. 

(3»3"> DEFORMATIONS DF. H» . 

Un élément F de G \,el que soit associative s'appelle une 
2 r 

déformation de TZ* • On note G^ leur ensemble. 

Il est immédiat que G^ opère à droite sur • On pourra dono par­

ler de déformations équivalentes, de déformations triviales. Notons que 

tout élément de G^ équivalent à une déformation est une déformation. 

On a donc l'inclusion: / °i CL Qg / • 

On dira parfois que TT est la déformation nulle. 

Soit "C( ZL ) la sous-catégorie de C ( TZ ) formée des objets 

21 — o ù U est associative. La description de (3.2) montre que 

l fon a une bijection de "G^ / G 1 sur l'ensemble des classes d'objets 

isomorphes de la qatégèrie C~( H ) . 
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Soit F = IZi F un élément de G • Pour que F soit une déforma-
A = 0 * 2 

tjon, il faut et il suffit que F . ( F ^ i d ^ ) = F . (id ̂  & F ) , 

d'où, en égalant les parties homogènes de degré \) : 

• (F. ® i d ^ ) - F . (id * P . ) - 0 • 

(Remarauer que le premier membre est une 3-cochaine homogène de degré ̂  ). 

Pour V = 0, cette égalité est vérifiée: c'est 1 fassociativité de TT # 

Pour ^ ^ 1 , elle s'écrit: 

(3.3.1) J"* , F v . (F <g id ) - P • (id fi P U ) ^ P v ) . 

En particulier, F est un 2-cocycle# Un tel 2-cocycle homogène de 

degré 1 (c'est-à-dire qui soit la composante homogène de degré 1 d'une 

déformation) s'appelle une déformation infinitésimale» 

Si F est un 2-cocycle homogène de degré 1, quelles sont les obstruo-

tions à ce eue F^ soit une déformation infinitésimale ? 

Pour répondre à ceci, on vérifie le lemme suivant: 

(3.3.2) Pour toutes 2-cochaines F et G, on a : 

"à JF . (G © i d ) - F • ( i d®G)] = "^F • (id<g)G«>id) - *b F • (G0id® i d ) 

+ F • ( BG®id) - d F • ( i d ® i d » G ) + F • ( i d t f à c ) - F^G + G^p # 

Cela prouve que F^ . ( F ^ i d ) - F^ • (id®F^) est un 3-cooycle 

3 2 

homogène de degré 2 et détermine donc un élément de H , t _ j pour que p^ 

soit infinitésimal, i l faut que cet élément soit nul» Ainsi, une premiè-

3 2 

re obstruction est mesurée par H 9 • 

En raisonnant par induction, supposons donnée une suite de 2-oo-» 

chaines FQ , F 1 F ^ ^ ( * ^ 2 ) telle que F Q « T T et chaque 

F N )(l ^ 0 ̂  r-l) est homogène de degré \) et vérifie ( 3 # 3#l). En utili_ 

sant ( 3 # 3»2), on constate que la 3-oochaine homogène de degré r t 
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'i P. . (P £> id) - P . (id®F. ) est un 3-oocyole et déter-

mine donc un élément de H 9 ; pour que F^ soit une déformation infini­

tésimale, il faut que cet élément soit nul. La (r - l ) i e = e obstruction 

est ainsi mesurée par H ^ , r . 

On en déduit en particulier: 

(3#}»3) Si, pour tout entier r > 2, H ^ , r ^ 0 , alors tout 2-cocycle  

homogène de degré 1 est une déformation infinitésimale. 

Soit maintenant P = Z I F une déformation non nulle de Z_j • 
> =0 * 

Notons m le plus netit entier > 1 tel que P / 0 : ainsi 
m 

F « TT + F + p + , # # L'é^alit^ (3.3.1^ montre aue F est un 
m m+1 m 

2-oocycle. Supposons que P soit un 2-cobord, i.e. il existe f € C * , m 

m m 
tel que F = - î f . 

m m co 
Posons alors Cp = id _ + f . ¿1 P. cp = 22* (F. CP ) V , 

T m 21 m Tm ^ _O * M * 

alors (F. c p m ^ = ( ) nour A = 1, • ••» n̂ -1 , et on vérifie que 

(F. cp ) = P + "à f - 0 . Par suite, (F. Cp ) . est un 2-cocycle. 
T m m m m X m m+1 

On surdose encore nue c'est un #:>-cohord et on recommence ce oui vient 

d'Ptre fait. n it "rant le uroc^dr-, on obtient une suite de déformations 

équivalentes à F et, en supposant nue chenue °-cocycle obtenu est un 

?-cohord, on définit une suite (f v ). où FV 6 C 1'^ * 

A À ̂  m A 

Posons alors, pour }\ ̂  m, cfp s

= i d 2 L + F ^ E T
 Boi* L E P R O D U I * 

infini Ĉ ) cp m » ^m+l T E S * A L O R S V i n e 1-cochaine de G^ bien 

définie, car dans le produit ( i d + f ) # ( i d + f ,) ••• la somme 

m m+i 

des termes homogènes de degré V ( V >^ m) est finie* Il est immédiat que 

P#CP = T T si bien que F est une déformation triviale. 

On peut conclure de ceci que, si F n'est pas triviale, il existe 

49 



un entier r >y 1 et une déformation P 1 = TT + F' + F' + ... 
" r r+1 

écuivc:lente à F telle eue F£ ne soit pas un cobord. 

Si F* = TT + (F") t + ( p , ,^ rt +i + ••• est une déformation ayant 

la m6me propriété aue P 1 vis-à-vis de P, il est évident oue r f-r et 

aue les 2-cocvcles P» et P" déterminent la m8me classe dans H 2 , P • 
r r 

On a donc prouvé: 

( 3 . 3.4) Soit P une déformation non triviale « Il existe un entier r ^ l 

2 r 

unique et un élément <K non nul de H ' unique, tels que l'on puisse 

trouver une déformation P f = TT + F£ + F^ + équivalente à F» 

dont la composante homogène F£ appartienne à la classe CX . 

L'entier r ainsi défini s'appelle le rang de la déformation F$ par 

convention, le ranp; d'une déformation triviale (à qui l'on associera la 

la classe nulle de H ) sera nul # Deux déformations équivalentes ont donc 

même rang. En outre, l'application P| } c\ se factorise en une appli-

cation de G Q / G^ dans H • 

C3•3•4^ * I e corollaire suivant: 

/ 2 r 

( 3 • 3*5) Si, pour tout entier r ̂  1, H * = 0 , alors il n'existe pas 

de déformation non triviale de TL . On dit dans ce cas que 2Z* est rigide* 

§ 4« DEPORTATIONS DES ALGEBRES COKMUTATIVES» 

Soit P une déformation de ZI . L'application symétrisée de p f 

notée P, est une déformation de l'algèbre opposée 21 à TL (i.e. £1 

muni du produit T T ) . Pour tout f € on a P.f « P #f • 

La déformation P est dite commutâtive si la loi est commutative 

i.e. si F * F # Toute déformation équivalente à une déformation commuta­

tive est commutative. D'ailleurs, s'il existe une déformation cotttnxta-

tive, l'algèbre 2L (munie de ir) est oommutative. 
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On supposera dam; tout ce nara^rrnphe nue la K-algèbre graduée 22» 

est commutative. Dans ce cas, pour toute déformation P de Z I . , P est 

encore une déformation de ZI • De plus, toute déformation triviale est 

commutative. 

Fixons F une déformation non commutative de TL . Soit sa décoropo-
oo 

sition: F = TL F • Il existe donc un plus petit entier d > 1 tel 

> =0 A 

que F d ne soit pas symétrique. Remarquons que cet entier d ne dépend que 

de l'orbite de F dans / . In particulier, il est supérieur ou 

égal au rang r de F (notons qu'ici, on a r ^ l) . d s'appelle le degré 

de la déformation non commutative F . 

Posons T = F - F ; T est une 2-cochaine alternée dont la décompo-
oo 

s^tion est T = T. , où T. = F. - F. est une 2-cochaine alter-
A =0 * * * 

n<'e homogène de degré A , et on a ^ 0 . 

Il est clair que T fait de H une K-algèbre de Lie. Fn particulier, 

Dour a €, ZI1 9 b C Tj* , c € ZL̂  , on a la relation de Jacobi: 

T(T(a, b ) , c) + T(T(b, c ) , a) + T(T(c, a ) , b) = 0 . 

lîn regroupant les termer: homogènes de degré i + j + k - ^ , o n 

obtient pour tout entier >J ̂  0: 

(4.1) XZ^ T (T (a, b ) , c) + T (T (b, c ) , a) + T (T (C, a ) , b) » 0. 

Pour 0 ^ >0 ̂  2d-l, cette égalito est toujours vérifiée. 

Pour \) = 2d, elle montre que T, est un crochet de Lie sur 2L • 
d 

D'autre part, T est une bidérivation de l*algèbre ZI» munie de ^ , 

i.e. pour a c IL1

 f b C ZI? t c e ZI* f o n a s 

T ( a ^ b , o) = a H *(b, c) + T(a, c) *-b . 
F p p 
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ftn rerroup;»nt les termes hoi.-.ugèner, de degré i -: j -f ••: - V , on 

obtient pour tout entier V ^ 0 : 

T (P (a, b), c) = 2_ - A F (a, T (b, c)) + P (T fa, c ) , b) . 

Pour 0 ̂  \> ̂  d-1, cette égalité est toujours vérifiée. 

Pour d ̂  \? ̂ d+r-1, elle montre que est une bidérivation de l'ai-

gèbre commutative ^*. # 

Fn particulier, 21 muni du crochet T d est une K-algèbre de Poisson  

graduée de degré d. On dit alors que F est une déformation de cette al­

gèbre de Poisson, et nue le crochet T * £_ , 3 -̂ e s * * e crochet 

déformé pi-r P du crochet (noté souvent £ , 3 ) • ^ n T>eut ainsi 

écrire : 

L . 3 t - C . 1 + T

d + i
+ Td + 2

 + — 
F 

Notons que si la déformation F est décrite par 1 •objet "21 - — > U f 

alors U est une K-algèbre hamiltonienne de degré d» 

Comme ci-dessus, soit F une déformation non commutative de degré d 

et soit T, le crochet de Poisson sur ZL qui s'en déduit» Pour tout 
a 

f € , on a la décomposition: 

oo 

(P.f) - (F.f\ • Pl^s, 
> = d * * 

(P.f) d - (pTf)d - ^ Z I L ( f " 1 ) h . (F k . (f4 * f ) . 

h+i+j+k=d ° 

Comme p

k ~ F

k = 0 Pou* k 6 | 0, d-1 , il reste: 

(P.f) d - ( M ) 4 = P d - \ - T d • 

Ainsi, deux déformations équivalentes définissent le même oroohet 

de Poisson sur ZI • 
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En conclusion, sachant que toute déformation commutative peut ê*tre 

considérée comme une déformation de l'algèbre de Poisson triviale 21 

(munie du crochet nul), tout élément de "cÇ / (*1 définit une structure  

de K-algèbre de Poisson graduée de degré ^ 1 sur ¿1 • 

% CODEFQRMATIONS DES BIGEBRES GRADUEES» 

On revient au cas général d'une algèbre 22 non nécessairement 

commutative• 

( 5.1) H étant graduée par les ZI,k t k€ 0 , l'algèbre 7Z ® K 11 

est graduée par les sous-modules ( 22 ® 22 ) « 
i+j*k 

Soit P une déformation de 72 nui détermine un produit sur S • 
P 

A partir de l'algèbre ( £ , *• ) , on définit l'algèbre ( «> 21 f *" ) 

dont le oroduit est d'fini par, pour tout a, b, o, d dann H, s 

(a ® b) -*• (c ® d) = (?. X- c) & (b -* d ) . 

2 
Il est clair nue ce produit définit une déformation notée P de 

1*algèbre ^-raduée ZI ® IL • Si P 2 se décompose en 
oo 

p^ = • P^j , alors: 
\) =0 

F 2(a ® b, c ® d) = ? ^ F (a, c) 0 P (b, d) . 

On peut noter que si t €, , alors (F.f) = F #(f & f) • 

( 5 # 2 ) On suppose dans la suite de ce paragraphe que 21 est une 

bigèbre graduée dont le coproduit est noté c . En particulier, 

c * 22 > ZI® 21 est un morphisme d'algèbres graduées* 

Une déformation F de 22 est appelée une codéformation de la bigèbre 

graduée 2 1 si l'algèbre déformée ( H f *- ) est une bigèbre de oo-, 
— F 

produit c • Cela revient à dire que o est un morphisme d'algèbres pour 

53 



les lois , autrement dit le diagramme suivant commutes 

1 P Ip2 

E ^ > ü <s> n 

L'algèbre déformée munie de sa filtration canonique ( 21 k ) k £ ^ 

devient ainsi une Mgèbre filtrée. 

Notons G^ l'ensemble des codéformations de ( 21 $ c) • De même, 

notons G° l'ensemble des éléments f de G 1 tels que f : XL » 21 

soit un morphisme de cogèbres (pour c). Il est clair que G° est un 

sous-groupe de G^ et que le groupe G^ opère à droite sur G^ (pour 

l'action induite par celle de G^ sur G^). 0 n P o u r r a ^onc considérer 

l'ensemble des classes de codéformations équivalentes G^ / G^ * 

( 5 . 3 ) Donnons une description des codéformations à la manière de (3.2)» 

Soit XL — - — * U un objet de C(Z1)» On suppose en outre oue U est 

une Mgèbre filtrée dont le coproduit est noté c' • On a alors: 

( % 3.l) Si 8 est un morphisme de cogèbres de X* sur U, alors la 

déformation P associée à S est une codéformation de ZI # 

En effet, l'hypothèse signifie que le diagramme suivant commute: 

E. U' 

c c' 

ZIteX >ug) u 

Par suite, pour tout s et s 9 dans 21 , on ai 

c(sx-s') = o U " 1 * S(B) S(s«))) = ( S ® SO" 1 . c'( 6(s) S ( s» ) ) 

= ( SQ Û S ) " 1 (O»( S ( B ) ) . C « ( S ( B « ) ) ) 

- ( S • S ) " 1 ( S ® S(c(s)) . S (c(s«))) - c(s)-*c(s») oqfd. 
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§ 6. CODEFORkATIONS DES ALGEBRES SYMETRIQUES. 

Dans ce paragraphe, désigne un K-module. On prend pour ZL l'al-

gèbre symétrique S crj de O j , munie de sa graduation habituelle. Notons 

que = K et S 1 ^ = ùj # 

S muni de son coproduit usuel c est une bigèbre graduée; 

c : Sc/j > S &> Soj est l funioue morphisme d'algèbres vérifiant 

c(x) = x ® l + l ® x pour tout x de Oj . 

On se propose d fétudier les déformations de S ^ . Pour une telle 

déformation P, on notera le crochet associé |~ , 3 «*- p a r »̂ e * o n 

écrira T = ¿-0 T Y où chaque T. est homogène de degré A , avec T n = 0 . 
X=0 * * U 

On a un premier résultat élémentaire: 

(6.1) Pour toute déformation P de S oj , F est triviale si et seulement 

si F est commutative. 

Preuve« - La condition nécessaire est toujours vérifiée. Réciproquement, 

supposons F commutative. L'injection canonique de OJ dans l'algèbre 

commutative (s o\ , & ) se prolonge de manière unique en un morphisme 
a P 

d 1 algèbre s (|J de l'algèbre symétrique S oy dans l'algèbre (s Cq , * )• 
P 

Il est clair que £ et que, si TT désigne le produit de l'algè­

bre symétrique S Ĉ J , on a F = TT«lp " 1 cqfd. 

(6.2) Si^ OJ est un K-module libre, toute déformation P est de degré ^ 2. 

Preuve. - On doit prouver l 1 implications - T g - 0 =^ T » 0 . 

Supposons donc * T g » o . Alors T « 0 sur OJ; en utilisant le 

lemme 1 ci-dessous (page 5 6 ) , on en déduit que T « 0 sur S CJJ • 
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Passons à l'otude des codéformations de S Oj • On se place dans les 

conditions suivantes, valable:; dans tout le reste de ce paragraphe: 

K est une (Q-algèbre et est un K-module libre. 

Dans ce cas, l'ensemble des éléments primitifs de la cogèbre S C Q 

ère 

est . (cf. [là] 1 = partie, chBE, th 5 * 4 ) . 

Par suite, si P est une codéformation de S Oj , alors oj est une 

sous-algèbre de Lie de S Cq munie de T (cf. Q é 3 c h §1» prop* 4)* 

La proposition suivante montre qu'il n'existe pas de codéformation 

de S Cg de degré ^ 2: 

(6.2) • Toute codéformation F de 3 oj est, ou bien commutative, ou bien 

de defré 1» 

Pre \i\rfj. - On doit trouver l'implication: = 0 T = 0 . S un no sons 

donc "t̂  - 0 • D'anr^r: la remarque ci-dessus, on a T(s, t) = T^(s, \) 

po-ir tout s et t d?«ns oj • Donc T est nul sur crj# On en déduit que T « 0 

sur S Crj tout entier en utilisant le lemme suivant: 

LT'.'! f-.E 1. - .:oit (e ). j une, base de Oj • On munit I d'un ordre total* 

Pour toute application ex : I » CN à support fini, on pose 

oc *(i ) «(i ) m ) **(0 
e = e . # # # e. e t e = e. e. 

l n l n 

où |i 1 i n ^ est le support de o< avec i 1 < i g <••• < i # 

Alors la famille des e est une base du K-module S % 

o< 

Preuve« - On sait que la famille des e est une base de S oj # On 

va prouver par récurrence sur k que les e pour \<x\ ̂  k est une 

base de S f c oj # C'est trivial pour k = O e t k « l # Supposons que c'est 

vrai pour k» Pour tout n-uple {à tel que [ç>[ « k + 1 , on a: 

(l) e * P *= e ^ + r avec r e ^ oj . 
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r<;n Appliquant l'hypothèse de récurrence à r , on voit que chaque 

e ^ > = s'exprime à l'aide des e * * , lo(l^k+l • la famille 

des e , \c\\ ̂  k+1 , engendre donc S ^ + 1 • D'autre part, (l) montre 

que les e * ^ , ĵ i = k+l , forment une hase d'un sous-module supplé­

mentaire de dans S ^ + 1 c/j cqfd. 

(6.3) Ort va donner une description des codéformations de 3 C/) à la 

manière de (3.2). Soit P une codéformation de S Cg . O n peut donc consi­

dérer la X-algèbre de Lie OJ munie du crochet T (ou T^)• On note U aj 

l'algèbre enveloppante de cette algèbre de Lie. Munie de son coproduit 

usuel C , U oj est une bigèbre filtrée; c' : U aj >Uaj®Uc/j 

est l'unique morphisme d'algèbres tel que c'(x) = x ® l + l ® x pour 

tout x dans oj . Rappelons que Oj est plongé dans U oj et U Q cg = K , 

U l °} = H) ® K # 

Comme (s cg , ) est une bigèbre filtrée cocommutative dont l'en­

semble des éléments primitifs est Oj f l'injection canonique O^ ^ S cg 

se prolonge en un unioue isomorphisme de bigèbres ijy : U Oj y S 

(cf. U ^3 » l o c * c i t « t h ! ) • 13 e s t clair aue l'objet Strj x > U Oj 

(qui est un morphisme de cogèbres) a pour déformation associée F. 

(6.4) Réciproauement, supposons que c/j soit muni d'une structure de 

K-algèbre de Lie pour un crochet noté C t 3 • C e c r o c h e t s'étend de 

manière unique en un crochet de Poisson de degré 1 sur S Oj t noté 

encore 

Soit un objet S Oj — ~ ^ u ° 3 * t e l 9 u e & soit un morphisme de co­

gèbres et soit F la codéf ormation associée à S (cf. ( 5#3.l)). lia réci­

proque consiste à prouver que: = » 3 • 

On montrera d'abord les lemmes suivants: 
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I.M'E >. - îlotons t (resp. £ f ) la oottnitô de S cg (resp. U uj ). Le 

morphisme de cogèbres S conserve ces cottnités i.e. £ • • S » £ . 

Preuve. - Rappelons que £ (resp. £•) est la projection canonique de 

о CQ (resp. U CQ ) sur K. Notons aussi que, d eaprès la définition de 

la cottnité £ 1 , on a: 

( £ f <» £•) (c ' ( S(s))) = ( i d ® £ « ) . (g'fcid) (oe(6(s)) 

= (id ® £•) (id 9&(s)) = id® £'(£(s)) - 6 e(£(^ 

pour tout s C S c j • 

Introduisons une base ( e^)^ ̂  j de oj ainsi que la base (e ) de 

S oj définie dans le lemme 1 . Notons oue e° = 1 ^ . Pour tout * , on 

pose к ̂  = £ E ( 5 ( e * ) ) j ainsi K Q = 1 K • D
faprès le calcul préliminaire* 

( £ * Ф S9) ( c f ( Ê ( e ^ ))) = K ̂  . Or, par définition de C , on a: 

c(e* ) = » v\ e ^ « e* , d'où: 

£' в £•( S * I (o(e«))) = Z I L F J , K K Y . 

с 5 ' * ! 
О étant un morphisme de cogèbres, on a: K = jL ^ • F A к л k Y . 

Une récurrence sur |oc( montre que ces égalités impliquent K ^ s О pour 

tout c< / 0 . Par suite, £• . S et £ coïncident sur chaque élément 

de la base (e ) cofd. 

LE:.MF, 3. - Si » i d _ . 

Preuve» - En effet, pour tout x dans C£J , S (x) appartient à UjOj «</J*^ 

donc il existe x 1 € C£j et к £ К tels que & (x) « х г + к . Comme £ 

est une déformation, on a x^ « x • De plus £ f ( 6(x)) « к d foù к » 0 

en vertu du lemme 2. 

On. est en mesure de conclure. Ibur tout s* t dans Oj t cm at 

T(s, t) . S e l ( S(s) S(t) - £(t) S(s)) - S " 4 s t - ts) - [a, xj 

en utilisant deux fois le lemme 3« 
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Ainsi, les crochets de Poisson et C > 3 coïncident sur C/j . 

Par suite, ils coïncident sur S cg tout entier. 

( 6 ^ 5 ) Exemple. - On suppose, comme en ( 6 . 4 ) , que Oj est une algèbre 

de Lie pour un crochet noté [ > ] . O n définit alors un objet 

S C/j * U c 3 p a r* 

<r(x1 x ^ ) »
 xr(D ••• xr(k) 

pour x 1 , dansOJ et k ^ l • 

L fapplioation CT est appelée symétrisation et sa déformation asso­

ciée S s'appelle une déformation de Weyl de S csj • 

Pour tout k € [N, les éléments x , x€%* engendrent le K-module 

S^^J ; par suite, CT est l'unique application vérifiant 1 

V W , Vx eaj , <T (x k) = x k . 

Il est aisé de déduire de ces égalités que 0 ~ est un morphisme de 

cogèbres (cf. [ 6 2 * 1 3 ) » S est donc une codéformation de S OJ • 

Notons qu'une codéf ormation V de S csj est une déformation de Weyl 

si et seulement si F conserve les puissances des éléments de csj . 

( 6 . 6 ) Considérons l'application F I > qui, à toute codéformation 

p de S , associe son crochet de Poisson. D'après ( 6 . 5 )$ c'est une 

sur je et ion de G^ sur l'ensemble des crochets de Lie définis sur Oj * 

Il est clair que deux codéformations équivalentes ont le môme cro­

chet de Poisson associé. Réciproquement, soient F et F' deux codéfor-

mations ayant môme crochet de Poisson associé. Elles définissent deux 

objets S cg — - — » U c g et S t g — - > U o j isomorphes ( cf. (3«2)) 

donc F et F' sont équivalentes. 

Ainsi, l'application F t » induit une bijection de l'ensemble 

Gg / des classes de codéformations équivalentes sur l'ensemble des 
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crochets de Lie définis sur « 

Remarque. - L'application C • 3 I > S qui, h tout crochet de Lie sur 

Oj , associe la déformation de Weyl correspondante est une section de 

l'application P | • • 

t> 7. CODEFORMATIONS DES ALGEBRES SYMETRIQUES DE RANG FINI. 

On reprend les notations et hypothèses du § 6, mais on suppose en 

outre que le K-module libre ĈJ est de dimension finie n» On fixe une 

base (ê ^ , e ) de . Pour tout <X£ 0ïn , on pose 

e « - « î 1 * ( d a n s S c 9 > 

où <x = , • . •, (K ) et <x !=<*..! ...oc ! 

i n i n 

Il est clair que les e ̂ , c<eOï n , est une base de S crj telle quel 

(d . 0.i 

(ii) c(e^) » Z_ v e^ # e^ pour tout 

On peut donc appliquer l'exercice n° 1 1 de C 6 J , p # 74 # 

(7»l) Soit F une codéformation de SO[. Soient c<*py * e s constantes 

de structure de l'algèbre (Soj, * ) dans la base (e u ) i.e. 
p 

e « * er\ = 2.—1 c e y . 

Alors il existe une unique loi de groupe formel f(X,Y) A (f.(X fY)) 

de dimension n sur K telle que , pour tout O^1 , on a: 

f(X, Y ) * «IHc^ X * Y A . 
De plus, l'application canonique OJ ^ K n est un isomorphisme de 

l'algèbre de Lie ( Oj f Tj) sur l'algèbre de Lie de la loi de groupe 

formel f(X, Y ) . On dira que f(x, Y) est la loi de groupe formel 

associée à la codéformation F . 
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Réciproquement, toute loi de groupe formel de dimension n sur K 

est la loi de groupe formel associée d'une unique codéformation de S ^ f t 

L'application F » » f(X, Y) définit donc une bijection de l'en-^ 

semble G^ des codéformations de Scy sur l'ensemble des lois de grou­

pe formel de dimension n sur K* 

Appelons équivalentes des lois de groupe formel de dimension n 

sur K ayant la m6me algèbre de Lie. L'applioation P | >f(X, Y) 

induit donc une bijection de l'ensemble G^ / G^ des classes de codé-

formations équivalentes sur l'ensemble des classes de lois de groupe 

formel équivalentes* 

Exemple « - Il est olair que la loi de groupe formel associée à la codé-

formation nulle de S est la loi de groupe additif X + Y * 

( 7 # 2 ) Soient P une codéformation de S CQ et f(X, Y) sa loi de 

groupe formel associée* On a un isomorphisme canonique de la bigèbre 

SOJ sur la bigèbre K £ Z f t] envoie e ^ sur Z • 

Hotons encore *- le produit transporté sur K $•••$ Ẑ "] • 

Soient les polynômes P(z) = Z I Z* et Q(z) = Z ^ • 

oc ¿1 P> P! 

Avec les notations de (7*1), on at 

Or 1© crochet précédent peut s'écrire: 

^ < W ~ T - . — )* P(X)Q(T) 
f ï b X * | x - 0 o Y ^ Y«0 Ô X d Y X-T-0 

d'où la formule 

(7.2.1) P *- Q( Z) - exp(Z f(-l- , JL.)) . P(X)Q(T) 
p ^X X-T-0 
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n particulier, dans le cas de la déformation nulle, on a: 

P X Q ( A ) - ZL (-1- 4 . P ( X)Q ( Y ) 

6 « • ô X à T X = Y = 0 

Revenons nu cas général. Notons g(X, Y ) la partie non linéaire 

de f ( X , Y ) i.e. F ( X , Y ) = X + Y + g ( X , Y ) . En reportant dans (7.2.1), 

on obtient: 

P * Q(Z) = ZI -2- ( X + X + g(2_ , JL.)) . P ( X)Q ( T ) 

P V « • 2>x 3 Y a x ^ Y X - Y - o 

. Ç -g ( Z I . ^ O . + ±-f . rfJL , A - f . P ( X ) q ( T ) I ) 
* t- «op.* *'P- àx ai ai ai I X - T - O 

«,P> <*• P>- Â X D Y L 3 Y > J | X - y = o 

r-

or, d'^pros le cas particulier vu ci-dessus, ce dernier crochet est 

à ^ °* 

égal 5 ri , ) . P ( X ) Q ( Y ) d'où la formule: 
~À X ^ Y X = Y = Z 

(7.2.2) P * - « ( Z ) = exp(Z g ( -L , JL)) . P ( X ) Q ( Y ) I 
F K 3 ï I X = Y = Z 

Re- nrnue» - Si f(X, Y ) est un polynôme, alors la loi s 1 étend en 
F 

un produit sur l'algèbre des séries formelles K [ [ z

n"]3 

donné par les mêmes formules» On définit dans ce cas une déformation de 

l'algèbre de Poisson complétée S É 

(7*3) On va donner la loi de groupe formel associée à une codéformatlos 

de Weyl # On se limite au cas convergent» Four cela, on suppose que I est 

un oorps value complet non trivial de caractéristique nulle» Dans oe osa* 

la loi de groupe formel associée à une codéf ormation de tfeyl Q 8 ^ 

la loi de groupe formel de tempbell~Hauodarff de l ralgèbre de tie ( cj f̂̂ l 

(cf.C6j, ch»III f § 4, tlw4 ) 
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Notons ou*ici la loi de groupe de Campbell-Hausdorff est convergente 

et définit sur un certain voisinage de zéro de K n un groupuscule de 

Lie V . Soit <p : V » K n l'injection canonique; cp induit un iso­

morphisme Cp^ t U(V) *U(K n) de l fespace des distributions sur V 

à support contenu dans (oj- dans 1 «espace des distributions sur K n 

à support contenu dans {oJ> . Le groupuscule de Lie V ayant pour algè­

bre de Lie Oj . U(v) s'identifie à U Oj . D'autre part, U(K t t) s^iden-

tifie h l'algèbre symétrique s(K n) oui, elle-même, est isomorphe à Soj • 

On obtient donc un isomorphisme d'espaces vectoriels t Ucrj y S oj • 

Alors, ^ ~ 1 est la symétrisation dont la déformation associée est P •• 

§ 8 . DEFORMATIONS DR MOYAL. 

On suppose toujours que K est une Q-algèbre. 

On prend pour Oj une K-algèbre de Hejsenberg de dimension n » 2m+1, 

définie par une base (e.) (cf. ( 2 . 4 ) , l 6 = e partie). En identi-

fiant S et K[X 1 X ] au moyen de cette base, le crochet de 

Poisson sur K[x i X r 3 est donné par l'égalité ( 2 . 4 . 1 ) , l e r ^ partie. 

Notons V la déformation de Weyl de S (cf. ( 6 . 5 ) ) » On vérifie 

sp.ns difficultés nue la loi de groupe formel f ( Y , Z) associée à la 

oodéformntion P est: 

f j Y , z) - Y t + Z± pour i€.{l 2m ̂  

) 1 m 

l fn ( Y» 7 ) - Y n + \ + T < g ( T i 2 i + « "
 T i « Z i » « 

m 
Posons h(Y, Z) » 7Z (Y. Z. - Y, Z.) • La formule (7*2.2) 

. , i î+m i+m i 
i=l 

fournit une série formelle en la seule variable X t 
n 

( 8 . 1 ) Q(X) « e x P ( - i i h(J&- , -à-)) . P ( Y ) Q ( Z ) | 

P 2 B Y Bz I Y - Z - X 
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Puisque h est un polynôme, cette égalité s'étend aux séries 

formelles et exprime alors la déformation de Weyl de l'algèbre de 

Poisson complète 3 • 

PHOPOSITION* - Tout idéal de Poisson I ̂  *= (X n - >s ) de_ S crj 

(cf. prop, de (2.4), l è = 6 partie) est un idéal bilatere de l'algè­ 

bre déformée ( S o\ , X- ) • 

d p 

Preuve. - La form île (6.l) montre oue, oour tous polynômes P et Q 

dans K ̂ X^ X "] , on * : 

F n * 

Par paFsege au quotient, la déformation de Weyl F détermine donc 

une déformation de degré 2 de l'algèbre de Poisson Scg / 1 ^ munie 

du crochet X { , } , où { > \ e s * l e crochet de Poisson classique. 

Cette d-'formation s'appelle la déformation de Koyal de l'algèbre de 

Poisson cl? ssjoue 5 cxj / 1 ^ • Notons * et Q , le produit et 

le crochet déformés. Pour deux polynômes P, Q de K [X^ , X ^ ^ t 

on a donc: 

(6.2) P)tQ(X) = exp(4- • , ^ - ) ) • P(T)Q(Z) I 

et, comme h est antisymétrique, 

<*.2Ï Lp» <0 * (X) = 2 s h ( X . h(^- , i - ) ) . P(T)Q(Z) I 
J * i 2>Z I Y«Z«X 

Ces formules s'étendent aux séries formelles, fournissant ainsi 

les expressions de la déformation de Moyal de 1«algèbre de Poisson 

classique complète» 

La déformation de Moyal peut se décrire à la manière de (3.2) par 

i «objet su) / — £ — * U S 3 / ^ ^ A ^ q u i 8 6 d é d u i t d e l a "f^rlm^ 
tion 0" j S<g >Uaj . Il est clair que 0"(l^ ) est un idéal bi latere 
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de U Oj et que l'algèbre quotient U C J ^ / C T ( I ^ ) est une algèbre 

hamiltonienne de degr£ 2, définie par 2m générateurs x^, y^ (l ^ C i ^ C m ) 

et les relations: 

X i y i " y i X i " * 

x. x . - x . x. . y. y . - y. y. = x. y . - y. X i . 0 dès que i / j . 

Pour ?\= lyr t c'est l'algèbre de Weyl (cf. (l.3) f l^î 6 partie). 

Passons maintenant au cas où K est un corps algébriquement clos de 

caractéristique nulle. 

THEOREME. - Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique  

nulle, tout idéal de Poisson maximal Ol de S Crj est un idéal  

bilatere de l'algèbre déformée (S oj , ) • 

Preuve. - D'après la proposition précédente et celle de (4«7)* l e^ epar^ 
2m 

tie. il re; te ri ̂ x^miner le cas où Ol = (X. - a.) + (X ) , avec 
. « î î n 
i=l 

(a, >•••> ) É K m . le résultat est alors immédiat en vertu de ( 8.1). 

1 ^m 

Ainsi, tout élément de 3PM(Sc/j) détermine une déformation Quotient  

de la déformation de Weyl» Cette déformation quotient est décrite par 

l'objet S 0)/ck *U /<y(oi) # En utilisant la bijection canonique 

: SPM(S^) >Spm(Ucg) introduite en ( 4 . 6 ) , l̂ S® partie, on peut 

voir que <r(oi) = c|o( ai) # il serait intéressant de généraliser à 

d'autres algèbres de Lie (nilpotentes, par exemple) cette description 

des déformations quotients. 

Exemple. - On considère les algëbres de Poisson classiques (à 

coefficients réels) et (à coefficients complexes). On a une injec­

tion naturelle Z ^ — ^ Z ^ . Si P et Q sont deux polynômes à coef­

ficients réels, le produit et le crochet usuels de Moyal de P et Q 

sont P -* Q et 0?, Ql ^ (cf. £4 - 3 et (X-iT])• c'est-à-diret 
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P *- Q(X) - exp(- - 2 - . h<-2- , -2L)) . P (Y)Q(Z) 

-uî 2 a Y az Y = Z * X 

J Ji* àY az I Y-Z-X 

Ces formules s*'tendent aux séries formelles» Cette extension perast» 

(Tâce au thôorème de Paley-Wiener, de définir le produit de Moyal dans 

1 «espace , image par la transformée de Pourier de l*espaoe dss 

distributions à support compact sur TR • On obtient alors des expres­

sions intégrales pour jt , et l'on constate qu'elles ont encore un 
- i * 

2m 

sens pour les fonctions à décroissance rapide sur TR f définissant 

^insi le produit de Moyal sur l'espace (cf. ) • 

§ Q, CONCLUSION, 

Au vu de lvexemple précèdent, donnons une définition générale des 

déformations quotients. 

Soit A une K-algèbre de Poisson de type fini et relevable (cf # (3%5)t 

l e = e partie). A est donc une algèbre de Poisson quotient K[T T ~ l / I 

où I est un idéal de Poisson de K^T^ >•••• . On se donne une défont** 

tion P 1 (resp. une codéformation P 1) de K JJF^ ,»•*, T^] telle que I 

soit un idéal bilatère pour . L a loi quotient sur A détermine alox* 

pt 

\ine application K-rbilinéaire P: A K A » A faisant de A une K-algèta* 

associative unifère; F sera appelée une déformation (resp. une codéfor­

mation') de l'algèbre de Poisson A . 

Pour étudier les codéformations de A , il suffit de prendre pour F f 

une déformation de Weyl de K [^T^ , •••» T^~] puisque toute codéformation 

de K [T1 M M , T n 3 est équivalente à une telle déformation (cf. (6 % 5)) # 

D'autre part, on dispose pour les cao déformât ions des techniques des algètf"1 

enveloppantes Ql43 • Il serait donc intéressant de développer des teoh~ 

niques analogues pour des déformations quotients plus générales. 
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