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PERTURBATIONS SINGULIERES ET NOYAUX DE POISSON POUR
LES OPERATEURS FRONTIERES HOMOGENES

par Michel GUEUGNON

Introduction.-

On reprend les problémes des chapitres II, III et IV de [f]
ol les opérateurs frontiéres sont remplacés par des opérateurs
associés a des polyndmes homogénes plus généraux. Les notations et
hypothéses générales seront conservées. et les références i divers
théorémes ou lemmes s'y rapportant. Dans le cas présent, on rend
mieux comment les opérateurs frontiéres interviennent dans la

régularité de la solution et dans la convergence de la solution

du probléme perturbé.

1.~ Les opérateurs frontiéres.

Considérons les polynOmes BQ(E,T) A = l,...,ml) homogénes de degré

TP On les écrira sous la forme suivante :

ul-kz uﬂ—ax—l
n BQ(E,T) =2 €Dk + ay +l(E)T +...4 au (&)
2 2 L
ou axg+](£) est homogéne de degré A£.+ j .
On pose Vo = Mg - Xl .

On suppose que les polyndmes BQ(E,T) sont ordonnés de sorte que

(2) 2> %' donne v, >V

2 et

2«’

(3) v

Remarque.- L'hypothé&se IV de [1] (p. 28) entraine que v, 2 m]-l

et v > m_-1. On &tudie donc le probléme : !

o

(1) {

1
Lz o, D)) ulx,y) =0 , y>o0 .

Bj({ DX ’ _Dy) u(x,O) = mj(x) .
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Et l'0on prend la solution donnée dans

0]

p-(J_l) est remplacée par p

deuxieme partie,

—u .

en (3.0.4),06 dans la

2.- Comportement asymptotique des Ajk(pm) au voisinage de p = 0.

a) La matrice [Akl(pm,o)] au voisinage de

p =0,
a) kg m .
On a par définition :
k-1
kg BQ(PN»’DZ) 2 epyz
= d .
A" (pw,¥) JC m ni(pw) 2
SR b
i=1 P
Donc
k-1
Bo(w,-2z) 2z
kg “1j L0
A . = d .
(pw,0) o) Y ni(pw) z
7T (2 + ——)
i=1 P
D'ol 1'on peut &crire (cf. [1]).
UQ Bl((ﬂ,"‘l)
Akg(pw.o) =p (°k9.(“’) + 0(p)) ot “kz(“’) = I =
C
T (z + a. (w))
i=]
B) k > mo+l.
k-m -1 2
K By (pw,=~2) 2z ey
A 7 (pw,y) = J = dz .
c' ]
T (2 + n;(pw))
m_+1
()
Donc :
k-mo—l
By (pw,—-2) z
9 ’
A% (ow,0) = I dz .
¢t M
TTr (z + ni(pw))
m°+l

Et,comme précédemment :

A

L
A% (00,00 = b 7 (@ + 0(p))
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ou
\)2 k-m -1
axz(m) (-z) z
akl(w) = I dz
c' oy
TT (z + Bi)

m +1
o

b) La matrice [Ajk(pw)] au voisinage de p =0 .

L'inversion de la matrice Akz(pm,o) entraine le théoréme suivant

en tenant compte du a).

Théoréme 1.- Au voisinage de p = 0 , on a les propriétés asymptotiques sui-

vantes

™t V5

Ajk(p‘”) =0 (p ) =0(0 ), kgm
v - v, = A. v - M.

A ow) =0 (p Mt T Ty 2o ™t Ty jem et kpmosl;

] o 0

V- Aj

Ajk(pw) =0(p ©° ), jzm+l kgmog
_)\j

Ajk(pw) =0 (p 7)), jrk 2 m +1

Preuve : elle est analogue a celle du théoréme(2.3.1) en tenant compte que

mo+l > vmo par hypothése.

3.- Propriétés de régularité de 1a solution du probléme (I)

Rappelons que la solution que 1'on &tudie peut s'écrire sous la forme

. . - - Y . . L)
suivante sous certaines hypothéses de régularité 3 l'origine des ¢. ,

my
u(x,y) = T u.(x,y) ) ot
j=1 1
|
= F P A
vy = T Fe B A5 (o) 6, (p,w,y) $;(B)] ()
(4) -u.
? o P J Nj(pvws(:) epcy ~
a TT (g + —-?;—-)
i=1
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3 pour tout y > O

. -1 .
Théoréme 2.- Soient wj(x) € :P(Rrl ) , 1 = l,...,ml

on a :
B.(l D =D ) u.(x,y) € Hr(imp-') comme fonction de x et
AR S A R
|
B.(+ -D . £ C . VIeEN.
g
Remarque 2.- B. peut @tre remplacé par D et on aura des résultats,

analogues au théoréme 3.4,pour p = 2, d'Agmon-Douglis-Niremberg.

Preuve : Lorsque y = 0 , le théoréme est immédiat car, Bj uj(x,O) = wj(x) .

Supposons alors y > 0, il suffira de montrer successivement que Bj u;k(x.y\ :

et Bj u?(x,y) sont dans Hr(iRn_l) (j,k < ml) c'est-a-dire,si

= (A, 0y, ...y a _}), que
a 1 a _a 2 2 n-1}
D” B. u. et D B, u, sont dans L (R ) pour tout lal < ¢
x 3 )k X "] ]

l .
a) ujk avec j,k < m -

Le théoréme de Plancherel entraine qu'il suffit de montrer

/\
o] - a 2 n-
x(Q) Ajk(Om) Bj(pw, Dy) G, (prw,y) D ¢3(€) €EL(R )

or x(g) Ajk(pm) Bj(pw, -Dy) G (p,w,y) est continue 3 support compact.

La continuité en p = O suit du fait que

Y Eifw, ~z) <! ePY?
B. -D G, = d
jPwr DY) G =0 JC m n; (ow) az
™ (2 + ——)
i=] o
Uj . \!
et alors lp Ajk(pm)l est borné au voisinage de p = 0, d'aprés le théord!
D'od
! a 1 2 2
B. u, = I D_ B. u., (x, < C ||
LCR ) H (R
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1 .
8) ujk avec j g m et k > mo+l .

Dans ce cas :

k-mo—l z
B, (puw,~2) z e’ A
B. , =D ) G = dz = 0(p )
J(pw y) K J n P
™ (2 + ni(pw))
mo+l

-V, - A,

\Y]
et, comme alors Ajk(pw) =0 (p Mo+l J J ), on aura :

\Y) - V.

m.+1 . -
Ajk(pw) Bj(pw, -Dy) Gk(p,w,y) =0(p © J); et j g m_ entraine

que Vv . > vj , c'est-d-dire que l'on a encore continuité a l'origine et comme
o

précédemment, on a la méme inégalité.

Y) u;k avec j > m+l et kgm.

Dans ce cas :

V., =V
- - ] m, .
Ajk(pw) Bj(pw, Dy) Gk(p,w,y) = 0(p °) et V. > 2 (G > mo)

et,comme précédemment,on a la méme in&galité.
6) u! avec j,k 3 m +1] ~
jk o
Dans ce cas

Ajk(om) Bj(pw, -Dy) Gk(p,w,y) = 0(1) .

e . 2
Donc le résultat est vérifié pour Bj u;(x,y) » et pour Bj uj(x’y)l

il suffit de voir la démonstration du théoréme 3.1.1.

- 3
Théoréme 3.- Soit ¢, € 2R telle que |, | ron=1.%® alors
— ] /2,8 (R
|Bj(% Dx , -Dy) uj(x,y)ll o est fini pour tout j = I,...,m] et on a
9’
8.3 b, -D) u.(x,y)| ¢ o
A7 y = u,(x,y < ®. - N
1 X ¥ 1,8" 372, B (RYY

1
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Preuve : C'est le théoréme 3.1.2,en tirant du lemme 2.5.2 les inégalités

Si ksmo,

u.
|Bj(pw, -Dy) Gk(o,w,y)l <C p? e PV , pour p g a,

Si kg m+l,

A

i - (By+apy)
|B5Gows =D)) G (pow,y)| £ C p " e yrapy

, pour p < a

Théoréme 4.- Supposons que @

Itpj' Vm]+r+l n-1 < ® ¢ 3 = I seees mO ’
’Uj—E’H (R )
* 1
leI vml+r-\).+\)m+l <®, 3 zozt
- - - (o]
\)m )\J st
o

u(x,y) donnée par (4) est bien définie et est une solution du probléme (I}

le+l,r n
qui appartient 3 T (R+)

Preuve : La marche 3 suivre est la méme que pour le théoréme 3.1.3 en remarquant

que le théoréme (1) permet d'écrire :

pour j,k& m

1
/2 V373

m M.
1 ] 1/2 j A

z:" x(g) [p Ajk(s)] G, (prw,y) o P 0, (&),

X(g) pl/2 pouvant étre majoré par al/2 ’

u-
p ] Ajk(g) est borné au voisinage de p =0 ;

pour j & ny k> mo+l ,

] I
m H: — V Vv + = -y. ==
] m_ +1 m.+1 2 2
kZl x(“a')) o3 ° Ajk(z) G (prw,¥) p © o 3 Gj(ﬁ)
o, Vm_+1 *% Yo +1 %
x(7) e ° peut &tre majoré par a °© )

12
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1'lj —vm +1
0 o Ajk(i) est borné au voisinage de p = 0 .

pour j 2 mu+l , kgm

[o) H

m, o. Vp * A 1/2 Vo A, - 1/2 ~
T x(xp M 3 A (&) G (ouw,y)pTp Mo ®. (),
k=1 a ik k 3
X(g) pl/2 est majoré par 31/2,
Vot AL
p © J Ajk(S) est borné au voisinage de p = O
pour j,k > mo+1,
m A v + 1/2 -V - A. - 1/2
i
£ x® 0 4, ® ¢ (puwy) oMo p Mo . (£) s
k=1 a J J
v+ 1/2 v+ 1/2
X(g) p Mo est majoré par a Mo
A

o J Ajk(g) est borné au voisinage de p = 0 .

Corollaire.- Si sous les hypothéses du théoréme précédent on suppose en plus que
Ltoro - 2 =

Vm +rek
qg €H (R" ) , Vi=1,..., m oy
Vm +k,r
1 n
alors u(x,y) €T (R))
4.- Le probléme limite
On considére le probléme :
1
Lo(i Dx . -Dy) u(x,y) = 0 .
(1n) {
1 .
BJ.(i D_, -Dy) u(x,0) = wj(x) ’ lsm .

On a successivement :

13
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k4 _ .
A7 (pw,y) = B, (pw, Dy) G, (P,w,y)

J Bz(pw, -pz) zk—l epyz
C

dz
m

™ (z + @ ()

i=1

Uy J Bz(w, -z) zk“l epyz
C

- dz ;

TF (2 + o, ()
i=1

Yy,

Akg‘(pw,O) = p akl(w) et donc

_uj
[Ajk(pw)] =[p Bjk(w)] .

Théoréme 5.— Supposons que :

*
0. | -
] -uy - 172, MmotTHlgen=1y

< o

Mg
On peut alors définir u(x,y) = T uj(x,y) ol

j=1

mo ? —uj A
uj(x,y) = 1::=1 £ [D Bjk(w) G, (P,w,y) tDJ.(E)] (x) ;

u(x,y) ainsi définie est une solution du probléme (II) qui appartient 3

v
Tm0+l T ( RE)

5.~ Le probléme perturbé

Si € > 0 on considére le probléme :

L( D) u, (x,y) = 0 , y >0
(1I11)
B, D) u,(x,0) = 0, (x), i= e, m

On note f?k(g,y) = x(g) Ajk(pw) Ds Gy (prw,y),

14
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B,y - 5 B8
j yY) = kz-] jk(ng) /
- -u
o 0 I N.(p,w,0) (or)PePt
B,y = - xy J dg
J a m ni(m)
T |G+ (—————]
i=1 P
Théoréme 6.- Supposons que
* -
'wjl | \)ml+r+1 -1 < @ (is mo)
My T g H @®"
et
*
|mj| V. +T+ V. =Vv.+] < ® RSN
-V_ =-A. - 1 H mj m, J (Rn’-l)
mo j 2°?

m
On peut alors définir la fonction uc(x,y) = 3 u.s(x,y) , ou

: j

i=1

TP N —
sy <o) [Foreee D G©10 + T l63eE, D 8, 1w]

v_+l,r
m n . o
et ua(:,y)l €T ! (R est solution du probléme perturbé (III) et converge
+l,r

dans T Mo (]R:_‘) vers u(x,y)

Preuve : Le début du th@oréme est analogue 3 la démonstration du théoréme ¢4.2. |

V_+lLr
Montrons la convergence dans T "© ’( Rz) .

Vp +L

2
Lemme. - u. converge vers zéro dans T °©

n
je (R+) lorsque € +0 et on a

les inégalités :

2
I3 ¢ ey 112
T

[] F. ’
v_ +lr < Ce , J=1,..., m

m n
° (RD)
et
2
[ERCSoN &
T

Vo+lr <

"OCRD)

15
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Preuve : D'aprds le lemme (3.1.1), on a :

-] /\
2 2
|09 (0P u;.ze(x,y)) 12, 8 0, ©)° deay

J I |B°<s )
= - g. Y
L (mi‘) o ™l Tie

€Dy 2 -Zuj+280_] 43\ 2
sC | o) U-xEN) 07" 0. (0)| 7 dE
J
R
~2u.+2B 2(a,+8,) 2(a _+B_ )
_ €0, 2 -1 ] o] 1M1 n—-1 "n-1
€ Ce LR“" (I = X)) (ep) p |€|| lgn_ll
18, @)% ac
—2u.+2|ql+2|p|
a,-1 h| ~ 2
< Ce LRn_] F e !mj(g)| dg
-2u4-1 21ql+21pl+1 ) "m]*’”/\ )
sce |y oo M TG
(1 +p5 7
Ceci pour j m et alors, comme Iql < \)m+| et Ipl g r et
o
Ym * < Vm , on a
o] 1
2iql+2lpl+1
<2 *+ .
2\’m ﬂ_ﬂsc pour pER
(1 + p%) 71
d'ol le résultat pour j g m_  en sommant pour Iq] < v +let Ipl <€
o
Si ] ;m°+l , on majore alors comme suit :
2v.-2v 2v_ =v.-1 =2v_ =2X.+2lql+2]pl
j m _ (& 2 m, J m j 2
<Ce xe 0 L_, (- xE2) (o) Mo p Mo [cN¢Y
2\Jj--2\)m
Or si j >,mo+l \)J. > vmo et donc € O g1 et
2v_ -v.-1 AV AV 3
(1 -xEN? e Mo @ T
D'ol
< ce L p-vao—Z)«j-l p2|q|+2lp|+l ) vml+r+vmo—vj+lA \
) - 2 V2. *m w1 l“’j @
(140 ™1 o J

16
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et le résultat lorsque j > m +1, en sommant pour Iql < v+l et Ipl < r

~
o]
La deuxiéme inégalité s'obtient en laissant (t:p)—l et en sommant sur
Iql <vml+1 .
. 1
Lemme 2.- Lorsque Jj g m, et k > mo+l ujks(x’y) converge vers zéro dans
v+l r
T Mo ('Ri) et on a 1'inégalité
utee 9 12 <c'e
ke 7 Vo *hr = )
T © (R))
+
a,p 1 2 25 B Y2 o 2
Preuve : ||D7(D ujks(x,y)|| 9 o = F et Ifjk(ei, 5)! Iij(E){ d€dy
L"(R)) 0 ‘R
Or pour ¢p < a le théoréme | donne pour j g m et k 2 m +1
\)m +1 _uj

IAjk(epw)| < C (ep) °

et le lemme (2.5.2) donne aprés introduction de ¢

aBo o |2 o 2o %
—— i
B -Gk(ep,w, 9 < 28, e pour £p < a et k >m+
oy
Donc
2u.-28B v, =20
q P, ! 2 i o 2.8Py (gp) Mo ]
{|p™ (D ujkc(x’Y) N, , scCe LRn_I X )
L°(R)
Y
-2 (B+AEP) SN
[” . “ay 0*Pes0)|?
0
=2u. 2(a +B.) 2(a +B )
2v =28 _+I 2v 72 18 n-1"Pa-1
<c ¢ Wotl o IR . X2(%§9 o o 3 U
18,0 1° ¢t
2v_ _-2p 2lpl+2lal-2u
2,¢P my+1 o IW-(E)l dg
2v -2B 2v -28
m,+! 0 par a my+1 o

on peut majorer (&p)

et, comme Bo € v, tis \)moﬂ '

(o]

et,comme précédemment ,on peut conclure que

17
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! 2
”ujk‘(X.Y) H v

Lemme 3 - Lorsque j >m 41 et k >m +1 , u! (x,y) converge vers zéro
— sl,r o o jke

dans T ° (R ) et on a 1l'inégalité :

1
”ujkc(xvy) ” C' €

Vm-+lr <
T°(R)

Preuve : On a encore (4.2.15) (4.2.17) mais le théoréme (1) donne :

-A.
Ajk(cow) £ C (¢p) J pour Ep £ a et donc :
2u.-28 -X. =A.
qu(Dp u k(X)) H ccexe 7 % L | X (——-) p
L (R ) n-

2(a,+B,) 2(a__*B__,)
1 ") n=1 n-1",~ 2

E‘ oo En_l 'mj(g)l

2v.-28 —2u.+2lpl+2lql 2
scCe L"" X&) () I ° 5 ] |G, &) |7 d&

et 1'on décompose en introduyisant 1| = x(g) + (1 - X(g))

zvj-zao 2 ep 0 yAY +2-ZBO
le premier te —_ 3
P rme est Cexce Ln-lx(a)x(a) p
-2v  ~2-2X.-1 2 +21q1+1 15 2 d&
0 m, 1 o |p| IQ)JI
et 2v. - 28 3> 0 entraine € J r
J ° |+21qi-]
+
2v_ +2+421pl+21ql1-2B, 2\)“‘o”lp g
Zv +2-28 3> 0O entraine ¥ (——) x(g) Mo . €4

O

d'old le premier terme est majoré par Ce¢

le deuxidme terme s'écrit

2 2v.-28 2|p|+2|qi-2uj
- g 0 J o
Ce J (= x(2)) x ) (ep) P +r‘uj+112

v

(I+p ) 12
AV 2 4 Y 2
(ap2y m ] J.(&)I

18
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Comme 2vj - 280 > 0 et X (59) =0 si €Ep > a on a :

2v.-2B 2v.-28
CE) ey I °ga 1 °

2|p|+2|ql—2uj

—v® = . a P
et comme 1 x(a) 0 si p<g > A T A2 < C pour
(14p°) ™1 J
lql £ v +et lpl g ¢
)
D'oli le résultat,
Lemme 4.- Lorsque j > m +l et kgm u!ke(x,y) converge vers zé&ro dans
v_ +lr 3
T © (?m ) et on a 1'inégalité
2
lut, Gy 112 <c'e .
k ’ +] r
jke T m (ﬁR )
Preuve : Dans ce cas
-v_ =A,

|A (eow) | < C(ep) o J pour €p < a
et le lemme (2.5.2) donne :

3 ° y
'—B— Gk(epam’ )

o &
dy

2 28,
<£C p e 200y pour ¢€p £ a

pDonc @

u. -2v_ -2i. 2B -1
I8 s Gy Il , (xt < ce’ LR LDy e o °
L R"

2(a,+B,) 2(a__ +B )
| B n-1 "n-1| ~ 2
£, e B, I«ﬁ(&)l dg
va +2v.-1 -p.+2lai+21(8]| ~ )
sCe LR“" X“E) (ep) Mo 3 p ) @, (&) |
et aprés décomposition comme dans le lemme précédent on obtient le méme résultat
car ici -2Vmo+2vj—l > 0.

19
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. ]
Lemme 5.- Lorsque j) £ m et kgm ’ (x,y) converge vers

o o ujke
Vmn +,r n e L
(donnée par le théoréme 5) dans T © (IR+) et on a 1'inégalité

i 2
Hujkc(x,y) - ujk(x’y)|LVmo+hr Ce .

n S
®D)

Preuve : C'est 1'analogue du lemme (4.2.5) o j-1 est remplacé par

et m par v_ +1.
o o,
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