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MODULES SUR UN ANNEAU DE KRULL REGULIER
AU SENS DE MARUBAYASHI

par J.B. DELIFER

On édutie ici quelques propriétés des anneaux de Krull réguliers
non nécessairement commutatifs (AKR en abrégé) tels que les a définis
H. Marubayashi [6].

Un premier paragraphe introduit les définitions de base et
établit que les id@aux divisoriels (2 notre sens) vérifient la

condition de chaine ascendante.

Dans le second paragraphe, on précise la structure des injec-—
tifs codivisioriels indécomposables sur un AKR ; ce qui permet de
réaliser une bijection entre types de ces modules et les idéaux
premiers minimaux auxquels on adjoint 1'idéal nul. On démontre aussi

que les injectifs codivisoriels sont exactement les sommes directes

d'injectifs indécomposables.

Dans le troisiéme paragraphe, on applique ces résultats 3 la
localisation fondamentale et on est conduit 3 la caractérisation

des modules codivisoriels et des modules pseudonuls.

Dans le quatriéme paragraphe on &tudie la décomposition primaire

et la décomposition tertiaire dans un AKR.

Nous renvoyons le lecteur 3 1'ouvrage [12] pour tout ce qui
concerne la théorie des anneaux de fractions, au fascicule [10] pour
la théorie des ordres maximaux, 3 [5] et [13] pour les questions de

localisation et a 1'article [11] pour la décomposition primaire et
tertiaire.
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Modules sur un anneau de Krull régulier au sens de Marubayashi

1. LA LOCALISATION FONDAMENTALE F.

(1.1) DEFINITIONS. - a) On appelle localisation fondamentale
(a droite) d'un AKR R la localisation définie par la famille

- £
topologisante et idempotente gf= m .
pep P

b) Pour tout R-sous-module a droite 1 de Q, on note IW le

sous-module M IRP . On dit que I est w~divisoriel si Iw = I
PeP

Soient M et N deux R-modules (a droite), avec NCM:
c) M est dit pseudonul s'il est de torsion au sens de g<(6¢M=M).
d) M est dit codivisoriel s'il est sans Eﬁ—torsion (ﬂfM=O).

e) N est dit divisoriel dans M si le quotient M/N est codi-

visoriel.

f) M est dit divisoriel (tout court) si M est un sous-module

divisoriel de 1'une de ses enveloppes injectives.

(1.2) PREMIERES PROPRIETES.
a) Puisque F = N {g et que le localisé de R suivantfﬁ
red F P

est R, avec R = f\quP » 11 en résulte que le localisé 34{ est
Pe

égal a R.
b) Chacune des {#P étant une T-localisation (au sens de Goldman)
on a pour tout idéal de éf . IRP = R, , donc aussi IQ = Q. Ainsi
P P
tout idéal de pr - a fortiori tout idéal de ﬂf- est un idéal 3

droite essentiel de R.

c) Puisque Rgi = R, éﬁ est une T-localisation si et seuleément

si F=(r} .
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Modules sur un anneau de Krull régulier au sens de Mambayashi

(1.3) LEMME. — Pour tout idéal & droite I de R, Qf(R/I) = IW/I.

DEMONSTRATION. - Prenons a + I dans '4(R/I). Il existe par définition
Je ¥ avec aJ cI. On a donc pour tout Ped a JRPQIRP. Mais J étant

dans ";J/”IP,on a en fait JRP= RP I1 en résulte a GIRP pour tout P e H

donc a€ N IRP , Ou encore a + Ie1I /I.
Ped w

Réciproquement, si a est pris dans I, » fixons P€ > : on a

ae€ IRP s, ce qui permet d'écrire a sous la forme Ii somme

k'k °
finie dans laquelle les i.k sont dans I et les r, dans RP' Les r,
étant en nombre fini, il existe un idé&al J de (fﬁP pour lequel tous
les rkJ sont inclus dans R. Il en résulte que aJ ¢I et donc que
Ifac UjP' Cfa raisonnement &tant valable pour tout Pe &, il s'ensuit

que I.M a¢ # et donc que a + Ieﬂf‘p(R/I).

(1.4) La classe d'Artin de R désignant 1l'ensemble des idéaux
bilatéres non nuls B de R pour lesquels B* =R, on a :
PROPOSITION. =~ ¥ est constitué des idéaux & droite essentiels I

de R vérifiant I' = R, et admet pour partie cofinale la

classe d'Artin de R.

DEMONSTRATION. - Pour tout idéal essentiel I de R, on a I_ = It
(voir 1.10 dans [7] ). ‘{ﬁest constitué des idéaux I pour lesquels
f(R/I) = R/I. Ainsi, compte tenu du lemme précédent et de la
remarque (1.2 b), on a bien ’j= {I<R avec 1° = R} . Si I est un
idéal pris dans Jf, chacune des localisations éij étant bilatere,

on peut trouver pour tout P& 9 un idéal bilatére Bp non inclus dans
dans P avec BPQ’.I. Désignons par B la somme T BP 3 B est toujours

Pe P

inclus dans I, mais B n'est inclus dans aucun P de & . Ceci implique
que B* est 1'élément neutre du groupe libre Div(R), ou encore que

B* = R. Ce qui achédve la démonstration.
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Modules sur un anneau de Krull régulier au sens de Marubayashi

(1.5) COROLLAIRE. - Pour gque fﬁ soit une T-localisation, il faut et

il suffit que R soit un anneau de Dedekind.

DEMONSTRATION. - Compte tenu de la remarque (l.2.c) et de la propo-
sition précédente, pour que é# soit une T-localisation, il faut

et il suffit que la classe d'Artin de R soit réduite & R. Cela est
gvident si R est un anneau de Dedekind ; réciproquement, si la classe
d'Artin de R est réduite 3 R, il en découlerait que les &léments de
17 sont les seuls idéaux premiers non nuls et distincts de R, et
qu'ils sont maximaux. On peut alors appliquer le théoréme 1.13 de

[7] pour conclure.

(1.6) On retrouve la définition de module codivisoriel sour le

forme donnée par Beck (dans le cas commutatif) :

PROPOSITION. - Un module M est-codivisoriel si et seulement si
1'’annulateur de tout élément de M est un idéal a droite

w-divisoriel.

DEMONSTRATION. - Pour tout x dans M, le sous-module de torsion
de xR est donné par éﬁ(xR) = foTﬂ{M. Ainsi éﬁM.= 0 si et seulement
si #(xR) est nul pour tout x dans M. Mais xR est isomorphe 3

R/ . Donc M est codivisoriel si et seulement si %ﬁ(R/ ) =0
annx annx

pour tout x dans M. On peut alors conclure en invoquant le lemme
(103)0

(1.7) PROPOSITION. - On a la cunaition de chaine ascendante sur les

idéaux & droite w-divisoriels de R.
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Modules sur un anneau de Krull régulier au sens de Marubayashi

DEMONSTRATION. - Soit (In)n une suite crolssante de w—idéaux

> 1
a droite de R. Si les In sont essentiels 3 partir d'un certain
rang, la CCA sur les c—idéaux & droite entiers d'un AKR (carac-
térisation de [8]) permet de conclure. Démontrons ici le cas
général : dans 1l'anneau artinien Q, la suite InQ est une suite
croissante d'idéaux ; elle est donc stationnaire & partir d'un
certain indice n_. Ainsi, pour nyn_, InQ = In Q. Explicitant
cette &galité, on voit que In est essentiel d2ns In pour tout
nzn,. Soit J un complément pgur In . Toutes les sommes In + J

forment alors des sommes directes ef sont des idéaux essentiels

de R (pour n»n ). Ainsi la suite ((I_ + J)x) est une sulte
o n nzn
croissante de c~id@aux 3 droite ; elle est donc stationnaire &

partir de 1l'indice n,. On obtient alors en particulier pour tout

n>n, et tout P€ F° , 1'inclusion IHQ(In +J)RP. Cela veut dire que
1
pour tout i danms In,il existe in dans In ,jdans J et ¢ dans %(P)
- 1 1
avec 1 = (in +jdc 1. Il en résulte que ic in +j. Mais la somme
1 1

In+J étant directe, cela implique que j = O et par suite que

ie.In RP. Ce raisonnement &tant valable pour tout P€4%° , il vient

I (i) =1 ,» et donc que la suite I_ est stationnaire i
n n,w n, n

partir de n, ce qui démontre la proposition.

2. MODULES INJECTIFS SUR UN AKR.

(2.1) Soient M un R—-module et P dans &>. Nous notons M, le RP—module

=M =M® . I i i i
MP g{P RP 1 existe une application naturellg dM de M

dans le produit 1 MP. Il est clair que Ker dM = iﬁM ; ainsi,

P

dM(M) est un sous-module codivisoriel de T 1| MP'
ped®
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PROPOSITION. - Si M est de torsion, dM(M) est un sous-module

essentiel de ® M . En particulier si M est codivisoriel

Ped

de torsion, Ma @ M?.
Ped

r

DEMONSTRATION. — Montrons pour commencer que si P et P' sont deux
éléments distincts de &>, alors R, ® Ry, = Q. Il suffit pour cela

de montrer que pour tout élément régulier c de R, c-]e:RP ® RP)'

En effet pour un tel c, il existe un entier naturel n tel que

Png cR.P. Ainsi on a RP' = PnKP. gcRPRP, ,» ce quli montre 1 €CRPR.P,

. -1 - - - ~
et par sulte que ¢ € RPRP' ; d'ol RPRP' = Q. Démontrons 3 présent

que dM(M)g @ MP : en effet, M &€tant de torsion, pour tout x de
P cd

M il existe ¢ régulier dans R avec xc = 0. Par la condition K3
de Marubayashi, c¢ est inversible dans presque tous les RP ; on a

1

donc presque partout x ® 1 = (x ® c)c_l = (xc ® 1)c ' =0, ce

qui prouve que dM(M)g; @ M. Il reste 3 voir que 1l'inclusion
Ped
est essentielle. Posons C = coker dM' En tensorisant par RP pour

P € & , on obtient la suite exacte

0—s u:fMeR__.%MP———v ® M, 0 R~ C,—>o0.
P d L P P
P Ped
Par la remarque du début, pour P # P' on a :

Mpy ®R, =M® R, 8 R, =M®Q=0.

Cette suite exacte se réduit donc i

0— (FM), - M, > M > Cp ——>0

ce qui implique CP = 0. On a gﬁéc = C pour tout P dans gb’ donc C

est pseudonul.
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Modules sur un anneau de Krull régulier au sens de Marubayashi

considérons la suite exacte :

0—> Qfﬁ — M5 & —% C—> 0.
dy Peg? i

Chacun des MP étant sans %ﬁ;—torsion est codivisoriel ; il en est
de méme de la somme directe (voir 2.2 p. 6 de [13]). De plus C
est pseudonul, il suffit alors d'invoquer la proposition 3.8

de GOLDMAN ([5]) pour conclure.

(2.2) INJECTIFS INDECOMPOSABLES CODIVISORIELS.

(2.2.1) La théorie de torsion de Goldie est stable par errveloppes injectives
(voir [13] , 4.4, p. 23) ; ainsi un module indé&composable est soit

de torsion, soit sans torsion. Nous allons examiner ces deux

possibilités en remarquant queé-/'(J étant composé d'idéaux essentiels

(3.2.2.b), sans torsion implique codivisoriel.
(2.2.2) Injectifs indécomposables sans torsion.

PROPOSITION. - Les R-modules injectifs indécomposables sans torsion

sont les Q-modules simples.

DEMONSTRATION. - Appelons module divisible tout module M tel que
pour tout x dans M et tout c régulier dans R, on puisse trouver y

dans M vérifiant x = yc ; et montrons que pour tout R-module M on

a les équivalences suivantes :
(1) M est R-injectif sans torsion.

(ii) M est R-divisible sans torsion.

(iii) M est un Q-module.
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Pour (1) :;;(ii) : prenons X€M et ¢ régulier dans R ; considérons
le morphisme f de cR dans M associant 3 cr 1'élément xr. Puisque

M est injectif, il existe y dans M tel que x = f(c) = ye¢ ; ce qui

prouve que M est divisible. Pour prouver (ii) =y (iii) dé&finissons
la structure de Q-module de M:étant donnés x dans M et c¢ régulier
dans R, nous noterons xc-'l 1'élément y de M vérifiant x = yc.
L'unicité de y provient de ce que M est sans torsion. On vérifie
facilement que l'on a ainsi une structure de Q-module. Montrons

que (iii)=—>(i) : il est évident qu'un Q-module est un R-module
sans torsion. Prouvons que M est injectif. Pour cela, soit I un
idéal 3 droite essentiel de R, ¢ un élément régulier de I et
donnons-nous f morphisme de I dans R. Si 1'on pose m = f(c)c—l,

pour tout i dans I on peut trouver - 3 cause de la condition d'Ore
par rapport 3 $(0) - j et d dans R avec id = cj et d ¢ € (0).

On obtient alors £(i)d = f(c)j, ce qui implique

f(i) = f(c)jd_l = f(c)c_li = mi. Le critére de BAER est donc vérifié
et M est injectif. Revenons 3 la démonstration de la proposition :
si M est injectif indécomposable sans torsion, M est un Q-module
indécomposable sur Q puisqu'il 1'est déji dans R. C'est donc un
Q—module simple. Réciproquement, si M est un Q-module simple,

par (i), M est un R-module injectif sans torsion. S'il &tait
décomposable sur R, chacun des facteurs vérifierait (i) donc

serait un Q—module, ce qui contredirait le fait que M est indécom-

posable sur Q. D'ol le résultat.

(2.2.3) LEMME. - Fixons P dans %°.
(i) Pour tout R-module injectif M, M, est un Rp-module
injectif.
(ii) Pour un RP-module M, R-injectivité et RP—injectivité

sont équivalentes.
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DEMONSTRATION. - Il est facile de voir que tout injectif est divisible
(voir 2.2.2). Montrons que si l'anneau est premier de Goldie &

idéaux & droite principaux, la réciproque est vraie : dans un tel
anneau B soit I = ¢B un idéal 2 droite essentiel ; ¢ est 8videmment
régulier. Si f est un morphisme de I dans un module divisible M,

il existera y dans M tel que f£(¢) = yc. Alors, pour tout i dans I

on aura f(i) = yi, ce qui prouve l'injectivité. Démontrons (i)

Si M est R-injectif, il est divisible. Il est facile de voir qu'il

en découle que MP est RP—divisible, donc RP—injectif par la démons-
tration précédente, puisque R, est i idéaux i droite principaux.

Pour (ii) : supposons d'abord que M est R_-injectif, et soit

P
I un idéal & droite essentiel de R. Un morphisme f de I dans M

se prolonge en un morphisme fP de IP dans M qui se prolonge lui-méme
par RP—injectivité en un morphisme de R, dans M. La restriction de

ce prolongement & R démontre la R-injectivité de M.

Réciproquement, si M est R-injectif, soit I' un id&al 3 droite
essentiel de RP. Si 1'on pose I = I'"" R, ona I' = IRP . De tout
morphisme fP de I' dans M on peut donc déduire un prolongement g
de R dans M qui se prolonge lui-méme en 8p de RP dans M; gp prolonge fp

et prouve la RP—injectivité de M, ce qui ach&ve la démonstration.

(2.2.4) Structure des injectifs ind&composables de torsion.

PROPOSITION. — Les injectifs codivisoriels indécomposables de
torsion sont les modules de la forme M = ER(R/I) ou I est un
c-idéal & droite maximal de R .

Pour un tel module M, il existe P dans P tel que M = ERP(RP IP)

ol IP est un idéal a droite maximal de RP'
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DEMONSTRATION. - Partons d'un c-idéal & droite maximal I de R.

I1 existe nécessairement un P dans ¥ et un idéal 3 droite maximal
IP de RP tels que 1 = IPtﬂ R, puisque I est un w-idéal. Il en
résulte que R/I se plonge dans RP/IP et donc, compte tenu du
lemme précédent, que ER(R/I) C E (RP/IP)' Par ailleurs, il est
facile de vérifier que R/I est essentiel dans RP/IP en tant que

_ . . . ' < .y -
R-modules, ce qui implique l_egallte ER(R/I) ERP(RP/IP).

Puisque I est un R-idé&al et que I = 1% » M est injectif de torsion
et codivisoriel (4.4, p. 23 de U3]). Montrons que M est indécom-

posable : il suffit pour cela que I soit irréductible. C'est bien

le cas car par maximalité de I tout id&al le contenant strictemeht
est dans & . I lui-méme n'étant pas dans’gfﬁe peut pas étre

intersection de deux tels idéaux ; d'ol l'irré&ductibilité.

Réciproquement, supposons que M est injectif indécomposable,
codivisoriel de torsion et montrons qu'il est bien de la forme

annoncée. Par le résultat (2.1), M est essentiel dans la somme

directe ® MP ; mais étant injectif, il en résulte que
Ped
M = & M. Puisque M est de plus indécomposable, il existe
P e

donc P& QB tel que M = MP’ tous les autres MP’ étant nuls. M est
denc un RP-module injectif ind&composable (2.2.3. ii)) ; il se

met donc sous la forme M = E (RP/IP) ol IP est un idéal irréducti-
ble de R, (théoréme 1, p. SORge [12] ). M &tant de torsion, 1,

est un idéal essentiel de Rp. I1 existe donc un entier n tel que
PnRPE;Ip » Pulsque RP est un ordre régulier. Mais le quotient
RP/PnkP est artinien, comme on peut le voir par récurrence sur n,
sachant que PRP est inversible dans RP et que R.P/PRP » anneau total
de fractions de R/P, est artiamien. On peut donc choisir un idéal

a droite JP minimal parmi ceux contenant strictement IP.
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RP étant a idéaux & droite principaux, il existe deux éléments
réguliers x et y dans RP avec IP = xRP et JP = yRP. Puisque Jp
contient strictement IP , 11 existe de plus a non inversible de RP
tel que x = ya. JP/IP est alors isomorphe 3 R.P/aRP . Le choix de

JP prouve que aRP est maximal dans RP' On a donc
M= ERP(JP/IP) = ERP(RP/aRP) = ER(R/aRPﬂR),
d'ol le résultat cherché.

(2.3) TYPES D'INJECTIFS CODIVISORIELS INDECOMPOSABLES.

(2.3.1) Rappelons qu'un idéal premier 7 est dit associé 3 un
module M s'il existe un sous~module non nul N de M tel que 7 soit
1'annulateur de tout sous-module non nul N' de N. L'ensemble des

idéaux premiers associés 3 un module M donné est noté Ass(M). Si

Ass(M) est réduit & m on dira que M est Tm-tertiaire.

LEMME. - Pour un module codivisoriel non nul M , Ass(M) est non

vide et inclus dans P U {0} .

DEMONSTRATION. - Si M est non nul, considérons la famille des ann N,
N parcourant 1'ensemble des sous-modules non nuls de M. Chacun de

ces sous—modules étant codivisoriel, ann N = (M ann x est un
x¢gN

w-idéal. La condition noéthérienne sur les w-idéaux inclus dans R
permet d'exhiber un &lément maximal 7 = ann N de cette famille.
Démontrons que T est dans Ass(M).

En effet, pour tout sous-module non nul N' de N, on a
ann NCann N, ‘donc par maximalité de n, ™ = ann N'. Pour voir

que T est premier, prenons deux idéaux bilatéres I et J avec IJC m.
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Si 1'on suppose que I n'est pas inclus dans T, il existe un &€lément
a dans I\ 7. On a alors NaR qui est un sous-module non nul de N
puisque a € ann N ; mais d'autre part, NaR J = NaJCNIJCNn =0 ,
ce qui prouve J C ann NaR = 7 7 est done bien premier et par
suite me€ Ass(M). Remarquons de plus que M &€tant codivisoriel,

tout élément ™ de Ass(M) est un w-idéal premier. Il n'y a que deux
possibilités pour un tel ™ : T est soit nul, soit id&al essentiel

et dans ce cas c'est un c-idéal premier, donc un élément de 9.

2.3.2) PROPOSITION. - Soit M un injectif indécomposable codivi-
soriel non nul. On a alors :
(i) Si M est sans torsion, Ass(M) = {0}.
(ii) Si M est de torsion et Pe & .
Pour que Ass(M) = {P} , il faut et il suffit que M soit
de la forme E(R/I) ou I est un c-idéal & droite maximal

contenant P.

DEMONSTRATION. - Compte tenu du lemme précédent, Ass(M) est toujours
non vide.

(i) : Si M est sans torsion : soit 7 dans Ass(M) avec T = Ann N.
Supposer que T ne soit pas nul implique que 1'annulateur de tout
élément de N est un idé&al essentiel, puisque contenant T qui est
essentiel ; ce qui est absurde car N est sans torsion ; donec
Ass(M) = {0} .

(ii) : Si M est de torsion, on sait par (2.2.4) qu'il existe
un c—idéal 3 droite maximal I tel que M = E(R/I). La construction
d'un tel I démontre qu'il existe un P dans 9> inclus dans I. Ce P
annulant R/I, on a P ¢ ann N pour tout sous-module non nul N de R/I.
P étant un c-idéal bilatére maximal, il en ré&sulte que P = ann N

et donc que Pc Ass(M). Montrons que Ass(M) est réduit i P.
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Soit donc m un élément quelconque de Ass(M) de la forme m = ann N'
pour un sous—module non nul de M. En posant N = N'N R/I on obtient

aussi m = ann N, donc m = P d'aprés la premiére partie du résultat
(ii) et l'on a bien Ass(M) = {P}.

(2.3.3) Deux modules isomorphes ont évidemment les mémes idéaux

premiers associ&s. On a de plus :

THEOREME. - L'application ¥ de 1'ensemble des types de R-modules
injectifs codivisoriels indécomposables dans P {o} définie

par Y(M) = 1 si Ass(M) = m est une bijection.

DEMONSTRATION. - La proposition (2.3.2) prouve que Ass(M) = {o} si
et seulement si M est sans torsion. Mais ces modules sont exactement
les Q-modules simples (2.2.2). Q étant artinien simple tous ces
modules sont Q-isomorphes donc R-isomorphes et définissent un seul
type de R-modules. Traitons 3 présent le cas d'un idéal P de 9>
Pour exhiber un injectif codivisoriel indé&composable M P-tertiaire,
il suffit de prendre un c-idéal i droite maximal I contenant P -
par exemple la trace sur R d'un idéal & droite maximal I, de Ry -
par application de (2.3.2) le module M = E(R/I) convient. Soit N
un autre R-module P-tertiaire ; par (2.3.2) il existe un idéal a
droite maximal JP de RP tel que N = E(R/JPf\R). Oh peut aussi
écrire (2.2.4) que M = ER (RP/IP) et N = ER (RP/JP). Mais RP est
un anneau essentiellement borné, et M et N sont aussi des RP-
injectifs indécomposables PRP-tertiaires ; d'aprés une propriété
des anneaux essentiellement bornés (théoréme 11, p. 95 de [12]),

M et N sont RP-isomorphes ; ilsdéfinissent donc le méme type de

R-modules, d'ol la proposition.
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(2.4) SOMMES DIRECTES D'INJECTIFS CODIVISORIELS.

(2.4.1) LEMME. - Toute somme directe d'injectifs codivisoriels
indécomposables de torsion (resp. sans torsion) est un module

injectif codivisoriel de torsion (resp. sans torsion).

DEMONSTRATION. - Le fait qu'une intersection finie de w~id&aux
(resp. essentiels, non essentiels) est un idé&al de méme nature
implique que toute somme directe de modules codivisoriels (resp.

de torsion, sans torsion) est un module conservant cette propriété.

Puisque toute somme de Q—modules est un Q-module, donc un
R-module injectif (2.2.2), la remarque ci-dessus jointe 3 la

proposition (2.2.2) établit le lemme dans le cas sans torsion.

Supposons 3 présent que M soit somme directe d'une famille
(Mi)iézl d'injectifs indécomposables codivisoriels de torsiom.
Chacune de ces Mi est un RP—module pour un certain P € 9°(2.2.4) 3

= 1 = - )
on a donc Mi ® RP Mi s, Mals Mi & RP' Mi ® Q O pour P
distinct de P. D'autre part, les (Mi)P = Mi ® RP sont des RP—modules

- b
étant noethérien = .
somme directe d'injectifs est un module injectif. Les (Mi)P

injectifs (2.2.3, ii) ; donc, RP

valant soit M, , soit O, M s'é@crit donc M= @ M, , chacun des
T .p &P :
My étant injectif. On va démontrer que M lui-méme est injectif :

~

Soient I un idéal essentiel & droite de R et f un morphisme de
I dans M. Posons J = Ker f ; comme M est de torsion, le quotient
I1/J est de torsion, ou encore JQ = IQ = Q, ce qui implique que J
est lui aussi un idéal essentiel. On peut donc choisir un &lément
régulier c dans J. On a alors les inclusions cR$¢JC I CR, qui, par la

condition K3 de Marubayashi ([6]), montrent que Ker fP = JRP = IRP

pour presque tout P dans T .
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Ainsi, pour presque tout P dans ¥, 1'application fP : IRP-——a MP
est l'application nulle. Puisque le produit tensoriel MP ® RP'
est nul pour P' distinct de P, pour tout x de MP on peut donc

trouver ¢ € $(P') avec xc = 0 ; ce qui permet de démontrer

. . f
(simple vérification) que la composée I y IR, P MP est
la projection de f sur MP‘ Ainsi, f a toutes ses projections
nulles, sauf peut—&tre sur un nombre fini d'éléments P]’PZ""’Pr

de ®. L'image de f &tant contenue dans My <M, x...xM, qui
1 2 r

est un R-module injectif, f admet donc un prolongement & R tout

entier ; ce qui prouve que M est un R-module injectif.

(2.4.2) PROPOSITION. - Pour un R-module M il revient au méme de
dire :
(i) M est injectif codivisoriel.
(ii) M est un somme directe d'injectifs codivisoriels.

(iii) M est somme directe d'injectifs codivisoriels

indécomposables.

DEMONSTRATION. - Compte tenu de la condition noéthérienne sur les
w—-idéaux a droite de R (1.7), 1'implication (i) => (iii) est la
proposition 1.2 de Teply ({14]). Pour montrer (iii) => (i) on sépare
les modules de torsion et les modules sans torsion et on applique
le lemme (2.4.1). On a &videmment (i) == (ii). Pour prouver que
(ii) = (i), il suffit de décomposer chacun des modules de la somme
directe en somme directe de modules indécomposables et d'appliquer

(iii) = {).

3, LA LOCALISATION FONDAMENTALE %, (SUITE).

(3.1) PROPOSITION. - on a E(Q/R) = & Q/R, = @ E(R/P).
Peq PeS’
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DEMONSTRATION. - Q/R est un module injectif codivisoriel de torsion;

ce qui implique par (2.1) que Q/R admet GC‘P(Q/R)P pour extension
PE

essentlielle. Le Iocaiise (Q/R,P est en ralit le quotient Q/RP. De
plus, Q étant un module injectif sur 1'anneau RP qui est hérédi-
taire, le quotient Q/RP est lui-méme RP—injectif, donc aussi
R-injectif. Q/RP est codivisoriel : en effet soit q&Q et J 1'annu-—
lateur de q dans RP 3 On a qJ € RP ,» donc aussi waquRPQRP 3

ce qui prouve que Jw = J et par suite que Q/RP est codivisoriel .

Par (2.4.2), ® Q/RP somme directe d'injectifs codivisoriels
Pped
est un injectif codivisoriel ; puisque Q/R est essentiel dans

cette somme directe, il en résulte que E(Q/R) = ® Q/RP. La
Ped

démonstration de la proposition (2.1.5) de (2] , que 1'on peut
recopier ici, montre que Q/RP = E(R/P) ; d'oli E(Q/R) = ® E(R/P).
Ped
(3.2) CARACTERISATION DES PSEUDONULS.
PROPOSITION. - Un module M est pseudonul si et seulement si
HomR(M,E(Q/R)) = 0.

DEMONSTRATION. - 8Si M est pseudonul, E(Q/R) &tant codivisoriel,
on a évidemment HomR(M,E(Q/R)) = 0. C'est la réciproque qui est
intéressante

Supposons que M ne soit pas pseudonul, il existe donc xe M

pour lequel ann x #*ﬁ . Puisque F - N Cj’pp » on peut trouver
PedP

Pc I tel que annng‘?ep.

D'aprés Marubayashi (lemme 8 de [8]), ann x {ﬁ implique
P q

HomR(R/ann x , E(QR/P)) # O ; ou encore Homﬁ(xR,E(R/P)) # 0.
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Par injectivité, on peut en déduire HomR(M,E(R/P)) # 0. Comme E(R/P)
se plonge dans E(Q/R), (3.1), il en résulte que HomR(M,E(Q/R)) # 0.

Ce qui démontre 1'@quivalence cherchée.

(3.3) E(Q/R) étant un R-R-bimodule, pour un R-module 3 droit; M,

on a :

PROPOSITION. - M = Hom, (M,E(Q/R)) est un module & gauche codivi-

soriel.

DEMONSTRATION. - La structure de module de M est définie pour r &R,
feM par (rf)(x) = r.f(x) pour tout x dans M. L'annulateur d'un

-~
élément £ de M est ¢\  ann f(x), ol ann désigne 1'annulateur i
x &M

gauche. E(Q/R) étant codivisoriel 3 gauche, chacun des ann f(x)
est un w-idéal 3 gauche. Toute intersection de w-idaux .étant un

w-idéal, il en résulte que ann f est un w-idéal a gauche, et par

suite que M est codivisoriel.

(3.4) CARACTERISATION DES CODIVISORIELS.

Pour tout module M, on peut définir de fagon naturelle un
morphisme Gy M —> M par qM(x)f = f(x) pour tous feM et xeM.
qy est R-linéaire 3 droite ; de plus
PROPOSITION. - Pour gqu'un module M soit codivisoriel il faut et il

Suffit que qy : M —> M = uomg(uomg(M,E(Q/R)),E(Q/R)) soit
injective.

DEMONSTRATION. - Supposons que M soit codivisoriel et prenons

~/
X EM - {o} .XR n'étant pas pseudonul, par (3.2) il existe fec M
avec f(xR) # O, donc £(x) # 0. Il en résulte que qM(X) # 0.
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Cette démonstration étant valable pour tout x non nul dans M, Dy

est donc injectif.

Réciproquement, si qy est injectif, M est plongé dans M qui est

codivisariel (3.3) et donc M est lui-méme codivisoriel.

(3.5) REMARQUES. -
a) Soit I un idéal 3 droite essentiel. Il résulte de (3.4)

que I est un c—idéal si et seulement si 1l'application

ag,p ¢ R/T —> Homf(Homg (R/T,E(Q/R)),E(Q/R))

est injective.

b) Les caractérisations (3.2) et (3.4) que nous donnons &tant
les mémes que celles de (4.1) et (4.2) de Fossum dans son article
{4) , les définitions de pseudonul et de codivisoriel que nous
avons adoptées coincident avec celles données par Fossum dans le

cas de ses ordres maximauxX.

4, DECOMPOSITION TERTIAIRE ET PRIMAIRE,

(4.1) DECOMPOSITION TERTIAIRE.
Soient M un R-module 3 droite de type fini, N un sous-module

divisoriel strict de M. Dans ces conditions :

PROPOSITION. - a) Ass{M/N) est non vide et fini, inclus dans ¥ U{0}.
b) N admet une décomposition tertiaire
N = N]f\ e f‘lNk
ou les Ni sont des sous-modules divisoriels de M
on peut supposer cette décomposition sans éléments

superflus, avec Ass(M/Ni) ¥ Ass(M/Nj) pour i # j.
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c) Si N = Nif\...f\Ni est une autre décomposition
tertiaire du méme type que dans b), alors k =1
= ' .
et | Ass(M/Ni)}l i<k {Ass(M/Nj)}l < jek

DEMONSTRATION. - Compte tenu de la condition de chalne ascendante

sur les w—id&aux a droite (1.7) et du lemme (2.3.1), la proposition

résulte alors du théoréme 1.6 de [i1].

(4.2) DECOMPOSITION PRIMAIRE.

Nous dirons que N est un sous—module c—divisoriel de M si M/N

est un module codivisoriel de torsionm.

PROPOSITION. - a) Tout c-idéal a droite (resp. a gauche) tertiaire

de R est primaire.
b) Tout sous-module c-divisoriel tertiaire dans un
module de type fini est primaire.

On a alors un théoréme de décomposition primaire analogue
a (4.1).

DEMONSTRATION. — Un c-id&al & droite entier I &tant essentiel, on
a Ass(R/I)c &> (voir 2.3.1)). Donnons—nous un c-idéal a droite
P-tertiaire, pour un certain P€ d° . Compte tenu du corollaire

2.3 de [lﬂ , on voit facilement que I est P-primaire si et seule-

ment s'il contient une puissance de P.

Démontrons le résultat intermédiaire suivant :

Pour tout idéal bilatére non nul B, il existe un entier n avec
x .
1nB" < (IB)

En effet, B &tant un idéal essentiel, on a BRP = Ré sauf pour

un nombre fini PI’PZ""’Pk d'éléments de J°. Ainsi (IB)* qui est

égal a f\IBRP s'écrit IBRPfW ..."'\IBRP N N IR, ; T &tant un

1 k Pedp
c-idéal, il en résulte que (IB)' = IBR, N ...NIBR, N 1.

1 k
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Mais chacun des RP -1i=1,2,...,k — est un anneau essentiellement
i

borné d'idéaux bilatéres les puissances de PiR ; ce qui permet de

P.
1

nl
trouver pour tout i, un entier n. tel que (PiRP ) 1§iIBR . Quels
i

P.
1

que soient les entiers Ei vérifiant ﬂiz n, , on a alors :

'El 'ek X
p ) N--NER, ) TC(IB) .

IN(P R
1 Kk

Par ailleurs, les BRP étant des 1déaux bilatéres de RP (cor. 1.11
i .

1
. . . = a.
de [7]), il existe un entier a; pour lequel BRPi (PiRPi) i .

Choisissons en entier n tel que na. > n, pour tous les
indices 1 ; en remplagant les ‘£i par na. on obtient :
IN(BR, )" N...N(BR, )¢ (1B) " .
k

1
Le choix des Pi permet d'écrire If)(Bn)Kgf(IB)x , donc a

fortiori, IN Bng (IB)K .

Revenons 3 la démonstration proprement dite, I &tant supposé
P-tertiaire, avec Pec 9 :

Soit I' = {reR ; rPc I} ; I' est un idéal 3 droite de R
contenant strictement I, puisque I est P-tertiaire. De plus, le
quotient I'/I est essentiel dans R/I ; en effet, si X est un idéal
i droite contenant strictement I, I &tant P-tertiaire, il existe
un idéal U contenant strictement I et inclus dans X avec UPCTI ;
ainsi U est inclus dans XNI' , ce qui prouve que (XNIV/I # 0
et que I'/I< R/I. Par le résultat intermédiaire démontré ci-
dessus, il existe un entier n tel que PN 1 S;(I’P)x.-Compte
tenu de la définition de I', il en dé&coule que Pnf)I' C I. Cette
inclusion prouve que(Pn+]/ﬂ(\@'/I)= 0, donc, par essentialité,
P+I/1 = 0, égalité traduite par Png,I ;3 ce qui achéve la démons-

tration de a).
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Pour b), supposons que M soit un module engendré sur R par
KyseersX o Si N est un sous-module c-divisoriel dans M, on peut
toujours supposer que N = O par passage au quotient ; c'est-a-
dire que M est un module codivisoriel de torsion, dans lequel
O est P-tertiaire pour un certain P € d°. On obtient alors pour
tout i (151 sr)> Ass(R/ann xi) = Ass(xiR) = §P} ; tous les
ann X, sont donc P-primaires, d'aprés a). Le radical primaire
de M, intersection des radicaux des xiR est donc égal a P, d'od
b). La fin de 1'énoncé est alors l'application de (4.1) dans les

conditions particuliéres ol nous sommes placés.

(4.3) COROLLAIRE. - (Artin—-Rees). - Pour tout sous-module c-civi-
soriel N d'un module de type fini M et tout idéal a droite
essentiel de R, J, il existe un entier n tel gque

MI®N N ¢ (133);45

En particulier, pour tout c-idéal & droite 1 et tout idéal a

droite essentiel J, il existe un entier n tel que :

1IN Jtc(n®.

DEMONSTRATION. - Sous les hypothéses du corollaire, M/NJ est aussi
un module de torsion : c'est une conséquence facile de ce que M/XN
est de torsion, et J est un idéal essentiel. En notant NJ 1la
iﬁ;clature dans M de NJ, on a i fortiori M/NJ de torsion ; NJ
est donc un sous-module c-divisoriel de M. On peut donc appliquer

la proposition (4.2) qui permet de dé&composer NJ en modules
primaires :

NJ = le\...f)Nrf\N;f\...f\N; oi les Ni (resp. Nj)
sont des sous—modules primaires de M de radical primaire P,
(resp. P5 contenant (resp. ne contenant pas) 1'idéal J. L'application

du corollaire 2.3 de (11} permet de trouver un entier t pour lequel
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-~

MP; soit inclus dans Ni , 1 variant de 1 3 r. J &tant inclus dans

chacun de ces Pi , on obtient

Mite Pt ...AMPEcN N LN L
= 1 r 1 r

I1 nous suffit donc pour achever la démonstration de prouver que
Ns;N;f\...f\N; . Pour celq prenons x dans N et j dans J ; on a

xRjC NJ Q.N;f\...f\N; . Si x n'était pas dans N;f\...F\Né ,
existerait un indice k pour lequel xRj € Nll avec X¢Nl'< et N

il

P&—primaire, ce qui impliquerait jéiPi et par suite JC Pé

une contradiction avec la définition méme des P!. Il en découle

'
k
; d'ou

que l'on a bien NgN{f\ ...f\N; et en conclusion que MJtﬂNgﬁ.']_.

(4.4) CARACTERISATION DES c—IDEAUX A DROITE PRIMAIRES.

Pour tout c-idéal (entier) & droite I, la condition K3
de Marubayashi permet de trouver un nombre fini d'éléments de

#®: P ,P.,...,P_ tels que :
1°°2 4

K

I = (IRPﬁ R)f\...f\(IRPﬂ R).
1 K
Nous allons démontrer que cette décomposition est justement la

décomposition primaire annoncée en (4.2).

PROPOSITION. = Les c-idéaux & droite primaires d'un AKR R sont
les idéaux de la forme IP = Iéf\R , ol Ié est un idéal &

droite essentiel de RP » pour un certain Pe€ gh; et dans ce

cas, IP est P-primaire.

DEMONSTRATION. - La proposition (4.2) nous raméne 3 la détermi-
nation des c—id&aux 3 droite tertiaires. Compte tenu du lemme
(2.3.1), le probléme posé est donc le suivant : Etant donné Ped’

caractériser les c-id@aux a droite I pour lesquels Ass(R/I) = {P}.

58



Modules sur un anneau de Kru}l régulier au sens de Marubayashi

Commengons par démontrer que si I' est un idé&al a droite
essentiel de R, , I= I'N R est un c-idéal a droite P-tertiaire
il est clair que I est un c—idé&al a droite de R. Soit J (resp. A)
un idéal 3 droite (resp. bilatére) avec JACI. Si 1l'on avait
A‘QIP, il en résulterait que JRP = JARPQ IRP = 1', donc que J¢1I
ainsi, par contraposition, on en d&duit que Ass(R/I) qui est non
vide, est 1inclus dans [O,P} . I étant un idéal essentiel,
OéAss(R/I) et par suite Ass(R/I) = {P} . Réciproquement, si I
est un c—-idéal 3 droite P-tertiaire, I s'écrit (IRPW\R)H ...f\(IRPfiR)
- voir introduction de (4.4) - Par la premiére part{e de la k
démonstration, cette décomposition est une décomposition tertiaire
de I. L'unicité de la décomposition tertiaire (4.1) permet de dire
que l'intersection se ré&duit 3 un seul terme correspondant i P,

I = IRPG R ; ce qui achéve la démonstration.
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