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COUPLES DE GENERATEURS DE CERTAINES SOUS-ALGEBRES
DE LIE DE L'ALGEBRE DE LIE SYMPLECTIQUE AFFINE ,
ET APPLICATIONS

par Bernard BONNARD

INTRODUCTION,
Un systéme asservi sur une variété M est la donnée suivante :
(i) une équation différentielle ordinaire sur M, dépendant

d'un paramétre

% = F(x,u) (xeM, ual)

(ii) Une classe de commandes admissibles A dont les &léments
sont des fonctioms u : [O,i}——+ v.
Avec des hypothéses de régularité sur F, 3 tout état initial x, et
a toute commande admissible u(t), on associe sur M une réponse
x(t,xo,u), qui est par définition l'unique solution du probléme de

Cauchy :

dx(t,xo,u)

= F(x(t,xo.u);u(t)),
de

u(O.xo.u) =X,
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On dit que 1'état X, est accessible a X s'il existe une commande
u(t), 0 ¢ t ¢ T, telle que x(T,xo,u) =X,
Un systéme est dit transitif (contrélable en théorie de la commande)

si tout état X, de M est accessible 3 tout état X de M.

Pour de nombreux systémes, la classe des commandes admissibles
est l'ensemble des fonctions constantes par morceaux i valeurs dans
un ensemble U et un systéme asservi est, alors, la donnée d'une
famille de champs de vecteurs sur une variété. De ce point de vue,
auquel on se limitera, les propriétés locales de 1'ensemble des
états accessibles 3 un état donné ont été bien explorées [iﬂ ’
[IS] . Mais le probléme de déterminer si un systéme est transitif,
qui est un probléme mathématique de type global, est un probléme
difficile et les résultats obtenus relativement peu nombreux. Ils
concernent essentiellement les systémes ol la commande u(t) prend

ses valeurs dans un espace euclidien R P tout entier ( [9] . [IO],
02, D3

On appelle probléme de mariage un probléme ainsi posé :
étant donné une classe & de champs de vecteurs sur une variété
M et un champ X] appartenant 3 6, peut-on lui associer un partenaire
X2 appartenant 3 %, tel que le couple {X],XZ} soit tx.'ansitif sur M ?
Un tel probléme n'est pas sans signification, puisque sur toute
variété paracompacte et connexe, il existe un couple de champs de

vecteurs transitif [20] . Un tel probléme a &té résolu pour la classe

des champs de Killing sur RP [18] .
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L'objet essentiel de ce travail est de résoudre le probléme
. 2n .
de mariage sur R , avec la classe des champs de vecteurs affines,
avec singularité, et hamiltoniens. Le partenaire est construit

explicitement. Il est 3 trajectoires bornées.

Par ailleurs, nous apportons une réponse partielle au pgobléme
de mariage avec la classe des champs de vecteurs invariants i droite

sur le groupe symplectique.
Ce travail est structuré en trois chapitres.

Le chapitre O contient les définitions et, dans le but de donner
au lecteur une certaine indépendance vis & vis de la bibliographie,

on y rappelle certains résultats classiques.

Le chapitre I est purement algébrique. On y résout certains
problémes de générateurs sur des sous—algébres de Lie de 1'algébre
de Lie des champs de vecteurs invariants 3 droite sur le groupe

symplectique affine. De tels problémes sont intimement liés & notre

probléme de mariage.

Le chapitre II contient tous les résultats de transitivité sur

le groupe symplectique et, finalement, le théoréme de mariage.
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CHAPITRE O - PRELIMINAIRES.

(0.1) DEFINITIONS.

On désigne par M une variété analytique, séparée, séparable
et connexe et par D = {Xi] une famille de champg de vecteurs ana-
lytiques sur M. Si X' appartient 3 D, on note Xt le groupe 3 un
paramétre qu'il engendre ; on rappelle que, si x, est un état de
M, X .x  est, par définition, la valeur & l'instant t de 1'unique

so'ution au probléme de Cauchy

Q(ﬁﬁ = Xx(0) , x(0) = x_.

i w e i
On suppose les champs de vecteurs X~ complets,c'est-d-dire Xt est

défini sur M pour tout réel t.

Désignons par G(D) le sous-groupe du groupe des difféomorphismes
de M engendré par les difféomorphismes Xi . Xie D, teR ; G(D)
est 1l'ensemble des produits finis de tels &léments. G(D) opére
sur M et 1'orbite d'un état x de M relativement 3 cette action
s'appelle l'orbite de x et on la note A(x). On vérifie aisément
que.A(x) est 1'ensemble des Etats accessibles 3 x du systéme

{x‘,-xl} . On dit que le systéme D est faiblement transitif si

pour tout état x de M, on a A(x) = M.

Notons S(D) le semi-groupe de difféomorphismes engendré par
les éléments Xi (Xi€=D, t 20). S(D) est 1l'ensemble des produits
finis de tels éléments. L'orbite d'un &tat x relativement 3 l'action
de S(D) est bien l'ensemble A+(x) des états accessibles @ x, que
1'on appelle aussi, pour cette raison, orbite positive de x.
Dire que le systéme D est transitif &quivaut donc & dire que 1le
semi-groupe S(D) opére transitivement sur M. On appelle d'autre

part orbite négative de x et on note A-(x) (ensemble des points
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recalables en x) l'orbite de x relativement 3 1l‘'action de

sC{-x.§).

Notons [X,Y] le crochet de Lie YX-XY de deux champs de

vecteurs analytiques. On désigne par D, 1l'algébre de Lie engendrée

AL
par D, i.e., la plus petite sous—algébre de Lie de 1'algébre de
Lie des champs de vecteurs analytiques de M contenant D.

Pour tout état x de M, l'ensemble DAL(x) = (V(x)l Ve.DA 1} est un

sous—-espace vectoriel du fibré tangent de M en x.

(0.2) RESULTATS GENERAUX ( [ii], (17]).

(0.2.1) On peut munir l'orbite A(x) d'une structure de variété

. . 1] 1 .
telle que les applications (t,,...,t. )r~4X  o0...0 X k.x soient
1 k tl tk
analytiques. La dimension de cette variété est égale i la dimension

de DA.L.(x)'
(0.2.2) Les conditions suivantes sont &quivalentes :

(i) pour tout x de M, la dimension de D

A.L.(x) est égale i

la dimension de la variété M.

(ii) le systéme D est faiblement transitif.

(iii) Pour tout x de M, A*(x) est contenue dans 1'adhérence
de son intérieur.

(iv) Pour tout x de M, A-(x) est contenue dans 1l'adhérence

de son intérieur.

(0.2.3) Un systéme faiblement transitif est tramsitif si et seulement,

2 . . +
pour tout é&tat x, l'orbite positive A (x) est dense dans M.

On peut donc, par des méthodes calculatoires, obtenir des
renseignements sur les ensembles d'états accessibles. Cependant

la seule situation intéressante est dans le cas oG le nombre des
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calculs sont finis, c'est—d-dire lorsque D est une algébre

A.L.
de Lie de dimension finie. C'est bien le cas lorsque D est un
sous—ensemble d'une classe de champs affines. Cela nous conduit

donc & aborder cet aspect particulier.

(0.3) QUELQUES RESULTATS PARTICULIERS.

(0.3.1) Soit G un groupe de Lie d'élément neutre e. L'algébre de

Lie des champs de vecteurs invariants 3 droite sur G est isomor-

phe 3 1'algébre de Lie g du fibré tangent de G en e. Notons exp
1'application exponentiglle de g dans G. Soit X un champ de vecteurs
invariant 3 droite, le groupe g un paramétre qu'il engendre est
l'ensemble‘des translations 3 gauche Lexptx ,i.e., Xt.g = (exptX).g.
Si D = { Xl} est une famille de champs de vecteurs invariants a

i i
droite 1'orbite A(e) est le groupe (expt X l)... (expt, X k)
) 1 *Pry

we

i
ke N , X JeD » 5 S R}' . C'est 1l'unique sous-groupe de Lie de G
AL (U?J). L'orbite positive A+(e)

1 i
est le semi-groupe {(exptlx l)...(expth

dont 1'algébre de Lie est D

i,
ky ; kew, x Jep £, > 0).
k
- . . . . .t .
Le systéme D est transitif si et seulement si A (e) contient un

voisinage de 1'élément neutre ([12}).

(0.3.2) Si 1'algébre de Lie DA L

G(D) est un groupe de Lie. A tout champ de vecteurs x' de D il

est de dimension finie, alors
. . s S . - .
existe un unique champ de vecteurs X~ invariant 3 droite sur G(D)

i = X est 3 i
tel que X = (exptX;) et D, L. isomorphe éi.X } AL ([9)).

Le systéme D est donc faiblement transitif si et seulement si
{il} A.L. oSt 1'algébre de Lie d'un sous-groupe de Lie de G(D)

opérant transitivement sur M.

(0.3.3) Notons GL(n,¢) le groupe de Lie réel des matrices complexes
inversibles d'ordre n. L'algébre de Lie §\(n,¢) est isomorphe, 2
1'algébre de Lie des matrices complexes d'ordre n avec la loi de
crochet [A,B] = AB-BA.
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Si A appartient & gi(n,{), exp A coincide avec 1'exponentielle

. . A n
de matrice ordinaire e = % A
nyo, n!

Désignons par GL(n,R) le sous-groupe de Lie de GL(n,¢) des
matrices réelles inversibles. L'algébre de Lie gl (n,R) est

1'ensemble des matrices réelles d‘ordre n.

Soit G un sous-groupe de Lie fermé de GL(n,R). On appelle
G groupe affine le sous-groupe fermé de GL(n+],R) ensemble des

matrices (; g) s€R" » S€G. L'algébre de Lie de ce groupe notée

g ® R™ est donc 1'ensemble des matrices (3 g) VeER™ X g ; c'est

1'ensemble des couples (X,V) avec la loi de crochet

0, ,w) = ([x,¥], xw-tv).

Le GL(n,R) groupe affine opére sur R® identifige 3 la partie

(ln) de Rn+l , avec l'action induite par 1'action linéaire de
R

GL(n+1,R), i.e., avec la loi (S,S).x = S.x+s. Le groupe & un para-
métre du champ de vecteurs affine X.x+v de R" est expt(X,v) opérant
sur R” avec la loi ainsi définie. Un systéme D de champs affines
{Xi.x+vi} est donc faiblement transitif si et seulement si l'aledhrz

de Lie {(Xl,vl)) AL est 1'algébre de Lie d'un sous-groupe du

GL(n,R) groupe affine opérant transitivement sur R".

(0.4) GROUPE SYMPLECTIQUE.

On note {ul,...,un,vl,...,vn§ la base canonique du produit

. . . n . 2n oy e
cartésien réel R et on munit R de sa structure euclidienne
canonique.

Notons J 1'élément (_2 13 ) de GL(2n,R), In désignant la

n
matrice identité d'ordre n. Le groupe symplectique Sp(m,R) est

1'ensemble des matrices S de GL(2n,R) telles que tSJS = J.
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Le groupe unitaire U(n) est 1'ensemble des matrices U de GL(n,¢)
telles que tou = In . Le groupe spécial unitaire SU(n) est
1'ensemble des matrices de U(n) de déterminant 1. Sp(n,R) est

un sous-groupe fermé de GL(n,R), U(n) et SU(n) sont des sous-
groupes compacts de GL(n,¢). A 1'aide de 1'homomorphisme injectif
8 : A+iB > (232) on identifie U(n) et SU(n) i des sous-groupes

de Sp(n,R) que 1'on note de la méme fagon.

Les algebres de Lie respectives se calculent aisément ;

X X
sp(n,R) = ! ¢ 2 X, e gf(n,R) X, et X, symplectiques }
3 1
t_x_(n) = { Heg (n,¢) , “HeH = 0}
gg(n) = l He u(n) , trace H = 0}

On appelle champ linéaire hamiltonien de R2n un champ linéaire

X.x ol X appartient & sp(n,R) et champ affine hamiltonien un

champ affine X.x+v ol X appartient 3 sp(n,R)

CHAPITRE 11, RESULTATS ALGEBRIQUES.

Pour qu'une famille de champs de vecteurs soit transitive il
est nécessaire qu'elle soit faiblement transitive. D'autre part
on a vu en 0.3 que le probléme de faible transitivité d'une famille
de champs de vecteurs affines hamiltoniens est un probléme de
générateurs sur 1'algébre de Lie sp(n,R) @ R2n des champs de vecteurs
invariants & droite sur le Sp(n,R) groupe affine. Ce'chapitre est

donc consacré a ce probléme.

Dans I.l nous définissons sur une algébre de Lie semi-simple
la notion d'élément fortement régulier et d'élément en position

génitrice.
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Un couple dont 1'un des éléments est fortement régulier et 1l'autre
en position génitrice engendre l'algébre de Lie. Ensuite, nous
caractérisons sur 1'algébre de Lie simple Sp(n,R) les &léments
fortement réguliers de type compact et les &léments en position
génitrice.

Enfin dans I1.2., nous montrons que sous certaimes conditions
les couples de générateurs sur sp(n,R) servent 3 construire les
couples de générateurs sur gg(n,R) @ Rzn. Cela nous permet d'établir
un critére de faible transitivité adapté au probléme de mariage

avec la classe des champs de vecteurs affines hamiltoniens

I.1. CONSTRUCTION DE COUPLES ENGENDRANT UNE ALGEBRE DE LIE SEMI-
SIMPLE. APPLICATION A L'ALGEBRE DE LIE _s_p(n,R) .

I.1.1. Soit g une algébre de Lie réelle de dimension finie. On
note [X,Y) le crochet de Lie de deux &léments X,Y de g. Soit X
un élément de g, on définit sur g l'endomorphisme adX par adX.Y

adX.Y = [X,Y] . B(X,Y) = trace (adX o adY) définit sur g X g

— —

une forme bilinéaire symétrique appellée forme de Killing. On

dit que g est semi-simple si la forme de Killing est non dégé-

nérée. Si, de plus g est non réduite 3 { 0] et si les seuls

idéaux de g sont {0} et g on dit que g est simple. Si g est

semi-simple alors g est isomorphe au produit de tous ses idéaux

simples.

I.1.2. RAPPELS ([7])).
Soit g une algébre de Lie semi-simple. Soit a une sous-algébre

de Cartan de g, i.e., a est une sous-algébre abélienne maximale

-~

de g telle que si A appartient 3 a, adA est semi-simple. Alors il

existe un unique sous-espace vectoriel b de g tel que g = aeb

et que, pour tout €lément A de a, adA laisse b stable. L'algébre

de Lie engendrée par b est g. On dit que la somme directe 2 @ b

-

est la décomposition canonique de g (relativement 3 a).
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Un &lément A de a est appeld fortement régulier si la restriction
de adA 3 b est un isomorphisme cyclique. Un élément B de g est dit
en position génitrice si, pour tout élément A de a forte&Znt régulier,
1'algébre de Lie engendrée par (adA.B,...,adkA.B,...) est g.
I.1.3. PROPOSITION ( 1 théoréme de Kuranishi). - Soit 8 une
algebre de Lie semi-simple, A un élément fortement régulier
et B un élément en position génitrice alors l'algébre de Lie
engendrée par {.A,B} est g
La preuve est &vidente. On sait donc, sur toute algébre de
Lie semi-simple, dans la mesure ol 1'on a exhibé une sous-algébre
de Cartan, construire des couples de générateurs. L'algébre de
Lie sp(n,R) est simple. Elle admet une sous-algébre de Cartan
compacte. On va donc caractériser les éléments fortement réguliers

et les €léments en position génitrice associés.

I.1.4. NOTATIONS.

On rappelle (c.£.0.4) que si sp(n,R) est 1'ensemble des matrices

X X

. Xy désignant des matrices d'ordre n, X, et X3 étant
X =X
3 ]
symétriques ; y(n) est 1'algébre de Lie des matrices antisymétriques
v . . . . P
de la forme (: u) U désignant une matrice antisymétrique d'ordre
n et V une matrice symétrique d'ordre n ; u(n) = R J ® su(n),
Désignons par s 1'espace vectoriel des matrices symétriques de la

forme (g _ :) M et N désignant des matrices symétriques d'ordre n.

Notons xij la matrice d'ordre n dont le coefficient de la i-éme

ligne, j-éme colonne est 1, les autres coefficients étant tous nuls.

0
Posons Ak -( ka) l ¢k ¢ n et notons a 1'espace vectoriel
Xk © B

engendré par les vecteurs Ak'

10
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Désignons par b 1'espace vectoriel engendré par les éléments ainsi

ainsi définis :

0 X..-X.. X..-X.. 0
E.. =( o . =| 0 l¢i¢j¢n ,
1] Lo : 1) -X,,

Xji xiJ 0 0 xij-x;x

X..+X.. 0

=( 1 »n ) H,. -( 0 x13+x3) 1$i¢)¢n ,
1 0 “X..+X..) 1 Ax, .+x.. 0
ij ji ij "ji

X.. o 0 X
G.. = H.. a( 1 1$i¢n .
11 {o -X.. 11 X.. 0

11 11

I.1.5. PROPOSITION. - i) a est une sous-algébre de Cartan de Sp(n,R)
ii) Sp(n,R) = a ® b est la décomposition canonique associée.

iii) Soit A un élément de a s'écrivant B a, A .
= k=l X
Alors

= - —a . . * = -- . . o .\ 1
adA.Eij (ai j)ri] adA FIJ Gml dJ) ELJ lsicjen ,
adA.G., = -(x.+& )H.,. adA.H,. = (&.+&)G,. Ificj¢en ,
1) 1 ) v 1) 1 37 1]

adA.G.. = -2, H.. adA.H.,, = 2X, G,. lé¢ien.
ii i il ii i Vi

Les valeurs de adA sur b sont les nombres complexes

+ i(Ol.k-o‘f) + i(dk+°( £) lek<pen , + i 2°Lk l¢ken . A est fortement
régulier si et seulement si elles sont deux 4 deux distinctes.

iv) Soit B un élément de p(n,R). B s'écrit donc
c+( e..E..+f. . F..)+( T  g..G..+h,.H..)
I¢icjen 14 1313743 leigjen 1 13 i37H3
ou C appartient & a. Désignons parlkl(B) 1'ensemble des couples
(i,j) tels que (eij,fij)+(o’o) et par 89 (B) ceux tels que

11
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Alors :

a) Si A est un élément fortement régulier de a , l'espace

vectoriel engendré par (adA.B,...,adkA.B,...)

est la somme directe ( @ RE, & Rﬁ;) ® ( o RQ“ ® Rﬂd)-
C(eA](B) QGAZ(B)

b) Si l'algébre de Lie engendrée par la Famille {A‘ f% &&A, (B)S

de vecteurs de su(n) est su(n) et si LXZ(B) est non vide,

alors B est en position génitrice.
La preuve de tous ces résultats est élémentaire.

I.1.6. REMARQUES. o

Un élément A de a s'écrivant ¥, « A, ol les nombres a
- k=1 K k
sont rationnellement indépendants, est un élément fortement régulier.

Déterminer si un élément de sp(n,R) est en position génitrice équivaut
donc & un calcul élémentaire de crochets de Lie. La condition (iv)b)
signifie que dans certains cas on peut Se contenter d'un calcul rendu

encore plus €lémentaire.

1.2, UN CRITERE DE FAIBLE TRANSITIVITE.
I.2.1. PRELIMINAIRES.

On rappelle que l'on note {u],...,un,vl,...,vn} la base
canonique de Rzn. Soit Mpyeeesly des entiers positifs non nuls,
tels que nl+...+n.k =n,. Désignons par R?'ni , l¢igk , le sous-

. 2n ~
espace vectoriel de R™ engendré par les vecteurs { unl+. . ‘+“i-1+l seeey

un +...40., vn U ”,...,vn +...+n.} . Notons H le sous-
] 1 1 i-1 1 1
groupe de 6p(n,R) qui laissent stables les k espaces vectoriels
2n 2n
R I,...,R k . H est, de fagon naturelle, isomorphe au produit

direct des k groupes Sp(nl sR)yeee,SP (nk,R) .

12
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L'algébre de Lie h de H est donc isomorphe i 1'algébre de Lie
produit direct ER(n]vR) ® ... 9 ER(“k’R)' Elle est donc semi-
simple. On vérifie que a est une sous-algdbre de Cartan de h et
h =2a®& (hNb) est la décomposition canonique associée. On note
he Rzn l1'algébre de Lie du H groupe affine (c.f. 0.3).

I.2.2. PROPOSITION. - Soit un élément de a, B = (B',...,B%)

un élément de ha ER(N‘,R)Q...QER(nk,R) et b=(b1,...,bk)

“2n 2ny

un vecteur de R” =~ mZn] 6...8 R
On suppose que les conditions suivantes sont vérifides :
(1) A est un élément fortement régulier sur h.

?.

(iii) Best en position génitrice sur h (relativement & a).

.. A
(ii) Spectre ad‘hnh N Spectre A
(iv) b' est non nul pour 1 £ i <n.

Alors l'algébre de Lie engendrée par le couple {(A,0),(B,b)}
2
est l'algebre de Lie hée R o Le couple de champs de vecteurs

affines hamiltoniens {A.X,B.x+b} est faiblement transitif sur
2n
R™.

PREUVE. - Montrons que 1'algébre de Lie engendrée par le couple
{(A,0),(B,b)} est 1'algébre de Lie he Rzn. A est un opérateur
semi-simple dont on note * iak l<« k¢n les valeurs propres
imaginaires pures. Le polyndme caractéristique de A est
P, = T G2kd).

k=1
Désignons par ailleurs par % ig (A) les valeurs propres de la
restriction de adA 3 hAab et par (XG,YG) les couples‘de hnb
tels que adA.Xa = -a(A)YOl , adA.YOl = a(A)Xa (c.f. I.1.5). Puisque
PA(A) = 0 (Cayley-Hamilton), un calcul élémentaire de crochets

de Lie montre que (PA(a? 0R2n(A,O))(B,b) = ((PA(ad|hA)).B,(PA(A)).b) =
h h \

= ((PA(ad;bé)).B,O).
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Il est aisé@ de vérifier que (PA(adA)).Xu = G X, > (PA(adA)). Y, =
n

91Ya ol <, est le coefficient kgl (ai -uz(A)). I1 est non nul
d'aprés (ii). Puisque B est en position génitrice sur h d'aprés
(iii), on en déduit donc que ((PA(ad nA)).B,O) en position géni-
trice sur h®0. Or A est fortement régulier sur h d'aprés (i),
1'algébre de Lie { (A,0),(B,b)} AL contient donc 1l'algébre de
Lie semi-simple h®0 d'aprés I.l.3. En faisant opérer h®0, i 1'aide
du crochet de Lie, sur 1'élément (0O,b), b satisfaisant (iv), on
vérifie que {(A,0), (B,b)}

bien montré 1'assertion.

AL contient aussi Oﬁazn. On a donc

L'algébre de Lie h & RZ“ est 1'algébre de Lie du H groupe

. - .. .2n
affine. Ce groupe opére transitivement sur R et le couple

{A.x, B.x+b} est donc faiblement transitif sur m?“ d'aprés 0.3.3.

I1.2.3. REMARQUES. -

n
Un élément A de a s'écrivant I ukAk , OU les nombres ay

sont rationnellement indépendants,ksérifie les conditions (i)
et (ii).

Un élément B = (BI,...,Bk) de h est en position génitrice
sur h si et seulement si Bl est en position génitrice sur
ggﬁni,R) l<1i<k.

Si h est une algébre de Lie semi-simple quelconque le
critére 1.2.2 est susceptible de s'extrapoler méme si la condition

(ii) n'est pas compatible avec la structure de 1'algébre de Lie
semi-simple.
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CHAPITRE Il. SUR DES COUPLES DE CHAMPS DE VECTEURS TRANSITIFS,

Ce chapitre est consacré 3 la résolution du probléme de mariage sur
sur Rzn , avec la classe des champs de vecteurs affines, hamiltoniens
et avec singularité. .

Dans II.1 nous reprenons [4] pour énoncer le théoréme de
réduction d'un champ linéaire hamiltonien, qui n'est autre qu'une
jordanisation adaptée a4 la géométrie symplectique de Rzn.

I1.2 ne contient que des critéres de transitivité élémentaires.

Sur un groupe de Lie simple non compact, les problémes de tran-

sitivité avec une famille de champs de vecteurs invariants 3 droite
sont des problémes heuristiquement intéressants et donc trés &tudiés.

Nous obtenons & cet &gard dans II.3 un résultat original. Mais ce
paragraphe est, dans le cadre strict du probléme de mariage, avant
tout un luvoiement. En effet, de fagon générale, il nous semble
difficile d'aborder de front un probléme de transitivité avec une
classe de champs de vecteurs affines. D'ol 1'idée de résoudre dans
une premiére étape le probléme avec la classe des champs de vecteurs
linéaires, un champ de vecteurs affine pouvant s'interpréter grossié~

rement comme un champ de vecteurs linéaire perturbé.

Toutes les conditions objectives pour la démonstration du
théoréme de mariage sont alors réunis. Cela est réalisé explicitement

dans II.4.

II.1. FORME NORMALE D'UN CHAMP DE VECTEURS LINEAIRE HAMILTONIEN

On commence par définir intrinséqaement les champé de vecteurs
irréductibles. Puis on donne leur forme normale.

Enfin on énonce le théoréme de réduction en II.l.5.
I.1.]. DEFINITIONS.

Soit X un élément de sp(nR). On dit que X est hyperbolique réel

si les diviseurs élémentaires de X forment un couple du type

15
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{(R-x)n,(loa)nsxx >c. X est dit hyperbolique réel dégénéré si n= Bp+l
p> |l et si )29” est un diviseur élémentaire de X avec une multipli-
cité double. On dit que X est hyperbolique complexe si n=2p et si

les diviseurs élémentaires de X forment un couple du type

L((A=a) (A= @NP | ((Ae)(Asq))P} xapei@ p,8>0. On dit que X est
parabolique si %Zn est le diviséur élémentaire de X. On dit que

X est elliptique si le seul diviseur élémentaire de X est de type

(A2 nyP o5 0.

I1.1.2. DEFINITION. - Deux elements X,X' de sp(n,R) sont dits
Quivalents, X~ X', s'1l existe P appartenant & Sp(n,R)
tel que X' = P 'xp.

11.1.3. FORMES NORMALES SIMPLES.
Soit X un élément de sp(n,R).

a) X est hyperbolique réel de diviseurs élémentaires

{(X-a)n,(l\oa)n@ , 1>0 si et seulement si
. r_“ I
Bo (0] 0—1
X A ‘ - . B = \\
[o]
t 1
LO - BO L «

B o o 1
o AN 0
X~ B = !
o '
t

. 0 -'B, 0 X

1 0 i

— — L—— —
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c) X est hyperbolique complexe de diviseurs &lémentaires

{((r=a) (A=a))P , ((A+a) (A+2))P} a = p+i@ p,8 > 0 si et seulement

si
=T ‘ o n - -
iBo ‘ 0 DZI?_‘~ 0 \ ‘ o} el |
' ~ l '
Xv io —,—EB- BO—E\IZ ‘ D2 I{ 12-
'L +0 : 0 D, - \—e P i 0
i 2 | : t
- i i [ - L
d) X est parabolique si et seulement X est équivalent 3 1'un

des deux champs

0
.
e
7
-

Iy
:| 0 10t
L/O' 04!

1
Les deux champs X et -X ne sont pas équivalents.

e) Si n > 1, X est elliptique de diviseur &lémentaire (x2+a?)“

a > 0 si et seulement si X est équivalent 3 1'un des deux champs

! 1 ¢
0 : lo///d:i
+1. . % _a
o -4
-1,
(o)) 0
La—l

Si n=l, X est elliptique de diviseur élémentaire (A2+u2) a >0 si

et seulement si X est équivalent a 1'un des deux champs

0 1 Q !

. +
Sia¢$ 1 - . sia =1 =
2

1/4 0

Les deux champs X et -X ne sont pas équivalents.
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PREUVE. - Tous ces résultats ne sont qu'une légére modification

de ceux de [4] théoréme 5.1.

II. 1.4. REMARQUES. - Si X est hyperbolique, les diviseurs &lémen-
taires de X déterminent la forme normale de fagon univoque. En
particulier les champs X et -X sont &quivalents. Par contre, si X
est parabolique ou elliptique, 3 chaque diviseur &lémentaire est
associé deux classes d'équivalence dé&finies par X et -X.

Tout opérateur linéaire L s'écrit de fagon unique S+N, od S
désigne un opérateur semi-simple et N un opérateur nilpotent
tel que SN = NS. Si L appartient 3 sp(n,R) il en est de méme de S
et de N, c'est d'ailleurs une propriété des sous—algébres de Lie
semi-simples de g(n,R). Le lecteur peut vérifier que les formes
normales font apparaitre clairement la partie semi-simple et la

partie nilpotente.

IT. 1.5. FORME NORMALE ( [4] 5.1). - Soit X un élément de sp(n,R)

sans diviseur élémentaire du type A. Alors il existe des entiers
positifs non nuls Dseeesly, nl+...+nk = n , de sorte que, aYec .
les notations de I.2.1, X soit équivalent 3 un &lément B = (B ,...,B")
de h , Bi désignant sur gg(ni,R) une des formes normales décrites

en II.1.3.

IT. 1.6. DEFINITION. - Les élémengs de sp(n,R) définis en I1I.1.1.
sont donc irréductibles au sens de II.1.5. On les appelle pour

cette raison éléments irréductibles.

I1.2 CRITERES DE TRANSITIVITE. - Le probléme de déterminer si une
famille de champs de vecteurs est transitive est un probléme difficile.
En effet on ne dispose pas de conditions suffisantes de transitivité
On retiendra donc le critére qui va suivre, on verra en effet qu'il

est 3 la clef de tous les résultats de transitivité du paragraphe II1.3.
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I1.2.1. CPITERE..~ Soit D ={ Xij une famille de champs de vecteurs
(analytiques et complets) sur une variété M. On rappelle que Xi
désigne le groupe 3 un paramétre engendré par Xi. Alors la famille
D est transitive si et seulement si

(i) la famille D est faiblement transitive.

(%i) Pour tout état x de M, tout indice i et tout réel t > O,

.. +
Xit(x) appartient a 1'adhérence de l'orbite positive A (x) de x.

PREUVE. - Ces conditions sont &videmment nécessaires. Montrons qu'elles

sont suffisantes. Soit X s X deux états de M, montrons que x, est

| |
accessible a X, D'aprés (i) et 0.2.2. il existe un ouvert U de

sorte que X, soit accessible i tous les états de U. Soit y, un état

i i
de'U , d'aprés (i) il existe une suite X ! sesey X k , t. €R,
ty tr k
ik il
telle que X = o...0 Xt + X, = y,. Soit m le nombre d'indices i tels
k 1

que ti < O et ip le premier indice de la suite il,...ik tel que tp < 0.
ip—l i 1 ip . . .
Notons Z, = ti-l 0...0X ‘X z, = Xt .2 et Z le difféomorphisme

t, .o’ 72 1
i ] . p

i i
1 -
th o...oxtp— . Puisque z, = ti - 2z, et que yA l(U) est un voisinage

k p p

de Z, il résulte de (ii) qu'il existe um &tat 2, de Z_I(U) accessible

&z, et donc 3 x . L'état de U, Y, = Zoz4 est donc tel qu'il existe
i jp jp 3
Sl,...,xsp telle que Xspo...oxsl X, =¥, et le nombre

d'indices i tels que s; < O est m—-1. En répétant un nombre m de fois

une suite X

cette opération, on montre donc qu'il existe un état Y1 de U accessible

d x - L'état x, &tant accessible 3 y s X, est donc accessible i x .
o ] m+1 1 o
II. 2.2. REMARQUE. - Scit X un champ de vecteurs complet sur une

variété M. Un &tat x de M est dit Poisson-stable si, pour tout

voisinage Vx de x, VT >0, 3t 2 T tel que )(t(x)evx , X_c(x)evx.

19
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Le champ de vecteurs est dit Poisson-stable si l'ensemble de ses points
Bisson-stables est dense sur M. C'est un résultat classique ([li] 11.4.4)
qu'une famille de champs de vecteurs (analytiques) Poisson-stables

est transitive si et seulement si elle est faiblement transitive.

Ce résultat a servi de modéle pour &établir le critére, la démonstration
de celui-ci reprenant le point essentiel de la démonstration de

(17] 11. 2.4.

Sur une variété produit, certains champs de vecteurs sont tels
qu'ils définissent sur chaque variété composante un champ de vecteurs.
Une famille de tels champs de vecteurs définie sur chaque variété
composante une famille de champs de vecteurs. Le critére suivant va
montrer que dans un cas particulier la famille de champs de vecteurs

est transitive si chaque famille projetée est transitive sur sa

variété respective.

I1.2.3. CRITERE. - Notons par M = (Ml,...,Mk) une variété produit
de variétés M. . Désignons par 9°la classe des champs de vecteurs

s P

de M ayant la propriété suivante : si Z appartient a3 Y°, alors Z

-

- 1
engendre sur chaque M* un groupe 3 un paramétre Zt tel que le groupe

4 un paramétre Z, de Z soit défini par Zt (ml""’mk) =_(Zl.ml,...,2§.mk)-

Soit X un champ de vecteurs de 9, X s'écrit donc (xl,...,xk) Xi
désignant un champ de vecteurs sur Mi' Notons Y = {Y; 3 je€ D,ni-l yie [1 ,ﬂ}
une famille de champs de vecteurs de 9°. On suppose que les conditions
suivantes sont véeifiées :

(i) il existe o],...,ok-l, ccM tels que Xl(ol)=0 pour i€ [l,k-f].
(ii) Le champ de vecteurs Y} s'éerit (0,...,0, ?} (i-&me position

0,...,0) ?; désignant un champ de vecteurs sur M.

Alors la famille de champs de vecteurs {X,Y} est transitive si et

etulement si chaque famille {x1,§3 . jefl,nil est transitive sur ml.

20



Couples de générateurs de certaines sous-algebres de Lie ...

PREUVE. ~ La condition est évidemment nécessaire, montrons qu'elle
est suffisante. Il n'est pas restrictif de supposer k=2, le cas
général se traitant par récurrence de fagon analogue. Soit i=(i],i2),
f=(f],f2) deux états de M = (MI,MZ). Montrons que f est accessible a
i; Distinguons 3 étapes :

ETAPE 1.

o~

e + i2\.

/ 2 '

[ 4 F \
j F2 )

\‘~A__~‘___“___, . -
La famille de champs de vecteurs [ X],Q.}est transitive sur M],
il existe donc un état 92 de Mz tel que ( é,f ) soit accessible a
1 2
0 P ).
ETAPE 2. '

\\
2 \
/d ¢ |
i }
K\_J;:;jL:;:::,EE//
La famille de champs de vecteurs { Xl,§;} est transitive sur Ml, il
existe donc un état m2 de MZ tel que (o ,m") soit accissible 3
1.2
i1 ,i7).
— : 2
ETAPE 3. //// <oy ! TN
e T+ .
SV
J o
/ /,

-
21
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La famille de champs de vecteurs {XZ,'?J%} est transitive sur MZ.

D'autre part o] est position d'équilibre de tous les champs de
vecteurs de la famille {)(,'172.1j projetés sur M. Le point (01,92)

est donc accessible 3 (o ,m").

CONCLUSION. - A 1'issue des trois étapes on a bien montré que F

est accessible 3 1.

I1.3 COUPLES DE VECTEURS TRANSITIFS SUR LE GROUPE SYMPLECTIQUE ET
stR R2™ - (o) .

II. 3.1. DEFINITION., -Les notations utilisédes sont celles de I.1.4.

Notons T le tore engendré par les éléments exptAk tcR,
n
1 ¢ k¢n. Soit A un élément de a, A s'écrit donc kgldkAk

On dit que A est un partenaire priviligié si A est & trajectoire

dense dans le tore ™ ,1.e., l'adhérence (relativement & la
topologie de Sp(nJR) de l'ensemble { exptA, te€ R}est ",

On rappelle gque cela égquivaut a dire que les nombres &, sont

k
rationnellement indépendants.

I1.3.2. PROPOSITION. - Soit A un partenaire priviligié et B un
élément de sp(n,R) irréductible sous forme normale. Alors
A est un élément fortement régulier de a et B est en position
génitrice relativement a a. L'algébre de Lie {A’B}A.L. est
donc sp(n,R) .

PREUVE. - A est fortement régulier d'aprés I.1.6. Montrons que
B est en position génitrice. On applique I.1.5 (iv)b). Si B est
hyperbolique réel ou réel dégénéré A](B) = {(i,i+1)} , 8i B est

hyperbolique complexe. 4,(B) = {(2i+1,2i+2), (i,i+2)}, si B est

parabolique 4,(B) = {(i,j);i+j=n+] ou i+j=n+2} , si B est elliptique

8,(B) = {(i,j) ; i*j = n ou n+*l ou n+2} .
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Un calcul élémentaire de crochets de Lie montre que, si un seul
élément p du couple (i,j) coincide avec un seul élément q du couple

, - .
(k,L), alors 1'algébre de Lie {Eij’Fij’Euv’Fuv}A-L-

couple {Euv’Fuv} (u,v) étant l'unique couple de l'ensemble

contient le

{i,j,k,ﬂ} auquel on a retiré {p,q} et tel que l¢ ug¢vgn. On

vérifie alors que dans les 4 cas ci-dessus {Eq,Fu; O(GA](B)}A . =su(n).

II1.3.3 THEOREME. - Soit A un partenaire privilégié et B un élément
de sp(n,R) sous forme normale, de type hyperbolique (réel,
réel dégénéré ou complexe) ou de type elliptique n impair.
Alors le couple {A,B} de champs de vecteurs invariants a droite

sur Sp(n,R) , est transitif sur Sp(n,R).

PREUVE. - Si n=l et si B est de type elliptique alors {A,Bjest

un couple de champs de vecteurs Poisson-stables, faiblement transitif
sur Sp(n,R) d'aprés I1.3.2, il est donc tramsitif par application de
II.2.2. Traitons les cas restants

B est donc l'un des éléments

B - 0 1 D, 1 ‘.
- 0: = 0 = 22 !
B=i i B \\ }onou Bs \\y |
0 ! Y p2 0 . ;2’
] | _ 2
q”] Qa he
0 ‘4
DZ = [ P e , B =E A-...L,,{<5-
-dﬂ , ¢
| e y 4 o
f“*l (¢ -

Désignons par S 1'élément de sp(n,R) ajndj.défini
0,

0. e %

. |-f\0

0 10 -p

si B est hyperbolique posons S =
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Si B est elliptique posons § = |- -- - -

Désignons par M 1'élément B-M. Alo:; [S,M] =0 et Ebnc expsB =
(expsS) (extsM) Vs eR.

Puisque A est 3 trajectoire dense dans le tore ™ et que le couple

de champs de vecteurs {A,B] est faiblement transitif sur Sp(n,R)
d'aprés II.3.2 il résulte de 0.2.4 que le couple {A,BS est transitif
sur Sp(n,R) si et seulement la famille de (n+!) champs de vecteurs

D = {Ak lgk{n,B} est transitive sur Sp(n,R). Montrons ce résultat.
Notons A' (') 1'orbite positive, pour le systéme D, de 1'élément
neutre I de Sp(n,R). La famille {Ak l<k<n] est transitive sur

T, A*(f) est donc le semi-groupe engendré par T" et exptB t 0.
Appliquons II.2.1 et 0.3.1, D est transitive si et seulement si
exp—-tB appartient 3 A+(I) vt >0. Montrons ce résultat.

On rappelle que l'on note{'ul,...,un,v],...,vns la base cano-
nique de Rzn. Si 12 désigne la matrice identité d'ordre 2, notons
par P 1'élément de T" ainsi défini : si B est hyperbolique réel ou
elliptique, P = 12 sur {u2i+l’v21+l} , P = —12 sur {u2i,v21} , S1
B est hyperbolique complexe posons P = (PIPZ) ol P]=12 sur
(U2is1 V201 ] > BT s0r fugpovp; b =Ty sur {up,uy)
{vl,vz} , {US’U6S , {vs,v6g yeony
P, = I, sur {uB’UQ} , {v3,vai . {u7,u8} , {v7,v8} yeeen

x On observe alors que P-IBP = 5-M. L'élément
expt(S-M) = P-l(exptB)P appartient 3 A+(I). Puisque IS,&I = 0,
1'élément exptS = (expt/2(S+M)) (expt/2(S~M)) appartient donc
a AT(D).

* L'@lément exp-tS appartient aussi 3 A+(I). En effet si B

elliptique, exptS est périodique et si B est hyperbolique alors

exp-tS s'écrit aussi Jrl(exptS)J.
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* L'élément exp=tM = (expt(S-M))(exp-tS) appartient donc
aussi 3 A+(I).

En conclusion, exp-tB = (exp-tS) (exp-tM) appartient aussi 3

+ . ~ - ~
A (I). La démonstration du théoréme est donc achevée.

ITI.3.4. PROPOSITION. - Soit A un partenaire privilégié et B
un élément de sp(n,R) parabolique, sous forme normale. Alors

le couple {A.x,B.x} de champs de vecteurs linéaires hamil-

, s Zn
toniens est transitif sur B* -{0].

PREUVE. - B est donc 1'un de deux éléments

Puisque le couple {A,B] de champs de vecteurs invariants
droite sur Sp(n,-R) est faiblement transitif sur Sp(n,R) d'aprés I1I1.3.2.
et puisque Sp(n,R) opére transitivement sur Rzn—{O} » le couple
{A.X,B.x} de champs de vecteurs est donc faiblement transitif sur
R n-(O's. Puisque A est 3 trajectoire dense dans Tn, il résulte alors
de 0.2.4. que le couple {A.x,B.x] est transitif sur !RZ“-[o} si et
seulement si la famille D de (n+l) champs de vecteurs
{Ak.x lskgn , B.x} est transitive sur RZ“,{O} . On peut évidemment
supposer que € = +l. La famille {A ¢ k{n}z est transitive sur T'.
D'aprés II.2.1., D est donc transitive sur R u-[0} si\/yoe R2n_ QO}
Yt>0 , (exp---t:B)o'yo appartient & 1l'orbite positive A#(yo) de 1'état
¢}

y .

Montrons ce résultat.
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. . .. o
Faisons la remarque suivante : y0 s'écrit (p?,...,p ,ql,...,qg),
(expsB). Y,

se calcule aisément par intégration en cascade ; pi(s), qi(s)

=1 ]

La trajectoire y(s) = (p](s),...,pn(s),q](S),---,qn(S))

sont des polyndmes ; plus précisément on observe que, pour pi(s)
”~ - . . 3 o

les monomes de degré pair ont des coefficients du type Py et les
mondmes de degré impair ont des coefficients du type qﬁ , et
inversement pour qi(s). Soit (p,q) un vecteur de RZn = RXR" H
(p,~q) appartient i l'orbite de (p,q) sous l'action de T" ; il
existe donc un élément de T" noté T(p,q) (i) dépend de (p,q)) tel
que (T(p,q)).(p,q) = (p~q).

Alors :
xyl

2 . <
xy = (exptB).yl appartient a A+(yo)

) +
T(yo).yo appartient 3 A (yo)

* T(y?').y2 appartient 3 A+(yo).

On vérifie alors & 1'aide de la remarque préliminaire que

T(yz).y2 = (exp-tB).yo. L'assertion est donc montrée.

II. 3.5. REMARQUE. - On peut conjecturer que le couple {A,B}

de champs de vecteurs invariants 3 droite sur Sp(n,R); ol A est
un partenaire privilégié et B un élément parabolique sous forme
normale, est transitif sur Sp(n,R). Il est &vident que puisque

B n'est pas équivalent 3 -B,une technique de démonstration du
type de celle utilis€e en II.3.3 ne s'applique pas . Le probléme

reste donc ouvert.

II. 3.6. PROPOSITION. - Soit A un partenaire privilégié et B un
élément de sp(n,R) , n pair, de type elliptique, sous forme
normale. Alors le couple (AnigB.x} de champs de vecteurs

. . . , .y 2
linéaires hamiltoniens est transitif sur R n_ {0} .
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PREUVE. - B est donc l'un des deux é&léments : — , &1
1
0 Ol//Q o 0/
X0 €= : 1. Notons S 1'élément £ _ . __. '_?'__.9
0 R J 0 -,
-1 ' 0
/0o 0 0.
-0~} .
td. .

et posons N = B-S . Définissons les familles de champs de vecteurs

suivantes : Dl =iAk l¢ksn , B} . D; ={Akx lsk$n,B.x} .

D, =[A, 1<ke¢n, N} etDy={A.x 1&k&n, Nx] . Par des
considérations analogues & celles de II.3.4, on montre que le couple
de champs de vecteurs {A.x,B.x] est transitif sur RZn_ {0} si

la famille D; es; transitive sur R>"- {0} . Montrons que D} est
transitive sur R“"= {0} . On peut supposer €= +1,

Notons respectivement par A;](I) et A;Z(I) les orbites de
1'identité de Dl et D2. Montrons que A;](I) contient A;Z(I).
Désignons par P 1'élément de T" ainsi défini sur la base canonique

2n _
{ul,...,un,vl,...,vn} de R : P.u2i+l = u2i+l’P'v2i+l Voisl ?

Pu = -y

- PP -1 - -
23 2i Pv2i = v, On vérifie alors que P "BP S+N.

L'élément exptN = (expt/2(S+N)) (expt/2(-S+N)) appartient donc i
+
AD (I) Ve > 0. Il résulte alors de 0.3.1 que A; (I) contient
1 1

donc l'orbite positive A;,(y) de y, pour Dé }
2

Notons respectivement E et F les sous—espaces vectoriels

de dimension n, de RZn engendrés par
tul,uS,...,uzp_‘,v],v3,...,v2p_]} et {uz,ub,..., u2p’v2’v4""’v2p}'

N laisse stable ces deux espaces. Notons respectivement par Nl et

N, la restriction de N 3 E et F. On vérifie que :
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r T - | —_—
' 10
/ . 0
0 v S 0 ‘
/
| 2
1 ' 0
0. © 0
0 /s 1 T .- -
0 _ '
Nl = //Ol NZ- o -Il o
o-1 - / '
. 0!
L "1 :
- -

N, et N2 sont deux &léments paraboliques de sp(n/2,R). Il suffit
alors de recopier la démonstration de II. 3.4. pour s'assurer que
les deux familles de champs de vecteurs linéaires associées aux

familles de champs de vecteurs invariants 3 droite {AklE k impair, NIS,

{Ale k pair, Nz} sont transitives respectivement sur E - {0}
et F - {0} . D'autre part le champ linéaire Nl.x] admet une singu-
larité sur E - {0} . La famille de champs de vecteurs D, est donc

transitive sur la variété produit E - {0} x F - (0} d'aprés II.2.3.
- - + . + - 2[1 (
En résumé, AD,(y) contient AD,(y) pour tout état y de R™ - 10},
1 2

la famille D) est transitive sur E.{(ﬁ x F = {0} qui est dense dans
R2n -{o} . La famille D; étant faiblement transitive, il résulte
alors de 0.2.2. que Di est transitive sur mZn - {0}
II.3.7. RESUME. - Soit A un partenaire privilégié et B un é&lément
irréductible de sp(n,R) sous forme normale. Alors :
(i) B est en position génitrice sur sp(n,R) relativement 3 a.
(i1) Le couple {A.x, B.x} de champs de vecteurs linéaires

hamiltoniens est transitif sur R°" - {o} .
PREUVE. - (i) n'est autre que II.3.2. Puisque Sp(n,R) opére

.. 2n .. . el
transitivement sur R - {0} » (ii) ré&sulte des propositions

précédentes.
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I11.4. COUPLES DE CHAMPS DE VECTEURS HAMILTONIENS TRANSITIFS SUR
2n
R .

II.4.1. UN CRITERE DE TRANSITIVITE. - Les notations utilisées
sont celles de I.2.1. Soit A un partenaire privilégié,

1 k 21z
B=(B,...,B) un élément de _}_v_vgp_(n],R)O...OEp_(nk,R) et

b = (bl,...,bk) un vecteur de Rznczkznl ®...0 Ran. On suppose

que les conditions suivantes sont vérifiées :
(1) B est un élément irréductible de gz(ni,R) sous forme
normale.
(ii) bi est un vecteur non nul de Rzni pour l¢cick et b

~

appartient 3 1'image de B.

Alors le couple {A.x,B.x+b} de champs de vecteurs affines
2n

hamiltoniens est transitif sur R

PREUVE. -

A-Réduction du probléme.

Le couple {A.x,B.x+b} de champs de vecteurs est faiblement
transitif. En effet, on applique 1.2.2 : A vérifie les conditions
(i) et (ii) d'apreés I1.2.3, Bi est en position génitrice sur
§R(ni,R) d'aprés II1.3.7 et donc B est en position génitrice sur h
d'aprés I1.2.3, B satisfait donc la condition (iii), enfin b vérifie
la condition (iv).

Notons D 1la famille de (n+l) champs de vecteurs

{Ak.x ; 1 ¢k<n , B.xtb} . Puis le couple {A.x, B.x+b} de
champs de vecteurs est faiblement transitif et puisque A est i
trajectoire dense dans le tore T" s i1 résulte de 0.2.4 que le
couple {A.x, B.x+b | de champs de vecteurs est transitif si et

seulement si D est transitive.
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®2" s'gcrit BZM 8...0R 2™ et la famille D de champs de
vecteurs se projette sur chaque espace iRzni en une famille Di
de champs de vecteurs. Montrons que D satisfait les conditions
de II.2.3. Puisque b appartient @ 1l'image de B, chacun des champs
de vecteurs Bi.xi+bi admet au moins une singularité sur Rzni ,
la condition (i) est donc satisfaite. D'autre part la famille de
champs de vecteurs {Ak 1<kg n} vérifie la condition (ii). D'aprés
11.2.2. , D est donc transitive si et seulement pour tout i,
l «i¢k, la famille Di de champ§ dg vecteurs .{Ai .xi
n,+...+n, +l¢k<n *oootmg Bl.x1+b1} , A; désignant la

1 i-1 ]

.. - o203
restriction de Ak ARt

, est transitive sur Rzni.

CONCLUSION. - Pour que l'assertion de II.4.] soit exacte, il suffit
donc de montrer que la famille D de champs de vecteurs

{Ak.x l ¢ken B.x+b} est transitive sur Rzn, lorsque B est

un élément irréductible de sp(n,R) sous forme normale et b un

2n - .
vecteur non nul de R appartenant a 1'image de B.

B-Résolution du probléme réduit.

On va résoudre par une série de lemmes le probléme ainsi réduit.
Le cas ol le champ B.x+b est Poisson-stable, qui est évident est

résolu en premier.

LEMME |. - Soit B un élément de 8p(1,R) elliptique sous forme
normale et b un vecteur non nul de R . Alors la famille D
de champs de vecteurs {Ak.x l¢k¢n , B.x+b}

est transitive sur R..

Preuve. - D est une famille faiblement transitive de champs de vecteurs

Poisson-stables. L'assertion résulte donc de II.2.2.
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LEMME 2. - La famille de champs de vecteurs {Ak.x l<ken, B.x+b}
est transitive si et seulement si il existe un réel A>0

tel que la famille de champs de vecteurs {Akox 1sken , B.x+hb]

soit transitive.

PREUVE. - Le difféomorphisme de fibré tangent dérivé d'une homo-

fes e e . 2 . .
thétie judicieuse sur R n applique une famille sur l'autre. La

transitivité est bien sGr préservée.

LEMME 3. = Soit B un élément de _Pp(n,R) irréductible sour forme
normale (que l'on peut supposer n'édtre pas un élément ellip-
tique de sp(1,R)) . Alors il existe £€>0 tel que la famille
Db de champs de vecteurs {Ak.x l€k ¢<n , B.x+b |
soit transitive sur la boule unité fermée de R2n (c'est-a-
dire que tout état de cette boule est accessible & tout autre
état de cette boule), pour tout vecteur b de RZn (non
forcément dans 1l'image de B), non nul et de norme eucli-

dienne plus petite que £ .

PREUVE. - Soit K un compact de Rzn, on rappelle que VI(K) est la
topologie définie sur 1'espace des applications f de RZn dans
RZn , Cl » par la "norme" Wfli = Sup (llf(x)ll+l\df(x)H ).
Pour tout compact K de RZn et tout 5§i§inage V relativement a V](K)
du champ de vecteurs B.x, B.x+b appartient 3 V pourvu que b soit
de norme assez petite. D'aprés II.3.7 , pour b = 0, la famille Dy
est transitive sur Rzn - {0} . 11 résulte de [21} qu'il existe
€, O tel que la famille Dy soit transitive sur la sphére unité
SZn-l de RZn » pour tout vecteur b, I bilcf. Notons P 1'ensemble
des points de la boule unité fermée de R2n tels que la demi-
trajectoire positive et négative du champ B.x+b issues d'un point

de F soient toutes deux non bornées.
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Pour b, ibll<E , tout état de F est accessible 3 tout autre
état de F. Puisque B.x+b est non Poisson-stable, F est dense dans
la boule unité fermée. Db est faiblement transitive, il résulte

donc de 0.2.2 que Db est transitive sur la boule unité fermée.

LEMME 4. - Soit B un élément de sp(n,R) , irréductible sous
forme normale (que 1'on peut supposer n'étre pas un élément
elliptique de sp(1,R) . Alors la famille Db de champs de
vecteurs {Akx l¢k¢a, B.x+b} est transitive sur m2n

pour tout vecteur b non nul appartenant & 1'image de B.

PREUVE. ~ D'aprés le 1@mme 2 et le lemme 3, il suffit de montrer
qu'il existe h >0 , h ¢ ¢ , tel que, si b vérifie O<il bil <« h

Db a la propriété que tout état de R2n est accessible 3 un &tat de
la boule unité et recalable sur un &tat de la boule unité&. On fait
alors une &tude cas par cas. Les démonstrations sont un peu
laborieuse et seul le cas ol le champ B/x+b admet une région stable
et une région instable est intéressant et sera reproduit ici.

Pour le reste je renvoie 3 [2] .

Supposons donc que B est un élément de sp(n,R) hyperbolique

réel ou complexe. B s'édcrit donc : _ - . -
\
. D, 1
B .o 3 252 )
o . o |y \\\ 0
- e e e e e = = = ) .
: B, o\\ >0 ou B_ o\ 1,| 0
o . -%B 1 D, -8 °
S ] 3 - - -

On rappelle que 1l'on note {u],...,un,vl,...,vn} la base cano-
nique de Rzn. Désignons respectivement par E et E les sous-
espaces vectoriels de Rzn de base {ul,..., ung . {vl,...,vng .

R2n s'écrit donc E E . Notons (r,s) le point singulier du champ
de vecteurs B.x+b. Notons respectivement par I et S les sous—espaces
affines de Rzn, (E+,s) et (E-,r).
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I et S sont des invariants pour les trajectoires de B.x+b.
D'autre part toute demi-trajectoire positive issue d'un point de S
converge vers (r,s) et toute demi-trajectoire négative issue d'un
point de I converge vers (r,s). Soit p , 0<q < € , tel que (r,s)
appartienne 3 la boule unit@ ouverte de R n pour tout b, Il bil < h

Montrons que pour D, ,0 <libl <h , tout &tat (p°,q°) de RZn

reculable sur un état de la boule unité ouverte de R2
~ Soit R > O, l'ensemble les points (p,q) de RZn tels que la
trajectoire du champ de vecteurs B/x+b (p(t),q(t)) issue de (p,q)
est telle qu'il existe T > O de sorte que |pi(T)l,> R l&ign est
dense dans Rzn. D_ étant par ailleurs faiblement transitif, il
résulte de 0.2.2 que (po,qo) est recalable sur un état (p],ql)

vérifiant |p;l > Max(lrll,...,lrnl)(r = (r‘,...,rn)), 1¢ i < n.

# L'orbite de (pl,ql) relativement 3 1'action de T" rencontre
dans S. Puisque la famille de champs de vecteurs [Ak l¢ken] est
tran51t1ve sur T » on peut donc recaler (pl,q ) sur un état de S

noté (r,q ).

% La demi-trajectoire positive du champ de vecteurs B.x+b
issue de (r,qz) converge vers (r,s). Comme (r,s) appartient i la
boule unité ouverte (r,qz) est donc recalable en un état (r,q3)

de cette boule.

A 1'issue des trois étapes on a bien montre 1'assertion. On
montre de fagon analogue que tout état de R est accessible 3 un

état de la boule unité. Le cas hyperbolique réel ou complexe est
donc résolu.

I1.4.2. DEFINITION. - Définissons la classe © de champs de vecteurs
2
de R n de la facon suivante :

Si Xl appartient ¢ §, X, s'écrit X.x+v ou :

1
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» X est un élément de sp(n,R)

% X n'admet pas de diviseur élémentaire du type A\, i.e.,

la réduite de Jordan de X n'a pas de bloc nul.

* V est un vecteur de RZn appartenant a 1'image de X.

I1.4.3. THEOREME. - Pour tout champ de vecteurs Xl de 6 il

existe un champ de vecteurs X2 de 8 , dont toutes les trajec-
, . 2

toires sont bornées dans R°" , tel que le couple {Xl,Xz}

. L 2

soit transitif sur R°"

PREUVE. - On montre qu'il existe des entiers positifs Myseeesy,

m+...4n =1 et un difféomorphisme o de Rzn, dont le difféomorphisme

dérivé do. préserve la classe € (c'est-i-dire si Xc &, da(X)e %).
tel que dm(X]) vérifie (i) et (ii) de ITI.4.1. Soit A un partenaire
privilégié, alors le champ de vecteurs X

2 = dOE‘(A.x) est le par-
tenaire recherché.

X, s'écrit donc X.x+v ol X € sp(n,R). Appliquons II.l1.5., il

[’ .,nlf c ¥% n +...+nk =n et P e Sp(n,R) tel que P lXP
s'écrive B = (B ,..., B ), Bt désignant un élément de _R(“ ,R) irré-
ductible sous forme normale. Posons & X »P.x. Soit h = (h

existe n

])'°'$ k)

un vecteur de RZ tel que h = 0 si la projection de P l.v sur Rzni

est non nulle, et h, éKer B sinon posons 0(2 : X + x+h. Alors le

difféomorphisme o = <¥2 0oL, est le diff€omorphisme recherché.
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