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MESURES SUR LES ESPACES UNIFORMES DE TYPE (oT)

Ali DEAIBES

RESUME.

Suite i 1'article [4], donnant une description des espaces unifor-
mes de type (o:), cn étudie ici les espaces de formes lindaires m sur
1'espace vectoriei #(X) [resp. Q/“(x)] des fonctions numériques uni-
formément continues [resp. et bornées] sur un espace uniforme X de
type (c:), qui sont bornées sur la boule unité A de " (X) et qui

vérifient la condition de commutation m(Z fi) =X m(f,) pour toute
: .
famille (fi)iel de %“A(x), qui est discréte [resp. et uniformément

bornée] et indexée par un ensemble I de cardinal strictement infériecur
a .
Xa

INTRODUCTION.

On considére des espaces uniformes séparés (X, p), ol la structure
uniforme y est définie par une famille de recouvrements ¥ = (vy)yEL'
Soit D(X, u) = D(X) l'ensemble dcs écarts d sur X qui sont y-unifor-
mément continus et soit (X, p) = #(X) [resp. #°(X, u) = 4~ (X))
1l'espace vectoriel [resp. l'algtbre] des fonctions réelles uniformé-

ment continues [resp. et bornées] sur (X, u).

Une famille (Fi)iel de parties de X est dite discréte s'il existe
un &cart d € D(X) tel qu'elle soit discréte dans 1'espace (X, d) (on
dira aussi qu'elle est d-discréte). Parallélement une famille (fi)

de fonctions dans %(X) est dite discriéte lorsque la famille des
s L4 -
conoyaux (Coz\fi))iEI est discréte,

iel

En suivant [4], on dit que 1'espace uniforme (X, u) est de type
@ . 13 - - [
(oa) si pour toute famille discréte (fi)iEI de qlm(x), de cardinal

card I < Xq * la fonction £ = 2 fi est élément de #(X).
i
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Mesures sur les espaces uniformes de type (a'i")

Pour un espace uniforme (X, i) de type (o:), on dit qu'une forme
linéaire m sur l'espace vectoriel #%(X) [resp. sur 1'algébre ‘?lm(x)l
c1 de 4" (X) qui est
discréte [resp. et uniformément bornéel, de cardinal card I < Xg »

est a~additive lorsque pour toute famille (fi)i

ona m(Z fi)= z m(fi). Pcur o = 1, on dit plus simplement que les
i i
formes linéaires l-additives sont g—additives.
On désigne par ...{la(x, p) = ,/i[a(x) [resp. Jl”(x, ") -JI:(X)]
1'espace vectoriel des formes linéaires m sur #(X) [resp. %" (X))

qui sont 3 la fois a-additives et bornées sur la boule unité A de

U”(x) .

On dit encore qu'une partie simplement bornée H de #(X) vérifie
la propriété (P) si pour tout ¢ >0, il existe un recouvrement
v = (vy)YeL de y tel que, pour tout indice y € L, il existe un
recouvrement %Y = (U;)BGLY de p tel que toute fonction f € H varie
au plus de ¢ sur chaque partie VY N Ug. L'ensemble des parties H vé-
rifiant (P) est noté pr(x, u) = ,)?P tandis que 1l'ensemble des parties

Q0
uniformément bornées de .)?1, est noté J?P.

On rappelle qu'on désigne classiquement par (X, u) =3¢ [resp.
.}fw(x, u) = "] 1'ensemble des parties H de #(X) qui sont simplement
bornées [resp. uniformément bornées] et uniformément équi-continues.
I1 est clair que l'on a J#C .}?i, et K CJ?’;, et que ‘#P et Jf’; sont

~

stables par passage & l'enveloppe disquée.

A chaque espace uniforme (X, p) on associe diverses structures uni-
formes et divers espaces de mesures. Sans vouloir €tre exhaustif, et
pour nous limiter & ceux qui interviendront ici, citons pour bien pré-

ciser les définitions :

a) La structure uniforme ou de la convergence simple sur #(X),

appelée structure uniforme affaiblie de u.

b) La structure uniforme py définie par les recouvrements finis de
- c e
u, donnant comme complété 1'espace compactp X, appelé compactifié& de
Samuel de (X, ).
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Mesures sur les espaces unifarmes de type (o J*)

c) Pour tout ordinal a, la structure uniforne D:u ayant pour base
les recouvrements de j, de cardinal strictement inférieur i Xa» €t
qui sont d'ordre fini [5]. Pour un espace uniforme de type (o:) on a
1'égalité D(,:u = gp [4].

0
d) L'espace M_(X) des formes lindaires o-réguliéres m sur ¥ (X),

c'est-da-dire telles que m(fn) —— 0 pour toute suite (fn) de ‘?lﬁ(X)
telle que fn +0.

e) L'espace MU(X) des formes linéaires o-réguliéres sur #(X).

f) L'espace Mw(x) des formes linéaires sur %”(x) dont les restric-

@® - -
tions aux éléments H € ¥ sont simplement continues.

g) L'espace M(X) des formes linéaires sur % (X) dont les restric-

tions aux é&léments H G.}fsont'simplement continues.

h) L' espace Rad(pX) des mesures de Radon sur le compact pX et

1'espace M(X) des mesures m € Rad(px) dont le support est contenu
dans le complété X = (X, W".

Ces définitions nécessaires étant rappelées, l'essentiel de

l'article est consacré a la démonstration des propriétés suivantes :

A) Sott X un espace uniforme de type (om) L'espace .I{ (X) [resp.
.Il (X)) est exactement l'espace des formes linéaires m sur U(X)
[resp sur U (X)] dont les restrictions aux éléments H € J? (D u)
[resp. H € .}? (D Wl sont simplement continues. Autrement d‘Lt on a
les égalités ./l (X) M(X, D u) et ./{ (xX) =M (X, D u)-

B) Soit X un espace uniforme de type (o ). L'espace .I( (X) [resp.
M (x)] est exactement l'espace des ]omes lindaires m sur U(X)
[resp sur U (X)) telles que m(f ) — O pour toute sutte (£) de

U(x) lresp. de U™ (X)] qui décz'ou: faiblement uniformément Zocale-
ment vers zéro.

C) La propriété B), comparable d la propriété de o-régularité,
lut est en fait équivalente pour les espaces uniformes de type (A)

(3], en particulier powr les espaces topologiques complétement régu-
liers identifiés aux espaces uniformes fins.
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Mesures sur les espaces uniformes de type ("r )

|. LES ESPACES .# (X) ET /1:()().

Commengons par un lemme technique.

(1.1) LEMME. - Soit (X, u) wn espace untforme de type (o:). Sozent

N
€ yeyL ¢F Belgerys

nues de l'unité telles que chacune d'elles soit réunion finie de fa—

Yy € L, des partitions wuniformément équiconti-

milles discrétes de cardinal < X+ Alors pour toute £ € U(X), qui
est bornée sur les conoyaux Coz(gY), et pour toute m € .lla(X) on a
les égalités :

f=3 I fghl et m(f) =X I m(fgh)).
y BeLY Y B y pery Y B

PREUVE. - Chaque foncticn fg hY est &lément de 1'algébre QIQ(X).

Y8
Fixous une partition finile (Lk)l<k <n de L, ot chaque famille

(g )YEL est discrdte. On a alors :

f=f+2 2 g =X f( X g)=X I fg z fg .
k YELK' k  yeLlg ' kyGLkY yeEL Y

Par le mémc raisonnement on a, pour chaque Yy € L, g I 8 hY .

de sorte qu'en définitive ona f =X ¥ fg h;. D'autre part la
vy seLy ¥
condition m € ,/1a(x) garantit que :

w(f) =m(f2 ¥ g)=Zm(f 2 g)=32 Zm(fg)=2m(fg)
k YEI.kY k. YELkY k YELL Y
et pour chaque y € L :
m(fg) = = m(fg hg)
T gelLY Y

ce qui fournit, en rassemblant, 1'égalité m(f) =3 I m(fg hY) (]
y BelLY

On tire de la :

(1.2) THEOREME. - Sozt (X, ¥) wn espace uniforme de type (o )
alors toute forme linéaire m € .,l{ (X) est simplement continue sur
toute partie H € X’P(Dcu).
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Mesures sur les espaces uniformes de type (¢ r)

PREUVE. - Supposons 1l disqué et considérons une suite généralisée
(f.). dc H tendant simplement vers zéro. Fixons ¢ > 0 et associons
ace des recouvrements ¥ = (V ) yeL et AN (UY)BELY » de la structure
uniforme D% oM répondant aux condxtlons de la définition de 1la proprié-
té P pour 1a structure uniforme Dcu, et tels que chacun d'eux soit
réunion finie de familles discrétes de cardinal < Xy Considérons des
partitions uniformément &quicontinues de 1'unité subordonnées respec-
tivement aux recouvrements ¥ et "ZIY, Yy €EL, et notés (g )

et
YYEL
(hz)BELY' Alors pour tout indice 1 € 1 on a, avec le lemme :

£.=Z Z f.gh' et m(f;) = 3 ):m(fgh”)

'y gery Y YP y BEL
Introduisons l'ensemble M des couples (y, B) tels que V N Ug # ¢ et
fixons pour chaque (y, B) € M un point xYB € V N U; Introduxsons
encore les nombres, pour (y, B) € M :
i .
= f, , €
tYB l(xYB) i€1

t = Sup Ifl Y
6 fen Vv, N

[
et rappelons que, m &tant bornée sur le disque unité A de % (X), on

peut supposer fml = Sup|m(f)| < 1.
fea
Alors les fonctions g, =) ti ghlet g= > t g h'
Y Gomen fr e ,eem BV B
sont &léments de #(X) et
m(g,) =) ¢t Yﬁm(g hy) et m(g) =3t .m(ghp)

(v,B) €M G.pen

I1 résulte de 13 que la famille (tyslm(g est sommable,

Y
P8 D y,8) en

d'ol 1'on tire 1'existence d'une partie finie J C M telle que

S YBIm(g hY)l <ce.

(v,B) €J
Par ailleurs on a If - g;1 < ¢ pour chaque i € I, d'ol
|m(f1)| e+ Im(gl)l Mals la condition ‘t I < t,  pour chaque

By

i € 1 donne aussitdt :
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lm(g.)‘ E |t: m(g hY)l + _________; Irn(g hY)I
! Gayes e Gy v
+ > |
(.8 €I Y

En résumé, on obtient 1'inégalité&, pour chaque i € I

|m(fi)1 <2+ > |£, (x g
(v,B) €J
et il ne reste plus qu'a choisir un indice i €1 tel que 1'on ait

E Ifi(x B)| < ¢ pour tout i = io » pour pouvoir conclure 3 la
(v,B) €J Y

condition lm(fi)l < 3¢ pour 1 = io » Ce qui termine tout. 0O

En reprenant la preuve mot pour mot en remplagant 1'espace vecto—

riel (X) par l'algébre % (X) et la famille .)?’(D u) par la famille
2 (D u) on obtient :

(1.3) THEOREME. - Soit (X, u) wun espace uniforme de type (o )
Alors toute forme linéaire m € 4’! (X) est simplement continue sur
toute partie H EXP(DCu).

On a vu dans l'introduction les inclusions J#C .}fp et K™ C.)?’; »
de sorte que les théorémes (1.2) et (1.3) donnent les inclusions

.,{{Q(X) C M(X, Dzu) et j/:(x) C M“’(x, Dzu) pour les espaces X de type

(0:). En fait on a méme :

(1.4.) THEOREME. - Pour tout espace uniforme (X, u) de type (0:)
on a les égalités (au sens algébrique et non pas au sens untforme)

a) M, (X) = M(X, DIu) ;

b) M (X) = ¥ (X, D).

En particulier, pour a = 1, on a "I{l (X) = M(X, ou) et
J{T(x) = M (X, ou).

PREUVE. - I1 suffit de démontrer 1l'inclusion M(X, D u) C A, (X).
Or, fixons m € M(X, D* M) . On sait déja [3], que m est bornee sur le
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. ' . = . . -~
disque unité Ade % (X). Pour le reste considérons une famille discréte

(fi)iEI de % (X), de cardinal card I < X La partie H de #(X), d&-
finie par l'ensemble des sommes finies f. = 2 £.,

3 i est élément de
1€J

a
H(X, Dcu), de sorte que :

m(Zf.) = lim m(£.) = lim 2 m(f.) = £ m(£.)
. J J J iey ¥ ;1 1

et tout est dit. L'égalité b) se démontre de la méme maniére. Le reste

provient de 1'égalité Dlu = o déja notée. O

. . L]
Les propriétés générales des espaces M(X) et M (X), (2], (7], four-

nisssent donc le corollaire suivant :

(1.5) COROLLAIRE. - Soit (X, p) un espace uniforme de type (o:).

L'espace .,/Ia(X) s'tdentifie d un sous-espace vectoriel de l'espace
o

./{[a(x), L'identification se faisant en associant d chague m € ,,{{a(x)
sa restriction m 4 l'alydbre A% (X). En particulier pour qu'une forme
linéaire m € ,/l:(x) sott €lément de .lia(x) tl faut et il suffit que,
pour toute £ € 9U(X), la suite m[(fAK) V(-k)] ait wne limite quand
l'entier k tend vers +e '

2. LES ESPACES .,/Il (X) ET ﬂT(X) ET QUELQUES APPLICATIONS

Introduisons la définition suivante :

.

(2.1) VEFINITION. - On dit qu'une suite (£) de AU(X) décroft faiblement
untformément localement vers zéro, ce qu'on note fn&o (0.u.l), 8’1l
existe un recowrement dénombrable ¥ = (Vk) de ou tel que la suite
(fn) décroisse uniformément vers 2éro sur chaque partie V-

L'intérét de cette notion apparait dans 1'énoncé suivant, relatif
[~
aux espaces de type (al) :
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(2.2) PROPOSITION. - Sott (X, w) un espace uniforme de type (oa;).
Pour toute forme lindaire m sur %U(X) [resp. sur % (X)), les pro-

priétés sulvantes sont équivalentes :
a) m€ M (X) lresp. m € .H](0)]

b) On a m(fn) —> 0 pour toute suite (fn) de %U(X) lresp. de @™ (x))
telle que £40 (o.u.f).

PREUVE. - q¢) == b) : Fixons m € l[ (X) et la suite f +0 (o.u. Z)
dans %(X). Alors la partie H = {f i n=1} est elemenc de .)f’ (D u),

de sorte que m(fn) -— 0 avec (1.3).

b) = a) : Fixons m vérifiant b) et prouvons déjd que m est bornée

sur le disque unité A de 4 (X), en suivant le raisonnement de 3 ;

p. 100] : sinon on pourrait construire une suite (g ) de % (X) telle
que 0 <g <2 " et |mg)| =2 -1. Posons h_ = g eth=ZXg ;
n n k<n " k

o0
alors la suite fn = h-hn est élément de % (X) et fn+0 uniformément
sur X, donc a fortiori fn +0 (c.u.l). On a donc m(hn) —* m(h), cequi
implique la contradiction m(h) = +« puisque 1'on a, pour tout n :

n-1

lm(h )| =2"-1 - 2 @*-1) = a.
n
k=1

Pour voir que 1'on a m € .//ll(X), fixons une suite discréte (fn) de

n
0Il(x)+. La suite hn = X fk s, croit faiblement uniformément localement

k=1
vers la fonction h = Z f € %(X). On en déduit que la suite

(<]

g =h~-h_ = X f est telle que g_+0 (0.u.f), d'od 1'on tire aisé-
n n ntl k n
ment m(hn) — m(h), ce qui termine tout. 0

Comme premiére application on a :

(2.3) PROPOSITION. - Soit (X, u) un espace wniforme de type (a .

Alors les deur espaces M (X) et ./l (X) sont engendrés par leur cdne
positif.
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PREUVE. - Pour l'espace vﬂT(X) = Mé(x, op) il s'agit d'une pro-
priété valable pour tout espace Mw(x) [3] . Pour 1'espace
./(1 (X) = M(X, ou) on utilise le critére (4.4.3) de [3] selon lequel
M(X, ou) est engendré par son cOne positif si et seulement si toute
m € M(X, ou) est bornée sur chaque disque A(f) ={g ; |g] < |£]} de
U(X), £ € %(X). Raisonnons par 1'absurde en supposant m non bornée
sur un disque A(fo). Il existe alors une suite (f ) de A(f ) telle
que |m(fn)| = n2. La partie h = 2-%1, 2 lz de U(X) est elemem:

fa
de JfP'(Dép) d'ot l'on tire m( ) — 0, contrairement & 1'inéga-
lité |m(fn)| m]

(2.4) COROLLAIRE 1. - Pour tout espace uniforme (X, p) de type

(0:) les espaces M (X) et J?:(x) sont engendrés par lewr cbne posi-
tif.

PREWE. - Il suffit de remarquer que .# (X) C A (X) et
_,I{ Xy c.#° (X) et d'utiliser le critére [3 (4.10.3)]. O

(2.5.) COROLLAIRE 2. - Soit (X, u) wn espace wiforme de type
(€) [3]. Alors l'espace M(X) est engendré par son cbne positif.

PREUVE. - On sait, avec [1], [3], que 1'espace uniforme (X, ou)
est de type (oT), de sorte que .,/[l(X, ou) = M(X, ou) est engendré
par son cbne positif. On en déduit, toujours avec le critére (4.4.3)
de (3], que M(X, u) l'est aussi. a

(2.6) PROPOSITION. - Soit (X, u) wn espace wniforme de type (o )

Alors M(X, u) = M(X, u), autrement dit l'espace (X, u) est un B—eSpace
[31.

PREUVE. - L'espace uniforme (X, u) est de type (U.P) [4], de sorte
que M(X, u)+ = i’i(x, u)+ d'aprés (3, (4.5.6) et (4.5.7)]. D'autre part
(X, u) est aussi de type (C), donc M(X, u) est, d'aprés (2.5), engen-
dré par son cdne positif, d'od 1'égalité M(X) = M(X). O
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(2.7) COROLLAIRE. - Pour tout espace uniforme (X, u) de type (o )
on a M, (x) = M(x, p® M)

3. 0-REGULARITE ET o-ADDITIVITE.

Une forme lindaire o-régulidre m sur #(X) [resp. sur % (X)] est
toujours o-additive, mais la réciproque est fausse en général méme si
m est positive. Pour le voir il suffit de considérer un espace unifor-
me précompact (X, u), qui est tou;ours de type CH ), et pour lequel
.,{[ X) = ,,I{ x) = M X) = Rad(pX) est un esPace qu1 différe en géné-
ral de Mo(k).

On rappelle qu'un espace uniforme (X, u) est dit de type (A) dans
[3], et "inversion-closed" dans {6}, si pour toute fonction stricte-~
ment positive f € % (X), la fonction —%— est encore &lément de #(X).

D'aprés [3] on sait que tout espace de type (A) est de type (o‘;).
Cela étant, on a pour les espaces de type (A) :

(3.1) PROPOSITION. =~ Soit (X, u) un espace wniforme de type (A).
Pour tout'ev forme linéaire m sur U(X) (resp. sur U°(X)], les pro-~

priétés suivantes sont équivalcntes :

a) w est g-réguliére sur U(X) Iresp. sur U (X)] ;

b) On a m(f ) — 0 pour toute suite (f o de U(X) [resp. de
U”(x)) telle que £40 (c.u.d) '

¢) m est o-—addztwe et bornée sur le disque wnité A de o?/m(X).

PREUVE. - On a déja b) = ¢) avec la proposition (2.2). Il suffit
donc de prouver 1'implication ¢) = a). Grdce 3 la proposition (2.3)
on peut supposer m positive. Si m est une forme linéaire sur #(X)
le résultat se déduit de [3, (4.5.9)]. Si m est une forme lindaire
sur ‘Ilm(x), le résultat se déduit de (1.4) et de la caractérisation
des espaces uniformes de type (A) donnée dans [8] sous la forme sui-
vante : Pour toute suite (f ) de &” (X) telle que f +0, la partie
H = {f ; n>1) de ZT(X) est élément de HZ(X, u).
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