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A PROPOS D'UN THEOREME DE MORI-NAGATA

par M. CHAMARIE - G. GERMAIN - A. BOUVIER

La cldture intégrale d'un anneau noethérien intégre est un anneau de
Krull. La démonstration de ce théoréme de Mori-Nagata est une conséquence du
théoréme de Cohen sur la structure des anneaux locaux complets. Nous en donnons

ici une démonstration qui ne fait appel qu'a des considérations Eélémentaires.

s ]. Soient A un anneau noethérien inté&gre et A' sa clOture intégrale. Si A

est de dimension 1, 1'anneau A' est de Dedekind et tout anneau entre A et A'
est noethérien (théoréme de Krull-Akisuki). Si A est de dimension 2, 1'anneau
A' est noethérien mais il peut exister entre A et A' des anneaux non noethériens
{71 - Si A est de dimension supérieure ou égale & 3, 1'anneau A' n'est pas
pécessairement noethérien [7] mais Krull avait conjecturé qu'un tel anneau est,

ce que l'on nomme aujourd'hui, un anneau de Krull [2] . Cette conjecture fut

établie par Mori (1953) lorsque A est un anneau local, puis globalisée par
Nagata (1955).

Leurs démonstrations et celles que l'on trouve dans la littérature

(voir par exemple, [2, chap. 2], [4] , (5] , [7] ) reposent sur le théoréme

de structure des anneaux locaux complets (Cohen).
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En 1976, Nishimura [8] proposa une démonstration utilisant le fait qu'un
anneau local complet est hensélien. En 1977, Querre [9] et [10] eut 1'idée
de remplacer les propriétés des anneaux locaux complets ou des anneaux henséliens
par un résultat de Matijevic (1976) sur le transformé global d'un anneau
noethérien [6] et d'utiliser une proposition de Brewer et Heinzer [3] que nous

rappelons au § 2.

Enfin, Chamarie fit remarquer qu'il était possible de combiner ces dermiers
ingrédients avec un lemme complétant le résultat de Brewer et Heinzer pour
obtenir la démonstration bréve et simple présentée ici et qui reprend,
pour 1l'essentiel, les idées de J. Querré [I10] . Le lecteur s'assurera aisément

que les lemmes ! et 2 rappelés ci-dessous sont de nature &lémentaire.

§ 2. Soient A un anneau noethérien intégre et K son corps des fractionms.
Le transformé global de A est 1l'anneau noté A% des éléments xeK pour lesquels
il existe a €N* et des idéaux maximaux Thyseces ™, de A tels que

xfn'(,l.....ms)ac A.

LEMME | (Matijevic [6] ). - Soit A un anneau noethérien intégre ; tout anneau

compris entre A et son transformé global AB est un anneau noethérien.

On dit qu'une famille (Ai)iel de sous—anneau de K vérifie la propriété
de caractére finie si pour tout x€K¥* , 1'ensemble des i €I tels que X ne soit

pas inversible dans Ai est un ensemble fini.

LEMME 2. (Brewer et Heinzer [3, Prop. 41 ). - Soient A un anneau noethérien
intégre et P l'ensemble des idéaux premiers associés aux idéaux princi=-

paux non nuls de A ; alors A = n A1° et la famille (Ap )‘pe p

PEP

vérifie la propriété de caractére fini.
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LEMME 3 (Chamarie). - Soient A un anneau noethérien intégre, A' sa cléture

intégrale et P l'ensemble des idéaux premiers de A associés aux idéaux

.. . _ N ' : '
principaux non nuls de A ; alors A' “pep Ap et la famille (A"° 2196 P

vérifie la propriété de caractére fini.

DEMONSTRATION. - Il est clair, compte tenu du lemme 2, que la famille (A,;o )'peP

' .
,pgp A‘pet soient ,p],...,,pn

les o €P tels que x ¢ A16 (lemme 2). Pour tout i€ (l,n], il existe a;€A tel

vérifie la propriété de caractére fini. Soit x€

ue a.x" €A tout N. Soit a = a,a a_ ; alors ax’e, N_ A, =
q i 'pi pour tout melN. EPTUPL S 0P p
pour tout mE€N et donc x€A'.

A

§ 3. THEOREME DE MORI-NAGATA.

Soit A un anneau noethérien intégre. Sa cléture intégrale A' est un

anneau de Krull.

DEMONSTRATION. - D'aprés le lemme 3 et [2, prop. 1.5.4. 1}, il suffit de prouver

ce résultat lorsque A est un anneau noethérien local ; il suffit domc [1,

cor. 11.11] de le montrer pour les anneaux noethériens de dimension finie. Soit

A un tel anneau ; on fait la démonstration par récurrence sur n = dim A. Le

résultat est wvrai si n = 1 (théoréme de Krull-Akizuki) ; on le suppose établi

pour tout anneau noethérien de dimension < n. Soit A un anneau noethérien de

dimension n ; d'aprés le lemme 3 et [2, prop. 1.5.4] , on peut supposer A local
d'idéal maximal 3.

Considérons 1'anneau R = AFN A'. Il est noethérien (lemme 1), entier sur
A et R' = A'. 11 est semilocal car 1'anneau R/A,R est entier sur le corps
AN, donc artinien. De plus puisque dim R = dim A = n > 2, R posséde au moins
un idéal maximal non inversible . En effet un anneau noethérien intégre dont

tous les id&aux maximaux sont inversibles est de dimension inférieure ou égale 3

un : siA], € Max(R) est inversible alors 'ﬂLRm est aussi inversible dans Rm ;

33
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Rm ; 11 existe nepn* tel quep & ’ITLan et

» g ’ﬂL“”Rm d'ol «’a’ﬂz:ngm_c_ R'ﬂb et ,’;'ﬂ(,_nR,mp SémRm donc ,?’m,-an = R;w' s

soit 4 un idéal premier non nul de

soit f =77Z,an et donc 4 ='rIsz ce qui prouve que htfb = ht:’m&'u = ]. Soient
Mo y»-+-sM_ les ideaux maximaux non inversibles de R. Pour tout i €ll,r], on a

. = " | . y . ' R
m; <R -‘ffci)SR, donc MM, -mi(R.mi), d'oll R :M, CM, M, CR' car M, est
un idéal de type fini. Or par définition du transformé global,
R :M,CR MC A% Mmc A% ; donc R :'ﬂ‘éic R'NAB = R et par conséquent

R :M.. = R.
i

r T
Soit 6= [} ML, sonaR:o= Z (R :mi) = R, Puisque R est

i=l i=]
s
noethérien, 1%idéal Ot est de type fini ; &crivons O = Z x.R. L'égalité
3=
R :(L=R implique R : " =R pour tout n > 1 et
j=1 n ] -1 5
R=U R: 06 = 1 R oi R_ =RIx, ]; alors R' = N R' et il suffit
. X, X. i .. X,
nyl =1 7] 3 =1 7j

de prouver que les R;{ sont des anneaux de Krull. Compte tenu de 1'hypothése de
j
récurrence, il suffit de vérifier que dim R < n.
X.
J

Soit 4 € Spec(R) tel que xj ¢4 ; deux cas sont possibles :

-4 est strictement contenu dans 1'un des mi ; alors ht(40)< htmi)<n ;

-4 est contenu dans un idéal maximal inversible et ht(;p) <! 3

ceci achéve la démonstration.
a

REMARQUES. - 1) En utilisant le théoréme de structure des anneaux locaux

complets, on peut &galement démontrer que [2, chap. 2] :

. A— A" est a4 fibres finies ;

. étant donné 0" € Spec(A'), soit #=¢NA ; alors [B

est fini.

q/qu : A‘P /‘pA’]
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Nishimura [8) obtient ces deux propriétés en utilisant i nouveau les

anneaux henséliens. Peut-on en donner une démonstration "élémentaire” ?
2) J. Querré appelle anneau de Mori tout anneau intégre dont 1'ensemble
des idéaux divisoriels vérifie la condition de chalne ascendante et demande :

métant donné un anneau de Mori A, sa cléture intégrale est-elle un anneau de

Krull ?
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