BRUNO DECORET

Suites de décomposition d’un espace de Banach a base inconditionnelle.
Noyaux d’opérateurs définis sur certains espaces d’opérateurs

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1978, tome 15, fascicule 3
« Séminaire de géométrie », , p. 1-29

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1978__15_3_1_0>

© Université de Lyon, 1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathématiques de Lyon » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pé-
nale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1978__15_3_1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

‘wications du
“agement de
‘hématiques
- 1978 ¢t. 15-3

SUITES DE DECOMPOSITION D'UN ESPACE DE BANACH A BASE
INCONDITIONNELLE. NOYAUX D'OPERATEURS DEFINIS

SUR CERTAINS ESPACES D'OPERATEURS
par Bruno DECORET

[ -]
Il existe une similitude fréquente entre 1'espace de Banach & des
suites bornées et l'espace de Banach . (H) des opérateurs bornds sur un espace
de Hilbert séparable H, en particulier en ce qui concerne la bidualité (co,lw)

d'une part, (£ (H) X' (H)) d'autre part ( )¢ (H) étant l'espace des opérateurs
compacts).

Dans [13] H. Fakhoury étudie le noyau d'un opérateur de 2" dans lm,
s 'annulant sur c,e On est donc amené 3 faire de méme pour un opérateur de % (H)
dans % (H) s'annulant sur X (H). Il s'aviére que 1l'on peut travailler avec les
espaces £ (V,W) et X' (V,W), ol V et W désignent des espaces de Banach, le

premier étant muni d'une base de Schauder, ou bien le deuxiéme &tant muni d'un

systéme bi-orthogonal. Cela nous conduit 3 &tudier ce type d'espace.

Dans (0), nous fixons les notations et rappelons les résultats de théorie

des bases dont nous avons besoin.

Dans (1), nous introduisons une notion relative aux systémes bi-orthogonaux
sur un espace de Banach, permettant de donner des conditions suffisantes pour
qu'un tel systéme soit une base, une base b-compléte, une base contractante
ou que l'espace lui-méme soit réflexif. Nous montrons aussi que, dans des cas

simples, tout opérateur de V dans W est compact, généralisant ainsi le théoréme
de Pitt sur les espaces P,
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Dans (2), nous abordons le probléme des noyaux d'opérateurs sur 1l'espace
Z(V,W) ; nous montrons que, sous certaines conditions, un tel opérateur, a
valeurs dans l'espace 8" (ou un espace de type dénombrable) et s'annulant
sur X (V,W), s'annule sur un sous—espace 'plus grand" ; ces conditions per-
mettent de prendre V = g! ou uniformément convexe et W quelconque, ou bien V
quelconque et W = c, » ou £ ou uniforgément convexe. La démonstration est
encore valable pour le théoréme de Fakhoury cité plus haut. Une conséquence
importante est que 1'algébre de Calkin ﬁ?(lz)/ J((lz) ne s'injecte pas

. A . o . 2
continiliment linéairement dans £ (2°) .

La technique des suites de décomposition rappelle la théorie des structures
inconditionnelles locales de Dubinsky, Pelczynski et Rosenthal. Par ailleurs
le théoréme 1.14 de réflexivité est i rapprocher de la notion de Zp-estimtion,

a8 1'aide de laquelle P. Enflo caractérise les espaces super-réflexifs.

0) NOTATIONS ET GENERALITES.

Si V est un espace de Banach/V' son dual, pour x€V, x'eV' on notera
indiffsremment x'(x), <x |x'> ou <x'|x> 1'action de x' sur x. Soient V, W des
espaces de Banach ; on désigne par £(V,W) 1l'espace des opérateurs bornés de V

dans W muni de la norme uniforme, J'(V,W) le sous-espace des opérateurs compacts.

PROPOSITION-DEFINITION 0-1. -
1°) Pour x"€V' et ye€W, l'application x +~ <x| x'> y est un opératewr

de norme Ix'l » @yl de V dans W, noté x' @ y.
2°) Pour x"e V" y'eV' l'application f - <x"|f 0 y'> est une forme

linéaire continue de norme U0x"I 1y'n sur %(V,W), notée x" @ y' ;

en particulier, pour X€V, on a <f| x ® y'> = <f(x) l y'> .

La preuve est immédiate.
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DEFINITION 0-2. - Un systéme bi-orthogonal sur un espace normé V est une suite

double (v_,v') avec v.eV , v'eV' et <v |v'> On note P
n’ n n n n' n

=4 .
nm

n
o n
v 2 E s o . = < !> L. s = ! a V.o
1'opérateur défini par P_(x) Z]: x | Vs> V; 3 autrement dit P ; M j

THEOREME 0-3. - Soient V un espace de Banach et (Vn’vr'1) un systéme bi-orthogonal

de V. Pour que (Vn) soit une suite basique, c¢'est-a-dire une base du sous-
espace fermé gqu'elle engendre, il faut et il suffit que la suite Pn soit
bornée en norme. On dit alors que le systéme est basique et le nombre

sup | Pn I s'appelle la constante du systéme.

Dans la suite, nous supposerons que les systémes bi-orthogonaux basiques envisagés

ont une constante | (en particulier les bases sont monotones), ce qui est possible
d une &quivalence de norme prés ; en outre si (vn,vl'l) est un tel systéme sur V, on

supposera que les vt'l séparent V et que | vn" = vr'1" = 1.

LEMME O-4. - Les propriétés suivantes sont équivalentas :

19) (vn) est une base de V;

2°9) (v['l,vn) est un systéme bi-orthogonal basique de V'.

Rappelons qu'une base v de 1'espace de Banach V est contractante si, pour x'€ V'

’

sup <x-P_ (x) | x'> tend vers O. (vn) sera dite "b-compléte” si elle vérifie la
ixt = 1 n
n
condition suivante : pour toute suite (xn) réelle, telle que supl Z x; vi" <w
n n 1
la suite Z X, v, est convergente dans V. On a alors les résultats suivants.
|
PROPOSITION O-5. - 0On a équivalence entre :

1°) La base (vn) est contractante ;

2°) (Vr'l) est une base de V';

3°) (vn,vr'l) est un systeme bi-orthogonal basique de V.
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PROPOSITION 0-6. - 1°) Si la base (Vn) est contractante, la base (vg) est
b -compléte ;
2°) Si la base (vn) est b-compléte, 1'espace V est isomorphe

a un dual.

THEOREME O-7. - L'espace de Banach V, possédant une base (vn) , est réflexif si

et seulement si (vn) est contractante et b~compléte.

NOTATIONS 0-8. - Etant donné le systéme bi-orthogonal (vn,v;) sur l'espace V
et A une partie de N, on notera VA le sous-espace formé des xeV tels que
<x | VI'1> = 0 pour tout n&A.

Si (wn,w;) est un systéme bi-orthogonal sur W, et A, B C N , on désignera
par if(VA,wB) le sous—espace de £ (V,W) formé des opérateurs dont le noyau

contient VCA et 1'image est contenue dans WB.

Pour x €V, on appellera support de x l'ensemble des neN tels que

<x| V> #0,V

s ©st donc 1l'ensemble des x dont le support est inclus dans A.

D SuITES DE DECOMPOSITION D'UN ESPACE A BASE.

Si (vn,v;) est un systéme bi-orthogonal de 1l'espace de Banach V, 1'appli -

3 3 3 - - m
cation X (vn(x))n est une injection continue de V dans & .

DEFINITION I-l. - On dira que le systéme bi-orthogonal (vn,v&) de 1'espace
de Banach V est inconditionnel si 1'image canonique de V dans 2" est un

idéal et si, pour tous x€V et Aef ,ona IAXIE < WA} nxu .
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Notons que le mot id8al est employé au sens de la structure d'ordre ou
- - . ) 3 . <o
d'anneau, indifféremment, la définition 1-1 signifie que, pour xeV et A = ()\n)e L,

tel que || Al = 1, il existe yeV, tel que lly|l & x| et<v!|y>=2 <v'| x»,

n
En particulier, pour toute partie A de N et tout x€V, il existe y €V, tel que

full < =i, vl | y> =<vr'l| X, sl n€A et < vt'l‘ y> =0 si n¢A . On pose
y = PA(x) et on définit ainsi un projecteur PA de norme 1. Si (Vn) est une base,

on retrouve la définition d'une base inconditionnelle.

PROPOSITION 1-2. - Si (vn) est une base contractante inconditionnelle de I 'espace

v, (vn’vr'l) est un systeéme bi-orthogonal inconditionnel de V".

PREUVE. - Soient x€B(V") etA = (An) EB(Q.w), 11 s'agit de trouver un y €V",

de norme g ![xll tel que, pour tout n, on ait <y, vr'1> = )‘n< x | vt'1> e.
n
- V21 = - . . = < '> . -
So1it s 1'8lément de V définit par CI Z )\k x| Vk vk La base v étant

1
inconditionnelle dans V, on a | xnll <l|an|| <llx!t, puisqu'on sait déji que
(vn,vt'l) est bi-orthogonal dans V'". Par ailleurs, pour tout y' de V', la série
réelle 2 X y'(vk) est inconditionnellement convergente, donc aussi la série

] 3 e : n
Z x, )‘k y (Vk)' Autrement dit, la suite (sn) est une suite de Cauchy dans V

pour la topologie o(V",V'). Or s € B(V") et B(V") est o(V",V') compact ; il en
résulte que la suite s, converge vers un y €B(v%), pour o(V",V'). En particulier,

< y,vl'(> = lim< sn,vl'(> = Ak< X, vl'(> s, ce qu'on voulait.

PROPOSITION 1-3. - V étant un espace de Banach muni d'une base V,s W un espace

de Banach muni d'un systéme bi-orthogonal (wn’wr'x) - Posons u__ = vt" o w

m
1

= o w'. ite (u u' i j -
up = v, @ wl. La sui ( m® nm) constitue un systéme bi-orthogonal de

L,W).

PREUVE. - D'aprés 0- a =l || =1 ' > =
D'aprés 0-1 , on a || unm" I umn" et UomUng” an qu . En
outre les ux'm séparent £(V,W) ; puisque (vn) est une base.
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Remarquons qu'ici, on a identifi& N et N x N , on ne peut donc pas qualifier
de "basique" le systéme précédent, cette notion dépendant de la bijection
choisie entre N et N x N ; cet inconvénient disparait lorsqu'’on parle d'incom-

ditionnalité.

THEOREME 1.4. - 1°) Soit W un espace de Banach muni d'un systéme bi-orthogonal
. 1 , ‘s
inconditionnel. Le systéme canonique de ¥ (% ,W) est inconditionnel.
2°) Soit V un espace de Banach muni d'une base inconditionnelle.

Alors le systéme canonique de ﬁ?(V,Rw) est inconditionnel.

. . . 1
PREUVE. - 1°) Désignons par (en) la base canonique de 3", Soient f € i ,W)
" > 1" L -] - 1 .
et (anm) sa ) matrice" c'est-d-dire a n unm(f) ; on appellera] (xnm) une
suite de B(2 ) ; il s'agit de prouver l'existence d'une g € .Z(% ,W), de norme
|l =
< Hfll et telle que unm(g) Anmanm'
Or, (wn,w;) étant inconditionnel, pour tout m, il existe szEW tel que
B3 il ! = ‘ .
hz i < (em) € IHfll et wn(zm) Anmanm pour tout n
L'application qui a e fait correspondre z  Sse prolonge de maniére unique en
un opérateur de 21 dans W de norme f, que nous noterons g, et vérifiant

1 = ] [ -
unm(g) A unm(f))ce que 1l'on cherchait.

nm
[ . . ® . [--)
2°) Soient toujours f € Z(V,L ), a_ . sa matrice , (xnm)GEB(z ).
Le raisonnement suivant se fait sur les "lignes" de la matrice, le précédent
étant sur les "colonnes". Fixons n. Soit ln la forme linéaire sur V définie

par ln(x) = f(x)n. Il est évident que, pour xeB(V), | ln(x)|< HE(R)N S WE W,

ln est donc continue, de norme I f | .

Pour x€V, la série :S X0 Vo étant inconditionnellement convergente,
m

la série :E knm X Y aussi, sa somme &tant de norme € Il x1ll il en est de
m

méme de la série :E A__a_ X
nm nm ‘m

=8 ( }E Anm x vm). Appelons kn(x) sa somme.
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On a donc

Ik GOl < gl DA, v B NN

I1 en résulte que k € V' et Hknll < f.

Définissons alors g(x) = (kn(x))n ; g est ainsi un opérateur de V dans

L / et Il gl € supll knll WfH ; en outre, par construction,

= = = ' -3=dq1 ' =
g(vm)n kn(vm) Sln(lnmvm) by , c'est=-i-dire u mn(g) A, u' ()

a
nm nm m nm

ce qu'on voulait.

(2]

En dehors de %' ou £ , on me peut pas, en général avoir unm résultat de ce
type. En particulier, le systdme bi-orthogonal canonique de 1'espace £( 12)
n'est pas inconditionnel. En effet, s'il en &tait ainsi, ce serait une base
inconditionnelle de .’l"(lz) ; mais .)f"(zz) = .?(12) est séparable ce qui
impliquerait (Marti, th. V. 7 p. 74) que .)!’(2,2) est réflexif, ce qui est

absurde. Cela nous conduira a une autre notion, dans 2°).

Si V posséde un syst@me bi-orthogonal inconditionnel et si A ...An sont

1
des parties de N, deux 3 deux disjoints, on voit que 1'on a. pour x €V
P J q » P >

l/n<supupAI () € 1. I1 est légitime de poser :
i

DEFINITION 1.5. - Pour un espace de Banach muni d'un systéme bi-orthogonal

inconditionnel (v n’vr'l)’ on appelle suite inférieure de décomposition la suite

SV = p . I0f o AnaA, = inf suplipy; (015
] n i 7] ixn =1 i

On appelle suite supérieure de décomposition la suite

yn(V) = sup sup lt‘lf il Pai (x)un .

A....A A.NA,L  =¢ txn =1
1 n 1 ]
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LEMME 1.6. - Avec les notations de 1-7 on a

1
3 (V) - SuP {llxl+...+xnﬂ l“xk'l =1, X & VA.k ’ Akm Aj =0

n
pour 3 #k =1l...n},

1 _ . Cx - - =
Tn(—V)-_mf{"xl*""xn“ llxkl l,xk':VA_k,AkﬂAJ. @

j#k=1...n } .

PREUVE. - On démontrera 1°, 1'autre relation se démontrant de méme. Soit

a  la borne supérieure écrite dans 1'énoncé

Soient x€V, xil =1 et A]...An deux 3 deux disjoints ; posons u = max tx 1

Tk
||Xk il

. _ 1 , . .
a o Z yk||< o, Mais Z Y = N Z L X, et, par inconditionnalité,

||X.k i

I Z — xk” 20 Z xk“ = 1 ce qui donne i-gan donc u 2 l’/cxn et,

avec x = PAk(x) et soit Ve = s k=1... n. On a, par définition de

par passage 3 1'inf en x et en A_...A , §

1 . Réci ement soient
1 0 n > /an Réciproqu

Al"'An deux 3 deux disjoints et xke VAk , avec ka;l =] ; posons
X = Z X s Y S ;j(;" ety = Z Yy 3 alors iyl =1, donc par définition

1

de 61‘1’ max Il}’ku > Gn s or il yki) = -“—;T]-

, ce qui donne |ixl] < 1/6n

et, en passant au sup pour tous les X Ak’ a_ <21/ én. En comparant les

n

deux = §
> % n

REMARQUE. - On pourrait remplacer, dans 1-6.

1
Y

"
[

inf |...0xl 1} par inf {.../ Ixll 21} et

n

sup [ ... lixh 1] par sup {... / (fxl ¢! | .

(=]
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COROLLAIRE 1.7. - Ppour tout espace de Banach V muni d'un systéme inconditionnel,
1°) On a Gn(V) s, (V) pour tout n

2°) les suites (dn) et (Yn) sont décroissantes.

PROPOSITION 1.8. - Avec les mémes hypothéses, on a
< Z
an Yo yp et an 2 dn ép

PREUVE. - Soient Xpee X des éléments de V, de norme 1, i supports disjoints.

k(p+1) k(p+1)
Pour k=l...n on a {| X. 0l > . Posons y, = x.. Alors,
J Y k
kp+1 p(V) kp+i
n
d'aprés 1-6 et la remarque qui suit, I Z e b2 1 c'est-3i-dire
— Y Y
k=1 n P
] I 11
'] i x. 0> . Passant alors 3 1'inf en (x.) on a bs ou encore
7 YnYp 3 Yop YpYn

an $ Y, Yp' On fait de meme pour anp'

PROPOSITION 1.9. - On a yn(zp) = an(zp) = (l/n)”p pour | £ p g = et

Yn(co) = Gn(co) = 1.

PREUVE. - Pour p # » , soient x cee X des éléments de tP de norme 1, a

I
supports disjoints, on a &videmment XKoo otx TR X i L x I P ; 1l

en résulte que | x]+...+xnll = (lT)l/p .

Ceci &tant vrai pour toute décomposition, 1'Egalité subsiste pour le sup ou

. . 1 . .
1'inf i.e. l/yn(lp) = -5-1— 2®) = n /p , ce qu'on voulait. Le résultat est
n
immédiat pour 2” ou 5
EXEMPLE 1.10. - Soit V = o @ zl ; alors yn(V) =1, Sn(V) = 1/n. En effet,

-~

pour n donné, soient XpeeoX de norme | & support disjoints, appartenant tous



Suites de décomposition d'un espace de Banach ...

n
a ¢y 3 on a!::E X = 1, d'ot ) < 1 et, en fait, yn(l) =1 3
1 n

N p o s ol
Prenons YyoeeY, o de norme 1, & supports disjoints, appartenant tous 3 £ 3}

n
) .
on a . %: Yo =n donc Gn(V) »n et, en fait, Gn(V) = 1/n.
THEOREME 1.11. - Soit V un espace de Banach muni d'un systéme bi-orthogonal
inconditionnel (vn,vé) . Si la suite de décomposition supérieure Yo

tend vers O, (Vn) est une base b-compléte.

PREUVE. - Nous allons prouver d'abord que (vn) est une base b—compléte du
sous-espace fermé V0 qu'elle engendre. Pour cela, soit (xn) une suite réelle

n

telle que la suite s, = }: X Vi soit bornée en norme. Nous allons prouver
1

que la série }E X, v, converge dams Yo (ou ce qui revient au méme dans V)

c'est-3-dire que la suite (sn) est de Cauchy.

Supposons que (Sn) ne soit pas de Cauchy, il existe ¢ > O et une sous-suite

(s_ ) telle que “sn -s, U >e. Lless - s sont 3 supports
%k 2k+1 2k kel Mok
disjoints ; donc, pour tout p on a , d'aprés 1.6
p
] ;Z s =S 0> L e et, du fait que le systéme (vn,v;) est
T P2k+l 2k Yp

inconditionnel :

2p+l :E 1
i 8 i =l s - g + s ” > “ s - 8 “ > — € 3
B2p+l T % M1 Mo T Mkl T2k Yp
Buisque Yo tend vers 0, la suite |l s I n'est pas bornée, ce qui contredit
2p+l

1'hypothése.

Soit maintenant x€V ; la suite Pn(x) est bornée en norme par | x| , donc la
série <x|v! > v converge vers un y€V, et, pour tout m, <x(vt" > = < ylv"‘);
donc x = y. Il résulte que (vn) est une base de V, b-compléte d'aprés ce qui

précéde.

10
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COROLLAIRE 1.12. - Soit V un espace de Banach muni d'un systéme inconditionnel

(Vn’vl:n)’ si, pour un neN on a Yn(V) <1, (vn) est une base b-compléte.

PREUVE. ~ Si yn(V) <1, d'aprés (1.8), on a yd((v) é(yn(V))k donc la suite
(Ynﬁ(v)) tend vers O et (Yn) aussi, puisqu'elle est décroissante.

Le théoréme I-11 donne une condition suffisante, mais non nécessaire, pour qu'un

systéme inconditionnel soit une base. c, en est un exemple.

0
Si v, est une base inconditionnelle de V, (v;l,vn) constitue un systéme
bi-orthogonal inconditionnel de V' ; en effet, si x'eV' et A = (),n) € B(lm) , on

définit y'e V' par <x{y'> = <ax|x'> ; y' vérifie ||y'|| « ||x'|]| et
<vn|y'> = A< vnlx'> » ce qu'on voulait. On est amené & chercher les rapports

entre les suites de décomposition de V et V'.

PROPOSITION 1.13. - L'espace de Banach V posséde une base inconditionnelle (vn)
et V' étant muni du systéme (v;l,v ) on a

n
o S ' 1 .
) Yn(v) 3 nén(V') ° Yn(V ) < nén(V) °

2°) 8 (V) » ——;;—L———— , 8_(V) > — ! i
1 1

PREUVE. - 1°) Nous montrerons la l-&re inégalité, 1'autre se démontrant de méme.
Soient X).. X € V , de supports Ak respectifs, deux 3 deux disjoints, de nerme I.
Pour € > O et pour k = l...n, il existe x  €V' tel que Hxl'(H = | et que
1y < x| x> 1-e . PuisqueHPAk xe]<1 et <x, | PAk("ll)> =<x | x>
on peut supposer, 3 cause de l'inconditionnalité de (Vr'x’vn) que x"(e VAk H

n n n
posons x = Zxk et x' = Zx{{ , alors on a <x x'> = Z< xklxl'<> > n{l=-¢)

1 i 1
donc ||x||||x'|] > n(1-e). Or fo(H = 1 et les x; sont 3 supports disjoints ;

" ' v n(l-)

done [[x| < 1/s (V') 5 da'on [|x|[> 2L 5 pn(1-e) 5, (V&)

BERY

On passe alors i 1'inf en (xk)l <kgn S0 avec 1-6, 1/y (M) zn(i= 8, (V).

< Ks
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. 1
e étant quelconque, on a Yn(V) SR CAD]
n

2°) Soit (xll)k -

n de norme | de supports disjoints, posons x' = jz X gt
Ix|| = 1.

soit x€V tel que

n n n n
on a o | x> = |3 el - I < pr el <3 1 e xt xol <3 HBx | -
1 1 1 1

Or les ka sont & supports disjoints ; donc le plus petit est, <yn(V) en norme,

le suivant est inférieur en norme 3 Yn-l(v) et ainsi de suite.
n n
Finalement |< x| x'>| gD IIPk(x)ll v, (V) #...4 1 5 d'od x| < :S Y k(V),
1 1

n
En passant au sup en (xﬂ) on trouve 1/ 6n(V') < :Z yk(V), ce qu'on voulait,
1

COROLLAIRE 1.14. - s5i 1'espace de Banach V posséde une base inconditionnelle (vn)

telle gue Gn(V) > % pour un n, la base (Vn) est contractante.

PREUVE. - D'aprés 1.12, on a yn(V') < 1 donc (v;) est une base d'aprés 1-9.

Remarquons que, réciproquement si Gn(V) = 1/n pour tout n alors ityh‘V') =n

donc Yn(V') = ] pour tout n, cela n'implique pas que (v;) n'est pas une base.

THEOREME 1.15. - Soit V un espace de Banach muni d'un systéme bi-orthogonal incon-
ditionnel tel que pour n,on ait % < GL(V) < yn(V) <1, alors (vn) est une

base et V est réflexif.

PREUVE. - (Vn) est une base b-compléte d'aprés 1-9 et contractante d'aprés 1.13;
V est réflexif par le hthéoréme de James (0-7).

Remarquons que 1-12 permet de montrer que yn(V") est < 1, impliquant que (vn) est
une base de V", donc que V est reflexif, sans utiliser le théoréme de James.

Les seuls espaces pour lesquels nous ayons, pour l'instant, calculé les suites

de décomposition sont les espaces 2P et e Nous verrons dans 2° et 3°, comme
nous l'avons déjid constaté, que l'important est moins le calcul explicite que de
savoir si yn->0 ou si ndg-m » ce qui donne tout son intérét au théoréme que nous

allons donner.
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Rappelons que 1'on appelle module d'uniforme convexité d'un espace normé V

1'application croissante de [0,2] dans FLI] défini par

sy = inf (1= Z| L] [x[| = |Iy]] = 1, ][xy|] = e}

la croissance de 8y(.) fait ressortir que, si [|lx=y|| > e, avec [xl] = |ly|] =1
on a

1 —|\|§%zl| 3 8; €) ; ceci implique, en particulier que V est uniformément
convexe si > 0= Gv(e) > 0.

THEOREME 1.16. - V étant un espace de Banach ayant une base inconditionnelle,

on a
1) 8, >3 (1=6,(1),
2°) y,(M) <1 - s,(D).

PREUVE. ~ 1°) Soient x et yeV, ||x|| = ||y|| =1, & supports disjoints, on

remarque que ||x-y|| 3 1, & cause de 1'inconditionnalité ; donc I -||§%z1|;av(l) :

?

d'ol ‘Ixty|| § 2(1-8,(1)). Passant au sup pour tous les couples (x,y) on
obtient 1/62(V) < 2(1—6V(l)), soit §,(V) > 1/2 (l-av(l)).

2°) Soit x€V, ||x|| = 1 et x = z+t une décomposition en deux &léments

& supports disjoints, on prend les notations de fagon & ce que||z|| »||¢t]|

On voit alors que ||z|| » 1/2 et, si 1'on pose y = -z+t, par inconditionnalité,
que ||y|| = ||z+t|| = 1, On constate alors que |1==y|| = |{22{]| > 1, donmc
+
e X2
Mais ||t|| = min (||z][,|[t[]) ;

; prenons le sup sur toutes les décompositions

possibles de x et tous les x de norme 1, par définition de Y, 0D a YZ(V) < l-cv(l).

Les espaces uniformément convexes possédent une autre propriété, utile dans la
suite, vraie aussi pour l]

13
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PROPOSITION 1.17. - Soit V uniformeément convexe, ayant une base inconditionnelle,

Pour tout € >0 , il existe n(e) > O tel gue, pour X,y & supports dis-

joints,IIX"‘yH =1, on ait HXH > 1-n= ||y|] < e.
PREUVE. - Posons n = §(2¢) et soient x et y 3 supports disjoints tels que
||x+y|| = 1 et ||x|| > 1- . Par inconditionnalité, on a ||x~y|| =1 et
L ¢xy) ; G| = |lx[] >1 = n=1-8(e) d'oa ,

[(x+y) = (x=y)|] = 2|]yl| § 2¢ i.e. ||y]] <« €. Ce qu'on voulait.

Examinons maintenant les cas opposés ol 1'on n'a pas Y, * 0 ou nGn > ® ,

THEOREME 1.18. = Soit V un espace de Banach muni d'une base inconditionnelle (v‘

1
Si Yo =5 - alors V est isométriques a 2.1.

n n
PREUVE. - Prouvons d'abord, par récurrence que, pour tout n)| Z xkka = Z |xk|

1
pour n = 1 il n'y a rien i dire.

Si c'est vrai pour n-1, soient xl...antR, on peut supposer X > 0 a cause de

1'inconditionnalité, alors soit

n=l n-1
=~k Tk 2 x v
y = l S E— 3 Yy et v sont & supports disjoints,
n- n-1
1 1
ytv
de norme 1, donc || —5— ||= 1. Tout &lément du segment [y,vn] est de normé I,
en particulier on a
nil
|| 1 lxkl . Xn n n
o Yt @ v ||=1, c'est-3-dire ”; xkvkll = > |xk| » ce
2 x| ; x| !

1

qu'on avait annoncé.

14
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- m '
On en déduit que, pour tout x = % X, VvV, »ona lx\ = ¥ RN et que
1
1'application canonique de 2! dans v qui 3 (xn) associe X x v est une

isométrie surjective.

THEOREME 1.19. - Soit V un espace de Banach ayant un systéme bi-orthogonal

inconditionnel (Vn,V;),

Si v,(V) = 1, alors, pour tout x€V , ona . Xi = SuUp |- X, V; 3 si,
en outre, (vn) est une base, V est isométrique & <o
A
PREUVE. - On prouve par récurrence que || 2_ X v il =sup|x i . Pour n = 1
1
il n'y a rien a dire.
Soient X|...X_, on a E:: X, ka ] n—lll ka et, puisque o =1, o0na
n-l n n-1
= \_‘ ' ¥ v—_ =
max ( LT— L A A ) - x Vv, » d'ot L X Vi ]supn X,

ce qu'on voulait ; on a, de méme Y. X vkh = sup|\xku . Si, maintenant,
1

(vn) est une base, pour tout x = X Vo la suite (xk) tend vers 0 et

1'application x v (xk) est alors une isométrie de V dans c.. Elle est sur-

0

jective car, si (kn)é.co , on a, pour tout m, n, j E: K kl = sup ‘Ik‘ donc
nsksm
n
la suite k Vi est de Cauchy et converge vers un xeV égal 2 E:Kk Vi

On sait [12] que, si I ¢ p ¢ q<oo, taut opérateur de 29 est compact et il en est
est ainsi de tout opérateur de £P dans o (p <®). La démonstration donnde par

Lidenstrauss et Tzafriri EIQ p-. 3ﬂ utilise la notion de bloc-base. Dans ce qui

suit, nous généralisons ce résultat en reprenant le méme shéma de démonstration,.

La condition 2) du théoréme 1.1.9 est vérifiée lorsque W = £ ou que W

est uniformément convexe. Nous ignorons si cette condition est nécessaire.

15
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THEOREME 1. 20, - Soient V et W deux espaces de Banach ayant une base incondi
tionnelle. On suppose gue :
1°) Pour un entier n on a l'inégalité Y (W) < &n(V)
2°) pour & >0, il existe&>0 tel que, pour tous X et y de W A supports
disjoints dont la somme est de norme 1, 1'inégalité I xl > 1-9

implique 1'inégalité Iyl <€.

PREUVE. - Prouvons la contraposé. Supposons qu'il existe un opérateur non

compact T de V dans W. Pm désignant la n-éme projection canonique de V, Qn la

n-éme de W, T n'est pas limite des opérateurs de rang fini QnT+T Pm - Qm T P- =
i - = - -p )i .

donec inf |T U hQ Q) T (1-p ) >0

On peut supposer, en modifiant T, que cet inf est 1. Mais la suite

ll(l-Qn)T(l—Pm)“ est décroissante, donc, pour £ O domnné, il existe ne

m tels que, pour n ) mne , n>me ,on ait I (l-Qm)T(l—Pm)H,g 1+ € ;

posant %: = (I-Qm )T(]—Pm ) . On voit donc que, pour tout ¢ il existe un

£

opérateur T€ tel que :

Vo, m 1< | (1-Q) T, (l-Pm)ll <1 +€.

1 1
T~ 5™
Soit alors £>0. La condition impos&e sur W implique qu'il existe N>0

Fixons k, il s'agit de prouver que Y“k(W) bY Sk‘V) ou

tel que, pour x, y i supports disjoints, llx+yll = 1. Et lxll 3> 1-n=p Uyllet

L'opérateur T réalise sa norme sur les &léments de V & support fini, domc il

existe mEW, et X € V[l a] “X]“ = ] tel que “T8 (x])” > 1= £ . Mais
’

To(x)) = lgm Qj Te(x,) donc 1l existe o, tel que ﬂ(l-in) Te(xl)" £E .

On pose y, = Qn TS(XI) z = Te(xl) =Y,y

1

On va construire, par récurrence, deux suites strictement croissantes d'entiers

U

(nﬁ)’ (nj), une suite (xj) de V, deux suites (yj) s (zj) de W telle que H xj“ = |;

x. €V

sy I -
5 [-mj_]] H le > 1 E, Yjew[-n

, Wzl t T (x.) = y. . .
(e nid e e Tap -y
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Le 1° rang de la récurrence &tant fait on suppose les suites construites au rang

J, on a vu que || a-Q ) T (l-Pm M > 1 et l'opérateur (1--Qn ) T (l~-P111 )
3 3 i b
réalise sa norme sur les &léments de V 3 support fini, ce support pouvant
naturellement 8tre pris disjoint de [l,mj] autrement dit, il existe mj+l > mj
. , ; - - Lo =
et x_'|+l € VLmJ- mj_'_” tel que i (1 an) TS (1 Pn.)(xJH)

i (I-an) T, (Xj+l)u > 1 = min (£,9(€)) > 1-€ , et il existe TR ¥ tel que

Nan_H (1—an) T, (XJ-+|)H = (anﬂ - an) T, (xjﬂ)ll > 1-min(e,p()) > 1 - ¢ ,
Posons Y-+1 = (Qn. - Qn) TS (Xn.) et z.+l = TE (w'+]) - y.+l ,on a
i s ii >1 = g et, par définition de ), compte tenu de ce que Yie1 Ot Zjay

sont 3 supports disjoints, | zjﬂl\ s € TE(XJ'H) $ € (1-g) ¢€. On a ainsi

. e - Py .
le (j+1)  rang de la récurrence. Les y; ont &té construits de norme > 1- €,

a supports disjoints, d'aprés (1-6) on a donc :

k
X y. i 2 (1=%) — . Mais, par ailleurs
1 k| W)
i
k K x X
b oyl = 0T (T %)+ o oz e Tl our x|l
P R 1 J - 1
+ l\zjw < (1+L) 1 :: lel +kt , ce qui donme
k
- ; 1 1- €
Lox Yy — - ko
{1 ‘ XJ s (Yk(V) )

Or les (xj) sont, par construction de norme 1 3 supports disjoints donc

; . 1 1~ ¢
—_— 2 S . ——
8k(v) 2 il ¢1 X, 1 T e ( o) + kt). Comme £ est quelconque,

T

1 .
vy ce qu'on voulait.

1
on conclut donc T—W £ 3

17



Suites de décomposition d'un espace de Banach ...

Au sujet des suites de décompositions, nous n'avons pas encore abordé certaines
questions. Tout d'abord, cette notion est-—elle 1liée 3 la norme ou i la topologie
de 1'espace considéré, autrement dit, que se passe-t—il si 1'on remplace la
norme par une équivalence ? Ensuite on se demande dans quels cas on peut avoir

én = Yn pour tout n. Nous donnons une réponse partielle 3 toutes ces questions.

PROPOSITION 1. 21 - Si deux normes sur l'espace V sont équivalentes, i.e. s'il
existe a, b tels que

a lixil ;€ Hxll2 <b Hxlll pour tout x ; alors

1
a 2 b 1
F oM Mg 2 8 (W) et
% Ytll (V) ¢ TIZI(V) £ —:' Trzl (V) pour tout n.

PREUVE. - Dans chacun des deux cas, une seule inégalité est i prouver, l‘'autre

en résultant par symétrie. Soient x e eX de supports disjoints, tels que

1 'n n
I!xklll=], alors kall2<b doncll?’ x.k\ils-;-llz xk“2‘<£ I
1

a SZ(V)
en passant au sup (x,) on a l b ] ou éz(V) & b 5] W dz méme
’ "R sty T2 &2w LR
n n
fx 1], > a donc || i" X i, > 1 il o N, > 2 1 et, en passant
= dd [ / T t
M ] 1250 s 22% T:]I(V) ot
31'inf en (x) ; ona— vy, 21 donc TZ V) > ETI(V)
xk * Y] “ b..2 n b 'n
n Tn(V)

PROPOSITION 1.21. - V étant muni d'une base inconditionnelle, on suppose que

pour tout n,Sn(V) = 'Yn(V) 5 alors il existe p tel que
1

8n(V)= (;11-)“ 1 <pcoo,

18
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LEMME. - Soit (,‘\n) une suite réelle positive croissante multiplicative
. - . . .Q
(i.e. Anm pnhm). I1 existe a > O tel que, pour tout n, hn n- .

L'application n —3 Log 7\n est un homomorphisme du monoide multiplicatif

*

N dans le groupe R. elle se prolonge donc de fagon unique en un homomorphisme

de Qi dans R par symétrisation et, comme elle est croissante elle se prolonge
. - . * -

encore de facon unique i iR: » par densité d'ordre de Q+ dans IR:' et complétude

d'ordre de lRi . Soit f ce prolongement ; on a f(x) = & Log x pour un certain

O > 0. Puisque f est croissante ; d'ol hn = %,

PREUVE DE 1.21. - D'aprés 1.8, on a énp = 6n 6p ; autrement dit, l/cSn est

P . . . . 1

multiplicative et croissante ; donc il existe & tel que sl n® s on pose

O = 1/p et on remarque que p > | puisque 1/8 n <0 il Vient finalement
_ 1/p

oL (1/n) .

2) SYSTEMES DE PROJECTEURS ET NOYAUX D’OPERATEURS.

Nous avons vu que, si V est un espace de Banach & base (vn) et W un
espace de Banach muni d'un systé&me bi-orthogonal (wn,wt'l), 1l'espace Z(V,W)
est muni d'un systéme canonique, mais qui n'est, en général, pas incondi-
tionnel méme si (vn) et (wn,wt'l) le sont. On va introduire une autre notion,

généralisant celle-ci et stable pour les espaces d'opérateurs.

DEFINITION 2.1. - On appellera systéme de projecteurs sur l'espace de Banach
V une suite (fn) de projecteurs de norme 1 tels que :
1) pour n#m’fn°fm_=0’
2) pour x&V, (fn(x) = OVn) = x = 0.

On dira que le systéme est une base de projecteurs si, en plus on a :

-2
3) pour tout x=V , x = fn(x),
1
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k
Remarquons tout de suite que, puisque fn o £ =0, les opérateurs fn
m N 5
sont des projecteurs.
DEFINITION 2.2. - On dira que le systéme de projecteurs (£,) de 1'espace de

Banach V est inconditionnel si, pour tout x €V et toute suite réelle (xn)
telle que'l'/\n | ¢ 1, il existe un ye V tel que Vyll < ll xll et
fn(Y) = ?\n fn(x)-

En particulier, si (fn) est inconditionnel, pour tout x<¢IN et toute
partie A de N il existe yeV , |yl ¢ Ixl]l et fn(y) = fn(x) si n¢A,
fn(y) = 0 si né¢ A. On définit ainsi un projecteur de norme 1 de V, noté l’A

(on notera Pn pour A = [1,n]) , dont l'image est le sous-espace

v, = {x(—_v , £ (x) =0 si neAbl

DEFINITION 2.3. - (fn) étant un systéme de projecteurs inconditionnel sur V

on notera

o (V) = inf - inf supll P, (%) ,

" ApeeBpel A4 T8 k= A

T v = sup B sup inf |P, (4 .
n AyeeeA CN L ana =g SR R

Les définitions qui précédent &tant des généralisations des analogues de
1°), on retrouvera donc certains résultats de 1°) comme corollaires de ceux

qui suivent en particulier le lemme suivant se montre de la méme fagcon que 1-6.

LEMME 2.4. - Sous les conditions de 2-3, on a :
! fi }
o = sup I\ Hylix i =1 ev ,
é’nw) Al...An,AiﬂAj =¢ 1 “ * £ Ay

1 . e _
T " inf [uil] x e =1, xkevAk} .

NA, =
Al-eA L, AL AJ ¢
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THEOREME 2.5. - Soit W un espace de Banach muni d'un systéme de projecteurs
(fn) et V un espace de Banach.

1°) La suite (tpn) : kpn(u) = £ o uest un systéme de projecteurs sur
£ (V,W)

2°) s5i (fn) est inconditionnel, ((Pn) aussi et an(Y(V.W)); 6n(w)-

PREUVE. - 1°) Si n # m, pour tout u, ona¢ o &f’m(u)= fmofnou=0

donc LA P = 0. Si u est tel que pour tout n, q)n(u) = 0 alors pour tout xe¢V,
on a fn(u(x)) =0 ; donc u(x) = 0 et finalement u = O.

2°) Voyons d'abord que (p ) est inconditionnel. Soit ue L(V,W)
et (hn) € B({). Pour tout xeV, il existe y eW tel que fn(y) = ']\ufn(u(x)) et

iyl ¢ MWall Uxll 3 soit t : X+—y 3 t est un opérateur de norme ¢ liulj et
tel que C?n(t) =f ots= .lnfn o u = ﬁn x{)n(u).

Maintenant, soient Aj.--A CN, les A &tant disjoints, et u € Z(V,W)

avec |lull = 1. Posons u = PAk o U, il s'agit de minorer max Hukl\ . Or,
pour €5 0 il existe x¢V tel que Ux!l =1 et Hu(x)i > 1-€ : il existe

alors un indice i tel que |l PA (ux)il > (1-€) én(W) , 11 en résulte que
i

max Hukil ;\lui“ > IiPAi(u(x))ll > (1-€) Gn(W). Or <Sn(_£,P(V,W)) est le borne

inférieure en x et en (Ak) de max Hukll » 11 en résulte donc, £ étant quelconque;
que 6n($(V,w)) > Sn(W), ce qu'on voulait.

THEOREME 2.6. - Soit V un espace de Banach muni d'une base de projecteurs

(fn) et W un espace de Banach.
1°) La suite @ : P = u. £ est un systéme de projecteurs de ¥ (V,W).

2°) si (fn) est inconditionnelle, (upn) est inconditionnel et on a

n
§ (LW, W)y 1/ YT Y, (V).
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o L. _ . . .
PREUVE. - 1°) Il est évident que Lpn °(Pm =0 si n # m. Par ailleurs Sl‘Pn(u) =0
(0. oo
pour tout n, pour xeV, on a x = fn(x) donc u(x) = > wu , fn(x) = 0
1 1

donc u = 0.

2°) Soit u <L (V,W) et (}\n)eB(.ew), on définit t par't(x) = 2, ufn(x)

et t vérifie ¢ () = A P (u) et Ut ¢ ful.

Soient Al"'An des parties disjointes de N et uie.ﬁ?(V,W)Ak = SF(VAk,H)
avec lekﬂ = 1. Il s'agit, en vertu de 2.4, de majorer Hu1+...+unu . Or
prenons x¢V , de norme 1, on a

n I
uul+...+un(x)n < %:l\uk(xﬂlé i— \\PAk(x)H . On remarque alors que le plus

petit des \lPAk(X)H est ¢ Yn(V) ; le suivant est ¢ Y'n_l(V) et, finalement,

n

on alu+...+u (O < E:Yh(V). En considérant la borne supérieure en (u)--.0)
1

n
et appliquant 2.4 ; on a donc 3 1V) ¢ Yk(V), ce qu'on voulait.
n 1

Les théorémes précédents sont surtout utiles dans le cas ou W posséde
un systéme bi-orthogonal ou V une base. Dans ce cas, les opérateurs (Pn(u)
sont de rang 1, donc compacts. On peut se demander si, réciproquement, tout
opérateur compact est somme d'une série d'opérateurs de ce type, autrement dit,
si la suite (?n) est une base Je projecteurs de l'espace Z£(V,W). En général,

la réponse est non, mais on a toutefois une réponse positive dans les cas suivants:

PROPOSITION 2.7. - Soient W un espace de Banach muni d'une base (wn) et V un
espace de Banach. La suite (%h) définie dans 2-5 est une base de pro-
jecteurs de H(V,W).
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PREUVE. - Désignons toujours par Pn les projecteurs canoniques de V, on veut
prouver que, si u e X(V,W), u est somme, en norme, de la série ?n(u) = (wr'lou)O‘.rn ,
c'est-3~dire est limite en norme de la suite Pn.,u. Or la suite Pn converge

point par point dans W vers l'identité donc converge aussi vers 1'identité
uniformément sur tout compact, d'aprés Banach Steinhauss, et en particulier sur

u(B(V)) ; autrement dit la suite Pnou converge vers u sur B(V), ce qu'on voulait.

PROPOSITION 2.8. - Soient V un espace de Banach ayant une base contractante

(Vn) et W un espace de Banach. La suite cpn définie en 2-6 est une base
de projecteurs de X (V,W) .

PREUVE. - Puisque (vn) est contractante, (vt'l) est une base de V'. Soit ue X(V,W),

1'adjoint u* de u est compact de W' dans V', donc, d'aprés 2-7, est limite

en norme des opérateurs Pr'lou*. Or Pt'1 est 1'adjoint de Pn ; donc u* est limite
des (uoTﬂ)'t ; ceci implique que u est limite, en norme de u , Pn » Ce qui
signifie qu'il est somme de la série L vr'l 0 u(vn) c'east-d~dire Zu?n(u),

ce qu'on voulait.

Un cas usuel de ce qui précéde sera celui oi V est muni d'une base et
W d'un systéme bi-orthogonal, dans ce cas l'espace £ (V,W) est muni d'un systéme
bi-orthogonal canonique, les coefficients d'un opérateur sur ce systéme étant les
termes de sa matrice. Les théorémes 2~5 et 2-7 reviennent alors 3 raisonner avec
des "lignes" de matrices, 2-6 et 2-8 se faisant sur les "colonnes", l'intéréet

est de conserver l'inconditionnalité, ce qui n'est pas le cas avec les coefficients.

Le lemme 2-10 est la généralisation d'un résultat bien connu sur les familles
sommables, le lemme 2-11 se démontre, en théorie des ordres, par une méthode

d'ordre dichotomique la preuve donnée, plus topologique, est due & Whittley.

LEMME 2.10. - Soit (xi)iel une famille de nombres réels. On suppose qu'il existe
une suite (Rn) positive, convergent vers O,telle que, pour toute partie

finie {i_l...in} de I, on ait Ix, +...4x,] £ n}_. Alors 1l'ensemble J
1 n
des i el tels que X, # O est dénombrable.
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PREUVE. - Soit Jn = { iel, |xi{ > An} . Jn est de cardinal ¢ 2n-1, sinom

~

il existerait n &l&ments i]...in de J tels que X, ceeXg soient de m€me signe.

] n
Mais alors

lxi toootx, [ n An » ce qui contredit 1'hypothése.
1 n

Mais, puisque hn » 0, J est la réunion des Jn » donc est dénombrable.

LEMME 2.11.--I1 existe N dans une famille non dénombrable de parties infinies

d'intersections mutuelles finies.

PPRE'IVE. - Identifions N avec (0,1} N Q. Pour tout x £{0,1] N Q, il existe une
suite x d'éléments qui converge vers x, soit A, = {xnl » A est infini puisque

x4 Q, Axf\Ay est fini pour x # y et 1'ensemble des A a méme cardinal que

.0,1] ~ Q donc n'est pas dénombrable. {Ax} répond donc 3 la question.

Rappelons la définition-proposition classique,

DEFINITION 2.12. - On dit qu'un espace de Banach E est de type dénombrable s'il
vérifie les trois conditions équivalentes :
1°) il existe dans E' une suite séparant les points de E,
2°) E' est o (E',E)séparable,

[+ <]
3°) il existe une injection continue de E dans % .

EXEMPLE 2.13. - Soient V un espace de Banach séparable et W un espace de Banach
de type dénombrable ; alors £ (V,W) est de type dénombrable.

PREUVE. - Soit (xn) une suite dense dans V, y; une suite de W' séparant W. La
suite (xn (] y;) sépareAV,W) car, si <u | x ] yé>-= 0 pour tout n, m, alors

u(xn) = 0 pour tout n, donc u = O.

Le résultat principal est le
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THEOREME 2.14. - Soit V un espace de Banach muni d'un systéme de projecteurs

(fn) inconditionnel et tel que l/nén(V) converge vers 0. Pour tout
opérateur T de V dans un espace de Banach E de type dénombrable,

s'annulant sur tous les sous-espaces Vn = Im(fn) , il existe une partie

A infinie de N telle que T s'’annule sur le sous-espace
Vo= ixeV | £G) =0si ndAaj.

PREUVE. - Soit & une famille non dénombrable de parties infinies deW® , deux
a deux presque disjointes, une telle famille existe, d'aprés 2-11. Nous allons
prouver, par l'absurde que Ker T contient un V, pour Ae & .

A

Sinon, pour tout A€ | il existe x, tel que T(x,) # 0 avec x, €A et 1'on peut

supposer lix,l = 1. Montrons d'abord que, pour Al...Aned , on a

. ]
“T(Al) + 0.0+ T(An)llé esn—(VT .

= | = e .
En effet, posons B.1 Ai\ U A, et Y; PB (xA ). Ai\ Bi est fini

j#i 4 i %4
et x, -y;c¢V, g, en particulier x, - y; €Rer T c'est-a-dire T(x, ) = T(yi),
i ii i i
"ol o= < .
d'ot |l T(xA]) + +T(xAn)l T(y]+ +yn)l < Ilyl+ +ynl\
Par ailleurs, en vertu de 1l'inconditionnalité, on a |l yill < X, ho=1,
i

les v étant 3 support disjoints, on a, d'aprés 2-4, et compte tenu de

1'incpnditionnalité.

y Yy
i 1 n i
+...+y 1€l ...+ | —
A N T iy M 7’
y] yn n
d'ol ||T(xA ...+ T(xA Yit g - I , ce qu'on voulait.
1 n cSn(V)

Soit alors (el')) une suite de E', séparant E, on suppose en outre

|lel')u = 1, ce qui est toujours possible. On a alors, pour tout p,

L 8 B ]
l(T(xAl)] ep D 4uut <T(xAn)] ep > | < W .
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. _ ] . .
Appliquons alors 2-10 avec An = nén(V) qui tend vers 0. On voit que

la famille réelle (gT(xA) | eI') >) est & support dénombrable pour tout p. Mais les

e' séparent E ; donc la famille T(XA)Ae.ﬂ est aussi 3 support dénombrable, ce

qui contredit 1'hypothése et achéve la démonstration.

COROLLAIRE 2.15. - (Fakhoury). -~ Soit T un opérateur de 2” dans un espace de
type dénombrable E, s'annulant sur 9 I1 existe une partie infinie A

de N telle que T s'annule sur 2 (A).

PREUVE. ~ On applique 2.14 avec én(lm) = ]. On retrouve le fait connu que o

n'est pas facteur direct de £ .

COROLLAIRE 2.16. - Soient W un espace de Banach muni d'un systéme bi-orthogonal
inconditionnel (wn,wl;) tel que nén(W)-—am et V un espace de Banach.
Pour tout opérateur T de ¥ (V,W) dans un espace de Banach E de type
dénombrable qui s'annule sur 1'espace £(V,W) , 11 existe une partie
infinie A de N telle que T s'annule sur .%’(V,WA) = {ue £ (V,W) i u(V) ¢ HA..'
Si, en outre, V est séparable, X (V,W) n'est pas le noyau d'un opérateur

de ZL(V,W) dans lui-méme et, en particulier, n'est pas facteur direct.

PREUVE. - D'aprés 2.5, nén(E(V,W) —> 0 et comme X (V,W) contient les .{.P(V,Wn)
on applique 2.14. Si W est séparable, Z(V,W) est de type dénombrable et on a la

deuxiéme conclusion.

COROLLAIRE 2.17. - Soient V un espace de Banach muni d'une base inconditionnelle
(vn) telle que Tn(V)—a 0, et W un espace de Banach. Pour tout opérateur
T de #(V,W) dans un espace de Banach E, de type dénombrable, qui s'annule
sur X(V,W) , il existe une partie infinie A de N telle que T s'annule
sur .‘L’(VA,W) = {u e v ,W | u(Vn) = 0 pour n¢ A}.
5i W est de type dénombrable, X (V,W) n'’est pas le noyau d'un opérateur

de £ (V,W) dans lui-méme et, en particulier, n'est pas facteur direct.
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n-
PREUVE. - Puisque Y (V) — 0, ( 2= v (V)) — O aussi ; donc, d'aprés 2-6,
n 1 k n

on a l/ngn(V,W)—7 0. Comme )" (V,W) contient les ¥ (R Vo W), on peut appliquer
2-14.
Si W est de type dénombrable. X(V,W) 1'est aussi ; donc on peut prendre

E=2L(V,W), ce qui termine la démonstration.

Le corollaire 2.16 s'applique, en particulier si W = g P avec | < p g

et 2.17 v =P ¢ P < . Le cas le plus intéressant étant celui oi V=W = 9.2

Les deux raisonnements '"lignes" ou "colonnes" sont bons, mais il en existe un

troisiéme qui n'utilise ni les suites de décomposition, ni les systémes de pro-

jecteurs. On remarque, en effet, que si A est une partie de N et si

u eﬁf(lz ,22), v E,,S,P(SLZ ,9,2 ) (c'est-a-dire u réduit 9.2 et v réduit 22 )
A A C C A C
A A A
avec lHull = llvi =1 alors du+vlii = 1. On fait alors un raisonnement

analogue d 2.14. Notons au passage que la remarque précédente signifie wque
'|n(£f(22)) =1, alors que Sn(g(lz) = (—:;)1/2 , résumons ce qui concerne 22,
COROLLAIRE 2.18. - Soient H un espace de Hilbert séparable, et T un opérateur
de #(H) dans un espace de type dénombrable qui s'annule sur ¥ (H).
Alors il existe un sous-espace fermé F de H, isométrique & H tel que T
s'annule sur HA(F,H) et L(H,F). En particulier, X (H) n'est pas
facteur direct de X (H) et 1'algébre de Calkin L (H}/) (H) npe

s'injecte pas lindairement et continuement dans % (H) .

APPENDICE .

Le résultat qui va suivre compléte le théoréme 2.18 ; il m'a été suggéré

par M. le Professeur Pelczinski ; & qui j'adresse tous mes remerciements.

THEOREME. - Soit H un espace de Hilbert séparable. Alors tout facteur direct

de ¥ (H) qui contient X (H) est isomorphe & % (H).
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LEMME. - Soit E un espace de Banach tel que 2”(E) soir isomorphe & un facteur
direct de E. Soit F un espace de Banach isomorphe & un facteur direct
de E et tel que E soit isomorphe & un facteur direct de F . Alors E

est isomorphe a F .

PREUVE DU LEMME. - On a, par hypothése les isomorphismes suivants, pour certains
espaces G,K,M ExN@F® K .F=E®G. E=x £ (E) @ M. En outre on a, natu-
rellement £°(E) ® E =~ 2 (E), 27(F) ® Fa £ (F) et L (FOK)~ L7(F) & L7(K).

On peut alors écrire la suite d'isomorphismes
Ex27(E) 6 M~ (F) @ 7(K)@MF @ £ (F) 2 (K) @M
YEQGCO® L (F) ® 2 (K) M ~EDGC® L (E) OM~GC®O® L (E) @8 M =G @ E=F

En définitive E o~ F, ce qul démontre le lemme.

PREUVE DU THEOREME. - D'aprés le corollaire 2.18, tout facteur direct de .Z (H)
coneenant ¢ (H) contient un facteur direct isomorphe 3 £ (H). I1 suffit de
prouver, pour utiliser le lemme que 2L7( %L (H)) s'identifie & un facteur direct
de L (H). Or, s it (An) une suite de parties infinies de N, partitionnant N

Alors £°( ¥ (H)) s'identifie au sous—espace @ ﬁ?(HA ) , H étant rapporté@ i une

n n
base hilbertienne, hn » avec HAn = {XE?H » <X hi > = o0 pour i.¢An} . En
effet pour T = Z'Tn e @ i?(HA ) on a é&videmment U Tl = sup IITnUo
Le sous-espace @ if(HA ) estnfacteur direct par le projecteur } PA ou PA
est la projection orthogznale sur H, , la somme &tant convergen:e pzur 1la :

n

topologie forte d'opérateurs.
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