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blications du

Epartement de
wthématiques
"on 1978 t.15-2
PERTURBATIONS SINGULIERES ET NOYAUX DE POISSON
par Michel GUEUGNON
INTRODUCTION. -

Le but de ce travail est d'&tudier certaines perturbations singuliéres rela-
tives au probléme de Dirichlet dans le demi-espace ZR: . Deux approches différentes
utilisant les espaces Tk’r(‘mz) , de J.L. Lions et E. Magénés [1] seront dévelop-
pées dans ce papier. Dans la premiére, on considére um opérateur elliptique B ,
d'ordre 2m' et une famille d'opérateurs B, =¢€A+ B, pour ¢ €Jo, 1] , d'ordre
2m (m > m') satisfaisant 1'hypothése de Greenlee [1] . On &tudie alors la conver-
gence d'un probléme de Dirichlet relatif 3 Ba et on définit les correcteurs selon
J.L. Lions [1] . La méthode utilisée, basée sur des th&orémes d'existence et d'uni-
cité est classique, et ne fait que prolonger certains résultats de W.M. Greenlee [1]

D. Huet [1]) , [2] , J.L. Lioms [1] . Dans la deuxiéme approche, on considére des-

opérateurs elliptiques de la forme L(e 5%— s € 3%- P 3%— oi L est un

1 2
polynOme & n variables d'ordre 2ml et le probléme associé Lua = 0 avec

données de Dirichlet au bord. On utilise la donnée explicite d'ume solution du
probléme au moyen de noyaux de Poisson selon P. Fife [1] . Celui-ci ne domne qu'un
résultat de convergence ponctuelle et intérieure, mais n'étudie pas la convergence
sur la frontiére du domaine. Dans le présent travail, on utilise des méthodes de
transformation de Fourier pour montrer une convergence globale dans des espaces

'1‘k ’(:mﬁ) en imposaﬁt certaines hypothéses de régularité 3 1'origine des données
frontiéres. Des exemples simples sont donnés enfin pour montrer l'utilisation de
cette deuxiéme méthode au calcul de correcteurs et pour comparer les résultats

-~

obtenus 3 ceux de M.J. Vishik et L.P. Ljusternik (cf. P. Fife [1]) et i ceux de

J.L. Lions [1] .

Le chapitre O est un rappel succinct de propriétés des espaces de Sobolev
Hk(lfrq) et Tk’r(IR:) (J.L. Lions et E. Magénés [1]) qui seront utilisées

dans ce travail.



Le chapitre I traite la premiére méthode. Le paragraphe (1.2) &tend le théoréme
6.15 de D. Huet [1] dans le cas § = iRE aux espaces Tk’r(?R:) . Les paragraphes
(1.3) et (1.4) définissent des correcteurs d'ordre zéro pour le probléme homogéne
et non homogéne respectivement. Le paragraphe (1.5) définit des correcteurs d'ordre
supérieur.

Les chapitres II, III, IV, V traitent la deuxiéme méthode.

Le chapitre II donne la construction des Noyaux de Poisson de P. Fife [1] et
étudie les propriétés, nécessaires 3 la suite, de certaines de leurs &léments consti-
tutifs dans le cas des opérateurs frontiéres de Dirichlet. On traite aussi dans ce
chapitre le cas particulier ol les racines du polyndme caractéristique sont simples,
car dans ce cas les noyaux sont obtenus directement 3 partir des racinmes.

Dans le chapitre III on donne la solution de P. Fife [1] du probléme de Dirichlet
homogéne et quelques-unes de ses propriétés de régularité lorSQue les données fron-
tiéres sont dans D(R™) ou P (r*) d'une part. D'autre part on étend la
solution et on en &tudie sa régularité dans le cas ol les données au bord sont
évaluées avec les normes de Hormander. (Agmon-Douglis-Niremberg [1]). Ensuite on
traite le cas particulier m = O , car on peut alors faire le lien avec le théofé-n
d'existence et d'unicité 7.3 de Lions et Magénés [1] , les deux solutions coincident
alors. Enfin on &tudie le cas particulier m = m qui est le cas traité par .
Agmon-Douglis-Niremberg [1] , car ce sera le cas du probléme limite de notre

probléme de perturbations singuliéres.

Dans le chapitre IV on considére le probléme dépendant de ¢ et on donme ume
solution dépendant de ¢ de ce probléme au moyen de noyaux de Poisson du chapitre
II. On démontre alors un théoréme de convergence de cette solution vers la solution
du probléme limite &tudié dans le chapitre III et on donne des estimations sur la

rapidité de cette convergence.



Dans le chapitre V, on montre sur des exemples simples comment la donnée
explicite d'une solution du probléme perturbé permet d'avoir des développements
asymptotiques et aussi des correcteurs assez simples. On fait entre autres une
comparaison de ces résultats ainsi obtenus et ceux de J.L. Lioms [1] et M.J. Vishik

et L.P. Ljusternik donnés dans P. Fife [1] .






CHAPITRE O

Rappels sur les espaces Hk(IRn—]) et Tk’r(]R::)

0.1.- Espaces H(R™') , k réel quelcongue.

. n—1 . g ~ . . .
Soit R 1'espace euclidien réel 3 n-1 dimensions. On notera

X = (x]’x2’°"’xn—l) 1'élément générique de cet espace.

On note L2(]Rn-]) 1'espace des fonctions 3 valeurs réelles, de carré

sommable sur Q , muni de la norme :

0.1.1) lall 172

2
= (J lul® dx) .
L (]Rn-l) Rn:'l

. . . . P n-1 ..
Soit S}'{ l'espace des distributions tempérées sur R . On désigne par

¥,

" la transformation de Fourier en x isomorphisme de S"( sur Sé , Ol

E = (gl’EZ""’En-l) est la variable duale de x . On désigne par £ 1'isomor-

phisme inverse de c\;‘;

Pour k réel quelconque, Hk( ]Rn—l) est l'espace des u € S,‘( tels que :

K/2
(0.1.2) (1 + 1212 Fou e L2
muni de la norme
(0.1.3) Hull [ z]klzﬂi’ |
0.1.3 u = W0+ (&l ul -
(R KIS Latl)

Soit p = (pl”"’pn-l) ,» pl = Py *Py*+ ... +p _, ,onnmnote:

ap2+.. +pn_1
DPy = v les dérivées &tant prises au sens des
o] a0
17" "Ta-t distributions.



Alors lorsque k est un entier > 0 1'espace Hk( ]Rn-l) est défini comme
1'espace de Hilbert des distributions u sur r® telles que DPu € L2( 1{“‘1)
pour |p| g k muni de la norme :

P 2 1/2
©.1.4) llull - ( £ (IpPull ) )
(R Ipigk L2(r"

et bien slir il coincide avec la définition précédente.

On désigne par ]R:_1 le sous-espace de R" formé des points

(x,7) = (%X],%p5+0,%x _1,¥) qui vérifient y > 0.

On définit alors Hk( ]R‘_:) » k entier > 0 comme précédemment avec (0.1.4).

-

Ce sera par définition 1'adhérence dans Hk( R?) de 1l'espace X '.IR?_) des

fonctions indéfiniment différentiables & support compact dans R .

+

0.4.- Espaces H “(RY) , k entier 30 .

Ce sera par définition le dual fort de Hl;( mf) .

0.5.- Espaces Tk’r(]Ri‘) » k réel quelconque, r entier >0 .

Ce sera par définition 1'espace des distributions u sur R: telles que

D: u € Hk( Rf:) pour [pl £ r . C'est un espace de Hilbert pour la norme :

5 NDP ull 2

1/2
0.5.1) Hull - ( )
T (R lpler ¥ HY(RD)

n-l.

ol Dx désigne la dérivation par rapport i la variable x - (xl,...,x l) € R

n-

On a l'inclusion algébrique et topologique suivante :

5



t L]
(0.5.2) TOT(RD e T° T (KD  pour k3 k'

pour r >r'

Remarque 0.5.1.- Pour une définition de Tk’r( l{:) avec r quelconque,

cf. Lions et Magénés [1]

0.5.

0.6.- Quelques inclusions utiles.

(0.6.1) ET(RD) © TOT(RD c BB  pour

(0.6.2) H(RD < B (RD) pour
’r n ,t n n

(0.6.3) TOT(RY = TUT(RD nHN(RD  pour

. Dans ce travail, on utilisera seulement la définition

k > k'

r entier 3 0 .






CHAPITRE I

Problémes de perturbations singuliéres relatives

au probléme de Dirichlet dans le demi-espace

Calcul de Correcteurs

1.1.- Position du probléme et rappels.

Soient Q un ouvert régulier de R" (dans ce travail Q = l{:) , m et

T
m' des entiers avec Ogm' <m . Pour u, v € 2(Q) [resp. " ]

on
définit :
(1.1.1) a(u,v) = T (a__ D%, DPv) 2
Ipl,lqlgm P9 L@
[resp. (1.1.2) blu,v) = T b pu, pPv) 2 ] .
‘ lpl,lqlgm' P9 L°(@Q)

On suppose que les coefficients 204 (Ipl , lIql gm) et bpq(lpl , lqlgm")

sont des restrictions 3 ) de fonctions de B({) (espace des fonctions complexes

indéfiniment différentiables et bormnées ainsi que chacune de leurs dérivées sur

1'adhérence { de Q). Les formes a(u,v) et b(u,v) sont continues sur H(R)

t
et H® (Q) respectivement. Il existe donc des constantes positives M et N

telles que

(1.1.3) laCu,v)! g M lull vl v (u,v) € BXQ)
N (1)) 22(Q)

et

(1.1.4) Ib(u,v)| g Nliull ., lvll V (u,v) € B @)

@ B @

Les opérateurs différentiels associés & a(u,v) et b(u,v) sont respecti-

vement



(1.1.5) A

[pl P q
T (-1) D’[a_ (x) D]
Ipl,lqlgm Pq

(1.1.6) B

5 PP (x) 9
Ipl,lqlgm’ P4

1]
Hl.- On suppose b(u,v) H: (Q)-elliptique, c'est-d~dire qu'il existe vy > 0 :

2 1
(1.1.7) IbCu,u)| >y lull ©_, vV u€HE @)
B (Q) ©

H2.- On suppose qu'il existe a et B > O telles que pour 0 g & < e, ¢

2 2
(1.1.8) le a(u,u) + b(u,u)| > a ¢ |lull + B8 Hull ©_, Y u € H™(Q)
Q) (@) °

On a alors le résultat suivant. (Th&oré&me 6.15, p. 138, D. Huet [1])

() . Pour 0 < ¢ g €, » om désigne

par u la solution du probléme de Dirichlet :

Théoréme 1.l.- Soit h donnée dans H ©

u, € ﬁm(ﬂ)
(1.1.9)

(¢ A + B) u, = h

Probléme qui est équivalent 3 :

(1.1.9)" e alu,, v) + blug, v) = (b, V) Vv eER®Q .

On désigne par u la solution du probléme :

we B @
(1.1.10) B
Bu = h

Probléme qui est équivalent & :

(1.1.10)" b(u,v) = (h,v) Vv € B® ()

. !
Alors, quand & >0, u_  tend vers u_dans Q) .

On utilisera aussi le lemme suivant (lemme 2.1 page 278 , Lions et Magéné&s [1]).
8



Lemme 1.!.- Sous les hypothéses faites ci-dessus dans le cas ol = R: ,

soient u la solution de (1.1.9) avec h € Tk’r(]R:) y, k3»-m et r30;

+ . . PP
alors u, € Tk 2m,r( ]R_I:) et 11 existe une constante C (indépendante de ue)
telle que
Hu_{l g C 1lhil .
k+2 ~
€ T m,r( ]R:_l) Tk,r( Ri))

1.2.~ Théoréme de convergence dans les Tk’r( ]R:‘l) .

On suppose désormais que = ]RB .

1.2.1.- Cas_du_probléme de Dirichlet homogéne.

, -
On redonne h et h® dans T @ ¢ ]R:_l) telles que h® = h dans

|l
¢ ]Ril) et fc € T-m’r(]Rr_:) de sorte que 51/2 fe -+ O dans T—m’r(RE) .

On considére alors u, la solution du probléme de Dirichlet

m, Y n
ue € To (]R+)
(1.2.1)
(¢ A + B) u, = h€+e:fe

Probléme équivalent 3 :
= . s n
(1.2.1)° e a(u, v) +b(u, v) = (h +ef, V) VveE 'I’: (R)) .
On considére d'autre part u la solution du probléme limite :
1]
u€Te *T(RD

(1.2.2) {
Bu = h

Remarque 2.1.- Le probléme (1.2.1) admet bien une solution unique, car

n
+

-m n . . n e 11}
ha"':feeu (]R+) , donc il existe uCEHz(R+) . Et comme h£+efee'r (R)

. m,r, on, . :
entraine que uz € T’ (R) i cause du lemme 1.1 avec k = -m et en tepant



compte de (0.6.3).

Pour le probléme (1.2.2), il n'y a qu'a se réferer & Lions et Magénés [1]

L}
puisque 1l'opérateur B est HI:: elliptique.

1
Théoréme 2.1.- Sous les hypothéses ci-dessus u. *u dans TO *T¢( Rg) et

8‘/2 u

e ™ 0 dans Tm’r(IR:_') guand €=-0.

Preuve : Considérons Ve € Tlg’r(]Rg) solution de :

(1.2.3) (¢ A + B) w€=h

P - o :
Le théoréme 1.1 entraine alors que w, *u dans H (R+) . On peut encore

écrire 1'8galité (1.2.3) sous forme variationnelle
(1.2.3)! g a(w_, v) + b(w_, v) = (h, v) Vv EHR(RY .
€ € o'+
Retranchons (1.2.3)' de (1.2.1)' , on obtient :
- - = - 1
(1.2.4) e alu, - v, v) + blu, wes V) = (b, = h, v) + (ef ., v) VveE n:(l,

En particulier pour v = u . -w,  ,ona 1'inégalité :

(1.2.5) (e a(us - W, U T ws) + b(uc - W, U - vc)
€
& CIlIh” - hlil ' flu, - w Il _, +
ET(RD ¢ RN (D)
1/2 1/2
e "“f£ Il He " “(u_ =~ w )l

2 2 €
at llu - w_ll + Bllu_ - w Il =, g Cllh” -nhll ' flu_ - :
R ¢ A (mi‘)\ B (RD) K Y"°“u“'(m“)
L 3
1/2 1/2
e "7£_1l e (u - wll .
£ H~m( R+) 14 14 Hm( ]R:)



D'oG finalement 1'inégalité

1/2
(1.2.6) Ile (u - w)ll +llu. - w ] .
A € Hm(li’l) A & Hm (]R:_l) <
< K[llh -hl + el %y ]
€ B (RD) ©ET(RD

Comme par hypothése le second membre converge vers zéro quand ¢ =+ 0 .

On aura :

(1.2.7) Hu - w Il _, - 0 .
& £ Hm(]RE:)

(1.2.8) e’ 2 - w > 0

€ R )
+
L'inégalité triangulaire entralne :

Ilus ~ull _, g Hu, = w_ll

1 + “w - u" t
B (RD) & f H(RD) € (R
+

D'ol :

(1.2.9) Nu_ - ull _, - 0

¢ 1 (RD)
(1.2.10) e /2 - wi -
€ H‘“(]Ri‘)

L'inégalité (1.2.8) appliquée 3 (1.2.1)' permet comme pour (1.2.6) d'obtenir

1'existence d'une constante K0 telle que :

(1.2.11) net/? +llu_ll

u_ || £
©EN(RD ¢ HY(RY

1/2
s K, [lie /g

+ Il Il . ]
H € -m

rY T (R

-m
( + +

On est alors dans les conditions 2.1.10 de la démonstration du lemme 2.! de

11



D. Huet [2] et on peut alors déduire par récurrence sur r , 1'inégalité

1/2

(1.2.12) e " “u il +{lu ll _,

$
CTRRRD O f P T(RD
/2¢ )

1
S K[ lle c

+ Jin_ll y ]

77T RDY e" o, iy
+ +

qui correspond a4 1'inégalité 2.1.5 de D. Huet [2] et en se reportant 3 la deuxids

partie de la démonstration du théoréme 2.1 de D. Huet [2] on d&duit de (1.2.9) et

(1.2.10) par récurrence sur r :

flu =ull _, - 0

& " T(RD)

1/2

Ite (ue - u)ll -+ 0

m,r n
T (R}

Ce qui achéve la démonstration du théoréme, cf. M. Schmitt [1] .

1.2. .- Cas_du probléme de Dirichlet non_homogéne.

=1

=}

-5-1/2 .
On se donne g§ € ™I 1/ (R" ), j=0,1, ..., m] et

' -.’. b O - L3 [ 3 . -
g; € i +rel I/Z(Rn ]) , 1 =0, 1, ..., m'-]1 vérifiant la condition suivante :

[
Il existe v, € Tm’r(IRi‘) et vET® ’r(Rf) telles que 1'on ait :

€ .
Y5 Ve < 8 pour j

i Ve 0, 1, veuy m1

Yjv==gj pour j =0, 1, ..., m'=l
(l.20]3) 1] r n

ve =V dans T® °® (R+)

el/2v€ - O dans 'I'm’r(]R:)

On considére alors les problémes :

.

(1211‘) {Beue"hc"'sfe

€ .
Yj uc = gj J = 0, l’ se ey m-l
Bu = h
(1.2.15) {
Yj u = gj j = 0, l, ooy m'-l



Théoréme 2.2.- Avec les hypothéses du théoréme 2.1 sur fc s, h et les opérateurs

[ A

B' , A, B, les problémes (1.2.14) et (1.2.15) admettent une solution unique

]
u. € T ]Rf) et ucg ™ ’r(]Rf) respectivement et lorsque € = O
L
(1.2.16) u > u dans TU (RD) et cl/zue + 0 dams TOT(RD) .

]
Preuve : L'existence et l'unicité de u € T® ’r(m:_‘) solution du probléme (1.2.15)
L
sont données par Lions et Magénés 1] car B est Hz -elliptique.
]
Soit ve introduit ci-avant, on a Ave € T-m,r( R:_l) et Bve €ET® ,r( Rf)

alors, voir remarque 2.1, il existe une unique we € T:’r( l!f) solution de

[]

(1.2.17) B& w c(fe - Ave) + he - Bv

14

et donc u =W, + v, € Tm’r( ]R:_l) existe et est solution du probléme (1.2.14).
L'unicité suit immédiatement de celle du probléme homogéne.

L
Considérons maintenant w € Tl: ,r( ]Rf:) solution de

(1.2.18) Bw = h - Bv .
L
Comme 51/2 Avs - O dans T-m’r(]R:) et Bvs -+ Bv dans T T ’r(R:)
]
le théoréme 2.1 entrafne W > W dans 'I‘:’; ’r(ltf:) et sllzwc-o 0 dans
1":’r( R:_') . Mais comme u = w, + Ve et u=w+ Vv ona le résultat cherché.

1.3.- Correcteurs d'ordre zéro_pour_le probléme homogéne.

On garde les notations et hypoth&ses précédentes et on suppose de plus :

(1.3.1) u € TT(RY
- Lo 1/2
llhs hil T-m"r( Rn) 0(e )
(1.3.2) +
WE_ [l

<
~
& T-m,r( ]Rr.:)

13



? -
Soient Gel et Ge2 appartenant 3 T.m’r(R:) et T O ’r(]R:) respectl

vement vérifiant :

(1.3.3) G Il

<
£l M

~
T-m, r( RI:)

(1.3.4) ”Ge2” M

LS
U ~
T-m ,r( ]R:)

Définition 3.1.- On dira que 6, est un correcteur d'ordre zéro si c'est ume

solution de :

, T ny _
0, € T: (R}) - u
(1.3.5)

1/2
B, 6, =€Ab, +BOH =¢&G,, +¢ G

€l €2

Ce probléme admet une solution unique car u € ™ T Rf:) entraine que
Tu€Hm'l>r-J-l/2(]Rn-I) et donc Y ee € Hm+r—_]—1/2(nn-l) et 1'on est dans les
conditions du probléme (1.2.14) dont nous avons démontré 1'existence et 1‘'umjeiti

d'une solution dans le théoréme 2.1.

Théoréme 3.1.- Sous les hypothéses précédentes :

(1.3.6) u - (W+8,) - 0 dans T '(RD) faible

(1.3.7) llue (u + Ge)ll

<

1 -
™ T (R
+

Preuve : Soustrayons (1.2.2) et (1.3.5) de (1.2.1) et posons :

- - ,T, o .

w u, (9€+u) €'I‘]:,l (R,) , on aura :

(1.3.8) Be w, = - tAu - G, + efe'vgcez*he'h .

Comme u € T™*'( ]Rf) ,ona Au€T ™T( R:) et en procédant comme poyr

14



(1.2.11) et (1.2.12) on obtient 1'inégalité :

(1.3.9) e/ % | el

¢ .m,r, .n € ',r
TN (RY) T CT(RD

1/2 1/2
< Klilte "“(Au + G6_ + £ )| + e "“6_, + h_ ~ hlil ' )
el £ T-m,r( RE) €2 € @ ,r( Rix)
(1.3.10 ¢ RePpiaen sl I el .
T H(RD) T P (R,) T (R
+ + +
+ liG_, |l ' + K, ]
€2 T ’r(]Rf) 1
' N . e s 1/2
en tenant compte del'hypothése (1.3.2) qui signifie Ilh_ - hll ' < K ¢
€ -m',r, .n 1
T (Ig)
et vu (1.3.2) (1.3.3) et (1.3.4) on aura que llw_Il est borné et on
€ I Rn)
+
peut extraire une sous-suite convergeant faiblement dans T " ( R_t:) . Mais
comme |lw_|l o' o e]/z la limite sera nulle d'ol le théoréme.

<
» T n N
T (]R+)

Théoréme 3.2.- Ajoutons aux hypoth&ses du théoréme 3.1

(1.3.11) Gy = G dans T-m’r(R:)
1]
(1.3.12) Gy = O dans T *T(RD
(1.3.13) Wb - hwl =0(c'?) et (1.3.14) £ -+ £ dans
£ T-m ,r(Rn) € -
+ T-m,r(nn) .
+
Aiors (1.3.15) u, - (es +u) = O dans Tm’r(llg) fort.
-]/2 "r n
(1.3.16) e “lu, - (8, +uw] + 0 dans ™ *"(RD) fort.

Pour cela on commencera par démontrer le lemme :

15



-]
Lemme 3.2.- Soit v, € H°( ]Ril) , u€ H%( ]R:) avec :

1/2
(1.3.17) 13e v, -—t;Fe - €Au + ¢ Ge

- ~m, 0 -m' on
ou F -+ F dans H (R) , G - 0 dans H" (R)

Alors :

n
w, - 0 dans Hm(]R+)

t
g1/2 v, » O dans (R .

Preuve : (1.3.17) peut s'écrire sous forme variationnelle en divisant par g :

-1/2 w)

~1
(1.3.18) e b (w,w) = (F,w)-a(, v)+ (G, ¢ c

La démonstration du théoréme 3.1 dans le cas r = 0 appliquée 3 (1.3.10)
montre que we converge faiblement vers zéro dans Hm( ]RE) . Donc comme Fc -

dans H ¢ R‘:) , (Fe’ we) + 0 et de méme comme u € H™( R:) a(u, Ve) - 0.

-1/2

De méme la démonstration du théoréme 3.1 montre que ll€ LA n _, £ C
B (RD)
donc :
~1/2 -1/2
1(G_, ¢ w)l g NGl ' lle w il g cliG_ll '
; €
¢ ¢ E (D & (RD T (B

1]
et comme Ge -+ 0 par hypothése dans : G (Rf) il en sera de méme du premier

membre de 1'inégalité.
-1

D'ol € be(ws’ wc) -+ 0, ce qui avec (1.1.8) entraine le résultat.

Preuve du théoréme 3.2 : Consid&rons 1'égalité (1.3.8). Si 1'on pose F.=f - 6;

»
T( IR:) donc en particulier dans H-.(l.

qui converge vers F = f - G] dans T ™

(Hypothéses (1.3.14) et (1.3.11)), et Ge = 8-1/2 (hc - h) - G€2 qui converge
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L] t
vers zéro dans T O ’r(imz) donc dans H © (:m:) (hypothéses (1.3.12) et

(1.3.13)), on peut appliquer le lemme 3.2 et donc w, + 0 dans Hm(IRE) et

- 1
£ Ilzwc + 0 dans H" (IRE) . Ce qui donne le résultat (1.3.15)-(1.3.16) pour

r=0.

On suppose alors le théoréme vrai jusqu's l'ordre r - | et montrons qu'il

est encore vrai 3 l'ordre r .

Posons r, = D:.we avec |ql g r-1 et soit i € [1, n-1] . Il suffit alors

3r€ m, _n -1/2 are
de démontrer que Pratiili O dans H (tm}) et € > 0 dans
i i
or

1]
H" (R") . Pour cela on calculera B % et on montrera que l'on est dans les
+ £ 9%,

conditions d'applications du lemme 3.2.

De (1.3.8) on tire :

(1.3.20) aT.Di'Be"’e = -sé% Dg, Gy *+ € 3?{—.- Dg, £, - € a—i.- D:, Au

i i i i

-VEs=lg,, + -3—2—1 pd, (n, - h)
Par hypothése on a :

(1.3.21) 5%: Dz, Gel € H-m(jmf) qui converge vers :i D:.G‘
(‘°3f22) 5%; Dg, fs € H—m(ZR:) qui converge vers 3%; D:. f
(1.3.23) 5%; D:, GeZ € Hﬂm(]R:) qui converge vers zéro
(1.3.24) 5%; Di, (hc - h) € H'm'(:mﬁ) et 6‘1/2 5%; D:, (he - h) converge

vers zéro.

D'autre part A et B domnés par (1.1.5) et (1.1.6) respectivement peuvent

g8'écrire aussi :

17



(1.3.25) A

Eoa () P B= I B (x)DP
Iplg2m |plg2m’

ol les qp et les Bp sont encore des restrictions i ]R:_l de fonctions de

B( R:_‘) . Et on peut voir alors que :

(1.3.26) oDl Au=gi Ty 0%, 0OF) € HT(RY) .
i i lplg2m
[slgr-1
arc
Calculons B _— . On aura :
€ axi
or or
€ ) € 9
(1.3.27) By G =3y (Bg 1) * [By 557 = 557 (B, )
1 1 1 1
ol
- q - nd q _nd "
(1.3.28) B, r, = B (D_w) =D (B, w) + [Be(Dx. we) =D, B, w, ]
et finalement :
are N d q
(1.3.29) B 3%, " 3. Ox (By W) + 53 [Be(Dx' we) - Dg'(Be wc)]
i i i

Bre 3
+ [Be('wi) - &: (Be rs)]

-

Se reportant & la démonstration du lemme 2.1, p. 434 de D. Huet [2) on a:

3

9 q - p4 =
(1.3.30) ax, [Be(Dx' we) Dx'(Be we)] EFye + Hy,
avec
] s P -m,_n
F, = — z Y. (x)D (D" w ) €EH (R))
2¢ Bxi Ipl2m ps x' € +
(1.3.31) Islgr=2
9 t q -m' ‘n
HZc = 5 b 6 t(x) Dx' (D we) €H (R‘_)
i lqlg2m’
tigr=-2
et
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HE, Ml < K, llw il _
2¢ H-m( ]Rz) S 4 £ T T I(RE)
(1.3.32)
Y, |l < Ko Hw IV,
2¢" ,-m' R T 'r~1, . n
BT (RY (R,)
De méme on a :
Br€ 5
(|.3.33) BC ('aTi') - g}q (B€ rc) = - 5F3£ - H3e
avec :
aGP P -m n
Fae = I 3%, Dt €H (R
iplg2wm
(1.3.34) 3Bp ; _m'( .
H = z — DY r €H R
3e [plg2m' 0% € +
et
WFg M K, e il S K, v il -
3¢ H-'m( ]Rf:) 6 € H m( R+) 7 3 T I(Rl:)
(1.3.35)
WH, 1 ' < K, lw v oo
3¢ s (RE) S Mg £ @ T I(Ril)

En tenant compte de (1.3.25) dans (1.3.20) et de (1.3.28), (1.3.30) et

(1.3.33) on obtient :

Jr
€ 9 g 9 q 9 s (P
(1.3.36) B () = -€ 5~ D .G, + € x5 —D - f =~ &5~ I y__(x)D_,(D"u)
€ axl Bxi x'el Bxi x'"¢g §§: Ipl<2m ps X
|sigr=1
- v -9 pa 9 pd - - -
(- axi Dx'Gsz * axi Dx'(hc h) + cF2,e * BZc eFSc H3c] :

Or 1'hypothése de récurrence appliquée 3 1.3.32 et 1.3.35 montre que :

-1/2
Hr, il - 0 e H, |l (]
2 -m 2 '
£ H ( ]R:\_) € u-m ( ]Rl:)
-1/2
HE, I - 0 e H, I . - 0
3¢7 g R 3Ty (gD

+
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(1.3.36) s'écrit donc sous la forme de (1.3.17) avec :

= -8 4 _9_pd -
Fe 3x, Dx' el ¥ ax] Dy fe * F2,€ F3£
On remplace Au par - 2 b Y (x) D%, 0P) € A RD)
X ps x' u +
1 |[plg2m
|slgr-1
__ 3 .q -1/2 3 q _ -1/2 -2 4
€ ox, Der G2 * 8 3x7 Dgr(hy —h) + € Hoe E

On est donc dans les hypothéses du lemme 3.2 ce qui achéve la démonstratioe

du théoréme 3.2.

On considére alors les problémes (1.2.14) et (1.2.15) et on garde les hypo-

théses du paragraphe 1.2.b auxquelles on ajoute celles du théoréme 3.1.

Remarque 4.1.- En général Y;u # g; pour j € [m'", m=1] et donc la convergence

]
qui a lieu dans T& ’r(?RE) n'a pas lieu en général dans Tm’r(?mf) ; d'ol

1'introduction de correcteurs.

Soit donc ee € Tm’r('mf) solution du probléme :
+ = +
¢ Ao + BO_ = G Ve Geo

= - 3 ' -
(1.4.1) Y5 8, = g5 T YU j €', w-l]

Y. 86 =0 jelo, m'-1]

oi G et G satisfont (1.3.3) et (1.3.4).

el g2
Ce probléme a une solution unique, cf. théoréme 2.2.

.

Commengons par considérer le probléme (1.2.14) simplifié, c'est-da-dire :
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(1.4.2)
j € [0, m-1])

f—A—ﬂ
~ =
[S'N ™
e e
™ ™
[} /]
o =2
™
+
™
Hh

Théoréme 4.1.- Sous les hypothéses ci-dessus :

(1.4.3) u, - (68 +u) =» 0 dans Tm’r(ll!:) faible

1/2
(1.4.4) He - (6. + Wil , L Ce
£ £ L n
™ (RD)

Preuve : Considérons W, = ug - (6E + u) . Retranchons (1.2.15) et (1.4.1) de

(1.4.2). On aura en tenant compte que u € ™ T ( ]Ri‘)

(1.4.5) B, w, = - €6, +ef - \/e'e52 - eAu + h, - h

D'autre part la linéarité de 1'opdration trace de T T*T( R?) sur

=1 r-i-1/2
1 Hm+ J (]RE) entrainera :
j=0
(1.4.6) Y5 v = 0 Vi€ [0, m1]
On est alors dans les conditioms d'application du théoréme 3.1 d'ol le
résultat.

Si de plus on se place dans les hypothéses du théoréme 3.2, om obtient la

convergence forte.

Revenons au cas plus général (1.2.14) et considérons !.;.: € H""PJ'”Z( Rn-l)

satisfaisant aux hypothéses

2y L . r-j=1/2, _n-1
(1.4.7) “’Licuum*f‘i“/%mn*‘)'0(5 ) j =0,...,m'~1 dans H™ (R™

(1.4.8) M’je - (gJ. - Yju) il = 0(8”2) j=um',...,m~1 dans

Hm+r-j—l/2(k ~1)

Hm+r—3-l/2(mn—l)
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Supposons de plus :

(1.4.9) lg. 1/2

je gj” Hm+r-j—l/2(]Rn—1) = 0(e ) 1=0,1,...,m"~1 .,

Soit donc alors 68 € T ( IRE) solution du probléme :

€ Ag_ + BeC =G + \/E'c;a2

(1.4.10)
= € 1 = .
YJ- 68-—2j j O,1,...,m=1
oi G et G comme théoréme 3.1.
el €2

Théoréme 4.2.- Les hypothéses du th8oréme 4.1 et celles ci-dessus entratnent :

(1.4.11) u, - (u+8) » 0 dans T (R} faible

(1.4.12) Hu = (u+8 )l , g Ce¢ .
3 € m',r, _n
T (]R+)

m+r-j-l/2(mn-l) g~1/2

Preuve : Considérons les fonctions de H
5-1/2

€ _ ,€ _

- Tju) j € [m', m~1] . Les hypothéses

pour j € [0, m~1] et (g;.: - 2;

(1.4.7) (1.4.8) (1.4.9) entralne leur convergence vers zéro. Donc de la remarque

n-1

’r ] dl
4.1, p. 446 de D. Huet [2]) , il existera v; ETVI(RY) et veET(RY))

telles que :

t "]/2 > [ 4 ] -
. = -8 - yu) j € [m', m-1]
Ty v ¢ (gJ ] T;
(1.4.13) Y. v' = e"/z(g? -8 - g0 j € lo, m'-1]
] J ] J
Y, vos 0 j € [0, m~1]

et telle que vé - v dans Tm’r(]R_r:) .

oT, ol s
Considérons alors Ve = el/z(vé -v) € ™ (R,) . Elle vérifie



- 0 dans Tm’r(]R?_)

3
(1.4.14) Y. v = gs. - g8 - g. j € [0, m'-1]
‘ ] € ] J ]
- € _ ,€ _ . ' _
Tj Ve = 85 Q'j Y;u j € [m', m1)

L \J
D'autre part B &tant continu sur T ’r(RE) i valeurs dans T © *T¢ RE)

1
5"/2\16 - 0 dans Tm’r(]Ri‘) donc dans T% ’r(]R:) entraine que

~1/2
€ Ve

-1/2 - -m',r n
€ Bve B 0O dans T (]R+)

Soit alors v, solution du probléme

m,r, n
we € To (]R+)

(1.4.15)
z(he-h) -8 Y2 _ ¢ )

/2, -1/
le ¢~ Ce2

Ba w, = -e[g&:l + Ave - feAu] + ¢

Les hypothéses considérées ci-dessus entrainent que nous sommes dans les
mémes conditions que dans la démonstration du théoréme 3.1. Donc la solution
. . T g0 .
existe et est unique et L 0 dans (]R+) faible,

< C e1/?_

el ' r oy €

or wo=u - (ee +u) - Ve € T‘:’r(mf) a cause de (1.4.14) et vérifie

(1.4.15), d'ot :

ug = (B, +u) = w4 v, » O dans Tm’r(IR:) faible et

o = (6_+ull _, < llw Il +
3 3 . ,r(mr:) e qu',T R:)

+ Hvsﬂ ) < Cze¢ .

Ce qui achéve le théoréme.

Remarque 4.2.-~ Si 1l'on se place dans les hypothéses du théoréme 3.2, on obtiendra

la convergence forte pour w. et donc aussi pour u, - (68 + u) .
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1.5.~ Correcteurs d'ordre > 1.

On considére de nouveau le probléme (1.2.1) et on suppose qu'il existe

1 M s T n
Uy U, e, € TOUT(RY)

2

M
et Ly L%, ..., L€ T-m'r(IRE) tels que

(1.5.1) eA(u + su] +...4 cMuM) + B(u + eu' +...4 sMuM) =

= eL1 +.o..4 eMLM + eMH AuM + he + efe

et ceci pour tout ¢ > 0 .

Le probléme limite est toujours donné par (1.2.2) . L'identité (1.5.1)

équivaut aux égalités suivantes :

Au + BuI

= L
Au] + Bu2 = L2
(1.5.2)
AuM-l + BuM = LM

Définition 5.1.- Un élément 6? de T“"r( ]R:_l) sera dit correcteur d'ordre- M

si solution du probléme :

e’: € TUT(RY - (u+ eu! +os Ml

€A ef + B ef = -(eL’ + eZL2 +...% eMLM) + eM(sGel + 81/2 G

e2)

ou G, et G., sont les mémes que dans (1.3.3) et (1.3.4).

On a alors les estimations données par le théoréme suivant.
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Théoréme 5.1.- On se place dans les hypothéses du théoréme (3.1) et celles ci-

dessus. On a alors

(1.5.4) lluC - (u + eu] +o..+ cM L 6?)!! £cC cM
TUI(RD)
(1.5.5) Ilue - ureul et My oty i , gC M*1/2 .
¢ T T (RY

M M M . .
uo - (u + sul +...4 €6 u + 66) et retranchons les équations

Preuve *: Posons v,

(1.5-1) et (1.5.3) de (1.2.1), on obtient :

M+1 M
(].5.6) CAWS + ng = =g Au - CM (CG + 8]/2 c

€l e2) -

On se raméne ainsi au probléme du méme genre que celui traité dans la

preuve du théoréme 3.] avec les mémes hypothéses, d'ol le résultat.

Théoréme 5.2.- Si 1l'on ajoute les hypothéses (1.3.11), (1.3.12), (1.3.13) et

(1.3.14) on aura :

-M
1.5.7) c (u - + 1 M M M
( ¢ (u Eu +...+ g u + Ge)] -+ 0 dans Tm,r( Rf) fort

1 M M

12 M
u, (ue ~(u+eu +,...+ ¢ u + 68)] - 0

(1.5.8)

]
dans T *T(R®) fort.
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CHAPITRE 11

Novaux de Poisson

2.1.- Notations et hypothéses.

2.1.a.- Les opérateurs différentiels

De maniére générale nous écrirons les opérateurs différentiels i coefficients

constants & n variables x = (X) 5eees x ) sous la forme P(% D) ot
_ .9 3 9 = . F o ~ .
Dx N ax] ’ axz LR axn) . P(E) ,o0u & = (gl sevey gn) » €st un polyndme dit

polyndme caractéristique de 1'opérateur. Nous distinguerons la dernidre variable-

en posant x = (x,, x .y X ) et y = x et on écrira (x,y) € R" . De plus

1> 72 n-1

on posera £ = (El,..., € ) et in =& . Le polyndme caractéristique peut

n-1 n

alors 8tre écrit P(E) = P(E, in)
Nous nous intéresserons aux solutions de 1'équation :

(2.1.1) L (g D) u(x) =0

-

dans le demi-espace y = x > 0 , satisfaisant 3 certaines conditions frontiéres
sur le plan y = 0 . Ici I sera un polyndme de degré pair 2ml » €t £ un petit
paramétre réel. Nous supposerons aussi le degré du terme d'ordre le plus petit
étre pair, soit 2mo . Finalement nous supposerons m, > L 2 0 . La principale

hypothése sur I sera du type forte ellipticité , & savoir :

Hypothése I.~ Il existe une constante E > O telle que :

_ _2m _ 2m
(2.1.2) Re L(§) > E(I&] + £l



Soient m,(g) et Eo(é) les polyndmes homogénes consistant en les termes de
L d'ordre 2m] et 2mo resepctivement. En particulier 1'hypothése I entraine

que L, et lb sont elliptiques.

Nous écrirons désormais L({,n) = L({, in) avec des définitions analogues

pour L] et Lo

L'équation (2.1.1) devient alors

v £ - =
2.1.3) L(3 D, eDy) u(x,y) =0

Nous noterons ni(g) les racines du polyndme en n L(§,n) = O . Les racines
joueront un r8le principal dans toute la suite. Nous ne serons intéressés que par

les racines dont la partie réelle est positive et nous ferons 1'hypothése :

Hypothése II.- Pour chaque vecteur réel o e:m?" avec |wl = 1 , il existe exacte-
ment m, racines Yi(m) (i = l,...,m]) de Ll(m,y) = 0 avec partie réelle
positive et exactement m racines ai(m) (1= l,...,mo) de Lo(m,u) = 0 avec

partie réelle positive.

Remarque 1.].- Cette hypothdse est vérifiée dés que n > 2 .

Hypothése III.- Les racines ni(g) sont analytiques comme fonctions de la yatiable
réelle ¢ . De plus il existe un voisinage de 1'origine et un voisinage de 1'infini
dans le plan complexe de la variable o tels que ni(cw) sont des fonctions ana-
lytiques de ¢ et du vecteur réel ¢ pour o dans ces voisinages et ¢ dans

un voisinage de la sphére || =1 .

Comme conséquence de ces hypothé&ses, on a les propriétés des racines résumées

dans le lemme suivant. (Pour la démonstration cf. P. Fife [iy.

Lemme ].]1.- Exactement la moitié des ni(E) . (Par exemple la premidre moitié) a

une partie réelle positive pour £ € R" - {0} . On a aussi les propriétés
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asymptotiques suivantes, ol les Bi (i= mo+l,...,m1) sont les racines non

nulles de partie réelle positive de L(O,n) = O :

(2.1.4) n; 0w =py; W + o(1) b=, 0€R) i=1,...,a
(2.1.5) n;6w =00 @ +06%) (-0, p€RY i=1,..,m
(2.1.6) n;w = B, + 0p) ©=0,p€R) i=m+l,...

2.1.b.~- Les opérateurs frontidéres.

Soient Bi(g,n) (i= 1,...,m1) des polynOmes de degré My . oet Y.
entiers. Nous nous intéresserons aux solutions de 1'équation (2.1.3) dans

espace y > 0 satisfaisant :

Y

£ - - 3
(2.1.7) Bj(i D eDy) u(x,0) wj(x) .

x’

Nous imposerons 1'hypothése suivante sur les Bj et L .

m
1

Hypothése IV.- Nous définissons L+(g,r) =TT (r + nk(g)) et
m k=1

1

L:(m,r) =TT (1 + Yi(“”) . Comme polyndme en T , les fonctions Bj(i,r)
i=1

linéairement indépendantes modulo L+(E,T)

(1) Pour chaque £ # O réel et

(2) Pour chaque complexe £ dans un voisinage de l'origine.

certains

le demi-

sont

De plus pour chaque réel @ # 0, les polyndmes Bi(u,r) sont linéairement

indépendants modulo LT(m,T) , ol B} consistent en les termes d'ordre le plus

élevé de Bj

Remarque 1.2.- Bj(ga _T) = Qj(E;T) L+(E,T) + Rj(E’T) avec d° Rj < ml ’

et comme polyndme en T :

(2.1.8) R((E,T) = I pi¥) &1

28
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L'hypothése IV quivaut & d(£) = det(b3“(E)) #0 V£ #0 c'est-a-dire que
cette matrice est inversible.

De méme :

, W # O

Bj(w, -T) = Q;(w,'r) L:(m,r) + R.;(m,'t) avec d° RJ! <m,

et comme polyndme en T
m

1 .
(2.1.9) RJ!(w,T) =y b'Jk(w) X!
k=1

La deuxiéme partie de 1'hypothése IV &quivaut & d'(§) = det(b'Jk(o))) $£0

Vw#O0 c'est-d~-dire que cette matrice est inversible.

2.2.- Le noyau de Poisson.

Dans cette section nous allons rappeler la construction des noyaux de Poisson

de P. Fife []] pour le probléme :

(2.2.1) L( D, D) u(x,y) = 0 vy >0

(2.2.2) Bj(r D, -Dy) u(x,0) = qﬁ(x) j= l,...,ml

[y

Par noyaux de Poisson on entend des fonctions Kj(x,y) s ) = 1,...,ml telles

que pour certaines classes de fonctions (.pj (x) , la convolution
)

(2.2.3) u(x,y) = T J 1 K. (x-1, ¥y) @.(1) dt
j=] Rn- J J

soit solution de (2.2.1) et (2.2.2).

2.2.a.- Définitions et constructions préliminaires.

X{(p) sera une fonction indéfiniment différentiable définie pour o €R+

et telle que
1 si Ogpg /2
(2.2.4) x(p) = {
0 si p31
29



On pose |£] = p et @ = % donc

weER

n-|

et

i =1 .

Ca désignera un contour simple fermé borné du plan complexe 3 gauche de
la droite Re z = -2qa et entourant 1'ensemble :
n; (pw)
{zeC: z=- 5 i=1,...,m p>a lwl = 1}

+
oi a est quelconque dans R, et a tel que

(Fife [1] lemme 3.1).

On note, si toutes les racines ni(ow)

de l'origine :

(2.2.5)

(2.2.6)

et

(2.2.7)

(2.2.8)

et

(2.2.9)

-n; (cw)y
Gi(c’ﬁ)a}’) = €

Sinon nous définissons, toujours pour O

C

C'

Re n. (ow) 2 300

dans un voisinage de O :

pour

dz pour k = mo+|,...,m

zk-leoyz
oo+ [ 2,
k C f\l(o,w,Z)
k-m -1
[o] zy
Gk(oﬂ(ﬂaY) = I z?'——_e—'
¢c' L2(0,w,2)
m n. (ow)
I/J\](O,m,z) = ﬁ (Z+'i5——)
i=1
A o]
L,(o,0,2) = TV (z + n;(ow)) .

i=m +1
o

est un contour fermé borné autour de

{

o

k=1,2,...,m
(o]

i= l....,mo lw| =

est un contour fermé borné autour de { -ni(om) lwl = 1 jol g a

30

1= m°+l,....m|}

sont distinctes dans un voisinage
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Remarque 2.1.- a sera choisi de sorte que C' soit 3 gauche de la droite

Re z = -28 od B est une constante telle que Re Bi > 38 (Lemme 3.1, P. Fife

(.

Finalement nous considérons pour o dans un voisinage de O

(2.2.10) Akl(ow, y) = Bg(ow, -Dy) Gk(c, w, y) = Rn(cw, -Dy) Gk(O, w, y)

ol bﬁ(g, T) = Bz(g, ) (mod L+(£, 7)) donc ordre de b2 £ m, - 1

L'hypothése IV entraine que la matrice (Akl(cm, 0)) est inversible pour

0 #0 et l'on note alors :

Ajk(cw) cette matrice inverse.

D'autre part on notera successivement :

m m] -
(2.2.11) L€, 0 =T (r+n @) = 3 a(E) O (a, = 1
k=1 p=0 P
+ ] j-p :
(2.2.12) L.(, 1) = ¥ a (&)1 j= 0,1,...,m1—l
i p=0

On a alors : (Agmon-Douglis-Niremberg [1] p. 632)

(2.2.13)

dt = 6.

2iw L+(Es ) ik

| f L;]-l-j(é, 0 T
c

ol C est une courbe de Jourdan qui contient en son intérieur les (- n;)

(2.2.14) Soit (bjk(g)) la matrice inverse de (ka(E)) considérée en (2.1.8)

(2.2.15) Soit alors N(5, 1) = T (b, (0 L% ., 1 .
i=] I
On a :
N (Ev T) B (E' -T)
(2.2.16) —l—- J k % dt = § (Agmon-Douglis— iremberg
21T c L+(£, ) 2%k

(1] , p. 634)
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Et on pose finalement

“m Nk(pw, 0%)

(2.2.17) N (ps w, T) =p
21T
et (2.2.16) entralne que :
K, ( e
Pr w, T) o~ By(pw, -pC) .

(2.2.18) J 3 & - s,

C my ni(pw)

2 T =)

En effet il suffit de remplacer N (p, w, §) par sa valeur dans (2.2.17)

et de faire le changement de variable T = oL

2.2.b.- Noyaux de Poisson

Avec les notations précédentes, nous considérons les noyaux suivants :

~2 m
= (2my ! dz 0y 2tz
(2.2.19) Kj(x,y) (2m) f _ 7miz f n=1 x(a)( 5 ) px Ajk(ﬁ*ﬂn)
lzl=a k=1
G, (prz,w,y)e™ (542 4
- -U. my n. (pw) -1
+ (2m “"‘j ch a1 = x®) o N (0,0, 0XTT (@ + ———))
c R 3 i=] o
a
ep(ix.w*Cy) dE
K. s + K. , .
Jo(x ) J](x y)
Remarque 2.2.- L'intégrale sur le contour |zl = a est introduite pour éviter

une &ventuelle discontinuité en £ = 0 des Ajk(E) . §'il n'y a pas de telles

singularités on pourra supprimer z en appliquant le théoréme des résidus.

Remarque 2.3.- On voit sur (2.2.19) que les noyaux sont composés de deux parties

1'une au voisinage de p = 0 et l'autre au voisinage de 1'infini. Nous é&tudierons
dans ce chapitre le comportement asymptotique des Ajk($w) au voisinage de p =0
d'une part et des Nj(p,w,c) au voisinage de P = + d'autre part. La premiére

étude sera faite seulement dans le cas des opérateurs frontidres de Dirichlet.
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2.3.- Comportement asymptotique des Ajk(Om) pour p = 0 lorsque les opérateurs

Considérons les opérateurs frontidres associés aux polyndmes :

(2.3.1)

1

By(E,n) = (- mi= i=1,..0m,

2.3.a.- La matrice [Akl(pw,o)] au voisinage de 0

(2.3.2)

k g m .

(2.2.6) et (2.2.10) entrainent que :

£-1 k+-2 pyz
A% (ou,y) =f e ¢z e dz
¢ T ni(ow)
T7 (2 + ——)
i=1 P
-1
- Dy) = Dy dans le cas (2.3.1)
k+2-2
kg -1 z dz
»0) =
A" (pw,0) P JC m, ni(p‘ﬂ)
T7 (2 +'—7;-0

i=1

Comme Akg(pw,o) est analytique au voisinage de p = O par construction

on aura le premier terme de son développement en série en cherchant la limite

lorsque

(2.3.4)

(2.3.5)

Akl( w,0)
du rapport ———EgTi——- , mais comme le lemme 1.1 donne :
p
n; (pw)
— a; (w) + 0(p) on aura :

A% (00,00 = 0" e, @ + (o))

k+2-2
I z dz
C

m,
T07 (z + ai(w))

i=}
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B) k> m +l

(2.2.7) et (2.2.10) entrainent que :

k+2 =2
(2.3.6) A (o y) = J m? Mo”4 Y2 &
Cl
) T (z + ni(pm))
1=m +1]
o
Donc :
k+f-m -2
(2.3.7) A% (ow,0) = j m‘:‘ dz
C!
TT (z + n; (pw))
i=m°+]

Comme ni(pw) = Bi + 0(w) au voisinage de p =0 i > m +1 d'aprés le

lemme 1.1, un raisonnement analogue au précédent dans le paragraphe ) entraine :
k2
(2.3.8) A7 (pw,0) = O, (W) + 0(p)
ou
zk+2,-mo-2
= dz
(2.3.9) akg(w) Jc' =,
TT (z + B))
iﬁno+l

La matrice des Akl(pw,O) aura donc un développement de la forme suivante

au voisinage de p = 0 :

¢ 2 my~1
ay, W) + 0(p) pla ,(w) + 0(p)) o I (R TR p ! (Glml(m) + 0(p))
2 m,-1
0y, (W) + o(p) play, () + 0(p)) P R LD p 1 (°2m|(“) + 0(p))
2 ereees 17! 0(p))
a W + 00 o(amoz(w) +0(P) P ) ceenieee 0 (umoml(m) +
o]
(Ooo) CRCR B S I Y (a ) + O(D))
am _”’1((.0) + 0(p) Gmo+]’2(w) + 0(p) mo"'l,ml(m
[}
)
a () + 0 oy @ + 0P o) evnnnnns (O @ * 0(p)
. m,l ]
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Notations.- On notera Al la matrice (ij(w))

Isism,
1

gkgm 5
A, la matrice (ajk(w))mo+l$jsm]

@°+]<k§ml

2.3.b.- La matrice [Ajk(pw)] au voisinage de p = O (cas général)

Théoréme 3.1.- Au voisinage de p = 0 » on a les propriétés asymptotiques

suivantes :

(2.3.10) A (ow) = o(p~ 7Dy kg m

(2.3.11) Ajk(pw) = 0(p_(j-l)+m°) j £ m k > m +]
(2.3.12) Ay (ow) = 0™ @1, jzor kgm
(2.3.13) Ajk(pw) = 0(1) i m°+l k a.m°+l

Preuve : La matrice inverse d'une matrice &tant &gale 3 la matrice transposée des
cofacteurs divisée par le déterminant, on va chercher le premier terme du dévelop-
pement au voisinage de p = 0O des termes du déterminant d'une part et des cofacteurs
d'autre part. Par définition premiére, le déterminant est, obtenu en faisant la
somme (3 la signature prés des permutations) des produits d'un terme de la premidre
colonne, d'un terme de la deuxiéme colonne qui ne soit pas sur la méme ligne que
le terme précédent, ..., d'un terme de la kiéme colonne qui ne soit pas sur la
méme ligne que les termes précé&dents etc... et ceci en faisant toutes les permu-
tations possibles.

Considérons donc la matrice Akz(pw,o) développée ci-dessus. Le terme de plus
bas degré en p de son déterminant sera obtenu en ne retenant que les produits
de termes pris dans le carré | gk g o, et Ig L g m et le carré m +l & k,

£ £ m, . Dans le premier carré on a en faisant le produit des différentes colonnes

1
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mo(mo—l)

_ 2

1) =Cp et dans

des termes de la forme C(1x p x 02 X ... x pmo-

le deuxiéme carré il n'y a que des constantes. Donc le terme de plus bas degré

du développement du déterminant de Akl(pw,o) en puissance de p sera

@, (mo-l)

(2.3.14) Ap 2

ol A= det(Al) x det(Az)

Pour les cofacteurs nous procéderons de méme en distinguant les différents

cas suivants :
) j,k g m

Le cofacteur est obtenu comme le déterminant de la matrice considérée

- - .léme .. iéme
a la quelle on a enlevé le j ligne et 1la k colonne. On se retrouve dans

un cas analogue au précédent. On aura donc le terme de plus bas degré en p en

multipliant det A2 au déterminant du cofacteur du terme (j,k) de la matrice A

m (mo—l) I

La puissance de p sera alors —2_77___ - (k=1) puisque 1'on a retiré la
k-1

colonne des o

i +

B) Jsmy et kym+l

Dans ce cas 13 on considére seulement le carré des mo-l lignes et

colonnes du coin supérieur gauche de la matrice et le carré m +] g j £ m, et
mo(mo-l)

m, £ L g m, avec £ # k . On obtient comme exposant de o : — " (mo-l) .

Y) jym+l et kg m

On supprime la k™€ colonne c'est-a~dire celle od apparaissent les
ok_l dans les m  premiéres lignes. On considérera alors le carré 1 € j o,
et 1 g2 g mo+l avec L # k et le carré m°+1 g g o, Lt et
+ .
m 2 gk g m,

mo(mo-l)

L'exposant o sera alors ——— *+mn - (k=1) .
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8) jzm+l et k3 m+

Dans ce cas 13 on aura 3 multiplier det Al au cofacteur du terme
) m (mo—])

(i,k) de la matrice A2 et la puissance de p sera —_— -

D'ol en divisant par le déterminant et en transposant la matrice des cofacteurs,
on obtient le résultat énoncé :

Ecrivons le développement asymptotique de la matrice des Ajk(ow) au voisinage

de p=0.0na:

-
r,,,<u)<,.o(p>> B, (@) (1+0(p)) e By @100 oo Bia o1 @0 ... o Bia, I (1e00)
Byp (W)
8,, W) 8,, (w) 2m - -
2L (1s000) 2 tvwen o =2 o)) T Bag e @ (10000)) ... g% 2a, (40 (100080
G.o‘(w) Bwoz(u) B mo"o(w)
(2.3.1%) oo (1+0(p)) oo (1+0(p)) -?:T (1+0(p)) ol.o_oﬂ(w)(loo(p)) ps_o_l(u)(loo(p))
By o1,1 @ B o120 o +1,0 @
e (1+0(p)) —DHTI—— (1+0(p)) ... ——OW (1+0(p)) ﬂ-oﬂ.-oﬂ(w)(lﬂ)(p)) .o 5-0”.-' (w) (1+0(9))
P
n,. (w) B‘I.z(u&) 9.,,.0(0’)
o (140(p)) o (1+0()) ... T O(e)) By @100 e 8, | (@)UIsE) J

2.3.c.- Calcul explicite des Bjk(w) en fonction des ajk .

Pour cela il suffit de se reporter & chaque cas de la démonstration précédente

et d'exprimer 3 quoi correspond chaque cofacteur divisé par le déterminant.

a) j gm et k g m

%
cofl akj(w)

(2.3.16) B., (w) =
Jk det A]

oi cof’ désigne le cofacteur dans la matrice A i=1,2.
1
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N
//al‘(m) . amo_‘<w> \\ //om o @ U 4y ;) O oy g )
[+] [+] [-] B i
detf @, . lw) °kmo-l(“) x det .
o ) ) o
a w . - 4 w a . (w) o (w)
mo! m ,m =1 nl'"o ‘I'J Ilﬂ]

(2.3.17) Bi o) =

det A, x det A

1 2

ot les termes surmontés d'un N\ sont supprimés.

Y) j&£€nm et k >m +]

o — [}
A
/a“(w) LIRC al'mo‘l(m) \
| . ! &
det /.\ x cat2 %""o‘l
amol (w) ﬂ"oj (w) amo R (w)
(2.3.18) Bjk(w) -

8) j;moﬂ et k3 m +l

cof; ak.(w)
(2.3.19) Bjk(“’> - —= .

det A2
Remarque 3.1.- On voit en &tudiant la matrice (2.3.15) que 1'on a des singularités
Remarque -.
3 1l'origine seulement pour les termes Ajk avec k £ m, et 13 € m . On pourra
alors dans les expressions correspondant aux A.k(E) autres que ceux-ci supprimer

1'intégration sur le contour |z| = a dans (2.2.19). Le corollaire suivant du

théoréme 3.1 permettra aussi de s'affranchir de cette intégration dans certains cas.
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Corollaire 3.1.- Si Min(mo,j) < n 1'intégrale

ix-
(2.3.20) LRH_] X(§> Ajk(pw) G, (o u,y) e 3 dg
est absolument convergente.

Preuve : D'aprés Fife [1)] Ajk(pm) Gk(p,m,y) est analytique en & dans un voisi-

nage de l'origine sauf peut-8tre a l'origine. Le théoréme 3.! précédent donne :

. -(i=1 .
5i jgm 1A )l g cp si kgm (1)
< Cp_(J-])+m° si k> m +] (2)
o
Si j > m +] lA., (pw)] ¢ C = (mo=1) si kgm (3)
] 7 0 _]k < p ‘ o
£ C si k> m +l (4)

ot C désigne différentes constantes. On a d'autre part :

Jlx(g)lIAJ-k(pw)IIGk(o,w,y)l dg = f j: X1 ™ 1A (w116, ] do du

lwl=1

Mais IX(§)|pn-2 |Ajk(pw)|lck| est continue en p sauf peut &tre en O . Elle

est prolongeable par continuité dans les cas (2) et (4) ci-dessus et dans ces cas.

donc 1'intégrale est absolument convergente. Dans les cas (1) cette fonction est

-

équivalente 3 1l'origine a pn—2—(3-l)

donc 1'intégrale convergera si et seulement
si -(n-j+1) <1 e j <n . Dans le cas (3) elle est équivalente 3 l'origine a
n-2-(m -1)
0 Mo

- donc 1'intégrale converge si et seulement si -(n-2-(m°—l) <] & m <u

d'ol le résultat.

2.4.- Comportement asymptotique des Nk(p,w,E) au_voisinage de p = +w .

2.4.a.- La matrice des bik(om) au voisinage de p = + o .

Comme ni(pw) = pYi(w) + 0(1) quand pro,1i=1,...,m d'aprés le

1
lemme 1.1, on peut écrire :
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m

1
(2.4.1) 1" (w, pT) =TT (ot + n; (pw)) = ol Lt(w,T) + Pp,w,T)
i=\

od on aura : p-m‘ P(o,w,T) = O(é) lorsque P = o (1)
Utilisons les notations introduites en 2.1.b et dans 1'hypothése 1V, alors
(2.4.2) By (o, —p1) = oHi B}(w, -T) + Cj(pw, pT)

ol on aura : p-uj Cj(pw, pT) = O(é) (2)

Remplagons B3(m, -T) par son expression
(2.4.3) Bl W, ~1) = Q}(,1) LT (w,T) + R (@, )
On pourra alors écrire :
(2.4.5) Bi(ow, 0) = [p" L], + Po,w,0)] oM™ Qi (w,m)
+ p”j RJ!(m,T) + Cj(pw, pT) - p“j-m' P(p,w,T) Qé(w,r) .

Or en tenant compte de (1) et (2) ci-dessus, on a :

Q(

(3) M (€, (ow, p1) - "I p(p,w,1) Q}(w,7) ) quand p oo .

O =

Cette expression est un polyndme en T de degré < uj , dont chaque coefficient
1
est 0O(=)
p
o . - -'ml + . 1 - d
Divisons alors ce polyndme par p L (pw, pT) qul est un polyndme en T e
degré m, o, dont le coefficient du terme de plus haut degré est | et les autres

coefficients sont constants ou O(é) quand p - o . On aura :
=M H3i-my ' _ mm .+ " ) + R
o "3 (Cj(pm, p1) = p"J P(p,w,T) Qj(m,r)) =p L {pw, pT) Qj(p,w,T Rj(D,w.T)

ou d; Rg(p,m,r) < m

-
Mais par définition de la division euclidienne les coefficients de Qg(p,w,T)
et par suite de Rg(p,m,T) seront O(é) quand p = ™ .
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Finalement reportant cette expression dans (2.4.5), on aura :
B, (ow, -p1) = L (puw, pT)[Duj-m](Qj(w,T) + QY o,0,1)] + o“i<R3 +RD .

Donc, l'unicité de la division euclidienne entraine :

(2.4.6) Rj(pw, 0T) = PIRIW,) + RY(p,0,T)) = p“j(R5<w,r> + o(é))
b B k=1 k-1
or RiCow, pv) = 3 bI%ow) 7P oK
k=1
my : -
et Rj(w,r) = ¥ b'Jk(pw) SO LI
k=1

Donc (2.4.6) entralne :

my . _ _ . m) . -
z ka(ow) ok bkt s oM = b'Jk(w) TOLI 0(1)]
k=1 k=1 P
D'ot :
(2.4.7) ka(ow) = ouj-k+] ' ¥ W) + O(é)] )

Puisque ka(pw) est inversible et si bkl(pw) est son inverse, on a :

m) _— el s
z oM™ bRy x o
k=1

i~k+l
J Byg(Pw) = 6.0 .

Cherchons donc le développement au voisinage de p = © de la matrice

B UL LY

(ouj-k+] bkz(pw)) en fonction de celui de la matrice (p b

Or d'aprés (2.4.7) le développement de cette derniére matrice au voisinage

de p = oo est (b'jk(w) + O(é)) .

Par définition de la matrice inverse comme &tant la transposée de la matrice
des cofacteurs multipliée par 1'inverse du déterminant on a puisque A = A' + o(é)

oi A' = det(b'I¥w)) # 0
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Ug=k+1 - 1t 1
0 bkl(pm) b kl(“)) + O(D)
c'est-a-dire :

(2.4.8) b (0w) = o M b @) 11+ och

2.4.b.- Les Nk(p,w,T) au voisinage de p = o

La définition (2.1.15) donne :

mj

N, (pw, p1) = iEI b, (pw) Lm]_i(ow. pT)

- -Uk+i-l ' l
or bik(ow) =0 bij(w) [1+ o(p)]

Py
Et si l'on note Lm —I(E’T) le terme de plus haut degré du polyndme Lm _i(E,T)
. 1 1

on a
- omrmi S 1
Lml_i(pm, pT) = p Lm]_i(w,r) [1 + 0(0)]
Donc :
- -1 I P 1
(2.4.9) Nk(pws OT) =p Uk+m] ! (-Z bik(w) Lm _i(wsT) [l + 0(5)]

1=1 ]

Oon définit alors :

m] N
(2.4.10) N, (=,0,1) = ifl bt (w) Lml_i(w,r)

Mais d'aprés (2.2.17)

R N, (pw, pT)

Nk(p’w;T) = 21,". .
D'ol finalement :
N mj . s 1
(2.4.11) K (PrwyT) = [ifl bi, (W) Lml-i(w'T)] [1+0()]

Maintenant on a successivement d'aprés les résultats précédents

By(ow, -o1) = oM [B)(w, -1) + 0(‘1))] .
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Donc :

pHL Bz(ow, -0T) - Bi@u, -T) quand p
N (ow,T) - Nk(w,w,r)

mj n; (pw) m +
TIU (1 + T) - Tr G +Yi(w)) = L](w,'r) .
i=1 i=1

Or nous pouvons passer 3 la limite dans (2.2.16) ce qui donne :

(2.4.18) = §

Nk(ca,w,‘r) B;L(m, -1) dt
Je “

+
a Ll(w,T)

2.5.- Des propriétés de G, (o,w,y)

Celles-ci feront l'objet de deux lemmes qui seront trés utiles dans la suite

de ce travail.

Lemme 5.1.- (P. Fife [1] p. 111). Les fonctions G (0,w,y) k =1,2,...,m;  somnt

PRI . . . _» T 3 o3
définies et analytiques pour la variable complexe o0 dans un voisinage de l'origine,

pour tout vecteur w réel de norme 1, et pour tout réel y > 0 . De plus :

1) Pour chaque 0 et w , ces fonctions sont linéairement indépendantes

(comme fonctions de y) et solutions de :

(2.5.1) L* (ow, D) G = 0 ;

2) Pour k = l,?.,...,mo elles peuvent &étre exprimées sous la forme
- Fal
G (o,w,y) = e a0y G, (0,w,0y)
\ : o t leurs
oi a est telle que Re ni(pm) >3ap et les fonctions Gk(o,m,T) e

dérivées sont bornées comme suit, oi o = p est réel :
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'

k' AN\
(2.5.2) 0" G low,Dl ¢ E,

. k! < . .
pour p 30, jwl =1, T>0.Ici D désigne des dérivées par rapport a p , w

et/ou T d'ordre k' , et Ek. sont des constantes positives dépendant seulement

de L+ et k ;

3) Pour o0 =p réel et k = m+l,...,m , les Gk peuvent &tre exprimées

1

sous la forme
- N\
(2.5.3) G, (oow,y) = e (Bytapy) G, (p,w, ¥)

A\
ou les Gk et leurs dérivées ont la méme majoration que dams (2) ci~dessus.

Lemme 5.2.- Si k g m, et g un entier quelconque positif ou nul, nous avons :

(2.5.4) lDi Gk(p,w,y)l £ C p2 e Py

ol la constante C ne dépend que de L et % et p dans un voisinage de
l'origine.

Si k3 m +1 , nous avons :

(2.5.5) |D§ G (pywsy)| g C o~ (By+apy)

Preuve : C'est une conséquence du lemme 5.1 précédent. En effet si k g m

- P
Gk(O:w,Y) = e apy Gk(p’w’py)

+
ne dépend que de L et 2 .

LD N
et |DT Gk(p,w,T)l < Ez , ol El

Par dérivation d'un produit, on a donc :

L-p 2~ L A

% = e OPY o RN eam)P AP G
Dy Gy (pswsy) = e [(ap)™ G +...+ (-ap)" P~ " D" " Gy +...+ 0" D_ G ]
A Fa 9T
car Dy Gk DT Gk 3y .

44



D'ol 1'on déduit la premiére inégalité :
2

De méme lorsque k 3 m,*1 le lemme 5.2 donne :

G (Pw,y) = ¢ BY+aoy) Q(p.w,oy) .

Donc :

2 -(By+a
Dy G, (P,w,y) = e By+apy) [(~By-ayp)2 é; ot pz Di EE(D,N.T)]

g A
et comse D’ G (p,w,7)| g E

T k » On a le résultat annoncé.

2.6.~ Etude des noyaux de Poisson dans le cas de racines simples du polynOme

caractéristique.

= - 2 ] . -~ - :
Théoréme 6.1.~ Si 1'on suppose toutes les racines du polynOme caractéristique

distinctes, on a :

m; N'(p’w’C)
(2.6.1) T A, (ow) G, (0,w,y) = f ~Hj i oLy
Z 5k Pw) Gy (o,w,y) Co oy AC e ™ dr .
a ™ (C*——p—-)
i=]
Preuve : Dans ce cas 13 d'aprés (2.2.5), nous avons :
Gk(o,w,y) = e-nk(pw)y k=1,2,...,m .

On peut alors calculer :

kL 2 -1 _
A" (pw,y) = Bl(ow, -Dy) Gk(p,w,y) = 1)y Gk(p,w,Y) = [-nk(ow)] e Mk (pw)y .
D'olu :

-1
(2.6.2) A (0u,0) = [0 ()] .

C'est donc une matrice de Vander Mond inversible puisque toutes les racines sont

distinctes. Et sa matrice inverse aura pour terme générique :
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m)
o . 1Tl +n,u)l
™73 ik '

(2.6.3) A, (pw) =
ik ]
T (O, (Pw) = 7. (pw))
itk
ou On - désigne le polyname‘symétrique en les racines du polyndme entre
1
crochets c'est-3~dire la somme des produits m]-j a ml—j des racines du polyndme

entre crochets. Par exemple pour j = 1 on aura le produit des (-ni(pw)) pour

i#k etpour j = m]—l on aura leur somme.

Appliquons alors le théoréme des résidus au deusidme membre de 1'égalité a

démontrer. On aura puisque les racines sont simples :

( -nk(pw))
IEPSIPE BT Nip“” o =Nk (pw)y
poam 2o whew new . ©
T ( - )
i #k P P

Or par définitionm on a vu (2.2.17) que :

-N (pu)) . N-(pu), -Nn (DU)))
Nj(o,w’ .__k_.___) = p~m1+ul+l ] k

3 2mi

+
ml—j

et N. (pu, -, (ou)) (o, =Ny (b)) car By(pw, ~1) = ()¥!

m]}:—J + my=j=p ' 3
ap(ow) (-nk(ptu)) d'aprés (2.2.12)
p=0

o o] . . .
ol a; = (=P Up [TT (r + ni(pw)] (relation entre les coefficients du polyndme
i=1

(2.2.11) et ses racines). Et comme :
my-j

) -3
(2.6.4) Y7 (=P o, [T0 (T + n; (o) 1(= n, (pw))"17I7P
P=O i=l

m)
=D I (oron ow))]
17T ik *
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On obtient :

m)
o _. I (t +n.(pw))l
m m,-] . 1 _
(2.6.5) A= mll i#k o Tk (Pw)y
LT ew) = g Gow))
i¢k

Ce qui achéve le théoréme.

Remarque 6.1.- Donc dans le cas ol les racines sont simples et les singularités

d l'origine pas trop fortes pour que 1l'intégrale converge, les noyaux s'écrivent

alors :

my
o _.ITT Gt +ni(ow))]

B

_ ~n+1 ™7 ik ix-E-ny (pw)y
(2.6.6) .Kj(x,y) = (2m) JRn’l =, m; e da€ .
T (n (pw) = N, (pw))
i#k

Remarque 6.2.- Dans ce cas 13 le développement au voisinage de 1'origine des Ajk(ﬂﬂ)
peut se faire plus directement & partir de 1'expression (2.6.3). Faisons alors le

calcul lorsque de plus les ai(w) et les Bi sont distinctes.
a) j g mooet kgmy

)
Chaque élément de la somme oy - (v (- ni(pw))] est un produit de
1 itk

(ml—j) racines autres que -nk(pw) et m]-j >w-m . On obtiendra donc les
termes en la plus petite puissance de p en ne considérant que les racines ni(pm)

avec 1 3 m°+| car dans ce cas ni(pm) = Bi + 0(p) et donc :

ml -t ml mo
Oy -5 [TT (T =n;eu)] = p"™ (97 8, 0 _. [TT (1 +q, )
M7 ik 1 i +1 i m=3 C i ;W) + olp)

De méme on aura :

m] -1 el o)
TU (e (ow) = n;(pw)) = p™7" (TT (a (@) - 0, @) TT B, + 0(p)) .
ik ik iems1

I1 suffit de tenir compte du lemme 2.1.] sur les racines ni(pw) - D'ol dans le
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cas jsmo et k$mo’0na=
o_ _. ('IT (T +a, (w)))
] o) ifk
(2.6.7) (o) = - [B., () + 0] = —— + 0(p)
p jk pJ Mo
T (ﬂ W) -a; ; @)
ik
b) jgm et k>m+l
Chaque &lgment de 1a somme On -3 est encore un produit de (m]'j) racines
1
autres que N, et m]-j >m,-m . Mais cette fois k > m°+l , donc :
o

; o
%n -j Tt (T +n, (ow))) = pToI*! [*n' B, © (Tt + o, N + om)]

ifk ifk R AL
et
m
'_;rk (e (ow) = n;Gow)) = BRo -lr;‘; (B, - B,) + 0(p)

D'ot finalement :

(2.6.8) Ay (ow) = pmo-j+](Bjk(w) +0(p)) =

m;
. 1T B o
pmc,-_]+l i#k

. [Tl' (T + a; (w))]
mO-J+l i=]

+ 0(p)

BLC T - 8;)
1#kBk

] +
C) J>’mo] e—tkémo'

Dans ce cas 13 m]—j <m-m il suffira donc de prendre les termes de la

1

somme om]-j ne contenant que des produits de Bi . On a alors :
[ TF (t+8)] + 0
U_-1T(T+n(pm)=o . v T+ B.)] +0(p
m] J l#k ml-_] i-mo+l 1
et
my | my
T Gow) = g Gou) = 6% (TF (o () - a, (W) TT B, +0(0) .
itk itk t i=m +1
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|
Op -3 [ TT (T +8)]

m-j *.
- 1 _ ] 1 1=m,+]
(2.6.9) Ajk(pw) = To-_l (B_]k + 0(p)) = mo_][ o o *»O(D)]
0 T (o () -0, (@) TT B,
ik i=m +1 N

d) j > mo+l et k 3 m +1

Le résultat est immé&diat d'aprés b) et ¢) , on a :

m]
T (1t + Bl)]

o] [
m-j" .
(2.6.10) A, (pw) = B, () + O(p) = —L—1FK
Jk Jk mg m]
BR° TT (B, - B,
i#k

On retrouve ainsi par un calcul plus direct les résultats du cas général avec
les Bjk(m) calculés explicitement en fonction des racines ai(w) de Lo(m,q) =0

et avec les racines Bi non nulles & partie réelle positive de L(0, B.) = O .
i
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CHAPITRE II1

Solutions du probléme de Dirichlet mon homogéne

Théoréme O.].- Soient Kj(x,y) définis par (2.2.19) et wj(x) s J = l,2,...,m1

des fonctions indéfiniment différentiables & support compact. Alors :

m) mj
(3.0.1) u(x,y) = % J - K.(x-T,y) ©@.(1) dt = I u,(x,y)
j=1 'mr ] J j=1
est solution du probléme de Dirichlet suivant :
‘ -
(3.0.2) L(i D.» -Dy) u(x,y) =0 y>0
1 = =
(3.0.3) Bl({ Dx’ —Dy) u(x,0) = w&(x) g l,2,...,ml

Le th8oréme sera encore valable si les wj(x) ne sont plus 3 support compact

. e . . n-|
mais décroissantes assez rapidement & 1'infini en particulier pour wj(x) e W(rR" ).

Pour la démonstration on se reportera a P. Fife [1]

Explicitons les Kj(x—T,y) dans (3.0.1), on aura :

n=2 m,
= oy D 0y Rz
3.0.4 u.(x,y) = (2m) n+ J _ LR_ J X( ) (— I A. (E+zw)G, (p*z,w,y)
( ‘ ) R Pizi=a & ° k=1 ¥ k
ei(x-T) (g"'zm) (,%(T) dg dT
- -(j-1
+ (2m ! LR“" J dg J o = xG e (-1 N (0,u,8) -
C R
a
n; (pw) ) p (i (x~T)w+gy)
. (n(z; + ——p——)) e y ¢ (0 dg dt .

On peut en utilisant Fubini et la définition de l1'intégrale de Fourier écrire

(3.0.4) sous la forme :
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-n+|

n- m
2 d p+z 1
(3.0.5) u;(x,y) = (2m) f o f L xBED L ApEranG, (ovz,w,?

‘ | z| =a R k=1

EE) G Ermy
il n; (ow) !
-(i-1) / i
+ (ZTT) 2 J dC J]Rn_] (] - X(S)) P J N'j(psU’sC)("(c + o ))

a

2
= ul(x,y) + ui(x,y)
] J

-n+1

2 —iT*}
h 6\j(>‘) = (2m) L{n_] (Dj (1) e 1T A gt

Notations 1.- Si f(x) € i ]Rn—l) on notera sa trénsfomée de Fourier inverse
par F .
On rappelle que si a = (al,uz,...,an_l) est un multi~-indice, on a :
(3.0.6) p* F(EEHE = FEET £E) )
a, « o
et on £ =g, £,° ... g ™!
< a
(3.0.7) DY f(x)(E) = (+ i&)" f(§)

On utilisera dans la suite les notations suivantes :

(3.0.8) 28,y = x® 4, o® ¢ (p,u,y) 5;\\<
0. jk ' X a jk y k P,y ‘pj E)
my
3.0.9 aB = o8
( ) fJ (&,y) kfl ka(E,y)
-(i-1) B oy
o N.(p,w,0) (pL)" e
(3.0.10) Bee,y) = (1 - x(2 J j
g5 (E,y X | = (o az
a TT (€ + —)
i=1 p
3.1.- Propriétés de la solution dans le cas général.

PUNRY - . n-] .
Théoréme 1.1.- Soient ‘pj(x) e (R Y, j= I,...,m, alors pour igm, et

-1 . -
vVy 20, les D; uj (x,y) appartiennent 3 1'espace Hr( r" l) comne fonctions
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de x et

j-1
(3.1.1) 3™ w3 11 <c e, Il Ve€ N
y J Hr(]Rn—l) ki Hr( ]Rn-l)
et si j »>m*+l , les fonctions de x Dzo-] uj(x,y) sont dans Hr(IRp-l) et
(3.1.2) oot . (x,
y J( Il ERCSN €C Ile ”Hr(]Rn-l) YVI€N
et C est indépendante de vy .
Preuve : Lorsque y =0 et j = l,...,mo D;-l uj(x,O) = qﬁ(x) et le théoréme

est immédiat, de méme si j = mo+l,...,m D:°-] u.(x,0) =0 .
J

Supposons alors y >0 , il nous suffit de montrer que D;-l u! et DJ—l ug

sont dans Hr(IRn_l) c'est~3-dire si a= (&,...,a ) que DG DJ—‘ u! et
1 n~-1 x 'y ]

a 2 2, n-|
D_ u, sont dans L°(R ') pour tout a tel que lal = a + & +...+ @ Lr .

X ] 1 2 n-1

. . i-1 . .
Or si j €m_, I A. (pw) D G, (p,w,y) n'a pas de singularités a
o k=1 jk° y k

1'origine & cause du lemme (2.5.2) et du théoréme (2.3.1) , on peut donc s'affranchir

de 1'intégration sur le contour [z| = a et on a avec les notations ci-dessus :
a j-1 1 éﬁ a(j-1)
.1.3 D°D . (x = f. b4
(3 ) x 'y uJ( 'Y) £ [ j (E’Y)] ( )
. a(j-1) 2, _n-1l
I1 nous suffit donc de montrer que fj (¢,y) est dans L°( R ) pour
y > 0 & cause du théoréme de Plancherel. On a :
j- 2 -n+] x(j-
Goae ot oi e n?, s en™! s L“" €59 gy 1 2ae
lalgr L(R" ) lalgr ]
o, j-1 P
Or IX(a) )3 Ajk Dy le est borné indépendamment de y . En effet le lemme
i=1

(2.5.2) donne :
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. . . -
IDJ]G(D,w,)lstJ]e-apy<c -1 car e pysl Vp,y>o0

Donc :

I m

By, i
Gl & X Il

m .
P - -1
Ix(a) z Ajk Dy

A, (pw)l
i=1 1k

et cette quantité est bornée comme fonction continue sur [0,al , la continuité

en O étant due au théoréme (2.3.1)

Donc :
Pt
= a
z IID: 037" Wl ix,y) l|22 i, SC I J ney] 1D wj(tz)l2 dg =
lalgr y o3 L°(R ) lalgr R
2
c llo. Il -
I gt r™

d'ol la premiére partie.

De méme on a :

(3.1.5) p® pi~! wl(x,y) = 3—’[ j“( ) ﬁ(&)l (x)
.. x Oy J sy gj gsy J

Et comme précédemment en appliquant la formule de Plancherel :
. _ ‘)
Gy xoan o Wt . om™ ¢ Jm“" g™ (E,312
lalgr A A1 L lalsr
P

m"wj €12 at .
Or :

Nj(pswaC)CB epcy 2 Q ( ))2
d - = .
c GO X'a

j=1 2 _
lgj &,y)l p ”

La courbe de Jourdan C, étant bornée, Nj(p,w,c) étant continue et bornée
n; (pw)
P
lemme (2.1.1), la fonction &tant nulle pour p>a, onadonc :

38 1'infini 3 cause de (2.4.11) , et

étant bornés 3 1'infini 3 cause du
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B
Nj (O,w9C) C

ﬂi(Dw) gC (C est indépendante de p et w )
+ —_—
(¢ 5 )
Donc
3=l 2 2 oTy 2 -2p0y
(3.1.7) lgj (€,y)I" g Cx (Long C ) x ( sup 1”7}y ¢ C, e s C
. L€C,
D'ol on tire de (3.1.6)
AN
2 2
MGy u?,  gc oz JID%.(E)IZ &€ =c, No e
(R ) lalgr J (R

On a ainsi la premiére partie du théoréme.

Dans le cas ou j 3 m +1 on procéde comme précédemment. Ici la singularité

a 1'origine des Ajk(om) est de 1'ordre de p_(moﬂ) d'aprés le théoréme (2.3.1)

et donc la dérivation en y d'ordre m -1 supprime cette singularité.

Corollaire.- Si coJ.(x) € Y« ]Rn-‘) ,» 3 = t,...,m, , alors D;-I uj(x,y) est

indéfiniment différentiable comme fonction de x pour tout y fixé positif ou

nul lorsque j g

o et il en est de méme de D?"_l uj (x,y) pour j > mo+1
Preuve : C'est une conséquence du lemme de Sobolev et du théorame 3.1.1)

Notations 2.~ Pour des fonctions u(x,y) et @(x) définies sur er: et Rn-l

respectivement . On note lorsque cela a un sens. (Cf. Agmon-Douglis~Niremberg [1])
2 1/2
(3.1.8) lul o= (3 wPe?, ) i jen
PE R Ipl=] B (RD)
. /2
x j=1/2 2.5 o 2 (/2
(3.1.9) lo | - =(LR_ [ gl (+ 1E1T) 1o d)
i-1/2, 85 (R™ ) : D11 e

i j ¢z



*

Théoréme 1.2.- Soit @, € L2(R"!) telle que ol roon-1. S ®
/2,8 (R )
alors IDJ-] u.l est fini pour j & m_ et on a :
r o
1,H )
(3.1.10) ip3~! u, < lo, 1"
R . -~ 3 -
AR ¢ ) I /2,85 (Y
De méme pour j > m 1 leo-l u. | r _n S c Iw.l* r -1 (3.1.11)
y T LE(R)) I /2,85 (R
Preuve : On a :
. n-1 . 1/2
D371y, | . =( £ o, o Pun? )
Yy I y,= i=1 i 7 E(RD
P p j-1 - -
On est donc ramené 3 calculer D Dxi Dyi uy ol p (0],02,-.-,0n_l,0n)

et |p!l £ r . Comme dans le théoréme précédent, les dérivations D;_l ~ font dispa-

raitre la singularité des Ajk(pw) . Et on a :

(3.1.11) pP D, D‘}i'-] u; = %[f(0+ei)(0n+j-‘)(£,y)] (x)
1

ol e, = (0,0,...,1,...0)

p = (a, an) .

. . s 12 . cos s .
Donc ceci appartiendra 3 L (ZR?) si la quantité suivante est finie :

j=1 1
(3.1.12) NoP o, 03~ u. |I =
Y 3 A(RY

- (2] J‘: Ln—l If§u+ei)(a“+j-l)(€.y)|2 d&E dy .

Or le lemme (2.5.2) donne dans le cas oi k & m,

a R
n_j-1 j= -
lDy D; Gk(o.m,y)l2 gcC 02(““” 1) =200y
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Et le théoréme 2.3.1 donne pour p < a les majorations :

IAjk(Dw)l2 gC p-z(j-]) lorsque j,k g L
Donc :
o 2 n _j-1 -
(3.1.13) kzl lAJk(ow)l ID D; Gk(o,w,y)IZ<sz°‘“ o290y
D'old :
G en™! LR““ J: :201 £{5reD @i g )12 4 4y g

N

-n+l 2 -23+2 20.+23=2 -
s (2m) J]Rn-’ C X (S) p “ITe cOn*el [ e 2wydy]leDx ©; (E)l2 dg
0 i

et aprés intégration en vy :

] -n+] 2.p, 1 2a 2001 ;2 2 A
(3.1.15) < c(m LR““ CXC @) gy &N BRI o2 1812 ae

De méme lorsque k 3 m*1 , le lemme (2.5.2) entrafne :

a . ‘
IDyn D; ! ckl2 < ¢ e 2(By+apy)

et comme :

2
IAjk(pw)l gC pour pga et jgm et k > m +l

-n+1 m) . ]=
(2m) LR““ J‘: z |f§‘1’:e1)(“u” De,y1? g€ dy <

k=m +]
o

- 1 -
ccan™! [ 2@ [[J 20 o] lm(i)lz a
i

(3.1.16)
~n+] 2 2 ~
< cam LRn—l I e - O TL:

1
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Finalement en réunissant (3.1.15) et (3.1.16) on a :

n-1

p ~i-1 1,2
(3.1.17) z z i, D Dy u; e, o
i=1 |plgr i L (]R+)
n-1 ,
- =1 IS 2
S S I SN Y £ S TGS
R i=1 Iplgr
2.0 82 2 2 Wy A 2
S O A S L B SN S TER
R i=1 Iplgr 3
2 2 2 .
Comme pour p g a p & Cp et I Ei =D , on tire de (3.1.17)

ID

r
j=1 1,2 J 2,5~ 2 *2
u.| sC _; p(14p%) @ . (E)I° d& = ¢ lo.| r, pn-1
y j I,Hr(er:) — b} R /2,87 (R )

Pour u?(x,y) on utilisera le lemme suivant qui nous servira dans la sujite.

Lemme ].1.- Lorsque p » a on a 1'inégalité suivante pour Bo entier positif oy

nul
-1
n. (pw) 2
(3.1.18) FU N.(p,w.r,)(n(c+ L )) Bo T gl ay g &
0 C b p P
a

Preuve : C'est une conséquence de 1'inégalité (3.1.7) qui donne

2
| | <oy T

et en intégrant par rapport E y les deux membres de cette inégalité on obtient
(3.1.18).

Revenons au théoréme, on a :

-1 2 _ [ %t
(3.1.19) pPp pI37 uw = R [g.
X,y j j

N
(£,y) p¥*ei o (e:-)] (x)
et donc la formule de Plancherel donne :
(3.1.20) WP o 7! W2 i

- - a "'j‘l . A
= (2m n+l FL l n , Du-o-e. 2
;Y 3 L2( Ril) 0 -1 gJ &,y) l(pJ &N aEdy
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Or le lemme !.] donne 1'inégalité :

a_+j-1

2
(3.1.21) ig." (£,y)l2 gC p2°‘““ (1 - x(g))

]

Donc (3.1.20) donne :

. 2
p =t 2.2 o 2a,-1 20 20,01 2 A 2
io? b. D us |l SC (1 =x®) pml g1 g a1 £ 1. (E)I° dE
X, 'y ] ;2,0 a 1 n-1 i'7j
1 L°(R))
D'ol
n-1 =1 2,2
s T b, DP b ul 117,
i=1 Iplgr i A ¢ )
f 0 2 -1 2 2a 2a 20p—1 (A 2
< C | ; O=-x(3)) o & I p7ME e ETTDT JoL(E) 12 dE
n-1i a . 1 1 n-1 3
‘R Ipigr -
A *2
< cl ool + 0T 8.e)1% ag = ¢ L.l :
-~ J]Rn 1 i n-1

172,85 (RY )

Ce qui achéve la démonstration de la premidre affirmation du théoréme c'est-a-dire
le cas j&m .

Dans le cas ol j 3 mo+l , on fait la méme démarche de calculs : ici les A.k(ow)

ne sont discontinues i l'origine seulement pour k g m et cette discontinuité est
-mo-*l

en O . Celle-ci est donc supprimée par la dérivation Dm‘:’-l et donc pas de

probléme pour les termes u; . Pour u§ la dérivation D:°-l introduit un terme
mo~1 et dans 1' ] 2 1 = i ]

en = expression de uj apparait le terme p , mais comme j 3 mo+l

on aura mo-l-j+l < 0 et comme 1'intégration se fait pour p 3 a on aura

cmo—J \< amo-J - Cte

et on est alors ramené au méme type de majoration que précédemment. D'ol le théoréme.

Remarque 1.1.- De ces deux théorémes et de leurs démonstrations, on voit qu'il y a
Remargue -

deux difficultés majeures pour obtenir des fonctions ne serait-ce que dans LZ(TRS)
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La premiére est, comme on 1'a déja vu plusieurs fois, les discontinuités deé

Ajk(bw) pour p = 0 , la deuxiéme vient du fait que 1'on est amené 3 calculer

une intégrale de la forme Ja e PY dy = -p]- et donc ainsi d'augmenter la singularité
en p =0 . On s'est affrancl(n)i de la premiére difficulté par des dérivations en y
et dans le deuxidme cas par une hypothése de régularité sur les conditions frontidres
3 l'origine. Nous allons voir maitennant comment on peut supprimer ces difficultés

en ne faisant que des hypothéses de régularités sur les conditions frontiéres &

1'origine en plus des conditions classiques 3 1'infini. On aura le théoréme suivanat :

Théoréme 1.3.- Supposons que :

*
(3.1.22) lo, | L < igm
1 je1/2, @0 (g °

*
(3.1.23) lp. | . _, < j > m +1 .
T om +1/2,80F itmo ( gy °

—

On peut alors définir la fonction u(x,y) = Z
J=

u.(X,Y) ol :
1 3

_ = 00 % O ~
(3.1.24) uj(st) = a"g [fJ (E,Y)](x) + ﬂz [SJ-(E:Y) ‘Dj(g)](x)

u(x,y) ainsi définie est alors une solution du probléme (3.0.2), (3.0.3) qui

appartient 3 To!*T( Ril)

Preuve : Il faut commencer par montrer que sous les hypothéses (3.1.22) et (3.1.23)

u; (x,y) = u; (x,y) + u?(x,y) a un sens pour tout j g m . La transformation de

. - . . n-1 . .
Fourier étant un isomorphisme de L2( R ') , il nous suffit de montrer que :

£ - f?o(g,y) est dans Lz( ]Rn-l)

et £ - gg (&,y) (p\j(i) est dans L2( an-l)

Nous pouvons écrire :

m] i e
00 . oy _j-1 1/2 =j+1/2 A .
£,7(6y) kzl x(3) e Ajk(F,) G (prw,y) P77 p ®; (&) jgm .
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. 1/2 1/2
Comme cette fonction est nulle pour p » a on peut majorer p par a .

Le théoréme (2.3.1) montre alors que pJ—] Ajk(g) est continue sur [0,a] ,

donc est borné. D'od

=3 N\ .
(3.1.24) 122917 g ¢ x2® o g igm

Ce qui entraine le premier résultat 3 cause de (3.1.22) pour j g m

On fait de méme lorsque j > m +] en &crivant :
oy - 1/2 +1/2 A
9@y = 1 x® o™ L @) ¢ ey o' 0T 8 @)
3 k=1 a jk k

Ce qui donne précédemment entraine :

-

(3.1.25) |f‘j’°(£,y)|2 <C XZ(S) p2(*m°+'/2)|&%(€)|2

Pour la deuxiéme fonction, on a :

] . " (371 N, (p,0,0) & i
a (z + ——)
, b

1
. . -0

Comme cette fonction est nulle pour p ¢ a , on peut majorer o
2~ G-D

par
et comme on 1'a vu pour (3.1.7) le reste de 1'expression est borné. On a

alors :

2
(3.1.26) 1856 8,1 ¢ ¢ 18,@17 - x&)

h

. . r n
Nous allons montrer maintenant que u(x,y) appartient & T°!’ (R) . On montrera

A 2 n-
On a ainsi le ré&sultat cherché, puisque par hypothése qﬁ(i) €EL (R

. 2 < r
successivement pour cela l'appartenance des u;k(x,y) et uj(x,Y) i T (RD)
I1 faut donc montrer que ces fonctions sont dans Lz(‘lf?) et sont donc des distri-

. . |
butions et que leurs dérivées aux sens des distributions Dq(Dz “jk(x’y))
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appartiennent 3 L2( ]Rf) pour des multi-indices p= (01,02,---,011_') avec
lpl &t et q= (B ,8,...,8 ) avec Iql < m, . La démonstration &tant la méme
pour p et q égaux 3 zéro, on la fait directement pour p et q quelconques.

La dérivation de la transformée de Fourier et de son inverse permet d'écrire :

=3 GI+BI an—l+Bn-l BBO oo
"Fg [E] LR En_] ;yB_O fjk(E’Y)](X)

(3.1.27) p?(pP u;k(x,y))

T 150 Pl

Donc d'aprés Plancherel, il suffit de montrer que [E?EB’B°(E,y)](x)

appartient 3 L2(?R3) car, alors :

— 2
5F€_[f?:3’8°(€,y)] (x) dx dy

(3.1.28)  10%@P u! (x,y) 112 - f” J }
x Jk RS WISt

) rJ n-1 'f?:B’Bc’(E'Y)‘Z dg dy
0 'R

On aura :
(3.1.29)  5BBoe gy < <) y(®) . (&) DB ¢ (0,0, 5;:3\‘\\
.l. jk Y 1 X a jk y k Py y ‘pj(g) .
Or pour p g a , le théoréme 2.3.] donne :
=(-1) .
IAjk(pw)l £€Cp pour j,k g mQ
et le lemme 2.5.2 donne :
Bo -
9 G, (p,w,¥)| g C QBO e OPY pour k &m
Bo k S o
dy -
Donc dans le cas oi j,k g m, ona

1252 P 1 g e x@em T o TV 0By (g
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D'ol :

[

| 1Py ® arey <
0

(3.1.30) j
mn-l

“2§+1 %o g2, g2 @n=1*80-1) 19,17 g

2
s ¢ J n-1 X (55 P
R
aprés intégration en y . Cette quantité est finie par hypothése.

D'autre part lorsque k > m+l le lemme 2.5.2 donne :

580 ~-2(B+ap)y
e
ayBO

2
Gk(o,m,y) gC

et le théoréme 2.3.1 donne si j ¢ m et k > m+l

~

IAJ.k(om)l2 g€C p-2(3-1)+2m° donc bornée pour p £ a , donc :
G B Payn?, | gc e n?,
L (?R+) L°(R" )

Si j »>my+l et kgm  ona encore 3 cause du lemme 2.5.2

Bo -
3 G, (p,Ww,y) 2 <C p23° e 20py pga
3 BO k N
y
et le théoréme 2.3.1 donne :
2 -2(my-1
1A ()™ g Cp (mo=1) pga .

D'ol dans ce cas 13 :

2

2

<
n\
L (RD)

(3.1.32) 15 PPoce,yy )
2,0, 2B0-2(mp=1) 1 _2(ay+By)" 2(0p-1*Bn-1) | A 2

- e N
gC LRn-] XZ(S) p Zmo* | le(g)l2 df <= par hypothése et finalement
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lorsque j,k 3 mo+l

‘ G (p,u) y) c e'Z(B"‘GO)y pg a
ayf’
et
COILPR o g a
lAs (P01 g £
et comme plus haut on aura :
.13y nefBPeenynd,  scuegn?,
L(R, ) L"(R )

Cela termine la démonstration de u_']ik(x’)') € Tm]’r(mg) vV jk g m,

11 reste donc 3 montrer que u?(x,y) € T ]R:) .

Comme précédemment cela revient 3 montrer que :

P
g,y 0%, @) € L2(RD

Or on a en tenant compte du lemme 1.1 :

T
(3.1.34) Ilg °(,y) D w &) ll <
(IR)

/\
<° Lkn-) (- x? P2 B, )17 ag
€€ Lm_] (- xG Byy2 pm*2r-2j+1 & (E)l df <

-~ A . 3 3 . [
a4 cause des hypothéses sur (pj au voisinage de 1l'infini.

Il reste a montrer que u(x,y) est solution du probléme (3.0.2), (3.0.3) .

Lorsque uj (x,y) € L2( IR?) ainsi que toutes ses dérivées-jusqu'a 1l'ordre m,

ayant calculer au sens des distributionms
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1 _ 1 _ e 00
L(+ = D, Dy ui(x,y) = L(; D, D) ffg(fj E,7)) (%) +

Lt o, -0) éigtgﬁ(s.y>&%(a)l<x>

X

Or d'aprés (3.0.6) on aura :

(3.1.35)  L(z D, =D )u (x,y) = F (L, D) £2°€. ) (o) +

o A\
SFE<L(5, “Dy) g;(E,y) ®;(€)) 0

Et comme L(&, -D) G (o,w,y) = 0 d'aprés le lemme 2.5.1 , on aura :

T (L, D) f§°(a,y))<x> = 0

De méme on a

o (7D N;(0,u,8) L(E, -or) 7%

- o = (1 = v(® c o=
L, Dy) gj(E.Y) (1 X(a)) JC m; ni(ow) =0
a TV (¢ + )
i= ©

5 cause du théoréme des résidus et le fait que L(E, ni(pw)) = (0 et si ni(cm) est

a
7 LEs D) (——) =0 .

de multiplicité vy , ¢(
14

| P l - = 3
D'otl L(i Dx’ Dy) uj(x,y) 0 Vig m,

Montrons que la fonction y = f§°(g,y) est continue 3 valeur dans L2( Rn-l)

pour cela évaluons :

/N

oo 0o 2 2 2

- Gk(p,m,yo)l2 IGJ-_(E)IZ dg

Or lorsque k < m,

Gk(o,w,y) - Gk(o,w,yo) = f
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Le théoréme des accroissements finis donne :

& - PV = (yy ) ez 1T on € Dyl
n; (pw) .
D'autre part la courbe de Jourdan C &tant bornée et — étant bornée
pour p g a on aura :
z
16, (P,w,y) = G (P,w,y D1 §Co Iy-y | sup PY)
z€C
€0 ly-y | e
. . . -a
Mais comme Gk n'est défini et utilisé@ que pour p Sa et que e PY1 <!
on a :
16, (p,w,¥) = G (P>w,¥y )l £ C" ly=y | ol C' est indépendante de P
et w
D'ol
0o _ (00 2 2.0y =21 2 &)1l &
e (€,y) fjk(t:,yo) ", . €€ J nep X6 0 ly-y,! |¢,J(g)
L°(R )
lorsque j <m  (majoration de Ajk(pm) du théoréme 2.3.1)

De méme on a la majoration :
-2(j- -2(j-1/2
Xz(g) 0 2(j-1) <Co (3 ) (‘*.p2)r+m1

Car la premiére expression est nulle pour p > a .

Finalement :

*

£ C ly-y llo. _
| o l Jl‘j*-l/i,Hmlﬂ:(]Rn 1)

00 - e]e]
| L (8) = £y ) || 2w

Ceci est démontré pour j,k g o, il en serait de méme pour les autres

Ik g m, et donc :
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oty

y - E?O(E,y) est continue a valeur dans LZ(IR donc

n-l)

y - ﬁg(f?o (§,y)) sera continue 3 valeur dans L2( R et on a

lim €§g<f§°<g,y>) = F( lim f§°<£,y))

y-0 £ y=- 0O
(3.1.36) - Tl D AL @ A w0 €)W
- . g k=l a Jk ] J

T (D 5;, 3,

DCY)

De la méme manidre y = g?(ﬁ,y) est continue . (y =~ e et

n-l)

~
y - g?(g,y) ij(g) est continue & valeur dans LZ(R pour y > 0 donc il

en sera de méme pour

y o~ FeEy TEj(a)>

1. -' ? A. = ; i ? A'
ot , 1?0 3%(gJ(£,y) @J(E)) g(yli?o SJ(E-Y) wJ(E))
‘ N . o -1 Nj(pg“),C)
Or g imo gj (ga}') = (1 - X(a)) C my ni(ON) dc
a TV (¢t + 5 )
i=|

= - y(£
(- x@ sy,
et donc

¢

F (° 0.
E(gJ(«i,y) coJ(E’,))

(3.1.37)  linm Fo( - x®) G@) a8 si §=

y -0
= 0 si j # 1

Et en réunissant (3.1.36) et (3.1.37) on a :

lim u.(x,y) = 6., @.(x)
y =0 3 SRS
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Donc lim  u(x,y) = u(x,0) = (pl(x) .

vy >0
2-1 2
D'autre part on a vu que =7 u(x,y) appartenait a L (?RP_I)' pour
oy -1
% §m et la continuité des applications y - —EI:T f?O(g.Y) de R 3 valeur
oy
-1
dans Lz(]Rn l) et celle de y - i g}’(g,y) {EJ,(g) entraine la continuité de
dy :
= 00 32'-1 & (.0 ~
y = = T (£.°(,y)) etde y - — T (g (E,y) 0.(&)
-1 g7 2-1 S J
3y ay
et donc :
32—1 e ;.00 o 32-] o
ln - g F(%@y) = T(lim S £2°(, )
y >0 3y ] y >0 23y ]
— ml
= For xA) a,, @ A o.
E(k=i x(a)) Jk(E) (£,0) wJ(E) .
D'ol
32-1 ? 00 % 9 ~
(3.1.38) ylimo ;2_7 (7€) = g(X(3) 8,0 0, (E))

De méme on montre :

=1

in L F( O,y 0.8 = F(( -y S
(3.1.39) Jim o F e e Tt - x@ 85, B0y

Et (3.1.38), (3.1.39) entratne :

-1 32—1 A
lim =i u, (x,y) = = u.(x,0) = &., @.(x)
y -0 23y h| 3y 173 ir 73
Finalement :
2-1 m 2-1 ~
32_1 u(x,0) = ¢ 32_‘ u.(x,0) = @, (x) .
3y i=1 3y ]

Ce qui achéve le théordme.
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3.2.- Cas _particulier_od m, =0

Dans ce cas 1a le polyndme caractéristique s'écrit :
L(E) = L,(E,n) + L,(E,n) + C

ou Ll(g,n) est le polynOme homogéne de degré 2111l s L2 un polyndme dont le

degré de chacun de ses termes est compris entre | et 2m]-l et C est une

constante.

L'hypothése I de Paul Fife devient alors :

JE>0 telle que Re LE) »E(EI™® +1) vEe B®

On a alors le

Lemme 2.].- Sous l'hypothése précédente 1'opérateur associé 3 I est H:' ( ]R:_’)-
elliptique c'est-a-dire :
m] n ) [
VY u€H (IR+) Re( Lu, u) 3 E' {lull E'>0
© T (RY)

Preuve : Soit donc u € Hg‘(]Rl:) et considérons u le prolongement de u par ©O

3 R" entier. Il est clair que U € Hx;l(]Rn) c'est-a-dire que les pP §  sont

dans L2( R™) pour Ipl g m, . Chaque terme de 1L est de la forme :

[+ 3] Qan ~
a, g] oo & ol aae R et lal & 2m

n |

Donc : (Lu, u) est une combinaison linéaire de terme de la forme :

N s . O ~ qw~
-olet, @, 2 D = )% a P T, 1)
a aj On - a
ox., ! ... Bx
1 n
au signe prés et od |p} + |q| = lal et |pl,lql sm -

Alors DP U et DV T € LZ( an) et on peut appliquer le théoréme de Parseval,
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c'est-a~dire

P S AN o
%, 017 - P, 22 - [ ' P e e .
]Rn
D'ou
~ o~ 9
Re(Lu, u) = Re(Lu, u) = J Re L(E) [ul”® d&
]Rn
< 2
> E j e w? o«
R
2 m
et comme (I+IEI; £ C , ona:
1+ g™
E 2 YE 2
Re(Lu, u) 2 = |IT¥ || = 2 Jjull
¢ H' (RD) ¢ B (RD)

Dans le cas particulier o m = 0 les hypothéses (3.1.22) et (3.1.23) se

réduisent a :

‘Dj(x) e HRI*T=j*1/2 pour  j = 1,...,m,

Et 1'on voit (Lions et Magénés [1]) que L Hzl(IBE)-elliptique entraine

que l'application

mj-1
u =+ (Lu, Ya) ol Yu = (u(x,0) ,..., —  u(x,0))
oy 1
mi-| .
est un isomorphisme de Tm],r(mn) sur T-m’r(]Rn) x -]‘-‘- Hml"‘r‘J“]/z( Rn-l)
+ + . .
3=0

Cela signifie donc qu'étant donndes wj(x) € Hml*f‘jﬂ/Z(]Rn-l) L i=1,e.,m

1
il existe une unique solution du probléme (3.0.2), (3.0.3) qui appartient 3

mj,r n
T (R))

dors - - mi+r=j+1/2 - .
Théoréme 2.1.- Lorsque mo=0 et @.(x) €H 1 i+t/ (R® 1) , la solution de
(3.0.3) donnée par u(x,y) =

1
z Uj(x-Y) (ot uj(x,y) données par (3.1.24))
i=]
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appartient 2 Tm]’r(ﬁmf) et coincide donc avec celle de Lions et Magénes [1].

Preuve : Cela est immédiat de la démonstration précédente du théoréme 1.3 car
u?(x,y) € Tml’r('mi) n'utilisait que 1'hypothése sur wj(x) 3 1'infini. De méme
on avait vu que pour k 3 m°+] les u;k (x,y) appartenaient 3 Tml’r(IRf) avec
la seule hypothése que wj(x) € LZ(ZRE) au voisinage de l'origine.

Et donc pour tout k > 1 puisque ici m = O . D'ol le théoréme.

3.3.- Cas particulier ot m, = L

C'est le cas ol le polyndme caractéristique est homogéne de degré m
donc le cas étudié par Agmon-Douglis-Niremberg [1] . Une solution est donnée
au moyen de noyaux, qui ont le lien suivant avec ceux construits par P. Fife

dans le cas ot uj < n-t , car alors on peut prendre a = 0 dans (2.2.19) . En

effet 1l'intégrale définissant Kj'(x,y) est alors convergente 3 l'origine. On a :

ni(om)

. -1 .
(3.3.1) Kj(x,y) = (2w)'“+' J dr p i Nj(p.w.c)(W(c + )) ep(lx'w+cy)dcd£
C

a

Mais si 1'on suppose L(£,n) homogéne de degré m = m, =m , alors :

(3.3.2) n; (pw) = pn; (w) .

car L(pw, ni(pw)) =0 et L(pw, pni(m)) = o L(w, ni(w)) =0 .
D'autre part nous avons supposé
By (€, 1) = (-1

donc homogéne de degré “j = j-1 , on obtient d'aprés (2.2.15)

(3-3.3) N (ED = L (6T .
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Ce polyndme est homogdne de degré m-k (Agmon-Douglis-Niremberg [1]) et donc

(2.2.17) entraine :

Nj (D(-U,DC) Nj (U.),C)

i 2mi

—m+Uj +1

Nj (p,w,z) =p

D'ol aprés passage en coordonnées polaires (3.3.1) devient

N. (w,%)

-n+] .
@en ™™ J f r" cn=2-y; plix.weCy) ,
(3.3.4) K,(x,y) = A— dg dwg o) ] ——————— e
3 omi c IE]=1 o (Z+n; (w))

a
Sur cette expression on voit bien que 1'intégrale est convergence si et seulemes
si u. < n-1 . Alors par intégration par partie en p et aprés permutation des

J

intégrations, on obtient :

(3.3.5)  K.(x,y) = 2m) ™ (a=2-p.) 1 (=) f dwg
] J 1€} =1
[ _l._j Nj(w,C) — ] d;
e, LTE,D Gixarey) ™ M

a

On retrouve ainsi exactement le noyau de Poisson donné par Douglis-Niremberg (!

lorsque “j < n=1 pour des opérateurs frontidres de Dirichlet.

Nous verrons dans le chapitre suivant que le cas m =m correspond 3 un
probléme limite. Et nous montrerons que dans certains sens une solution de ce
probléme sera limite d'une suite de solutions de problémes non homogénes, ces
solutions étant celles données dans le début de ce chapitre. Pour cela il nous
faudra une autre solution que celle donnée par Agmon-Douglis-Niremberg. Ce sera
l'objet de ce paragraphe.

Soit donc le probléme :

]

L, D, -Dy) u(x,y) = 0 y >0
(3.3.6) i
ayj_] u(xio) = (Dj(X) ] = 1,...,mo
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ol LO(E,H) est un polyndme homogéne de degré 2m .

Soient ai(m) (1 = l,...,mo) les m racines de Lo(w,a) = 0 avec partie

réelle positive. (On suppose toujours étre dans les hypothéses du chapitre II).

L'homogénéité de L

entraine que les racines de Lo(pm, n) sont données par :

n; (ow) =°°‘i(“’) i= Leewym .

On dé&finit alors comme dans le cas général :

(3.3.7) Gy (p,w,y) = e-pui(m)y si les racines ; W) sont simples
sinon
k-1 ~ePY2
(3.3.8) Gi(p,w,y) = J dz

z
c e
TT (z + a, (w))
1

Ici la différence avec le cas général est que les Gk(o,m,y) sont analytiques
sans restriction du domaine et on a donc pas besoin d'introduire a , c'est-a-dire

de considérer un noyau au voisinage de 0 et un noyau au voisinage de 1'infini.

On considére alors :

-1 =1 k+4-2 pyz
(3-3-9) Akg(pw,y) = —a'f_—]' Gf((psm’y) = I pmo z = dz
C
3y T (2 + a; ()
i=)
et donc :
(3.3.10) Akz(pu),o) = pﬂ'.-l akl(m)
zk+£-2 dz

ol les “kl(w) = JC = ( s sont ceux données dans (2.3.5) .
T (z + a. (w

i=1

¢~1 . PP : 4=
Comme les polyndmes (-T) sont manifestement linéairement indépendants
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. . kL . .
(« = 1...m ) , la matrice A" (ow,0) est inversible et tenant compte 4
° € (2'3'16)

on a la matrice :
-1
k2 -3
(G.3.11) [#* o0 - 45 00] = [T 8, @]

On considére alors les noyaux de Poisson :

_ n-2 m,
(3.3.12) K Gx,y) = (2m) “*‘j 522 j x(p E2 T (p+g)=it
|zl=b ]RIFI‘I k=1 jk(k
ch(o+z,w,y)ei"(€+z‘”)

-n+1

my . .
+ (2m) fnn‘l (- x) I g @ 6l e,u,y) e g

Ici b peut @tre quelconque et la fonction ¥ est celle introduite epq (2.2.4)

Comme dans le cas général 1'intégration sur le contour fzl = b est int :
g roduit

pour éviter la singularité en p = O .

Théoréme 3.1.- Soit “ﬁ(x) € 5D(?Rn—]) » la fonction u(x,y) = I Kj * ¢3 est
i=1
solution du probléme 3.3.6.

Preuve : Dans chacun des Kj(x,y) définis ci~dessus on peut prendre b suffisammes

grand pour que le support de ¢3(x) soit & 1'intérieur de la boule de rayon b .

DoXon a :
n-2 m, .
- dz ptz ~j+l
3.3.13 (x,y) = (2m) n+1f —— ff =) Z (p+z) B.. (w)
( ) uJ(x y 1z 1=b 2Tiz RD 1Y p ke jk
G} (prz,w,y) ef (XD (G420 0, (D) dE dT .

La dérivabilité et la linéarité du produit de convolution donne :
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m

(o]
L, ulx,y) = jil L, Kj(x,y) * wj(X)
mg n-2 m, s
S AR lET E oo
j=1 11z =b k=1 3

L((p+2)w, D) G o (x=T) (E4aw) 0, (1) dE dt

Or d'aprés (3.3.8)

Ck-l L ((p+2)w, -(p+2)%) e(p”‘)yc
Lo((o+Z)w, -Dy) Gé(o+z,w.y) = Ic o dg
-rr (z + ai(m))
1
mo Ck-l Lo(w’ -C) e(D*Z)YC
= (p+z) J dg
C

m,o
TT (2 + o @)

i=1

D'aprés le théoréme des résidus il est clair que cette quantité est nulle
puisque Lo(m, ai(w)) =0 et si ci(w) est racine de multiplicité p alors
ai(w) est racine des dérivées du polyndme Lo(w, -%) jusqu'id l'ordre p-1 .

D'ol Lo u(x,y) =0 Vy>0
D'autre par on aura en tenant compte de (3.3.9)

=1

o - n-2 -j
ST u(xy) = T (2m) “*‘j 2z L{“" aE &2 (e
3y ] k=1 lz|=b

(3.3.14)

Bjk(w) Akz(o+z)w.y) Iei(x-T)(g+zw) qg(r) dt

Comme y - O entraine A*((p+z)w,y) = (os2) ! Oep (@)

! o -%;l dz p+z, 272 -j+L
(3.3.15) ayl-] uj(x,O) = kfl (2m) J'z[-b iz Lkn-l (—5—) (p+2)
ix(E+zw) A
Bjk(w) a W) e ¢3(€) 13
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Or ki] Bjk(w) akﬂ w) = 6j2 , donc
82-1
=] u.(x,0) =0 si j#2
3y J
ou si j = ¢
i1 o+l n-2
p) 2 dz p+z A ix(p+azw)
— u. (x,0) = (2m) J -— j _ =) ©.(p+z) e d§¢
y37h lzl=p M1z Jgn=l "o j

D'ol aprés intégration sur le contour RE1 b et la transformation de

Fourier inverse :

8j-l my aj-l
= u(x,0) = X N uk(g,O) =@, (x)
3y’ k=1 23y ]
Ce qui achéve le théoréme.
Théoréme 3.2.- Supposons que :
(3.3.16) * < i £
.3. ©. . _ L j€m

| JI—j+l/2,Hm° r(]Rn l) o]

mg
On peut alors définir u(x,y) = I u:i (x,y) ot :
j=1

m, _:
- i+l ' A .
I Felo™ By @ 60,0, B ©1 @ ism
Mo
= ki:l ujk(x’Y)

u(x,y) ainsi définie est alors une solution du probléme (3.3.6) qui appartient

~TDg,f, N
T (R))
Preuve : C'est 1'analogue du théoréme 1.3 en plus simple.

Corollaire 3.2.- Si 1'on suppose de plus que (pj (x) € Hm°+r+k-‘]”/2( ]Rn—l) , alors

. o +k
la solution wu(x,y) appartient 3 T™© ’r(]RI:)
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CHAPITRE v

Le probléme perturbé

4.1.~ Position du probléme et premier résultat de comnvergence.
On se donne un réel positif ¢ destiné 3 tendre vers zéro et on considére
le probléme :
3
]L(i Di) UC(X)Y) =0 y> 0
(4.1.1) .
aJ-] . n-|
— u (x,0) =@.(x) j=1l,...,m 0:(x) € QR
SyJ 1 £ j 1 h|

On prend alors la solution de ce probléme donnée par P. Fife [1]) 3 savoir

m|
(4.1.2) u (x,y) = j}i] uje(x.)') ou
o1 (x-£) ¥y ]
(4.1.3) uje(x,y) —————e_jm Jm“" KJ-[ T % ¢ coj(i;) & .

Le probléme limite de (4.1.1) c'est-d-dire lorsque l'on fait formellement & = O
est donné par :

Lo(% Di) u(x,y) = 0 y>0
(4.1.4)
337! .
3y3°1 u(x,0) = ¢3(x) j= l,...,mo .

C'est donc le probléme homogéne (3.3.6) &tudié dans le chapitre précédent.

Théoréme 1.1.- Avec les notations ci-dessus, lorsque y > 0 , on a

lim uje(X,y) = Uj(X,Y)

£e=-0
L)
ot u(x,y) = £ uj(x,y) est donnée par le théoréme 3.3.1.
i=1
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Preuve

] -~ . . . . - . .
¢ est-a-dire une limite intérieure au domaine

Ici on a seulement une convergence ponctuelle pour tout

une convergence plus globale.

: C'est une conséquence des théordmes (7.1), (7.3) et (7.4) de P. Fife [1]

(x,y) avec y> O

IR: . Le paragraphe suivant donnera

4.2.- Théoréme de convergence dans les Tk’r(:mf)

(4.

(4.

(4.

On notera :

(4.

B €0 g Iy1 %,
2.1) fcj’ke(g,y) = xED Ay eow) D) (6, (0,0, DI D0 E)
mj
2.2) e,y = ¢ 28 ¢,
b k=1 jke
8 o p-J+ Nj(sp,w,c) epcy(DC)B g
= (1~ g
2.3) gje(ga}') (1 X(a)) JC m) T]i(SD(D)
a TT (€ + -—?r——-ﬂ
i=1 e
On 2 alors le théoréme :
Théoréme 2.1.- Reprenons les hypothé&ses du théoréme 3.1.3
2.4) I(ap'l* 1 < o jémo
Tojer/2, @ (RY)
2.5) |‘D |* 1 < ™ j > 3 mo+, .
. . » —' n-
Mo +172, 8T (R D)
m| .
On peut alors définir la fonction ug(x,y) = jfl ujc(x’y) od

et

et

De

.2.6)

S L - RN (D)
u (xy) =g ‘J"g[ je
. - ml,r(mn)
uje(x,y) appartient a T s+
converge dans Tmo’r(jmg) vers u(x,y)

plus on a les inégalités :

hoard el AN
] (x) + ‘J‘E[gge(a,y) @, (8)]1 (x)

est solution du probléme perturbé (4.1.1)

la solution de (4.1.4) donnée par (3.3.7
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1/2
(4.2.7) hu, (x,5) - u(x,y) “Tmo,r(mn) €«ce
+

(4.2.8) [1e™! u, (x,) |l c .

<
15T Ry
T E(RD)
Preuve : Le fait que ue(x,y) soit dans Tm]’r(IRE) n'est rien d‘'autre que le
théoréme 3.1.3. De méme dans ce cas, pour montrer que uc(x,y) est solution de
(4.1.1) , il suffit de reprendre la vérification faite dans le théoréme 3.1.3 en
introduisant ¢ . Il reste donc 3 montrer la derni&re partie, c'est-d-dire la
r0>T  ph
convergence de ue(x,y) vers u(x,y) dans (me) . Pour cela on commencera

par décomposer ujs(x’y) = u! + u§£ comme le montre (4.2.6) ; ensuite on pose

je
u' = n;:] u] ou :
1&gy I
1 . il & .00
(4.2.9) Uie = € ?E[fjke(a.y)] x) .
On traitera alors successivement u2 u! pour j £m_ et k 3 m +]
j€ > Tjke S Yo o
1 . 1 .
ujke pour j ).mo+l et k ;,mo+l , ujke pour j > mo+] et kg m, et
. I .
finalement ujks pour j gm et k g m .
Lemme 2.1.- u?e converge vers zéro dans Tm°’r(IR:) lorsque € -+ 0 et on.a

les inégalités :

2 c'

2 .
(4.2.10) Hu? (x,y) Il <C' ¢ T PPN
J& s T n
TO (R,)
et
Loy 2 2
(4.2.10) Huje(x,y)ll c

4
™1 ¢ R:_‘) h

Preuve : Considérons les multi-indices q = (Bo’Bl""'Bn-l) = (Bo. B) et

p = (“1""’°n-1) . La formule de Plancherel permet alors d'écrire :

78



/\
bt +$ 2
62011y 1DIOP W2 ey IS, =f fn_l lg.2og,y 00 e, €17 & dy
x JE L°(R}) ‘0 'R i

Le lemme (3.1.]) reste encore vrai aprés introduction de ¢ - et donne donc

une majoration en i , donc
: p

(4.2.12) [ |g?g(g,y)l?' dy g ¢ (1 _X(_%P_))Z p—2j+2+260'1 lorsque &P 3 a
0

et donc de (4.2.11) on tire :

2 2
(4.2.13) fluy (x,y) il
Je 70T (RY)
2 _,. Y A 2
< C[ _l(l - X(%)) o 2J+] s szo E%(GI'FB])..‘giE(:n | TPn l)l‘pj(g)l &
R (plgr
lqlsmo
-1 =2j 2 ) p2(ap-1+Bqa-1)
s CCJ n-]“'X('t;—p» (ep) ™! p7H2 g po El(alﬂs]“'gn—)n ol
R Iplgr ~
lalgm, e, @1 .

e

2 - -
or (I - X(%?)) (ep) : < (%) l puisque nulle pour ¢p &

2(0n-1*Bn-1) <

D'autre part 0-2J+2 z sz° gf(“‘+31)...gn_‘
Iplgr
-2j+2 2ipl+2iql
< 0 3 T 0 % q
Iplgr
lqlsm

au voisinage de l'infini.

Mais jpl g r , Iql & m et m > m°+l entraine que

2|pi+2iql+2-2j g 2m +2r-2j+l , d'oG :

2
IluJ-e(X,Y) I Ce

: r,n S
’

T T (RY)
Ce qui donne la premi&re inégalité cherchée. La deuxiéme vient de la premiére

inégalité (4.2.13) ou l'on prend la somme pour Iql € m,  au lieu de m - On a

alors exactement la majoration correspondant 3 l'hypothése & 1'infini sur les GsCﬂ

et on ne peut pas alors introduire de ¢ comme précédemment.
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Lemme 2.2.- Lorsque j g m et k > m o+l “;k& (x,y) converge vers zéro dans

'Tmo’r(]R+) . Ces termes seront appelés termes frontiéres. Et on a 1'inégalité
(4.2.14) sy e (63) 12 gCe
T T (RY)

Preuve : Comme précédemment on a :

(4.2.15)  1DY@P ol Gx,y) 112 - £2372 f” J o VP, i & gy
LZ(RD) 0 ‘R

Or pour ¢p g a le théoréme 2.3.1 donne pour j & m, et k 3> m+l

[«
(4.2.16) 4, (eow) | < < C(ep)mo 3!
et le lemme (2.5.2) donne aprés introduction de ¢
BB° 2 ¢ ~2(B+aep) ¥ <a et ko>
(4.2.17) G (ep,wyi g = e PIE pour ¢€p S > m +
. BQ k elN ZBO °
3y €
Donc (4.2.16) et (4.2.17) entrainent dans (4.2.15)
(4.2.18)  )ip3@P u, (x,y) I <
L (]R )
/\
oo o _pracmd¥ 4y 12%*Bor (ry 2
¢ 23727280 Lkn-l xz(%‘l)(t:p)z(“10 3+ I:e » dy P37 q¢

) s ) 2(0p-1*Ba-1) A
R R DICILP

2 .
Et en tenant compte que Ei = pw; avec w, g1 on aura @
(4.2.19) ID4OP u.\  (x,3) W2 ) <
L (]R )
~28,+
g ¢ etmoTPor] LR RN N iadinat
< - +
n-} a (1 + pz)m, r

C(1+ pz)‘“'*‘@j €12 dg
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Or nous considérems ici lal g m, donc Zm - 28,20 et
-28 2.¢ 2m -2
(sp)Zmo ° x (—a-e) ga o© Bo
Car XZ(EQ) =0 si ep 2 a et xz(gag) <1 si ecoga .
a

D'autre part

T T est borné pour p € [0, + @]
(1+p) ]

Car elle est continue valant zéro 3 l'origine et est &quivalente i 1'infini & :

21pl+2lql+1~2m-2r
o)

et comme 2|p| -2r<0 et (qlgm , m >m+l  entraine que
2iql +1 - 2ml < 2mo - 2m] + 1 <0 , donc converge vers zéro i 1l'infini.
D'ol :

_2j+] 2 m]+r

2 (1 +p%) l&%(&)lz e .

1
Hug  (x,9) I <C€J -
ke T Tpmo T (RD T R

Or par hypothése cette intégrale est finie donc :

1 2 ' .
““jke(x’y) “Tmo,l'( i < € jgm, et k3m+l .
+
Lemme 2.3.- Lorsque ] >m +1 et k >m + 1 u;ke(x,y) converge vers zé&ro
dans Tmo’r(]R:_‘) et on a 1l'inégalité :
(4.2.20) !, Gy 112 e .
. ske o

T T (RY) <
+

Preuve : On a encore (4.2.15) et (4.2.17) , mais le théoréme 2.3.1 donne dans le ca$

j»m o+ 1 et kym o+ 1
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(4.2.21) \Ajk(spw)i < C pour epg 2

Donc comme précédemment on aura

(4.2.22) qu(DE (x,y)u
L(lR)

—

g Cexce ot X T a-1

Décomposons cette derniére intégrale en introduisant ! = (I =~ X(Q)) + X(Q)
a

(4.2.23) nnq(Dp (x,y)ll
2 (RD y o

. -2 Y 2
2j-2-28, j (© x2ER) J2lpt+2ial=Po 5. (012 4

n—1

R

K3 Ce x ¢

s 2|p|+2|q|'230 A 2
s Cox e j LA x@) XD o 19, €)1°

R

-2 21pi+2iqi-28
Or pour p<a ona X(Q)X (Cp) 2lpl+2iqi=2B, <a 0

2j-2-2Bo
et comme jym + 1 ona 25-2-23°>,0 donc €7 g ! (e g 1)

a;j(t) appartenant 3 Lz(lfrﬂ) le premier terme de (4.2.23) sera majoré par Cg .

Pour le deuxidme terme on peut 1'écrire comme guil :

2 Y
yi-2-28 21pl+21q1-2i+2 _‘“1*2; 2j+1
(4.2.24) Ce J(l - X2 ER) (o)™ 0 Ly (40))
#
(l+pz)
A2
le(ﬁ)l dg
Comme 2j-2-28_ 30 et xz(%fo =0 si ep3a ona:
i 9= 2j-2-2
et )
2|p|+2|q|-23+2
(- X(g)) . 2my+2r-23+1 gCc pour lal < n, et lplgr
‘ T ———————
)
(1+02)
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- : . . - 1 -~ .
Donc le deuxiéme terme est lul aussi majoré par C¢ , d'od :

1 ' :
Hus, o (x,9) 1 £C' e jzmrl et k>mo+l .
jke Tmo,r(mil)
1 "
Lemme 2.4.- Lorsque j »m +1 et kgm ujks(x,y) converge vers zéro dams
Tmo’r(’RE) et on a 1'inégalité :
1 '
4.2, 5 < C' ¢
(4.2.25) IIUJke(x,y)ll <

"0 ( RY)
Preuve : On part toujours de 1'égalité (4.2.15), mais ici le théoréme 2.3.] donne

_m0+1
(4.2.26) IAJ-k(spw)I < C(ep) pour ¢&p £ @

et le lemme (2.5.2) , apras modification en introduisant ¢ , donne :

Bo . -
(4.2.27) 3 G, (ep,w, Y) 2 £Cop Bo e 200y pour Epga .
ByBO k £
Donc :
1
4.2.28)  Ip9(@P u., (x,y) Il <
Jke L2(RD

. | AL
s et LR“ X2 ER) () T2 () p23°(r o200y dy) %P, 17 4
- 0

. o ) .
<c etiv? LR“" (2 (E2) (ep) 2(mg=1) 2Bo"1 ;,?(awm)...gnf‘{n 1*Bg—p)
|$J.(e;>|2 & .

Comme dans la démonstration du lemme précédent on décompose cette derniére

intégrale :
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9pP ! [l
(4.2.29) 1ID*(D ujke(x,Y) 2 _n

L°(R))

+

j 2 “2(mg-1) 2lpl+2lal=l (& ¢y(2 4
g c it J @ X o (mo=1) o I3, @1°

- ~2(mg-1) _2§-3
v ¢ g2 J o xZE (= x ) ep) Mol p
R
2lpi+21ql=-2j+2 my+r-j+1/2
D heoh l&%(&)lz dé
(QepH)RI¥T=3+1/2.

+21ql ey .2lpi+2iql
ona x@ ;2 o7 € X a

et le premier terme est majoré par

2i~
c ¢73 2mg j n-1

@ o7 15 1% e .
R

: - . . -~ \J - .
Donc intégrale finie 2 cause de l'hypothése sur wj pour j 2> m +1 et comme

. . 2 . L
2j - zmo > 2 on a 523 Mo < ¢ et le premier terme de (4.2.28) est majoré
par C 52 .

Pour ie deuxidme terme, on met en évidence &p qui donmera le ¢ cherché

. . . g 23~ -
pour la majoration et le p introduit multiplié avec -3 donnera pZJ 2 )

I1 reste alors :

s - 2j-2m, -
(gp) 23727 2mo*] (ep)2d™mo=1

L'exposant est positif puisque j 2 m +! , donc :
2j~2my-1 2j-2m,.~1
X (52) (gp) 70T g 27T e
et

2ipl+21ql-2j+2
my+r-j+1/2 s C

- vw(2yy P
¢! x(a)) (l+p2)

donc le deuxiéme terme est majoré par C & et
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2

$Ce j>m+]l et kgm_ .
T%>7 ( RY)

1
“ ujkf: (X,Y) “

Lemme 2.5.- Lorsque j ’
q 1 & mo et kg m0

(donnée par (3.3.17)) dans Tmo’r(]Ri‘) et on a l'inégalité :

, u;ka(x,y) converge vers ujk(x,y)

2 < Cé¢

4.2.30 : -
( ) llque(x,y) ujk(x,y) ”Tmo:"(mn) <
+

Preuve : On commence par décomposer ujk(x,y) en deux parties en introduisant

ER) et 1 - (R .
X a )((a) et on note ces termes respectivement ujke et wjk& .
Etudions d'abord wjks , On a :

(4.2.31) %P wjkc(x,y))llzz g

L°(R,)
f Y 2 -2a 2(ay+ +8
R a 0 n-1
A
I3, e)17 ag

2 - _n:
< Ce Ln_l [ - @] @ p2 P12l 2725 13 2y 12 g

- £ - . a 3 3 .

et comme | X(‘;Q) =0 si gpg £ on aura la majoration :
2 2!
[’ - x(é‘g)] (e0)”! < [1 - x(g)] 3 (e g 1)
a -~
et lplsr , lql g o, m >,m°+l entralnent que 2|pl+2|ql+2-2j < 2m1+2r-2j**
D'ou

(4.2.32) lleka(X,y) 112 <Ce ik g o

TR

- 1
Il reste alors 3 montrer que ujks(x’y) converge vers V.. e(X,y) dans

T T ( IR:) pour j,k g m
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Le lemme 2.1.1 donne le développement pour €p £ a

ni(eow) = gp ai(w) + (80)2 Ai(epm) ol lAi(spw)l € C

Ce qui entraine en utilisant le théoréme des résidus :

Bo Botk-1 pyz
(4.2.33) -2__.Gk(sp,w, Yy . o [J 2P0 e i .
ayBO £ C mo
E (2%, @)
i=]
my

+ (ep) I By, (e0,w,0y) e'°i(w)°y]

- = -Aj (epw)py
od B (ep,w,py) =P, (py) + ¢ep Q (PY) e
Pike(py) et Qike(py) sont des polynSmes en py dont les coefficients sont

pornés pour €p £ a .

De méme le théoréme 2.3.1 donne le développement pour j,k < m

(4.2.30 Ay Ceon) = B @ (ep)” I v (6T ¢ epw) 03 I eowdl S €

or (4.2.9) et (3.3.17) donnent :

Bo

| = j—
(4.2.35) Dq(Dp(ujke(x,Y) - vjkc(x,y)))*c*yg[x(%,g-)(eJ : Asy (Epw) ;333 G, (ep,u, %)

IRSTY afo arB ]
p sjk(w) aya° G, (p,w,y) D w3(5) (x)

et en tenant compte de (4.2.33) et (4.2.34)

(4.2.36) DIOP(ul (x,y) - vjke(x.y)))-=€Fg[x(§§) pPo3*! (¢p)
aPo To -a; (W) py
(Cjk(epw) S;BZ Gy (p,w,y) + Bjk(w) ifl Bik(cp,u.py) e ! +

M, aoe
+ (ep) cjk(eow) ifl Bik(co,w.py)) D ¢3(£)] (x)
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m
G'(p,w,y) = Z Eik(py’pw) e-(ll(m)py (Théoréme des résidus).

2 Bo i=]

Donc (4.2.36) devient :

(4.2.37) Dq(Dp(u;ks(x,y) - Vi () = C‘FE [x(—ea-p—) pBo=I*1 (gp)

mg
(z

- (W) ’;:E\
I F. (py,epw) e iWPyy p ©, (5)] (x)
i

1

ol les Fik(oy,pw) sont des polyndmes en py dont les coefficients sont bornés

pour ¢€p £ a .

Montrons qu'alors chacun des termes composant (4.2.37) converge vers z&ro pour

lql g m, et Ipl £ r dans Lz(lRil) . Or d'aprés la formule de Plancherel la

2 . )
norme L de chacun de ces termes au carré est majoré par :

j.n-1]

A
-9 -2a: 2
( xz(ep) p260 2j+2 (80)2 IF. (py,epw)lz R 2a; (W) py dy lDa+B¢0-(E)| dg
R a o Ik J

=23 ~
(4.2.38) g ¢ [m“‘l € xz(iae)(so) 0 23+1 o”z‘p"mql Iq.'»j(ti)l2 dg

2 e 2lpl+2|ql+1 lal <
Et comme X" (%2)(ep) s a et & £ C pour Iplgr et lal &,
a 2, my+r
(1+p7)
D'oud :
. m T A 2
-2j+1] 2
4.2.39)  §103@P(u!. - v., ) 12 < Ce o 3 (14p%) ij(€)| dg
jke jke L2(]Rn) -1
<+

Et comme 1'intégrale est finie par hypothése :

] 2
(4.2.40) lu., = wv.. i £C¢
jke jke Tmo,r( ]Ril)
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Donc si l'on réunit les résultats donnés par les lemmes (2.1) 3 (2.5) on a la

premiére affirmation du théor&me avec 1'inégalité (4.2.7)

Montrons maintenant la deuxiéme inégalité&. Pour cela il suffit de reprendre

P . . m
les lemmes précédents en introduisant g !

Du résultat du lemme 2.1 il est clair que l'on a :

(6.2.41) He® w? (x,y) 112 < C ™™ i
Jje Tml’r(]R“)
+

Lorsque j g m, et kz2m+l 1'inégalité (4.2.19) donne :

2my+2m, +1-28 2341
221 pd (pP u!ke(x,y)|122 g ce™ Mo o j
) LY(RD

2
LR““ X" o xp

,21p1+21a1-28o+2m,

2,m+r A 2
s [(1 + o) FAGYENET
(1+p7)

2 ¢ 2my+1 2m,+1 _
Conme 2m0+] >0 ona X (-59') (ep) L) £ a o) . De plus Zml 280 > 0

si Bo gm et 0g 21ql - ZBO < Zm] donc :

2ipl+21qi-2B

plpl ° £ C et on aura :

+T
()™
-2j+1 2,mp+r (A 2
2 1 2 (14p%) 1@, (E)1° dg
(4.2.42) e ”ujke(x’y) “Tmhr(]Rn) $° Jmn—l ° i ]
+

Lorsque j > m +1 et k2m*l , 1'inégalité (4.2.22) donne :

2m} \,.q.p | 2
£ Hp* (@ u., (x,y) Il
ke’ 2, 0
] L“(R))

2j-2+2m,-28 2,8p, 2lpl+21qi=2By A 2
g cexe”? 1 ore LR“"'X e ltoj(t‘,)l ag

- Q our < a
Ou introduit alors X(g) et |1 X(a) et comme P e

2lqi=2 2ipl+21ql-2Bo
x® x>0 p2ipls2lal=2ho o 2Ip

et t:2j—2+2m]-2130 <

Le premier terme de la décomposition sera majoré par C & ¢ 1. deuxisme

terme peut s'écrire :

2ipl+21q1-2B5-2j+1

25-1 A oy 2
- - P 2,80\ P e XD le. (&) 1< gt .
¢ 23-1+2m;-280 l o a - x(a)) X ) (sz)m]«rr j+mg 3 £
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Or xz(%?) (ep)zJ-] < ::123-l et 2m] - ZBO >0 et

2l pl+2iqi _2j+2m0-280

Py P
a - x3) — c
2 (1 + pH)I¥T I, 7
D'ot :
2m] 1 2
2. . , < C .
(4.2.43) € Ilqua(x y) i

-
T T (RY)

Lorsque i > m+l et kgm , 1'inégalité (4.2.28) donne, en introduisant x(f)

et (1 - x(&)

2m QP 1 2
£ HD* (DY u., (x,y) | <
Jke L3¢ R})

. 2 ~2m+2 2B -1 2lpl+2iql-2
R

¢ ¢ mT2iTAmo O - 1@y (2(ER) 2 Ime jTamgrt p2IPIia1 2 Emg
n-1 X3 a (l+p2)m‘+r-j+m0

(1 + pHBITTTIo 10, (617 at

Comme 2j - 2m_ > O , 2070 ¢ | et )(2(53-‘1)(t:p)23-2“10 < a23™ %m0

2
(h.2.48)  ¢2M 1] (03 nzm] L oS cem
T (?R+)
Et finalement lorsque j g m et k g m, ,oma:
2 2
¢~ 109 (0P u!ke(x,y) P
J L (RD)

2j+2my-2 ~2j+2 - 2 -
< C HtmiTs LRH-I xz(%e)(eo) 42 =428, 2lpl+2lal-28, l3j(£)l2 13

-~

. lpi+2iql
2 -23+1 2 +
e I

A v 2
! :
T (1+p lo; (8) 17 dE

et donc :



2 | -23
4.2.45) e Hlug Gy) 2 < C 2™ j p 2% (o lymitr |$j<g)|2 &

~ -
LT (RD) R

Ce qui achéve ainsi la démonstration du théoréme.

Remarque 4.2.1.- La démonstration précédente montre que la convergence a lieu

dans 1'espace de la solution du probléme perturbé et qu'en général on ne peut pas
avoir mieux. Et pourtant les hypothéses sur les (pj (x) entralnent i cause du

corollaire 3.3.2 que la solution du probléme limite appartient a T=!°%( R:)

De méme on voit que la convergence n'est pas la méme pour tous les termes com-
posant la solution du probléme perturbé. Le lemme 2.! montre que la partie au
voisinage de 1'infini converge faiblement dans Tml’r( RE) . De méme lorsque
j,kgm, on montre en raffinant un pew les majorations de la démonstration du
lemme 2.5 que les u;ke (x,y) convergent faiblement dans Tm]’r(lRf) vers ujk(x,y).

En effet de (4.2.38) on tire :

q Pl 2 2 ep. 2 -23+1 2B,+2|pl+2|ql-28
IDIOP mwy ) 17, © [t X e? 572! 520 o
+ A
|q>j(g)|2 dE
et
2lpl+2iql
2.¢ 2 2 ¢ .
X (—ag') (ep)" g a X(g),%m $C si lql gm et lql g
1+p7)
donc
(4.2.46) Ila! (x,y) = v, _(x,y) 12 < C
. jke jke 'I‘m]’r(]R“)\
+
pDe plus (4.2.31) donne :
2 .
9P w. 2 o u(ED: 2lpl+2iql+1=-23 A 2
11D ( kas(x,y) lle(]Rn) <cC «[lkn-l (1 x(a)) o I!Dj(E)I dg
+
et 2lpl + 2lal - 2j + 1 g 2m, + 2r -~ 2j + | entraine que :
4.2.47) lhw., . (x,y) 112 < C
+
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(4.2.46) et (4.2.47) montre donc que u_‘;kﬂ (x,y) - ujk(x,y) est borné dans
T T ]Rf:) , donc on peut extraire une sous suite que 1l'on note pareil qui
convergera faiblement dans Tm]’r(lRB) , cette limite ne pouvant &tre que zéro
puisque l'on a déja la convergence forte vers zéro dans ’I’mO’I(Rf)

On peut remarquer que si l'on ajoute une hypoth&se de régularité 3 1'infini

soit wj (x) € Hm]*r—J”(an‘]) (j g mo) on a convergence forte dans Tm"t(lf)

et

1/2

”U;ks(X,y) = Ujk(x’y) “ C ¢

21T RO s
]
(RD)
Si 1'on considére le cas ou j > mo+1et k g m - On réécrit (4.2.29) comme
sult :

2

) < C J . X(g_) x2(%>) (80)2‘]-2% p-23+l p2|p|+2|ql
L°(RD) R

itpd (0P u;kc(x,y) I
|c’p‘j(£)|2 dE

2 2j~2 -23+1 2 A
. cJ L (= X @) xR () H TR0 T2IM 2Ile2lal B g 2 g
R" a i
On peut alors majorer le premier terme en tenant compte que :

0y 2.py 2lpl+2lql _  2lpl+2iql _ p
xQ) x G o £a X(3)
par :

1= - +] A
C Ln_] X(g) 52J 2o P 2o "Uj (E)IZ df < » par hypothése et le

deuxiéme terme est majoré en tenant compte que
2j-2 S
(1= x@) &) (e ¢ (1 - x(®) 222

par

=2j+1 A
c Lkn-l (1 - X(g)) (sz)mﬁr J IKDJ-(E)I2 df < ©» par hypothése.
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i P .
Donc “ujke (x,y) 1l & C et comme précédemment on peut extraire une

s T n
T T (R

. - m],T, N _
sous suite convergeant vers zéro dans T |’ (]R+) » la convergence étant forte

si 1'on suppose pour j 2> m +1 (.pj (x) € Hm1+r-3+l(mn-l) et l'on a alors

I

1/2
(4.2.48) Ilujke(x,y) I

AT, o $Ce .
(RD)

Par contre lorsque j g m et k > m +1 d'une part et j > m+l et k3m ¢+l
d'autre part, c'est-3~dire les termes dits frontiéres, il n'y a pas d'espoir en
.z 4 : 2 : 24 n
general avolr umne convergence dans un espace plus régulier que T (R+) , car
ces termes contiennent des facteurs du type e-Bl % et chaque dérivation en vy
» ] - - ~ . . -
jntroduit un facteur : - Ce phénoméne est dG au fait que la solution du probléme
1imite a des dérivées en y qui sur la frontiére y = O sont égales i 0; (x)

pour j < m, mais en général sont différentes de cpj (x) pour LISAIES j g m,

On verra sur des exemples dans le chapitre suivant que les termes frontiéres pour
j-1

j €m correspondent aux (x,0) pour j >,mo+l et les termes frontiéres

Buj-l

pour j>,mo+l correspondent aux (pj(x) pour j>,m°+l .
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CHAPITRE \

Exemples
Exemple 1.- On considére le probléme :
~Au +u=0 y >0
(5.1.1)
u(x,0) = @(x)
Le polynOme caractéristique associé a l'opérateur - A + I est, avec les
notations du chapitre II :
- n 2
(5.1.2) L) = £ &g + 1
oy J
J
Ici 2m] =2 et Zmo = 0 c'est-a-dire m, = 1 et m = 0 . Nous sommes donc
dans le cas traité dans le paragraphe 3.2 du chapitre I1II.
vérifions les différentes hypothéses I, II, III, IV
- - - 2 - -
Hol.- Re L(E) = L(E) = |E1™ + 1E1° vEer" .

On a toujours avec les notations du chapitre II :

- n 2 -
L () = I g et L (E) =1
j=1 °

et en posant L(§,n) = L(E, in)

n~]
(5.1.3) Lg,n) = % g? -n? o+
j=1
n-1
(5.1.4) L&) = £ g2 -’
j=1
(5.1.5) L (En) =1.
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. -1 2
H 2.- Soit w € R" avec |w|l =1 , on a Lo(w,c) =1 et Ll(w,Y) =1 =Y .
I1 existe donc bien de maniére évidente m; = 1 racine , Y(w) =1 de L‘GHJY)‘4
avec partie réelle positive et exactement m, = 0 racine a;(w) de L (w,@) =¢
H 3.- La racine n(f) de L(Z,n) = O est donnée par
n-l 2 + n-1
(5.1.6) neE) =Vl + = g7 €eR, EER .
j=1
Cette racine est analytique en tout ¢§ EiRp—l .
Opérateur frontiére.-
I1 est clair que B(£,n) = 1 c'est~a-dire¢ p =d° B =0 et donc :
+
H 4.- L (E,t) =1+ nE) et LT(&,T) =T+y=T+ 1 , donc :
B(E,=1) =1 =11t +n(E)] x 0+ 1 c'est-a-dire

B(E, -1) #0 mod (L}(E,1)) .

Comme il n'y a qu'une seule racine nous sommes bien dans le cas de racines
y q

simples traité au chapitre II paragraphe 6. D'autre part comme

m

o

0, il n'y aun

pas de discontinuité 3 l'origine et donc le noyau associé au probléme (5.1.1) sers

donné par :

2 .
(5.1.7) K(x,y) = (2m ™! LR“ SRR ik

I1 lui correspond alors la solution du probléme (5.1.1), par exemple avec

o(x) € DRy

- /R .
(5.1.8) u(x,y) = (2m) o LR“_I LR““ TYVP el(x 0é o(t) dt d& .
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Ce qui peut encore s'écrire

— T
(5.1.9) u(x,y) = M (C°YVG+O 13(5)) (%)

F
=

-+ -
Comme ® = 0 , on aura, pour ¢ € u* 1/2( R" 1) ,» le théoreéme 3.2.1 c'est-3-

dire que u(x,y) € Tl’r(‘RE) donnée par (5.1.9) est 1'unique solution du probléme
(5.1.1). De plus un calcul direct dans cet exemple particulier donne 1'égalité

-0+

(5.1.10) Hulx,y) I = oo % et

I o n
T (ZR+)

Hl/2+r( n-l)

R

Considérons alors le probléme perturbé associé, 3 savoir

- £2AL1 +u =0
¢ £
(3.1.11)

UE(X’O) = ©(x)

dont une solution est donnée par

— / 2
(5.1.12) u(x,9) = ?;(e'y/i (P By ()

2+ - Sars
On suppose ¢ € H)/ T(R" ]) , on a alors les résultats du théoréme 4.2.1
i savolr
o,r, ..n .. L
ue(x,y) - 0 dans T ' (R) et on a les inégalités
(5.1.13) e, o g/
s
T (R})
5.1.14) e u Goyd il < C

r
TR

- b, .
Par contre on n'aura pas la convergence vers zéro dans T ’ (IRE) » Mals on
aura un correcteur en prenant le premier terme du développement de us(x,y) et

ceci seulement pour €p g a ol a est un réel positif. On pose
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-n+1

- i A
(5.1.16) 8 (x,y) = (2m) 2 fn_] e Ve xRy ) at
R

Remarque |.1.- Le plus souvent on omettra le terme x(%? , mais il faudra faire

des hypothéses supplémentaires de régularité & 1'infini sur @(x) . Dans ce cas

8. (x,) = o(x) Y/

l/2+r(]Rn-l

Théoréme 1.1.- Si @(x) € H ), us(x,y) - BE(X.Y) converge faiblement

vers zéro dams Tl’r( R&) et si Y € H]+r(IRn—1) on a alors la convergence
forte dans T]’r('mn) avec 1'inégalité Hu - e 1] £cC 51/2 .
+ l T
(]R )
Preuve :
sy 2
—y/eV /e A

(5.1.16)" u, (,y) =0, (x,y) = ?g[x&a‘l)(e y/evit(eo)” _ y/e, w(E)] (x)

—— 2
T[m (ERyy TY/EVirieR) ZB(&)] (x)

Nous allons nous placer dans le cas le plus défavorable pour la convergence

c'est-i~dire la dérivation maximum en y qui sera ici d'ordre 1 . Soit :

o A+ieo)2 P AN
(5.1.17)  DP 3‘“’; (w -8 =1 5€[x%)(-\/1+<ep)2 Y/ eVix(eD)® |, Y")n%(r.)]a

ot p=(a,,...,a__,) et |jpl <r.,

n-1
Le théoréme de Plancherel entraine donc :
(5.1.18)  |IpP 2 (ul - o) 112

3y ¢ L(m)—

2

= LR“_, % “’)[R ooy 2+ (e v %) gy PP at
€ 0

Calculons déja 1'intégrale en y , en développant le carré, on obtient :

e2 + (e - 2Vi+(ep)?) = e(ep)? Clep)
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ot Clep) = 0(ep) et donc bornée au voisinage de O c'est-3~dire Ep < a .

D'ol en reportant dans (5.1.18)

5 ] 2 1 2 £p 2 N2
5.1.19)  HoP L= ! -8y n”, < = J eX (=) (ep) c(ep) IDPO(E) I dE
Yy € £ 2 n 2 n-1 a
L (]R+) 3 R

et comme Xz(%fd €p < a on aura :

p 3 1 2 O
(5.1.20)  1IDP = (v - e )l

P 2 '
¢ ¢ 9 5 <C J n-] P IDPOE)IT 48 < ¢
L(RD) R

(par hypothése sur ) et donc u; - 6E est borné dans Tl’r( R:) donc admet

une sous suite faiblement convergente et sa limite ne peut &tre que zéro.

Ce qui donne le premier résultat puisque _le terme

= T2
Gy = [(1 - xRy y/evir(e) ’«?(a)]

£ (x)

zst borné dans T)’r(IRE) d'aprés le lemme (4.2.1)

Le second résultat vient de ce que si ¢ € H1+r(IRn-l) , (5.1.19) donne :

(5.1.21) (0P & ! -5 )2

oy € £ 2

PN
n, $C°¢ LRH"I o IDP(e) 1% 48 < c'e
L (?R+)

Remarque 1.2.- On voit aussi que le correcteur donné par (5.1.16) est un correcteur

comme il est défini dans le chapitre I , définition (1.4.10). En effet

- g2 - _ 2
€ A e ¥ 68 = - ¢ Ax Oe(x,y)
5.1.22) —nel
9 _ of _ 2 ixg 0y
3y Ge(x,y) =7 (x) = (27 LRn_l e X(a,) ©(x) dg
Posons donc G = - A

el < Ge(x,y) et G, =0, on aura :

G

4 /\
2 -2y/¢€ 2,€0 P P 2
e =z | ey dyLR X —E5— 1pPe() |
rThERY  pler o 1 %72t (eph 4t
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Comme XZ(E_D_)(CQ) < a et @ € Hr+1/2( ]Rn_]) , ON aura aprés intégratior
a

en vy
(5.1.23) a) G, H2_1 . < C ousi @€ R r")
T T (R))
+
b lG,, %, scCe
T r(]Rn)
+
Considérons alors
-n+l
£ _ - 2 _ EQ. A 2
12 - 0l gy =l GO Foa - xE) En o L
t+1/2
=z fn_, (= xEN% a+ o Do) 1% at .
Iplgr ‘R

On voit que cette quantité tend vetrs zéro quand € » 0 (théoréme de converge

dominée de Lebesgue).

Mais pour avoir 1'hypothése du théor@me 4.2, il faut que cette quantité soit

51/2 l+4r

) , ce que 1'on aura dés que 1'on suppose (x) € H

n
0¢( (R)) , car :

2 -1
8% - “’”an/z = LR““ (- xE)% @0 'p 1+ HT G2 &
et comme (] - )((—C-Q))2 (ap)—] < (é)-] on a II,QC - (Dllz < Cce¢
a 2 qrH1/2 S y

Dans ce cas puisque l'on a (5.1.23) b), on est dans les hypoth&ses de la
remarque ].4.2 et on la convergence forte du u, - (u + ee) vers zéro dans

Tl’r( ]Ril) . Le théoréme 1.l ci~dessus est donc un peut plus fort.

Exemple 2.- On considére le probléme :

Azu - &u =0 (x,v) ElRi1
(5.2.1) u(x,0) = (DI (x)

du (x,0) = @, (x)

dy ’ 2
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. L. - 2 .
Le polynSme caractéristique assoclé 3 1'opérateur A" ~ A est alors

n n n
(5.2.2) LE) = (¥ 520 + x g2 - 5 g2 {

Le degré de ce polyndme est donc 2m

] 4 et le degré d'ordre le plus petit

= . ici =2 et m =1
est 2m0 2 Donc 1ic m, o

Vérifions les différentes hypothéses I, II, III, IV

H1.- ReL(E) = L) = 1E1* + 1512 v E € R" donc bien vérifié.
_ n 2 n 2
Posons L () = (£ E&7) et L (§) = T &
1 . o . 1
1=1 1=}
On écrit alors
n—-1 2 n 2
(5.2.3) L(E,n)am(c,in)=(25~n)[££+\-n]
j=1 j=1
n-1 2 2 2
(5.2.4) Ll(E,n) = (X & -n7)
. J
1=1
) . n-| 2 2
(5.2.5) L& = £, -n
) . j
1=l
. n-1 2 2'2
B 2.~ Soit w €W avec |(w] =1 Lo(w,u) =] -a" et Ll(m,Y) = (1 ~-Y9)
I1 existe donc bien exactement 2 racines Y(w) = 1 (racine double) de Ll(w,Y) =0
avec partie réelle positive et exactement | racine a(w) =1 de Lo(m,u) = 0 avec

partie réelle positive.

H 3.- Les racines ni(ﬁ) de L(E,n) = O sont données par :

n~1} 9 -
(5.2.6) n, (€)= £< et N, (&) =vi+ I & £ eR™

i=1 j=1 3

&D]
™Mt
e N

Elles sont manifestement analytiques en & G?Rn-l
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Opérateurs frontiéres.

Ce sont les opérateurs de Dirichlet, donec

R
(B (g,m) = 1 b, = d°

(3.2.7)
B,(£,n) = -n Hy = d°

H 4.~ Nous définissons

+ v/ n-] 2
(5.2.8) L (E,1) = (T + £ (T
I ]
=1
_ + 2
(5.2.9) L (w,T) = (1 + 1)
Comme Bl(i, 1) =1 =0 = L+(€,T) +

B,(E, -1) =T =0x L'(E,1) +

Donc les Bj(i,r) comme polynSmes en
+
modulo L (E,T)
Nous sommes encore dans le cas ou les

sont simples et ol les Ajk(pw)

. . P . 2
écrire les noyaux de Poisson associés & A

sont sans singularités 3 1l'origine.

+V1+ £D)

e N

T sont linairement indépendants

racines du polyndme caractéristique

On peut donc

- A en utilisant la formule (2.6.6)

(5.2.10)

Kl(x,y)

-n+|
- @m LRn-l

(5.2.11)

KZ (X,Y)

100

(V1 + " + p)

(2m ! LRn—l M+ o2+ p) eVI*0Y

(2m ™! LR“’I Vi R 0% + p) e PV ixE dg -

2 o 1+p7y elxg dE .

(2")-n+l LRH_] (V1 + p2 +p) e 1% df -

2 ixg

dg



I1 leur correspond alors la solution du probléme (5.2.1) , par exemple pour

, ‘ -
‘D;(’.‘) et gpz(x) dans 5)(]1{“ )

Fand /2
(5.2.12)  ulx,y) = CFE[< 1eo? v | 01 o2 & -0 VPN G

[ 2
- - Fal
+ (e ey - e I+ y) wz

(E)]] (x)

Le théoréme 3.1.3 donne alors :

" *
< et |m2| < »

_1/2’H1+r n-l)

~i/2, 87 T (R

a(x,y) € Tz’r(]RI:) est solution du probléme (5.2.1).

Considérons alors le probléme perturbé associé, 3 savoir :

52 A2 u - Au =20
€
(5.2.13) us(x,o) = kpl(x)
du

g =
5y (x,0) = o, (x)
On a une solution de ce probléme donnée par :

ue(xs}’) = . f z Uiks(x’y) ou

(5.2.14) v, (%Y g[\/l + (e W+ (ep)? + ep) & 61(5)] (x)

/ 2
ol + (e)? + o) SVHEDTE G ©]

oy

(5.2.15)  up, (x,y) = - 5‘;’

[
™

(5.2.16)  uy (Y = [+ (2 v ooy ™ 732(5)} (x)

€
T [( 1+ (ep)2 + ¢£p) e~Vi+(ep)

b4
(5.2.17) Uy (%,¥) = ¢ $2(£)] (x)

f

|

2]
o
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Dans les hypothéses sur ¢, et @, ci-dessus, on a le théoréme 4.2.1, a

savolr
u&(x’y) -+ u(x,y) dans T"r(:mf) et on a les inégalités :
1/2
(5.2.18) u, Gy) = uGGy) 1 g Ce
T ' (RY)
+
(5.2.19) e w, ol , s C
TN (RY)
+
ot u(x,y) est la solution du probléme limite :
Au(x,y) = O
(5.2.20)
u(x,0) = ®, (x)
donnée par :
T o A
(5.2.21) ulx,y) = Tg(e 24 ©, (£)) (x) (cf. 3.3.7)

. 2,r .
Par contre nous n'aurons pas l'Alsace-Lorraine dans T (]Ri‘) , on sera obligt
pour cela d'introduire des correcteurs. On prendra le premier terme du développcﬁ"'I

de usjz(x,y) et ceci seulement pour Ep <a ol a est un réel positif arbitrs

re et pour j = 1,2,... On pose donc :
= - N
(5.2.22) 98 x,y) = - 9;[)((%9-)(&0) e v/e w](i)](x) -

- ¢ 5[X(CTD) e"y“fp?z(g)] (x) .

Remarque 2.).- Le plus souvent on omettra x(iae) , mais 11 faudra faire des
hypothéses supplémentaires de régularité a 1'infini sur wl(x) et wz(x) . Dan$

ce cas 13 le correcteur prend la forme :
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5.2.23) 9, (x,y) = ¢ [%% (x,0) - mz(x)] /e

On voit donc que 1l'on corrige la perte de la condition aux limites

uz(x,O) = q)z(X) ; la correction n'ayant plus lieu si %‘1;7 (x,0) = wz(x)

Théoréme 2.]1.- Si |‘°1‘ ger. n=1. <% et Icpzl < ™ s
)

—1/2,82* (R -1/72, 8T (7Y

uc(x;y) - (u(x,y) + ee(x,y)) converge faiblement vers zéro danms T2,r( ]R:_‘) et si

de plus ¢, € H2+r(1Rn_‘) et o, € HHr(]Rn—l)

1 on a convergence forte vers z&ro

dans T ’r(]R:_l) avec 1'inégalité :

O LI <cell?
(RY ")
2>reuve : Décomposons d'abord u, - (u + 98) comme suit :
{5.2.24) u, - (u + et:) = (ulls - u) + Usie + (u125 6::) +
* (“22 i) * “%2e * “§Zs
ol u_;Ze et u§2e pour j = 1, 2 correspondent respectivement 3 1'introduction

de 1=y + (1 - xE)) dans Ui

La remarque 4.2.]1 nous donne déja les inégalités :

5.2.25) N - ull £C
lle 2 r(]R )

{(3.2.26) llu H < C
21¢e 2 r(]R )

et le lemme 4.2.1

(5.2.27) HuZ, il <C
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w
to

2
.28) Hugy, 11 R <C
+

. - 2,r
Il reste donc deux termes 3 évaluer dans T (jm?) . Pour cela plagons-nous

dans le cas le plus défavorable a savoir pour des dérivations du second ordre en

y . On a d'une part :

o | > / 2
(5.2.29) ul - 8] -152 [x(%?)(so( l+(£0)2 + ep) e 1+(ep) % - &P e-y/t

o, (&)] x .

Donc

3? p, | 1 ] ?? €p 2 Vi 2

—5 D (“125 - ee) ="z E[x(—a—)((H(so) ) o(V1+(ep)“ + £p)
3y

2
SVirenT T e'y"‘){u}‘(i)]“

Le théoréme de Plancherel entralne :

||5-3-§. pPul,, - 6D HL — 2;1 LR"" J: Ey (.02 é%,(s)lz dkdy
or
Vl+(£D)2 g+ (%F)z et e 1+(ep)2 % < e‘y/e donne :
(...)2 < 52 p4 P(ep) e’yla oi P(¢p) est un polyndme en &P
Et aprés intégration en y on aura :
(5.2.29)" ||—— DP(u),, - © )H 2w <C LR“" X2 (E2) (¢0) P(ep) o |;‘;;](g)|2 dt

3N 2
Et comme Y ( Py (ep) P(ep) < a P(a) et n-1 P |pP wl(E)l df < ® pour

Ipl < r par hypothése, on a finalement :

] 1

(5.2.30) llu - 6 il <
> 12¢ T (RY
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On a d'autre part :

(3.2.31) - 0, - CE‘E[X(%Q) [( re)? + ey VI*E)T E e—y/e] @2(6)]&)
donc
32 0Py, - eﬁ) - E]?_;Jx(%g)(H(ep)z)(m + £p) e-m
3y -
- 7% 6,0 w
Le théoréme de Plancherel entraine :
!3‘;’; Dp(“ZZe -8 )HLz(R) = 2:; J[m““ rx &) (...)? lg‘%z(i)l2 dg dy

Et comme précédemment on a la majoration :

(..0)? < el p? P'(gp) e V/E

€l apreés intégration en y :

' 9
(5.2.31) ”__7 DP( 225 -6 )Il 2

s Lxm-l Xz(ﬂ)(eo) P'(ep) p lDwz(E)I dg .
L (IR )

Comme @

N 2

n-1

Y\z(gag)(ep) P'(ep) g a P'(a) et LR
on aura finalement :

]
’,2.32) ”U 2 - ” £ C
{3 28 2 r( ]RI:)

On réunit alors les résultats (5.2.25) (5.2.26) (5.2.27) (5.2.28) (5.2.30) et

(5.2.32), ce qui donne :

lu - (u + 8 ) | <C
& ~
¢ 2 r(lRil)
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Donc on peut en extraire une sous suite convergeant faiblement dans T<’F( lﬁ)

vers une limite qui ne peut &tre que zéro.

2+r 1

Si 1'on ajoute les hypothéses de régularité ®, € HT(R"YY) et

@, € H’+r(:m“']) la remarque 4.2.1 entrafne la convergence forte vers zéro dans
Tz’r(IR:) des deux premiérs termes de la somme (5.2.24). Celle des deux derniers
termes étant donnée par (5.2.27) et (5.2.28). Quant aux autres termes il suffit
de reprendre les inégalités (5.2.29)' et (5.2.31)' en conservant alors le terme
ep donnant ainsi un ¢ pour la convergence et le p ajouté ne géne pas ia
convergence de l'intEgrale 4 1'infini i cause de 1'hypothése de régularité supplé

mentaire des wj(x) - On voit aussi que dans ce cas on peut supprimer x(%?) dans

Sc(x,y) et donc prendre 1‘expression_(5.2.23).

Remarque 2,2.- Si 1'on considére ee(x,y) défini en (5.2.22) , on voit que c'est

une solution du probléme aux limites

2 .2 _
e A ee-—Aes—e Gel+€GeZ

l

“

A Pal
(5.2.33) b, (x,0) = - ¢ g[x(ﬁf)(ow,(a) + cpz(E))](x) =2 .

LY a0 A
5o = P [x(%e)(ow] ®) +$2(£)>](x) =2, ()

y 3 le
ol
(5.2.34) 6y = - ¢ T [xED o (b, @ GRS
(5.2.35) 6 = ¢ F, XD o (o, ® CAGH RS

Regardons maitenant si nous sommes dans les hypothéseg du théoréme 1.4.2

pour 68

a) HG . i <M
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(5.2.36) e, | 112 = = a+ehH G P, Y
(RY)  Ipler x LY(RY)

a 2.2

8 N
< = r e-2y/€dyj 252 —B_ (e0)? IDPo (€)1 dg
0 R"! (1+4p%)

_ 8
z F el dYJ () —L— 2 pPo,@)1? a
Iplgr ‘o =r""! 27 (1+p??

Lorsqu'on intégre en y , il s'introduit un ¢ en facteur et on peut majorer

dans chacune des intégrales 53 p3 Xz(ig) par a3 et l'on obtient :
a

AN
G, 112 CJn-l £ o® (Bo,@1? a& +
R plgr

N 2, _
Clag = o) IDwz(F,)! dg¢ = M
R Iplg

b) NG, 1l M
€2 T 1 r(]Rr.:)
-1/2
2 2 P 2
(5.2.37) ne_, 1< = £ IO +p9) F P,
el T l,r(mil) Ipl<r X €2 LZ(R:)

i 4 2 2\
< Jo e 2y/e dy Ln-l XZ(-EaQ-) —9-—2—' p 'Dp‘ol (E)lzdg
o (1+p7) :

+re-y€dy x B —&— 10Pp,(£)1° 4t .
0 m1T 7T (eph) ?

Lorsqu'on intégre en y , il s'introduit un ¢ en facteur et on peut majorer

;2 (Eag) €c  par a dans les deux intégrales et on obtient
NS
2
ne_ % < 0> 1P (£)1% g +
el I, r n n-1 1
T (R)

P o) 12
c Ln_, b IDP0,(8) 1° dE = M
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- . € (R")
o€
3/4
2 2
T o= T o nasw GopPy 2
Mog "yd/2er gu=1y = ) X ©LA(RY
3/2 a
s 3 jn_] (40" 62 02 420y T0g (£)12 &
- lplgr 'R a ]
3/2 2 N\
+ 3 J _ (1+p%) E.iE_Ill. | pPo (E)|:£
et on majore (50)2 Xz(%fo par a? et donc (e g 1)
||2 2 3/2 ‘/;\ 2
e o, SC = J_(Ho) D% (E)1° 4
3/2+r(]Rn 1) Iplsr n-1 1 ) 2
2 1/72 .~
tCoT G P )1 e <
lplsr R
O 2\5 ¢ Hl/2+r( mp-l)
1/4
“115“21/2+r -1, - T “(”02) 3:xDpy“lenzz
H (R ) Iplgr L (IRB)
1/2 s
ol me-x X" (100h) T o2 [DPe ()17 €
ipigr !
1/2
v D) (o 12 e
lplgr Rr"

Cette quantité est manifestement finie par hypothése.

e) Evaluons la quantité (1.4.8) c'est-3~dire :

2
e, = (0,0 - == ( ,0)) I _
le 2 1/2+r(]Rn l)
N\
1
< f oy O x(€°)) (140D /2 2 lnpwlca)lz g
lplger ‘R
1/2 N
.- LR“" (- xE)? ety 0P (012 ag
lplgr
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On peut alors introduire dans les intégrales ci-dessus (gp) en tenant

compte que (1 - X(%g))z (ep)—(X < (a) , on obtient alors

2u 2
e -, (x) - — x,0) I <
le 2 3y H1/2+r(]Rn l)
1/2
< ce® 1 Jn_] (w?) % pPe ()12 ag
Iplgr ‘'R
1/2 PR
v g J Gy 0% 1P (€)12 4t
n-1 1
[plgr ‘R
et donc on aura l'hypothése (1.4.8) pour a = | , c'est=3~dire

2+r n~-}

0, (x) € BT (R n-l

) et wz(g) € H,+r(iR )

Bien que cet exemple ne satisfait pas exactement aux hypothéses du chapitre 1I.

(I1 faudrait au moins prendre un ouvert borné au lieu de 'R:), on peut voir que
le calcul direct sur la forme explicite d'une solution permet d'avoir un correcteur
en conservant les hypothéses initiales, mais ce correcteur n'est pas un correcteur
au sens du chapitre I. Pour ce faire il faut prendre comme dans Lioms [1] les
dérivations normales c'est-i-dire en y pour dé&finir une fonction dont on vérifie
ensuite qu'elle satisfait aux conditions des correcteurs. Soit donc 6; définf
par

2.4 2

e 3 eé 3 6;

- = 0 y>0
4
3y Byz

f
O

(5.2.38) 9;(x,0)

38!
£ (x,0)
oy

0, () = 8% (x,0)

On a alors la solution, si 1'on prend celle qui décroit le plus rapidement

possible 3a 1'infini en y :
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5.2.39) 2 (x,y) = £ [0,() - 55 (0] (1 =7

On retrouve ainsi une partie de e;(x,y) qui est justement ee(x,y) défini

en (5.2.23), l'autre partie étant tout simplement les premiers termes du dévelop-

pement en ¢ de u]]s(x’y) - u(x,y) et de UZIC(X,Y) Pris en y = O . En effet:

— A
- s Pl (v e - 0 V0@ @

Y11
or  Vit(ep)? (Vi+(ep)? + £0) = 1 = &p + 0(p)
Donc :
Uy, m v i (epe™™ G (€00 + —9?& ©(ep) ™ o (5)) ()
et
6y, 060) = u(x,0) = T 0 8,E) G --e 5 (x,0) + o) .

D'autre part :

—

e P 1iremD + e0) e 5,0) 1 ()

e P10+ 0o Y By 1

u2]€(x,0) = ¢ wz(x) + 0(¢)

Donc un correcteur défini comme en (5.2.39) ne corrige non seulement les termes

frontiéres, mais aussi les termes intérieurs.

On peut alors vérifier les hypothéses du chapitre I pour e;(x,y) . En tenant

compte de (5.2.38) on a :

2 2 _ _ 2, .
e A 68 AGs = ¢ Gcl + sG62
e;(x,O) = 0
98!

€ = - du
-_3_)7- (X’O) = ‘-Dz(x) ay (X,O)
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y/c)

o

c

[}
i

2 ) -
= &b, (©,(x) - 5% (x,0)) (1 - e

y/s)

et G - ea (0,(x) - %—‘}} x,00) (1 = e

Et pour avoir les hypothéses du chapitre I sur G'el et G'e2 , il faut déja
se limiter 3 y au voisinage de zéro par exemple O <y < | et d'autre part
imposer wl(x) € H2+r(:mn—l) et wz(x) € H]*r . On est alors dans les hypothéses
du théoréme 1.4.1.

Par contre si 1'on considére la solution approchée définie par Vishik
et Ljusternik et repris par P. Fife [1] , on aura en se référant aux notations
et définitions de ce dernier que le premier terme frontidre Vo(x) qu'il définit

est donné : (lemme p. 107, P. Fife [1])

7z
gol(x,Z) e

vo(x,g) = JC pry dz
>3 gol(x,z) = ao(x) avec ao(x) 002 = Woz(x)
C (z+1)
jdonc a = 5%;- Yoo = Z;W (wz(x) - %% (x,0)) .
D'ol

VO(X)C) = {’g_; (X)O) = (pz(x)] e_c .

Et en tenant compte que I = z et que le terme vk(x,y) est multiplié par
¢ dans le développement de ue(x,y) donné par Vishik et Ljusternik, on

retrouve exactement 1'expression du correcteur donné en (5.2.23).
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