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GROUPES ENGENDRES PAR DES ENSEMBLES
COMPACTS LEBESGUE - NEGLIGEABLES

par Bernard JACQUOT

]. Nous étudions ici une classe K particuliére d'ensembles compacts de R

(R est l'ensemble des réels). Dans le paragraphe 1, nous caractérisons la

nullité de la dimension de Hausdorff de Kc W (notée dim K dans la suite)

en fonction de la structure du groupe additif engendré par £(K), f &tant une

certaine fonction réelle.

Le paragraphe 2 contient deux exemples, 1'un d'un compact Ke M de
dimension de Hausdorff non nulle, mais engendrant un groupe d'intérieur vide,

1'autre d'un compact de dimension de Hausdorff nulle, mais engendrant R, au

sens de la théorie des groupes.

Je remercie M. Talagrand, qui est 1'auteur du second exemple du paragraphe

2 des encouragements et de 1l'aide qu'il m'a fournis pour la rédaction de ce
travail.

NOTATIONS. - Les ensembles de nombres réels, rationnels, entiers relatifs et

naturels seront désigné&s respectivement par R, Q, Z, N.

Si (C. ) est un recouvrement ouvert d'un espace métrique E et si diam C

est le dlametre de C. ;» On note ( )(E) la mesure de Hausdorff d'ordre a de E,

soit

(E) = lim inf {z (diamC,)?| EclC,,diamC. < § } .
. 1 1 1
§=>0 i

(a)
u

Cela permet de définir dim E = inf { a |u(a)(E) =0} .
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Groupes engendrés par des ensembles compacts Lebesgue-négligeables

L sera la mesure de Lebesgue de R.

1 désignera, pour abréger, le diamétre du pavé I de R".

§,1.2, - Soit A 1la famille de compacts de R de la forme K = [2 L Fi ol
. i
les Fi sont des intervalles fermés possédant les trois propriétés suivantes :

(1) Pour chaque n, la famille Fg est finie ; chaque Fi contient au moins

k k . N 3
deux Fn+ et chaque Fn+ appartient 2 un Fn .

] !

(2) 11 existe A, ne dépendant que de K, tel que pour tous Fﬁ+] et F;+l
inclus dans Fi

k

. _ 1 : ]
, F__ ) = inf{|x-y|, xG.Fn+] . ye,Fn+ } 2 A‘Fnl.

n+l i

(3) 11 existe B ne dépendant que de K tel que pour tout n
i . j
s?p|Fnl < B l?len l.

Introduisons d'autre part les notations

TX=X; Tk+lx = {x-y x,yE.TkX}.

TX=1_' TkX est le groupe additif engendré par X.
k
LEMME. ~ Supposons gque XCR (X n'est pas ici nécessairement compact) ait une

dimension de Hausdorff nulle. Supposons qu'il existe une constante M > 0O
telle que pour tous o et € positifs, il existe un recouvrement dénombrable
de X par des intervalles Fie vérifiant

. X
Sl..lp!Fiel <M il'llej€|, et ?IFieI < €.

Alors L(TX) = 0. ! 3 L

DEMONSTRATION. - (a) Soit p un entier quelconque. Nous allons montrer que

u(])(Xp) = 0. Considérons, pour e¢ donné, le recouvrement (Fi
iA?l/p < ¢. L'ensemble des pavés Fi 8x...xFi erecouvre xP et, si N désigne le
. €
1 1
nombre de F.

ie

e) tel que
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1
u( )(xp) < z |E  x...xF, < sup|F, !Np < M inf|F, INP,
. . 1€ i_e ie ig’
1, ¢e.1 P P
! p
.. 1
Ainsi u(])(Xp) < M{E iFigf /pyp <M €P.
i

(b).TpX est 1'image de xP par une certaine fonction A linéaire &

coefficients entiers. Si dp désigne la distance euclidienne de l'espace i p

dimensions,

- N |
,/-(x]...xp) .‘(y]...yp)| < dep((x]-..xp),(y]...yp))

Hp dépendant de " et de p. Ainsi (voir (1), p. 53)

Hpu(])(Xp) > L XP) -» L(TX) = 0.

Comme p est quelconque, le lemme est démontré.

3, - THEOREME. - Si K . et dim K = 0, alors L(TK) = O.

DEMONSTRATION. -~ (a) Soit Fi la suite des intervalles constituant K. Nous
démontrons d'abord que dim K = 0 si, et seulement si, pour tout a il existe

une suite d'entiers n, tendant vers 1'infini avec k telle que

lim = |Fj ¢ = o.
ko3 "k

En effet, si cela est faux, il existe un réel D > O tel que pour tout n

ZIFj |*>D.
j''n

v

-

Si, pour calculer la mesure de Hausdorff de K, on se restreint i ne prendre

(a)

que des intervalles Fi pour le recouvrir, on obtient une nouvelle mesure M

telle que (voir (2)).
s xys A% (xy.

Soit K' le sous-compact de K, obtenu en choisissant dans chaque Fi de 1'étape

. k .
n, retenu pour constituer K', deux, et deux seulement Fn+ » qul sont retenus pour

|
constituer 1'étape n+! de la construction de K'.
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On voit d'abord que, si N(n) désigne le nombre d'intervalles constituant

1'étape n du recouvrement de K :
i a. ia
ZlFJ}a.S N(n) B 1nf| F |
j n i n

donc pour tout h, IF:laz D B/ N(n).

D'autre part, la condition (2) de la définition de JC nous assure que, pour
un certain E > 0, N(n) < ED.

g/a . . .
Posons G = E / . Si 1'on considére un recouvrement de K' par des inter

valles Fi , mais n'appartenant pas forcément tous i la méme étape n, on
. . S . - (
obtient une suite 5 d'intervalles, d'ol la somme approchant M B)(K')
B ypfleg® ;g gk
. n K k
Flo

n B

ou Sk est le nombre d'éléments de 1'étape k choisis pour figurer damns J .

Soit (ko’kl""’km) la suite de ces valeurs de k ; soient T, le nombre

d'intervalles Fi de 1'étape ki » qui ont servi pour générerldes intervalles
i

de 1'étape k.+t . immédiatement supérieure i k. et intervenant dans J .
P i m1i° P i

Nous voyons que

£
: sk =2 Tk -t .
: m m I
: t
1 T j
K ~t =...—t. +S =237
] j-1 k £, tj | k =t =... tJ .
kO
LT tS. =20
(o] (o]
u<it k i
Donc I § 2953 2™ done s, 2% =]
: %k - 1 k
j . k
u<ju
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Si 1'on choisit R tel que G ¢ 2, alors, avec A' = DB/a B—B :
z R Psa o gKosa zs 27k o4,

. n K k k
pl -

n

I1 découle de ceci que M(B) (K') n'est pas nul, non plus que u(B)(K')

non plus que, par conséquent, dim K.

Pour terminer, il suffit de dire que si l'on peut trouver une suite n,
. j)a . .
telle que llmziFJ] = 0, alors évidemment dim K < a.
k i
(b) Donc si dim K = O, pour tous a et e positifs, il existe un recouvrement

. R _ ) ‘g
Fi , appartenant 4 la méme étape n, tel que z IFiI < g
3

Les conditions imposées dans la définition de J6 nous assurent que le lemme du

n°2 s'applique et que L(TK) = O.

4, - soit 7la sous-classe de I dont les &léments K = (VU Fi vérifient
noj
la condition supplémentaire
I1 existe C > O tel que pour tout n, tout j et tout F§+ contenu dans

; 1
> c|F.
n

] . k
Fn , ON ait Fn+1

TN . ]
LEMME. ~ 5i K¢ 47, i1 contient K'€‘5j , €égal a '2 %) Gi , de telle sorte
i ) k oA -
que Gn contient deux, et deux seulement Gn+l et que si Gn = [},bJ s

k y k+1 .
alors G_ , = La.cl] et Gn+l = ch, b] .

DEMONSTRATION. - On forme d'abord K" de la méme fagon que K, excepté que pour
passer de 1'étape n de sa construction a 1'étape n+l, on choisit parmi les FJ

selectionnés pour former 1'étape n de K" deux, et deux seulement Fk+, pour
n

former 1'étape n+l. On remplace ensuite Fi par Gi » qui est un intervalle fermé
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contenu dans Fi dont les extrémités gauche et droite sont respectivement

1

1'inf et le sup des points de K" contenus dans F;. Alors K' = [} U 6T .
n

noj

Sachant que Fi , retenu pour l'étape n de K", s'est scindé en Fk et

1
k+1 K . ' C h oF h+1
Fn+l et que Fn+1 » lul-meme retenu, S'est scindé en Fn+2 s et Fpuo

. . h . +
contient un point de F 2 et un point de Fg‘;

n+ *

it e Gk
on voit qu n+l

. . -~
Cette remarque permet de voir facilemant que K'¢€ &) .

5, - LEMME. - Soient I- (i=1,2 et j=1,s) des intervalles fermés de R , disjoints
.. , - i 2 ,
a 3 donné, de milieux respectifs m. tels que m. > m. . Soient
s J ] ]
= ! 2, % o .
H = QQ] (Ik L/Ik) et p=al+...+as. Alors la projection de H sur la droite
D d'équation x1=...=xp (xi étant la i-iéme coordonnée de Rp) contient p+l
intervalles, deux consécutifs d'entre eux ayant leurs milieux espacés d'au
plus sup (m? - m%) p —]/2.
. 1 i
1
1,270 2 By
DEMONSTRATION. - Soit H_ = U (1)) x(17) ~.
]"'hs =1 1 1

La projection de H sur D contient les projections, deux & deux disjointes, de

pt+! ensembles Hh h dont le centre se projette sur D en un point d'abscisse,

le long de cette droite

1 2, -1/2
( Z (ai hi) mi+himi) )
1
puisque cette abscisse est &gale a& la distance de 1'origine des coordonnées

a 1l'hyperplan perpendiculaire a D d'équation

2
Z %
1

1
%ﬁ (ai hi)mi + himi'

On part ainsi de Ho

, puis pour obtenir un nouvel H
|
incrémente de 1 le premier des indices hi qui soit inférieur 3 a;, et on va

h» oo
< by

jusqu'a H a " I1 suffit ensuite de comparer les abscisses le long de D
RREY:-

des projections des centres de deux Hh h consécutifs.
peehy
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6. - THEOREME. - sSi K¢ - ,alors TK = R.

DEMONSTRATION., - D'aprés le lemme du n° 5, K contient un compact K', limite

décroissante de LU Ggl » avec les notations du n° 4. Soit D la droite d'équa~

tion X = eoT X &ans rP. La projection de (L Gi)p contient des ensembles
h]
du type 1 (Gn) ] avec X aj = p; & l'&tape n+l ils deviennent
3 j
. a
T R U kD1 T
)_L (G n+] Gn+1 ) .

D'aprés le lemme du n° 5, un tel ensemble a une projection sur D contenant

pt+] intervalles, dont les milieux de deux quelconques consécutifs d'entre eux

] =1/2 ] k k+1
sont egpacés au plus de stJp]G | P (puisque Gn contient Gn+l et Gn+])

. . NP - -1/2 . j
cet espacement maximum est par suite inférieur 3 B p I/ 1n$‘]‘.

’

D'autre part, 1'amplitude d'un intervalle projection est d'au moins

lnf‘Gk(J)‘ *1/2 > AC pl/z inf‘Gi( .
h]

11 suffit donc de c¢hoisir p supérieur 3 B / (AC) pour &tre siir que la

projection de ( L (Gk(J)UGk(J)+1))P

n+] o+ est identique 3 la projection de

'~ \P
(jGn).

Soit K = L FIJ1 . soit A\ 1a forme linéaire qui associe i un point de
i

RP sa projection sur D. On voit que, pour tout n : A ((Kn)p) contient Gi=[a,b:\ .

Posons ~ x, =/\'(x,...x_ ). Alors, pour tout n NA'((K)P)Y C T K et
; L 1 P n Pn

[_apl/z, bpl/zi - /\'((Kn)p). Comme K est compact, TpK = limprKn. Ainsi TK =

n

7. - THEOREME. - Soient K = /) UFIJl
h]

est nulle si, et seulement si, L(TfK)=G pour toute fonction réelle

et Kex. La dimension de Hausdorff de ¥
Lipschitzienne £.
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DEMONSTRATION. - (a) . La démonstration du lemme du n° 2 nous dit que si
dim K = O, alors )L(])(FKP) = O pour tout p, F étant la fonction de KP
dans RP qui associe (f(xl)'z...,f(xp)) 3 (x5.+5% ), £ lipschitzienne.

Donc L(Tpr) = 0 pour tout p.

(b). - Si dim K # 0, le n°® 3 nous apprend qu'il existe des
réels positifs E et e tels que Fi > e E ". Donnons nous d'abord K' C K de le
méme fagon et avec les mémes notations que dans le (a) de la démonstration

du théoréme du n° 3. Associons & K' le compact J formé de la manidére suivante :

= Jy = 10,1]

- Ji donne naissance, si a et b sont ses extrémités, a

k _ 7 1 k+1 _ 7 _ _
Jn+l = .a,a+E(b~a)] et Jn+1 = | b-E(b-a),b | .
- J= L@,
n PRI

On suppose ensuite que les Fi donnant naissance 3 K' sont numérotés de

2

NP o s 1 ; . wl .
fagon similaire aux Ji » c'est-a-dire que FO donne naissance 4 F, et F, , celui-

oo 1 1
ci étant & droite de celui-13, etc. On associe 3 X = fﬂ} Fi(x’ le point
—~ () n
f(x) = Ji */. Alors TEK-R, par le n® 6, puisque fK e® . £ est d'autre
n

part Lipschitzienne puisque, A signifiant la méme chose qu'au n° 3

P> A]Fij; Aeg" s Ae ‘f(xz)—f(x])] .

Dans ces inégalités, n représente la plus grande des &tapes q telles que

X, et x, appartiennent au méme intervalle Fi .

§2, 8 - Soit (n;) une suite d'entiers telle que n

avec i. Soit K le compact formé de la fécon suivante :

-n; tende vers 1'infini

!
~
]

[o,1!

!
7?_.
]

B . k
|a,b| donne naissance 3 Kn+1 = [a,a+(b-a)/3} et
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k+1

Kn+l = b—(b-a)/B,bj tant que n - n, - 1.
J e ~ bt 4 S T - -n l -
- Kn - = Lc,d] donne naissance & jc,c+4 1} et [d-4 ,d ;.
I
. b 3+ 9%
Et ainsi de suite ; alors . Ki | = 4 et entre n; et n. -1 la décomposition

1

de Ki est identique & la décomposition de [0,11 lors des n.,

-n. premiéres
1

!
étapes de la construction de 1l'ensemble ternaire de Cantor.

I1 est clair que K¢ 3C et que dim K # 0. Nous allons démontrer que TK

est d'intérieur vide et de mesure de Lebesgue nulle. En effet, supposons que

TK contient un intervalle.

D'abord - K = {=x, x€¢K} = K-1 = {x-1, xeK} . Il existe p tel que
L(TPK) # 0 et, d'aprés un théoréme de Steinhaus (qui dit que 1'ensemble des
distances des points de deux ensembles de mesure positive, contient un inter-

valle ; voir (3)) TZPK contient un intervalle [a,b} . Or szK = K+...+K-p

donc Ssz = {~‘§: X; 5 X;€ K} contient un intervalle. Cela veut donc dire
1< 2p
que la projection de sz sur la droite sz d'équation x (xi sont
les axes de coordonnées deszP) contient un intervalle {u_,fﬂ - Maisx ne
peut €tre nul, puisque l%m ( \Ki.‘ / l Ki._li) = 0. (En effet, si KJO est
i i i

l =...=x

1'intervalle de 1'étape n. qui contient O, l'intervalle immédiatement contigu

]
a la projection de (Kno)2p sur D

2p sera obtenu en projetant un intervalle du
i

type . .
P I3, Py 3] 1. Py
(Kn.) % Kn. X (Kh.)
i i i
et ces intervalles seront disjoints pour i assez grand). De la méme fagon,

on voit que la projection sur D4p de KaPcontient[(ll, P{\ avec dl # 0.
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. . . - 2 .
Mais alors, il existe to tel que *O,tJ PW K2p se projette, pour tout t < to

en un ensemble de mesure de Lebesgue nulle sur D2 . Cela signifie donc que

a une mesure nulle, puisque K2p est réunion
2p 1y ¢2P>

la projection de K2P sur sz

d'ensembles, tous identiques 3 un [O,t| en nombre fini.

Cette contradiction nous indique que TK est d'intérieur vide, puisque

sa mesure de Lebesgue est nulle.

9, - Cet exemple montrera qu'il existe un compact de dimension de Hausdorff

nulle engendrant R.

Posons A = 10,13

=g
|
"
o
Z
ja]
—
NS
—,
=
S~
=]
=
~
=]
+
™~
~~
o]
=]
3
~
| W

De fagon générale, A2p étant choisi, 11 est de la forme A2p = BZpL'CZp'

sz est réunion d'intervalles de la forme

fu— ]

_b,b+1/(n,n )

1 2"'n2p+]

02 est réunion d'intervalles de la forme
p .

Lc,c+l/(nln2...n2p)]

, avec B =B , et chaque intervalle

2p+1 2p+1

constituant C2p est transformé en

N
,_c+k/(nln2...n2p+,),c+k/(n]n2---nzp.”) + ]/(n]"'n2p+2)] *

k$ n2p+]
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Puis A2p+2 = B2p+2.‘,c2p+2 , avec C2p+2 = C2p+1 » et chaque intervalle

constituant B est transformé en
2p+1
Lo DR ng )b ) ¢ 1 (yny )
R
Posons A = A - Nous montrenms d'abord par récurrence que
n
An+An = | XY, X,¥¢€ An} contient toujours LO,I] .

C'est vrai au départ. Supposons que, a4 l'étape n, tout x soit dans

An+An 3 c'est-a-dire que si, par exemple n=2p, et si X est somme d'un

élément de sz et d'un 8lément de C2p’ il existe a, b, 6], 92, tous

compris entre O et 1 tels que :

x=a+b+91/P1 + GZ/P , avec les notations

= P/n ; P, =P /n

P=l/(n1...n2p) ; B 2p+1 * T2 177 2p+2

1

Ce méme x de | 0,1} appartiendra i A2p+l + A2p+l s1, par exemple, on peut

trouver k:;n2p+] et x, X' E{O,ix tels que

\J
e]/P1 + 92/P k/P] +&t/1>I + /P2

On choisit & = 61 3 les domaines de variation de k et de o' nous

apprennent que 1'égalité est réalisable.
De la méme fagon, on traiterait les cas ol x est somme d'&léments
is le 4 n=2p+l.
de C2p et de C2p » pu s cas ol n=2p+l

Ainsi, A étant compact, cela prouve que A+A>[0,1] .
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Evaluons maintenant la dimension de Hausdorff de A. Supposons A2p choisi

Prenons comme recouvrement (Il) celui qui est déterminé par la construction

récurrente de A2p+2 :

d d

- 3 P = p+
.% I n2n4...n2p+2/(n]n2...n2p+3)

d

y P
+ n]NB...n2p+l/(n]n?_..n9D+2, .

en posant dp = 1/(2p+2).

On peut choisir nzp+2 assez grand pour que, au 2-&me membre de 1'&galité
ci-dessus, le 2-&me terme de la somme soit plus petit que 1/(4 “4) ; on peut

ensuite choisir n2p+3 assez grand pour que

d
fl 11, Peo1/@ee).

Ce la signifie que dim A = 0.
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