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SUR L'AXIOME D'IVO THOMAS 

par Denise BECCHIO 

I . INTRODUCTION. La no t ion d ' a l g è b r e de Lukas iev icz d f o r d r e n fut i n t r o d u i ­

t e par Mois i l ( 5 ) en 19^1 e t c e l l e d ' a l g è b r e de Post d ' o rd re n par Rosenbloom 

17) en 19^2. Dans fl) nous nous sommes posés l e problème de t rouver une d é f i ­

n i t i o n de ces a lgèbres où l ' ax iome d ' I v o Thomas [ 8 ) s o i t exp l i c i t emen t formu­

l é . Pour résoudre un t e l problème nous avons en p a r t i c u l i e r é t é amenés à dé ­

montrer , en u t i l i s a n t l a t h é o r i e des f i l t r e s p remie r s , que l ' é g a l i t é 

( T ) : T n = (Un_2 ^ x n - 1 ) x 0 ) = 1 où ^ = Xo e t n > 2 , 

correspondant à l ' ax iome d ' I v o Thomas, es t v é r i f i é e dans t ou t e a lgèbre de Lu­

k a s i e v i c z d 'o rd re n e t dans tou te a l g è b r e de Post d ' o rd re n . 

D 'aut re pa r t , dans ( 4 ) , L . I t u r r i o z a montré que l e s a lgèbres de Lukas iev icz 

d 'o rd re n sont des a lgèb re s de H e y t i n g . 

Nous nous proposons i c i d ' u t i l i s e r c e t t e p r o p r i é t é pour donner une démonstra­

t i o n é lémenta i re de ( T ) dans une a l g è b r e de Lukas iev icz d ' o r d r e n et dans une 

a lgèbre de Post d ' o rd re n . 

Pour ce la nous é t a b l i r o n s , d 'abord une é g a l i t é (T F) é q u i v a l e n t e à (T) dans 

une a lgèbre de Hey t ing , pu is une démonstration é lémenta i re de (T F ) dans une 

a lgèbre de Lukas iev icz d ' o rd re n . 

I I . DEFINITIONS ET PROPRIETES. Nous supposons connues l e s d é f i n i t i o n s e t l e s 

p r o p r i é t é s des a lgèb re s de Hi lbe r t -Bernays (ou "Brouverian l a t t i c e $ H ( 2 ) , ou 

" r e l a t i v e l y pseudo-complemented l a t t i c e s " ( 6 ) ) , des a lgèb res de Heyt ing (ou 

f fpseudo-boolean a lgebras ' 1 ( 6 ) ) e t des a lgèb re s de Lukas iev icz d f a r d r e n ( 3 ) 

( 4 ) . Nous ne r appe l l e rons i c i que c e l l e s que nous u t i l i s e r o n s e x p l i c i t e m e n t 

par l a s u i t e . 

Dans une a lgèbre de H i l b e r t - B e r n a y s , donc à f o r t i o r i dans une a l g è b r e de Hey­

t i n g , nous avons l e s t r o i s p r o p r i é t é s suivantes ( 6 ) : 

P l . x =^>(y = ^ z ) s ( x A y ) z 

P 2 . ( x z ) A ( y z ) » ( x V y ) ^ z 

P 3 . x =^ x - 1 

Dans une a lgèb re de Lukas iev icz d ' o rd re n , l ' i m p l i c a t i o n i n t u i t i o n n i s t e peut 

ê t r e d é f i n i e par l ' é g a l i t é suivante ( 4 ) : 

n-1 
D l . x 4 y = y V A ( - S . x V S . y ) 

i - 1 " 1 
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- représentant une négat ion de De Morgan et S^, S ^ , . . . , S^ ^ l e s n-1 opéra­

t i ons unaires d'une a lgèbre de Lukas ievicz d ' o r d r e n . 

De p l u s , dans une a l g è b r e de Lukas iev icz d 'o rdre n , nous avons l e s p r o p r i é ­

t é s suivantes ( 3 ) : 

PU. Si x < y a l o r s x V z < y V z 

P 5 . - ( x V y ) = - x A - y 

P6. S . x < S 0 x < . . . < S x , -S 1 x < - S 0 x ^ . . . ^ - S . x 
1 d n—i n - i n—d 1 

P7 . 1 es t l e plus grand é lément , 0 est l e plus p e t i t é lément . 

P3 . S^X V -S^x = 1 , i = 1 , . . . , n-1 

P9- S i ( x V y l ^ S . x V S . y , i = 1 , . . . , n-1 

S^(x A y ) = S^x A S.y , i = 1 , . . . , n-1 

P10. S .S .x = S.x , i = 1 , . . . , n-1 , j « 1 , . . . , n-1 

P l i . - S . - S . x = S.x , i = l , . . * , n-1 , j = 1 , . . . , n-1 
J i i 

P12. S.x A - S . x = 0 , i * 1 , . . . , n-1 
i l * * ' 

Dans tout ce qui va s u i v r e , pour s i m p l i f i e r l e s é c r i t u r e s , nous poserons par 

d é f i n i t i o n : 

D2. T. = xo e t T = (U 0 x , ) x 0 ) T , avec n > 2 . 
± n n— d n—x n—1 

I I I . THEOREME 1. 

Dans une algèbre de HiIbert-Bernay8 on a 

n-1 
T « (( V (x . - x . ) ) x 0 ) Xo 

n k = 1 ~ k - l Tt 

Démonstration: Cet te é g a l i t é est v é r i f i é e pour n - 2 . Supposons l a démontrée 

pour n-1 . Nous avons a l o r s 

n-2 

T Q - ( ( x n _ 2 =* x n - 1 ) => Xo) ((( V ( x k ^ 1 s x k ) ) =^ Xo) =^ Xo) 

k s l 

s o i t en tenant compte de P I 

n-2 

T q = ( ( ( x Q _ 2 ~* x n - 1 ) x©) A (( N / ( x k ^ 1 x ^ ) xo)) Xo • 

k* l 

En u t i l i s a n t P2 on o b t i e n t 

n-2 
T n = ( ( ( x n - 2 ^ V l } V (

 k V (Vi =* «•) *<> » 46 
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n-1 
(( r / (x^^ x^)) = ^ x 0 ) = ^ x0 e t l e théorème 1 es t "bien démontre. 

k=l 

Ce t te é g a l i t é v é r i f i é e dans aine a lgèb re de Hi lbe r t -Bernays nous donne a l o r s 

l e théorème suivant : 

I V . THEOREME 2 . 

Dans une algèbre de Hilbert-Bernays = 1 est équivalent à 

n-1 

(TM (( \/ ( x k - 1 =^ x k)) ^ x 0 ) ̂  x 0 = 1 

Les théorèmes 1 e t 2 sont v a l a b l e s , à f o r t i o r i , dans une a lgèbre de H e y t i n g . 

V, THEOREME 3. 

Dans toute algèbre de Lukasiewicz d'ordre n (n > 2) lfégalité 

n-1 

(( \J ( x ^ =-> x ^ ) ) x c ) = ^ x 0 = 1 est vérifiée. 

n-1 

Démonstration: Posons T f = ( ( \J (x , . x, ) ) Xo) x<> • 
n k v ] L K - i & 

En appliquant Dl à x^ ^ =$> e t en u t i l i s a n t l e s p r o p r i é t é s de d i s t r i b u t i ­

v i t é on o b t i e n t 

n-1 n-1 
T n =

 ( ( V V ( A ( - B . x, . V S. x. ) ) ) x 0) - »x 0 = 
n
 k-1 K i =1

 xk xk * 

n-1 n-1 
(( V ( A ( - S . * V S. ^ V x k ) ) ) = ^ x 0 ) ̂ X o » 

k=l i ^ = l k K 

(( A ( V (-SidoVl V
 Si(k)*k V x k ) ) )

 *o) x<> , i décr ivan t l ' e n -x k—1 

semble des app l i ca t ions de [ l , . n - l ] dans lui-même. 

Ce qui s ' é c r i t encore 

n-2 
T n * ( ( A ^ - S i ( l ) X o ) V ( V ( S . ( k ) X k V V ( 8 i ( n . l ) V l ) V 

n-1 
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Si i n ' e s t pas l ' a p p l i c a t i o n ident ique i l e x i s t e un e n t i e r k t e l que 

i ( k + l ) < i ( k ) . Or d 'après P6 , s i i ( k + l ) < i ( k ) on a S . ^ j J ^ < Sifr)\ e t 

PU nous donne a l o r s ( S . ^ ^ V - S ^ ^ ) < ( S . ( k ) x k V - S . ^ j j ^ ) • 

En u t i l i s a n t P7 e t P8 on o b t i e n t donc l e r é s u l t a t su ivant : 

s i i n ' e s t pas l ' a p p l i c a t i o n ident ique on a S ^ ^ x ^ ^ " ^ i f k + l ) 3 ^ * ^ * 

Si i es t l ' a p p l i c a t i o n ident ique on a i ( k ) * k • 

1 é tant l e p lus grand élément on a donc 

n-1 
T ' = ( ( V ( - S . x . . V S.x, V x . ) ) x 0 ) Xo • 

n i ~ l 

En appliquant à nouveau D l , P 2 , P3 e t P7 nous permettent d ' é c r i r e 

n-1 n-1 

n
 j-1

 J
 i-1 X 1 - 1 1 1 1 J 

n-1 n-1 

( A ( ( - S , ( V < - s , - x , - i V S i x i V V S i x « ) ) x ° ' 
j = l J i = l 1 l " A 1 1 J 

s o i t encore d 'après P 9 , P10, P5 e t P l i 

n-1 n-1 

T ! * ( A (( A ( S . x . A - S . x . A - S . x . ) ) V S . X o ) ) - » x 0 . 
n j = l i s l 1™-*- * * J * J 

A l ' a i d e de P12, P7 e t P6 , on v é r i f i e fac i lement que 

n-1 n-1 n-1 
A (( A ( S , x , . A - S . x , A - S . x , ) ) V S.Xo) » A S. x 0 * S 0Xo » 

j » 2 i = l 1 1 - 1 1 1 J 1 J j - 2 J d 

n-1 

d'où r - ((( A < S i x i - l A " S i x i A "Vi^ V S l X o ) A ( S 2 X o ) ) X o ' 
i = l 

D'après P6 on a < pour i « 1, n -1 , l a d i s t r i b u t i v i t é " 

en t ra îne a l o r s 

n-1 

T n = (( A < S i x i - l A - s i x i A S 2 x 0 ) ) V ( S l X o A S 2 x 0 ) ) x0 * 

n-1 

((( A ( S j X ^ A - S i X i ) ) A ( - S ^ ) A (SjX,, A S 2 x 0 ) ) V ( S ^ o A S 2 x 0 ) ) Xo . 

Or une a l g è b r e de Lukas iev icz d ' o r d r e n es t en p a r t i c u l i e r un t r e i l l i s e t 

v é r i f i e par conséquent l e s l o i s d ' a b s o r p t i o n , par su i t e 

T n = ( S i x ° A *o 8 8 S x x 0 x 0 d 'après P 6 , 

De p l u s , S^x x » 1 es t un théorème dans une a lgèb re de Lukasiewicz 

d ' o r d r e n donc T f * 1 e t l e théorème 3 e s t démontré, 
n 
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D'après l e s théorèmes 1, 2 e t 3 l f é g a l i t é ( T ) correspondant à l f a x i o m e d f I v o 

Thomas es t v é r i f i é e dans tou te a lgèb re de Lukasiewicz d f o r d r e n • 

En prenant comme d é f i n i t i o n des a lgèhres de Post d f o r d r e n c e l l e que nous 

avons donnée dans Cl) on consta te que l f é g a l i t é ( T ) e s t aussi v é r i f i é e dans 

tou te a lgèbre de Post d ' o r d r e n • 
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