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SUR L'AXIOME D'IVO THOMAS

par Denise BECCHIO

I. INTRODUCTION. La notion d'algébre de Lukasiewicz d'ordre n fut introdui-
te par Moisil (5) en 1941 et celle d'algdbre de Post d'ordre n par Rosenbloom
(7) en 1942. Dans (1) nous nous sommes posés le probldme de trouver une défi-
nition de ces algébres oi l'axiome d'Ivo Thomas (8) soit explicitement formu-
1é. Pour résoudre un tel probléme nous avons en particulier &té emenés & dé-
montrer, en utilisant la théorie des filtres premiers, que l'égalité

(7): T, = ((xn_2 => xn-l) = Xo) = T, =1 ol T, =X et n>2

s
correspondant 4 1l'axiome d'Ivo Thomas, est vérifiée dans toute algébre de Lu-
kasiewicz d'ordre n et dans toute algébre de Post d'ordre n.

D'autre part, dans (4), L.Iturrioz a montré que les algébres de Lukasiewicz
d'ordre n sont des algébres de Heyting.

Nous nous proposans ici d'utiliser cette propriété pour donner ume démonstra-
tion €lémentaire de (T) dans une algébre de Lukasiewicz d'ordre n et dans une
algébre de Post d'ordre n.

Pour cela nous établirons, d'abord une égalité (T') équivalente & (T) dans

une algébre de Heyting, puis une démonstration é€1émentaire de (T') dans ume
algébre de Lukasiewicz d'ordre n.

II. DEFINITIONS ET PROPRIETES. Nous supposons connues les définitions et les
propriétés des algébres de Hilbert-Bernays (ou "Brouwerian lattices" (2), ou
"relatively pseudo-complemented lattices" (6)), des algsbres de Heyting (ou
"pseudo-boolean algebras” (6)) et des algébres de Lukasiewicz d'ordre n (3)
(4). Nous ne rappellerons ici que celles que nous utiliserons explicitement
par la suite.

Dans une algébre de Hilbert-Bernays, donc & fortiori dans une algdbre de Hey-

ting, nous avons les trois propriétés suivantes (6) :

Pl. x =>(y =z)=(xAy) =»2
P2. (x =2z2)A(y =z2)=(xVy) =2
P3. x=>2x=1

Dans une algdbre de Lukasiewicz d'ordre n, 1'implication intuitionniste peut

€tre définie par 1'égalité suivante (4) :

n-l
Dl. x=>y=yV /\ (-8.xV S.y)
: i i
1=1
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- représentant une négation de De Morgan et Sl, S2""’ Sn-l les n-1 opéra-

tions unaires d'une algébre de Lukasiewicz d'ordre n.

De plus, dans une algébre de Lukasiewicz d'ordre n, nous avons les proprié-

tés suivantes (3) :

Pi. Si x<y alors xVz<yVz
PS. -(xVy)=-xA-y

P6o Slx <52x < o ee <Sn-lx 'Y -S X g-sn-zx < LI ) <-S X

n-=1 1

PT. 1 est le plus grand €lément, O est le plus petit &lément.
P3. Six v -Six =1, i=1,..., n=1

P9. Si(x Vy) = S;x VSy, i=1,.0,0-1
Si(x Ay) = S;x AS;y, i=1,..., -1
P10. Siij = ij », 1=1l,,0e,n=1 , j=1,..., n=1
Pllo —Sj—Six = Six 'Y i = 1,.00, n"l 'Y j = 1,..., n-l
Pl2o SiXA—Six=0 » igl’.oo, n"'l
Dans tout ce qui va suivre, pour simplifier les &critures, nous poserons par
définition :

D2. T, =x et T = ((xn_2 - xn-l) = Xo) =T , avec n>2.

1

ITI. THEOREME 1.
Dans wne algebre de Hilbert-Bermays om a

n-1

T, = ((V (xe_, = x)) = %) = x
k=1

Démonstration: Cette égalité est vérifiée pour n = 2 . Supposons la démontrée

pour n-1 . Nous avons alors

n-2
T o= (x _, =x ;) =x) = (( k\“/1 (x_y = %)) = %) = x6)
soit en tenant compte de Pl

=2
T o= (((x, , = x,_;) = %) A (( k\:./1 (x,_; = x)) = %)) =>x .
En utilisant P2 on obtient

n=2

T o= (x5, =>x )V k\ﬂ/1 (x,_; = %)) = x) =% =
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n-1
c -~/ (x'k-l = xk)) = Xo) —> Xo et le théoréme 1 est bien démontré.
k=1

Cette €galité vérifiée dans une algdbre de Hilbert-Bernays nous donne alors
le théoréme suivant:

IV. THEOREME 2.

Dans wne algebre de Hilbert-Bemays T, =1 est équivalent a
n-1

(T') (( k=/;- (xk-l":} &))’AXO)%XQ=1

Les théorémes 1 et 2 sont valables, & fortiori, dans une algébre de Heyting.

V. THEOREME 3.

Dans toute algébre de Lukasiewica d'ordre n (n » 2) l'égalité
n-1

(CN (g1 = x)) = %) =x =1 est vérifide.
k=1

n-1l
Démonstration: Posons Tr'1 = (( k\=/1 (xk-l = xk)) => Xo) => Xo o

En appliquant D1 & X1 = X et en utilisant les propriétés de distributi-
vité on obtient

T = ({ :\_/j ((x v ( t;/\:l(‘sik"k-l v Sik"k))) o xo) = Xo =
n-l n-1
(( k\=/1 ( i/}l ('Sik’ﬁc-l v Si.kxk Vx))) = Xo) = %o =
n-1

(( /1\ ( k\-/l ('si(k)xk-l VS y% v x))) = Xo) => Xo 5 i déerivant 1l'en-

semble des applications de [l, cesy n-l] dans lui-méme.
Ce qui s'écrit encore

n=2

Ta = U /1\ ((=83(1)%e) V ( k\=/1 B 00 ¥ Sitee)®) Y Bi(ne1)%a-1) Y

n=-1

( M Xo) =» Xo
k\m/lxk = -
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Si 1 n'est pas l'application identique il existe un entier k tel que
i(k+1) € i(k) . Or d'aprés P6, si i(k+l) € i(k) on a S5 (161 )% Ssi(k)xk et

P4 nous donne alors (Si(k+l)xk v -Si(k+l)xk) ‘é(si(k)xk v 'Si(k+l)xk) .
En utilisant PT et P8 on obtient donc le résultat suivant:

. sy . . s . . . 1
sl 1 n'est pas 1l'application identique on s si(k)xk v S1(k+l)xk =

Si i est l'application identique on a i(k) = k .,
1 étant le plus grand €lément on a donc

nel
' -
T = (( :gg ( 8;%; , V S;x; V xi)) = Xp) => Xo o

En appliquant & nouveau D1, P2, P3 et PT nous permettent d'écrire

n-1 n-1
Tp = (e VO (C-5; (N (=8;x; ) V8;x; Vx;))) V5.x))) = %o =
j=1 i=1
n-1 n-1

( /\ (( -S ( \/ (-S x5 V Sixi \ xi))) v ijo)) => Xo

soit encore 4d'aprés P9, P10, P5 et Pll

n=1 n-1
= ( J/=\1 (( 1/=\1 (8;x;_; A=S;x; A -iji)) v ijo)) = Xo -

A 1l'aide de P12, PT et P6 , on vérifie facilement que

n=1 n=1 n-1
A\ (CA (Sx A -S.x. A-S.xi))VS.xo)- AN Sx°=Sxo ,
J=2 i=1 J J j=2
n=1
d'od T! = ((( 1/-\1 (s x;_y A =Six; A -Slxi)) ' Slxo) A (Szxo)) - Xo

D'aprés P6 on a -S;x; <-5;x; pour i=21, «ou, n=1 , la distributivité

entraine alors

n-1
= (( 1==/\l (S;x, 1 A -S.x; ASyx,)) V (8;%0 A\ Sy%0)) = %o =
n-l
((( /\2 (8;x; 1 A =8;x.)) A (=8,%;) A (S;X0 A 5,%)) V (S;%0 A 5,%0)) = xo
1=

Or une algébre de Lukasiewicz d'ordre n est en particulier un treillis et

vérifie par conséquent les lois d'absorption, par suite
T; = (Slxo A 82x°) — Xo = S;Xo = Xo d'aprés P6.

De plus, S;x = x = 1 est un théoréme dens une algdbre de Lukasievicz
d'ordre n donc Tﬁ = 1 et le théoréme 3 est démontré.
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D'aprds les théordmes 1, 2 et 3 1'égalité (T) correspondant & 1'axiome d'Ivo

Thomas est vérifiéde dans toute algebre de Lukasiewicz d'ordre n .

En prenant comme définition des algébres de Post d'ordre n celle que nous

avons donnée dans (1) on constate que 1'égalité (T) est aussi vérifiée dans
toute algébre de Post d'ordre n .
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