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. 1978 £ 15.1 DEUX DEFINITIONS DES ALGEBRES DE HEYTING
TRIVALENTES INVOLUTIVES

par Denise BECCHIO

INTRODUCTION., Dans (2) L.Iturrioz définit une algébre de Heyting trivalente
involutive (A.H.T.I.) comme &tant une algdbre de Heyting trivalente munie d'une
négation de De Morgan, c'est-d-dire une algébre de Heyting (ou "pseudo-boolean

algebra" (4)) dans laguelle 1'égalité

Ty = ((xl = x2) - Xo) = ({({x0 = xl) =» Xo) =» Xo) = 1 , correspondant &

l'axiome d'Ivo Thomas (6), est vérifiée, ainsi que les lois de De Morgan.

Dans le méme traveil elle caractérise les A.H.T.I. comme des algébres de Luka-
siewicz trivalentes munies d'un automorphisme involutif a et nous allons utili-
ser cette caractérisation pour donner une définition équationnelle des A.H.T.I.
i partir d'un treillis de Kleene (1).

De plus elle donne des A.H.T.I. wne définition & partir d'un treillis de Stome
(3) qui n'est pas équationnelle et nous nous proposons ici de simplifier cette
définition et de la rendre &quationnelle.

Nous donnons €galement les démonstrations d'indépendance de la plupart des
axiomes utilisés dans ces deux définitions, le probléme d'indépendance de trois
d'entre eux restant ouvert.

DEFINITION 1. Un systme (A,1,A,V,N,M,a) formé par un ensembfe non vide A , un
éLément 1 de A , deux opérations binaines A et V difinies sun A et trhois opérations
unaines N , M et a dégindies sun A est une algibre de Heyting trivalente .involutive
(AETI) 84 Les axiomes sulvants sont venif4ds :

Hl. x A (xVy)=x

H2. x A (y Vz)=(
H3. x = NNx

Hh, N(x Ay) = Nx V Ny

H5. (x ANx) A (y VNy) =x ANx
46. Nx VMx =1

H7T. x A Nx = Nx A Mx

H8. al(xVy)=ax Vay

z Ax)V (y Ax)

H9. Xx = aax
H10. a(Nx) = Nax

D'aprés H1 - HT , (A,1,A,V,N,M) est une algdbre trivalente de Lukasiewicz (1] , en

abrégé une ALy, et posséde par conséquent toutes les propriétés d'une telle structure.
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Il suffit donc de démontrer que cette algébre trivalente de Lukasiewicz est
symétrique, c'est-d-dire que 1l'opérateur unaire a défini par H8 - H10 est um

automorphisme involutif de A (2).

Ecrivons d'abord les propriétés d'une AL, qui nous serviront par la suite:

3
xA1l=1AXx
xV1=1Vx

X

xV{{xAy)=x
xVi(yAz)=(xVy)A(xV3z)

2380

A partir des axiomes Hl - H10 nous pouvons &tablir les théorémes suivants:

Tl. alx Ay) = ax A ay

En utilisant H3, H4, H10 et H8 on vérifie facilement que

a(x A y) = aN(Nx V Ny) = Na(Nx V Ny) = N(aNx V aNy) = N(Nax V Nay) = ax A ay .
™., al =1

D'avrés H8, on a a{ax V 1) = aax V al , soit encore en utilisant P2 et H9
al = x Val . On a donc x < al quel que soit x et en particulier 1 < al .

1 étant le plus grand élément dans une ALy, T2 est bien démontré.

T3. Max = aMx

1. a{Nx V Mx) = al H6

2. Yax VaMx = 1 1.H8.H10.T2.
3. alx A Nx) = a(Nx A Mx) HT.

Y, ax A Nax = Nax A aMx 3.T1.H10.
5. ax A Nax = Nax A Max HT.

6. Nax A Max = Nax A aMx S.h,

7. Max V (Max A Nax) = Max V (Nax A aMx) 6.

8. Max = (Max V Nax) A (Max V aMx) 7.P3.Pk.
9. Nax V Max = 1 HE.
10. aMx < Max 8.9.P1.
11. aMx V (Nex A Max) = aMx V (Nax A aMx) 6.
12. (aMx V Nax) A (aMx V Max) = aMx 11.P3.Pk,
13. Max < aMx 2.12.P1.
1k, (T3) 10.13.

D'aprés H8 - H10, T1, T2 et T3, a est bien un automorphisme involutif de A.

Ainsi les axiomes H1 - H10 définissent bien une A.H.T.I. (2).
Nous allons démontrer 1'indépendance des axiomes Hl - H9,
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Indépendance de HI - I7
11 suffit de se reporter i l'article (1) et de poser dans Ty - Tq r ox = x pour tout
x de Tl - T,

Indévendance de HA
Soit Tg le treillis distributif ayant méme diagramme que T3 {1) mais dans lequel on

DeSse Bl=0 ,%a =% ,%¥=a,N0=1

» Mx = x pour tout x de TS sy al =0, aa = a,

ab =% et al = 1

les axiomes H1 -~ H7, HO et H10 sont vérifiés dans Ty alors que l'axiome H8 ne l'est

ras car a{l Va)=0al=2 e alVea=0Va=a#ol.,

Indépendance de H9 :

Soit T, le treillis distributif ayant méme diagramme que T3 {1) mais dans lequel on

vose Nl =0 ,Na=% ,Nb=a , NO =1, Mx = x

pour tout x de T9 ,al =1,
2a = 0 , ab=1 et a0 =0

lLes axiomes Hl - H8 et H10 sont vérifiés dans T9 alors que l'axiome H9 ne 1l'est pas

car aaa = a0 =0 # a .

Le rrobvldme de 1'indépendance de l'axiome H1O reste ouvert.

Dans (2) L.Iturrioz démontre le théoréme suivant :

" Pour qu'un treillis distributif A ayant un plus petit et un plus grand €lément O
et 1 soit une AHTI il faut et il suffit que sur A on puisse définir deux opérations
unaires . et ~ satisfaisant aux égalités

1) x rtax=0

2} alx Ny) =ax VAay

33) 0 =1

N1) wvex = x

W2) wn(x Ay)

vx Vauy

A1) si o Ax =1y et qmx = vy alors x=y "

Nous allons démontrer l'équivalence de cette caractérisation des A.H.T.I. avec
la définition équationnelle suivante:

DEFINITION 2. Un systeme (A,1,0,A,V,7,~n) fornmé pan un ensembfe non vide A , deux
2léments 1 et O de A , deux opérations binairnes A et V définies sur A et deux opéra-
tions unaines 1 et o défindies sun A est une algibre de Heyting trivalente involutive
(AHTI) &4 Les axiomes sudvants sont vErLfils :

I. xr(xVy)=x

I2. x M(yvz)=(z Ax)V(y Ax)

I3. xVl1=1

Ib, x pax=0

I5. =(x Ay)=x Vay

6. "0 =1
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7, ~~x = X
IR, ~(x Ay) =~vx V~y
19. (x A ~wx) A (y Vay) = x Arivx

D'aprés I1 et I2, (A,A,V) est un treillis distributif (5) et posséde par con-
séquent toutes les propriétés d'une telle structure. Par suite d'aprés I3,

1 est le plus grand €lément.

Dans un treillis distributif on a x V (x A y) = x donc en particulier, d'apreés
Ih, x V(x A1x) = x VO =x et par suite O est le plus petit &1ément.

Inversement les axiomes I1, I2 et I3 sont bien vérifiés dans un treillis dis=-

tributif ayant un plus grand &lément 1.

Les axiomes 11), 12), 13), N1) et N2) sont identiques aux axiomes Ik - I8.

I1 suffit donc de démontrer l'équivalence de IN) et de I9.

D'aprés (3) les axiomes 11), 12) et 73) (ou Ik - I6) caractérisent un treillis
de Stone. Ceux-ci sont en fait des treillis doublement de Stone (7) pour les
lois 1 et ~1~, En effet:

D'aprds 71) (ou I4), on & ~xA~~x = O soit encore d'aprés 12) et N1)

(ou I8 et I7) x Vaax =~0 , Or O est le plus petit €lément, 1 est le plus

grand élément et ~ est une négation de De Morgan, donc ~0 = 1 . Par suite

xVvax=1.
~ étant une négation de De Morgan on a ~(x Vy) =~x A~y .

En utilisant cette propriété et 12) et N2) (ou IS et 18) on obtient facilement
le résultat suivant: ~In(x Vy) =viv x A1~y o

Enfin, d'aprés N1) et 13) (ou IT et 16) on & ~~v1l =0 .,

La démonstration donnée par Varlet ((8) Théoréme 2 p.466), bien qu'wtilisant
des notations différentes de celles utilisées ici, prouve l'équivalence de 1K)
et de I9 dans un treillis doublement de Stone..Notre définition 2 est donc bien
équivalente & la caractérisation des AuH.T.I. donnée par L.Iturrioz.

Nous allons démontrer 1'indépendance des axiomes I2, Ik - I9, le probléme de
1'indépendance des axiomes Il et I3 restant ouvert.
Indépendance de I2 :

Soit T2 le treillis non distributif dont le diagramme est

SN
N

c

Danstonpose 11=~n1=0,7a=b ,va=c¢Cc ,b=C ,nbD=Db,c=2a ,nc=}
W =n0 =1
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Indépendance de Ib :
Soit T, le treillis distributif dont le diagramme est

1
a/ \b
%
Da.nsThonpose 9l =~nvl =0 ,78=1 ,nva =D , b =a=nmb et 10 =n0=1,

Les axiomes I1-~13%, IS -~ I9 sont vérifiés dans T), alors que l'axiome Ik ne l'est pas

car a A1a=a Al=a#0,.

Indépendance de IS :

Soit TS le treillis distributif ayant méme diagramme gue T3 mais dans lequel on pose
1 =~1=0,7a=0,va=2a ,"b=a ,~vb=Db et "0=w0=1,

Les axiomes I1 - Ik , I6 ~ I9 sont vérifiés dans Ts alors que l'axiome IS ne l'est pas
car {(a Ab)= 0=1 et 7naVaAb=0Va=a#1l,

Indépendance de I6 :

Soit T6 le treillis distributif ayant méme diagramme que T3 mais dans lequel on pose
11=~1=0,1a8=0,va=8a,7b=a,nvb=b ,10=a ,~n0=1.

Les axiomes I1 - IS5, I7T - I9 sont vérifiés dans '1‘6 alors que l'axiome I6 ne 1l'est pas.
Indépendance de I7 :

Soit 'I‘7 le treillis distributif ayant méme diagramme que T3 mals dens lequel on pose
M1=~1=0,7a2=b ,va=1,1b=nadb=4a ,70=n0=1,

-Les axiomes I1 - 16, I8, I9 sont vérifiés dans T, alors que l'axiame I7 ne 1l'est pas
car ~ra =0 #£a

Indépendance de 18 :

Soit T8 le treillis distributif ayant méme diagramme que T3 mais dans lequel on pose
M1=0,1a2a=Db ,7b=a ,710=1 et wx =x pourtoutxdeT3 .
Les axiomes I1 - I7, I9 sont vérifiés dans Ty alors que l'axiome I8 ne l'est pas car
~nia Ab)=a Ab=0 et vaVab=aVb=1.

Indépendance de 19 :

Soient 1, a, b, 0 quatre €léments distincts. Soit T9 la chaine

O—o—p—

dans laquelle on pose "1 =wl =0 ,78a8=b=0 ,ma=b  ,vb=8a,0=n0=1,
T9 est un treillis distributif dans lequel les axiomes Il - I8 sont vérifiés alors que
1l'axiome I9 ne l'est pas car (a Amiva) A (B VL) =(a A1) A(bVO)=aAb=b¢a,
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