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STRUCTURES FLOUES ET ALGEBRES DE POST

par Serge RIBEYRE

Gr. C. Moisil a mis en lumiére en (5) et (6) les rapports existant
entre les structures floues au sens de Zadeh (17) et les algdbres de
Lukasiewicz (n-valentes ou 6-valentes) ; ces rapports ont été encore
précisés par D. Ponasse en (9). Paralldlement 3 ces deux études, on a été
amené 3 mettre en évidence les liens existant entre les structures floues
((3), (&), (7), (17)) et les algébres de Post d'ordre m, m entier naturel

22, ((2), (1), (12), (13), (15)), ou généralisées au sens de T. Traczyk
(16) et de H. Rasiowa (10).

Aprés un premier paragraphe consacré i des préliminaires, on définit,
dans le deuxiéme, trois décompositions d'une partie floue, deux d'entre
elles ayant un rapport étroit avec la représentation disjointe d'un &lément
dans une algébre de Post d'ordre m, m entier 32, ((2), (15)), ou dans une
algébre de Post généralisée ((10), (16)). Dans les trois paragraphes sui-
vants, on &tudie les propriétés de trois opérateurs définis dans 1'ensemble
des parties floues d'un ensemble et leurs rapports avec les différentes
représentations d'une partie floue introduites au paragraphe précédent.
Dans les derniers paragraphes on caractérise les treillis des parties
floues d'un ensemble qui, munis d'opérations convenables, sont des algébres
de Post généralisées de type J (16) ou des algébres de Post d'ordre
@+ 1 (10), et on prouve deux théorémes de représentation qui généralisent

le théoréme de représentation de Stone pour les algébres de Boole.
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1. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES.

l,l On appelle, suivant D. Ponasse ((8), (9)), structure floue tout
couple (E,J), ol E est un ensemble non vide (les &léments de E sont
désignés par x, y, z ...) et J un treillis avec plus petit élément, noté O,
et plus grand élément, noté |, tels que O # 1 (les &léments de J sont
désignés par a, B,y ...) ; onpose Jp =J - {0} , J*=7-{1} ,

Ja = J -{0,1} et U=1{0,1} . On dit qu'une structure floue (E,J) est

discréte si E est un ensemble fini.

1.2. si (E,J) est une structure floue, on appelle partie floue de E

= JE 1'ensemble
-~ ~
A

» B, C ... ; aprés

toute application de E dans J ; on désigne par @’(E)
des parties floues de E, ces derniéres étant notées,
identification d'une partie de E, au sens habituel, 3 sa fonction carac-
téristique qui est une application de E dans U, l'ensemble des parties de
E, (E) = uE , apparalt comme un sous—ensemble de 9?(E) ! une partie

de E, au sens habituel, est encore appelée une partie nette de E; on note

les parties nettes : A, B, C ... .

1.2.1 Dans le cas d'une structure floue discréte (E,J) , on adopte la
convention d'écriture suivante, utilisée en (8), pour les parties floues :
on ordonne totalement E de fagon arbitraire (x],xz,...,x ) et si A est
une partie floue telle que A(x ) = @, , on pose A= @ dy...a .

1.3 Dans ﬁ(E) sont définies les opérations suivantes ((3), (4), (7) (17)) :
inclusion , & CE, si, pour tout x &E, K(x)é B(x)

réunion, 2UB - ) , ol, pour tout x€E, E(x) = Z(X)V§(x) (resp., si J
est une chaine, max(Z(x),g(X))) H

-~

~ ~ -~ ~ .
intersection, A N B = D, oii, pour tout x€E, D(x) = K(X)AB(X) (resp., si

J est une chaine, min(X(x),g(x))) ;

en outre, si (Z‘A)AeA est une famille de parties floues et si, pour tout
x6 E, v A (x) (resp. /\ A (x)) existe dans J, on pose U )\ E
A€A A €A A€ A
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(réunion généralisée) ol ?S'(x) =V K(x) », pour tout xg E (resp. N XA = C
A€ A A€ A
(intersection généralisée) ou C(x) = /\ X)\ (x), pour tout xeE).
A€

Toutes les opérations précédentes prolongent les opérations analogues
-~
de P(E) ; muni de la réunion et de 1'intersection, P (E) est un treillis
avec plus petit élément, la partie nette § , et plus grand élément, la

-~
partie nette E, et 2 (E) est un sous-treillis de ZP(F).

~

P (E) est un treillis distributif (resp. achevé) si, et seulement si,

le treillis J est distributif (resp. achevé).

1.4, si 1'on désigne par C(J) 1l'ensemble des &léments complémentés du
~

treillis J, 1'ensemble des &léments complémentds du treillis P (E) est

C(J)E ; dans le cas ol J est une chalne, P(E) est exactement l'ensemble

des éléments complémentés de Z2(E).

1.5, On appelle structure floue involutive ((8), (9)) tout triplet (E,J,n)
tel que (E,J) soit une structure floue et n une involution décroissante
de J ; on définit alors sur ﬁ(E) une opération unaire, la complémentation
floue ; si It est une partie floue, le complément flou de X, noté nx, est
tel que : (nz) (x) = n(X(x)), pour tout x&€E. n est une involution décrois-
sante du treillis g;'(E) et on a les lois de De Morgan ; en outre, la
complémentation floue prolonge la complémentation habituelle dans Z(E) :

pour toute partie nette A, on a nA = [A.

1.6, Si (E,J) est une structure floue, soit @ un &lément fixé de J ; on

désigne par Ea la partie floue telle que, pour tout x &E, Ea(x) =a .

On a les propriétés suivantes :

~
1.6.1. Ey = @, E] =Eet €= {Ea,acJ} est un sous-treillis de Z(E)
isomorphe au treillis J.

1.6.2, Si (E,J,n) est une structure floue involutive, nEa = Ena » pour
tout ac&J.
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1.6.3., (E,J) &tant une structure floue quelconque et A une partie nette,

si (OL,B)GJ2 est tel que O & a < B et ANE cEa, alors A = @.

B8
1.6.4, (E,J) étant une structure floue telle que J soit une chafne, si
”»

A est une partie floue et si, pour ace J, (resp. (c:L,B)G.J2 tel que

a < B) Tana = @ (resp. "AUEG = EB) alors A = @ (resp. A= EB).

1.7, LEMME. ~ (E,J) étant une structure floue telle que J soit une chaine,

on pose, si A et AB' sont des parties floues :

~ ~
C, ou, pour tout x€E, C(x) =

- . 1, si A(x) < B(x)
a) A%B = g

ﬁ(x), si X(x) > %(x)
I; si A(x) = O

-~
b) 7 X = Ao c'est-a-dire, pour tout x €E, A(x) = 3 ~ H
0, si A(x) # 0

Alors < 2(E), E,VU,N,=p ,"1 yest une algébre pseudo-booléienne
(cf. (11)) pour la définition, par exemple).

La vérification est laissée aux soins du lecteur.

~p
1,7,1, On note que, pour toute partie floue A et toute partie nette B,
~
A =7 B est une partie nette : en effet, pour tout x€E,
Lo~
- I, si A(x) € B(x)
(A=9B)(x) = -
B(x), si A(x) > B(x), soit B(x) = O.
. . g ~ R ~
En particulier 9 A = A =@ est la partie nette telle que VA(x) = 1, si

4
et seulement si, A(x) = O et, si A est une partie nette, 1A = EA.

. » ~ .
1,7,2, S1 A est une partie nette et B une partie floue, alors

) N ) 1, si A(x) < B(x)
A =B = [A UB ; en effet, si xg@E, (A =pB)(x) = ~ ~ ;
B(x), si A(x) > B(x)


http://1i7.1i
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si A(x) € B(x), soit A(x) = 1 = B(x), soit A(x) =0 et ((A)(x) =1 ; si
A(x) > ‘E(x), alors A(x) = 1 et ([A)(x) = 0 ; d'ol finalement, dans tous
les cas, (A=9B)(x) = max([A(x)B(x)) = ([AUB) ().

2. REPRESENTATIONS D’UNE PARTIE FLOUE,

La terminologie employée dans ce paragraphe est largement empruntée

d celle de la théorie des algébres de Post ((2), (11), (15)).

2.1, (E,J) &tant une structure floue quelconque, si K est une partie nomn

vide de J, A une partie floue de E et (Aa’a une famille de parties

€K
nettes de E, on dit que :

2.1.1, &) est une K-représentation de Asii= U (A NE).
a’ac €K a €K a a

2,.1,2, a) est une K-représentation disjointe de A si (A(;) t

a’ae€k

~ a€K s
une K-représentation de A telle que :

i) UAa=E;
a &K

ii) pour tout (a,B)cKz, si a # B8 , alors AanA = @.

B
La famille de parties nettes (Aa)ae K datisfaisant i) et ii) est appelée

une K-pseudo-partition de E.

2,13, &)

c’a «K

est une K-représentation monotone de X si (Aa)a est
une K-représentation de A telle que @

€K

i) si 0e€K, A

o~ Es

ii) pour tout (O.,B)GKZ , si a g B, alors A D AB .

2.1.’4. (Aa)ael( est une K-représentation duale de Z si X = mK(AaUEu).
(L3
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~
2.1.5. (A) e g ©St une K-représentation duale monotone de A si (Aa)aeK

. ~
est une K-représentation duale de A telle que :

i) si 1€ K, A1=¢;

ii) pour tout (a,B)E€ K2 , 81 ag B , alors Aa:aA

B

2,1.6. EXEMPLE. - Soit (E,J) la structure floue discréte telle que E = {a,b}
12 _
33’5;]} ; on a € —{00,33 ,33, 11}.

. . ~ 12 . P
Soit la partie floue A = 33 ( en tenant compte de la convention d'écriture

et telle que J soit la chaine {0

1.2.1) ; on constate que :

(10,10,01,00) est une J-représentation de Z H
(00,10,01,00) est une J-représentation disjointe de Z 3
(11,11,01,00) est une J-représentation monotone de X ;
(11,01,10,01) est une J-représentation duale de Z 5

(11,01,00,00) est une J-représentation duale monotone de A.

2.1.7, (E,J) &tant une structure floue quelconque, K une partie non vide de J
et A une partie floue fix@e, dans 1'ensemble des K-représentations (resp.

~
K-représentations duales) de A la relation :

"o . - . _ - .
si (Aa)a ex et (Ba)ac g sont deux K-représentations (resp. K representatlons.
duales) de A, (Aa)aek < (Ba)aeK s1, et seulement si, pour tout a &K, Aac'Ba

est une relation d'ordre.

La vérification de cette propriété est immédiate.

2.2, Dans ce qui suit, on &tablit quelques propriétés des représentations de

parties floues.

Soient (E,J) une structure floue et K une partie non vide de J.

2.2.]. PROPOSITION. - fi (A),ex

tation duale) de A, alors, pour tout X €E :
A(x) = V{B/BeK : x€A )} = V{B/BaK : A (x) = 1}

(resp. A(x) = A{B/B€K : x ¢ AB} = A{B/B&K : Ay = o).

est une K-représentation (resp. K-représen-=
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Soit X un &lément fixé de E ; on note d'abord que, pour tout BeK tel que
= =1 . : '
xGAB, (ABf\EB) (x) = B < a\e/.K(Aan Ea) (x) = A(x). Soit ¥ un majorant de l'ensemble
des B tels que xeAB ; soit a €K : si X€A  , alors ¢ &£ Y par hypothése, et,
si x ¢ A, ona (AaﬂEa) (x) = 0 & v. Ainsi, pour tout ac ek, (AanEu) <y
et, comme X(x) = a\e/K(AanEa) (x), il vient K(x) <Y, d'oi le résultat.

La deuxiéme partie de la proposition se démontre de manidre duale.

2.2.2, COROLLAIRE. - Si (A), gg

alors, pour tout x€E, X(x) = B » ou B est 1'unique élément de K tel que

X € AB'

-~
est une K-représentation disjointe de A,

Cela résulte de 2.1.2. et de 2.2.1.

2.2.,3, PROPOSITION. - Si (Aa)ae g €St une K-représentation (resp. K-représentation
-~

duale) de A, on pose : By = E, si 0€K , et B = |_J A
BEK
8
7 -
BGKAB s S1
a 2B

ae k¥ = k-{1}); (Bu)ac K (resp. (Ca)ae K est une K~-représentation monotone (resp.

8 b

a
si a€Kg = K-{0} (resp. C1 =@, si 16K, et Ca =

K-représentation duale monotone) de X.

Par construction des Ba’ 11 suffit de prouver que 2= U (Baﬁ Ea).
aek

Soient x€E et « €K ¢ si o = 0€eK, on a (BonEO)(x) =0 g X(x) ; si a €Ky,
oux €B et (BNE)(x)
a ¢ o

0« K(x), ou xeBu = U AB et il existe B€K, a & B »
agB ~

tel que xeAB ; d'aprés 2.2.1., on a (Ban Ea) (x) = ag Bg A(x). Ainsi, pour tout

a€k, (BNE)® ¢ i).

Soit § un majorant des (Buf\ Ea) (x), pour a€K : on a, d'aprés 2.2.1.,
2x) = V{y/veK: xeAY} ; or, pour tout Y€K tel que xeA , on a, par
définition de By, xeBY et donc : y = (BYnEY) (x) & 6. Par suite A(x) ¢ & et
A(x) = E .

X(x) 0XK(an BJE)
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La deuxiéme partie de la proposition se démontre de fagon duale.
. A
On déduit de la proposition précédente que, si une partie floue A
posséde une K-représentation (resp. K-représentation duale), elle admet une

K-représentation (resp. K-représentation duale) monotone.

2.2,1-[, PROPOSITION. - Si (A)\a)aeK est une K-représentation (resp. K-repré-
sentation duale) de ‘Z\A' si U 7{)‘ (resp. m ‘A)\) existe, alors

A€ A -\
(\J Aka)acl( (resp.(m A)\a)aeK) est une K-représentation (resp.
A€ A Ael
~ m a“
K-représentation duale}de | J A, (resp. A).
A A€eN A
A€l
. ~ ~ -
Soient A = UJ AA » X€E et 0 €K ; si x ¢ | A)‘a , alors
ren t xeA
(LA IMEY) =0 SA®X ; si xelJ A » 11 existe A€A tel que
Aa o Ao o
A€ A A€A
X€ A et on a :
Xo(‘l

(8, ME)(X) = as Xxo(") ¢« VA =5 ;5 or (U A, JNEXX) = o et

A el A €A
par suite, pour tout aeK, ((U A )NE ) (x) ¢ Z(x).
re A Ao a

Soit 8 un majorant de 1'ensemble des (( UJ A)\a)ﬂ EJ(x), pour o €K, et
AEA
~ ~
montrons que 8 majore Au(x), pour tout u€ A, ce qui entrainera A(x) <§ et

V{o/oeK : xe Aua}

achévera la démonstration. On a, d'aprés 2.2.1., A (%)

U = =
pour tout ae@K tel que xe Aua’ on a xe,%J, AAa ~et a (AuanEa) (x)
= ((U A, JNE )(x), d'ol a § 8. Il vient donc A (x)g6 , pour tout yu @ A -
rep M@ H

La deuxiéme partie de la démonstration se fait de maniére duale.

2.2,5, REMARQUE. - si (Aa)acK et fBa)a~cK sont des K-représentations

(resp. K-représentations duales) de A et B respectivement, en général
al .

(Aa ch)o,eK (resp (Aau Ba)ajK .~ o~

K-représentation duale)de An% (resp. AU B),

) n'est pas une K~représentation (resp.
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Soient, par exemple, (E,J) une structure floue oli J est 1'intervalle
ar be 4
réel |0,1] et A = B = : ot = sia i =
s B=E; (Aa)aEJ 4 Aa E, si1 a est rationnel, et Aa 9,
sl a est irrationnel, est une J-représentation de E ; de méme (Ba)agJ ot
B, = @, si o est rationnel, et B, = E, si o est irrationnel, est une J-repré-

. _ = '
sentation de E. On a, pour tout a€J, Coz = AanBa 9 et (Ca)acJ n'est pas

une J-représentation de E, mais de @.

2.2,6, PROPOSITION. - si (E,J) est une structure floue telle gque J soit
une chaine achevée, si K est une sous-chaine dense de J et si (Aa)a-cJ
est une J-représentation monotone (resp. duale monotone) de a , alors

~
(Aa)ae K est une K-représentation monotone (resp. duale monotone) de A.

Si (fa)acJ est une J-représentation~monotone de :A:, J~étant une chalne
achevée, B = LJ (Aan Ea) existe dans 2(E) et on a B ¢ A ; supposons E &K :
il existe x(Eateell( que B(x) < K(x) ; K étant une sous-chalne dense de J, il
existe Y€K tel que : ‘ﬁ(x) <y <Z(x) = VYa/aeJ : xQAa} 3 par suite, il
existe Be€J tel que xeAB et B,{ Y, soit y < B, puisque J est une chatne :
on a alors : B(x) = V{§/5€K : X€ AG} <y < 8 3 la J-représentation (Aa)acJ

-~
étant monotone, on a, par ailleurs, AY;AB , donc xt‘AY , d'ol y <B(x), ce qui

est contradictoire.

La deuxiéme partie de la démonstration se conduit de manidre duale.

2.2.7, REMARQUE. - L'hypoth&se "monotone” en 2.2.6., est essentielle comme

le montre 1'exemple donné en 2.2.5. : (Ba)acK , o K = Q()[O,l] n'est pas une
K-représentation de E, mais de @.

2.3, Les deux résultats, qui suivent, montrent comment, sous certaines

hypothéses, on peut, 3 partir de familles de parties nettes de E, construire

des parties floues.
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2,3,1, PROPOSITION. ~ (E,J) étant une structure floue guelcongue et K une

partie non vide de J, & toute K-pseudo-partition (Aa) de E est associée

aekK

~
une unique partie floue A telle que (Aa)ae g °R soit une K-représentation

disjointe.

Soit x€E : d'aprés 2.1.2., il existe un unique B €K tel que xe A ;

6 ]
on a (ABnEB)(x) = B et, pour tout aeK-{R}, (AanEa) (x) = 0 ; il vient domnc
8= YV (Aa(\ Ea) (x) ; si on pose A(x) =8 , on a, par définition de la réunion

a €K
généralisée, A = | L) (A NE ).
a o
a €K
2,3,2, PROPOSITION. ~ Soit (E,J) une structure floue telle que J soit un
treillis achevé et soit K une partie non vide de J.
a) Si (A) est une famille de partie nettes de E, il existe une

a’a € K

unique partie floue 2 (resp. .1'3) telle que (Aa)a c Kk " soit une K-repré-
sentation (resp. K-représentation duale).

b) si (Aa)a € K est une famille de parties nettes de E telles que, si

O€K, AO =Eet, si a & B, Aa’AB (resp. si 1 €K, A1 =@ et, si
a £ B, Aab AB)' il existe une unique partie floue P {resp. ‘ﬁ) telle que

(Aa)a € K P soit une K-représentation monotone (resp. duale monotone).

~
a) J étant un treillis achevé, P (E) est un treillis achevé et donc

- U @anEe) (resp.§= N (A VE)) existe.
a€K ¢ @ ca €K @ o

b) se déduit de a).

3. LIGNES DE FLOU ET REPRESENTATION DISJOINTE D'UNE PARTIE FLOUE.

3.1, (E,J) étant une structure floue quelconque, A une partie floue et o un

€lément de J, on appelleysuivant (8), ligne de flou de degré o de A la partie
[ 4
nette, notée La(A), telle que :

La(fx) = {x/x€E : X(x) = a} .

10
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2.].]1, REMARQUE. - Si aeJ, on a L,(E)) = E et, pour tout Be€ J-{a}, LS(EG) = g.
3.1,2. REMARQUE. - On note que, si A est une partie floue, d'aprés 1.7.1.,

12 = LO(K) » (E,J) étant une structure floue telle que J soit une chaine

Dans ce qui suit, (E,J) désignant une structure floue quelconque, on met
en évidence des propriétés des opéréteurs "lignes de flou" analogues 3 celles
qu'ont, dans les algébres de Post d'ordre m, m entier 3» 2, les opérateurs
Ci que définit G. Epstein en (2).

3.7, PROPOSITION. - Toute partie floue A posseéde une, et une seule,

~
J-représentation disjointe, & savoir (La(A))

I1 est immédiat de constater que (La(z))acJ est une J-pseudo-partition
de E ; 1l reste 3 prouver que (L (A))aeJ est une J-représentation de X. Soient
X un €lément fixé de E et B = A(x) ; xel (A), donc (L (A)OE )(x) = B et,
pour tout ceJ-{B}, x ¢ L (A), d'ou (L (A)n E )(x) = O A(x) ; ainsi

R = V @ MNEY®.
ceJ
~
Soient (A )aeJ une J~représentation disjointe de A et B un élément
fixé de J ; si xeAB, d'aprés 2.2.2., A(x) = B , donc x&L (A) et A el (A)

3]
Inversement, si x€L (A), A(x) = B et, d'aprés 2.2.2., B est 1'unique element

de J tel que xeAB s d oi L (A)c:AB . Ceci achéve de prouver 1l'unicité de 1la
J—representatlon disjointe de A.

3.2.], COROLLAIRE. - Si (E,J) est une structure floue telle que J soit

chaine finie & m éléments (m entier » 2), alors le treillis ﬁ(E) est une

algébre de Post d'ordre m.

En tenant compte de la'définition que donne G. Epstein des algébres de

Post d'ordre m en (2), cela résulte de 1.3., 1.6.1., 1.6.4. et 3.2.

11
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~
3,3, PRINCIPE DE DETERMINATION. — Deux parties floues A et B sont égales si,

~ -~
et seulement si, pour tout aeJ , La(A) = La(B)'
Ceci est un corollaire de 3.2.

3.4, L'application qui, 3 toute partie floue A, associe la J-pseudo-partition
AP ~
(La(A))aeJ est une bijection de Z(E) sur l'ensemble des J-pseudo-partitioms
de E.
Si (Aa)aeJ est une J-pseudo-partition de E, il existe, d‘'aprés 2.3.1. ,

~
une unique partie floue A telle que (Aa)a en soit une J-représentation

€J ~
disjointe ; d'aprés 3.2., on a, pour tout a€J, Aoz = La(A)’ d'ol le résultat.

3,5, e ‘ﬁ équivaut 3 : pour tout a€J, L (K)c v L (‘ﬁ).
a B
geJ
B>a

La vérification est laissée aux soins du lecteur ; il en est de méme

pour les propriétés qui suivent.

"~ - - - L
3.6.], A étant une partie floue, les assertions suivantes sont &quivalentes :

a) A est une partie nette.
b) il existe a € J et une partie floue B tels que‘z. = Lu(§)°
o & =1,®.

3,0,2. Si A est une partie nette, alors

a) LI(A) = A.
b) pour tout a€ J.: s La(A) = @.
¢) Ly(A) = [ a.

-~
3.6.3, Si A est une partie floue, il y a équivalence entre :

~
a) A est une partie floue complémentée.

b) pour tout a €J-C(J), La(X) = @.

12



Structures floues et alg2bres de Post

L4
Si A est une partie floue, alors-:

3,7/, PROPOSITION.
a) 1,(@, @A)

La(K) s pour tout o €J.

b) L (L (A)) = @, pour tout (a,B)€ JXJ:.
c) L @, ®)) = (_La(z y= U LB(Z) ., pour tout aelJ.
ge J-{a}

L (A) gtant une partie mnette, a) et b) resultent de 3.6.2 ; pour c),
on a, d aprés 3.6.2., L (L (A)) [L (A), la derniére égalité se déduisant du
fait que(Lm(A))OLGJ est une J-pseudo-partition de E.

3.8, Si (E,J,n) est une structure floue involutive, on a, pour toute partie

~ ~ ~
floue A et pour tout a€J, La(nA) = Lna(A)'
La vérification est immédiate.

3.9, PROPOSITION. - sSi (E,J) est une structure floue telle que J soit une
~
chaine, pour toutes parties floues A et ~ et pour tout a€J, on a :

a) La(Xu§> e, ®nU L (B)))U(L GN(U L (A)))

seJ BeJ
B -

b) L, An%) = (T, )N ( LJ L (B)))LJ(L @& N (LJ LB(A)))'
pgeJ peJ
ag B ag B

Démontrons a). Soit xeL (AU B) ; J étant une chalne, on a
= (XUE) (x) = max(A(x) B(x)) ; Sl a =Z(x) B(x) = B, alors xeL (A) et
xel (B) avec B & a, donc xeL (X)n(u (B)) ; dans le cas ol

8 RC.I
a=B®2Em = 8, xeL HN(U L (ﬁ))
seJ
Bs o

Supposons inversement que X appartienne au membre de droite de 1'égalité

a) ; par exemple si xeLa(X)n( UL (E)), on a R(x) = q et E(x) =

8 Bg @
geJ
~ ~ < Qo
donc (AUB)(xX) = a et xeL (AU (on note que, pour démontrer cette inclusion,

on n'utilise pas le fait que J soit une chaine).

La démonstration de b) est analogue i celle de a).

13
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3,10, PROPOSITION. - si (E,J) est une structure floue quelcongue et A une
partie floue, alors :
aj LO(K) est la plus grande partie nette disjointe de X; si, en outre,
J est une chaine, LO(K) est la plus grande partie floue disjointe de X
(autrement dit, LO(A') est le pseudo~complément de X)-
b) L, (&) est la blus grande partie nette contenue dans A et CLO(Z)zL;’J.L“(K)

~N
est la plus petite partie nette contenant A .

a) KnLO(K) =@ : en effet, si xeLO(Z), A(x) = 0 et, si x#LO(Z),

LO(A) (x) = 0 ; soit B une partie nette telle que ANB = @ : si xeB, alors
0 = A(X)A B(x) = K(x) et donc xe€ LO(X), d'ol BC LO(K).

Si J est une chafne, soit B une partie floue telle que AnB=¢ 3
soit x€E : ou B(x) = 0 < LO(Z) (x), ou B(x) # O et, comme

~ ~ ~ -~ ~ ~ a4
0 = (ANB)(x) = min(A(x),B(x)) < B(x), on a A(x) = O, donc xeLO(A) et ainsi
BC LO(A).

~ ~ N ~
b) Soit x€E : si x¢L1(A), L, (A) (x) = 0<A(x) et, si xel (A),
L](X)(X) =1 = K(x), d'ol L](Z)C'K. Soit B une partie nette telle que BCA :
si xeB, alors B(x) = 1\<K(x), donc Z\(x) =1, xcLl(K) et BCL](X).

Soit x¢E : si Z(x) = 0, alors A(x) < ([LO(K))(X) et, si X(x) # 0, alors
xe[:LO(X) 3 ainsi Ac (LO(K). Soit B une partie nette telle que “Ac. B : si
N -~ ~
X€ tLO(A)’ alors O0<A(x)& B(x), donc B(x) = 1, xeB et (:LO(A)C.B.

3,11, PROPOSITION. - Soient (E,J) une structure floue quelconque, A une

partie floue et (Aa) une J-représentation de A; on a :

oQ@J

a) LO(A) = aGJ*[:Aa' _ .
b) si, dans J, 1 admet un unique prédécesseur 1 , LI(A) = Al'
c) si J est une chafne telle que tout a€J : posséde un prédécesseur a”,
~ _ /\
alors : L (& =a,n(4) (4.
B> o
a) résulte de 2.2.1.

b) Si xeA,, d'aprés 2.2.1 , Ax) = 1 et x€L, (4).

14
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~ v
Soit x€ LI(A) ; d'aprés 2.2.1., X(x) =Vi{ia/oed : xe Aa} ; si x#AI,
alors Y{ca/a€eJ : xe Aa}\<l_ < 1, ce qui est contradictoire ; par suite X€A

1
et LI(K)CA

1

. * “ .
c) Soient a€J, et xeAaﬂ(BeJCA ) ; on a, d'aprés 2.2.1., o < A(x) ;
B>a
Siac< A(x) = B, comme J est une chaine et A(x) =Vi{y/yeJ : xeA }, il

existe Y€J tel que xeA et oo < y§B = A(x), ce qui est contradlctou'e car

X € c AY ; par suite, A(x) = o et x€ La(A)’ solt Aaﬂ (QJCA )CLa(A)'

B>a
Soient aeJ: et xeLa(X) ; ona: A(x) =a =Y{B/BEJ : xeAB} 5
nécessairement pour tout B€ J tel que B > a , on a x¢ AB } supposons X#Aa : J
étant une chalne, xe‘A8 pour des B € J tels que B > a, donc, comme a a un
prédecesseur o~, tels que B o < a ; ainsi

A(x) =V{s/BeJ : xeAB} << a =A(x), ce qui est contradictoire.

L, NIVEAUX DE FLOU ET REPRESENTATIONS MONOTONES D'UNE PARTIE FLOUE.

AL
L{,l, (E,J) étant une structure floue quelconque, A une partie floue et ¢ un

N
€lément de J, on appelle, suivant (8), niveau de flou de degré a de A la

partie nette, notée N (A), telle que :
N (A) {x/xeE : A(x) > alt.

4,1.1. On remarque que, pour toute partie floue A, N, Q) =

E et que, pour tout
(a,B)GJ N(E)=E, si ggB, et N (E) = @ sinon.
a B a B

Dans la suite, (E,J) étant une structure floue quelconque, on &tablit des

propriétés des opérateurs "niveaux de flou" proches de celles que possédent,

dans les algébres de Post d'ordre m, m entier 3 2 , les opérateurs Di que
définit G. Epstein en (2).

15
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4,7, PROPOSITION. - Si A est une partie floue, alors :
a) (Na(A))aeJ (resp. (Na(A))a € Ju

monotone de A et c'est la plus grande des J-(resp. Je=) représentationsde

est une J-(resp * Jy-)représentation

A pour la relation d'ordre définie en 2.1.7.
b) si, dans J, 1 n'a pas de prédécesseur, (Na (X))aeJ:‘ est une J:-repré—

sentation monotone de A et c'est la plus grande des \f-représentations

~
de A pour la relation d'ordre définie en 2.1.7.

a) Il est clair que, si (a,B) €J2 est tel que @ € B Na(K)'DNB(K)o

Prouvons que A= uJ (Na(z)ﬂEa) ; soit xeE, pour a0 €J, si xeNa(K), on
aeJ

a (N BNEN() = o g Ao et, si xgdn &), O,BNEY () =0< K ;

soit Y un majorant des (NQ(A)n Eu) (x), pour a€J : on a

X(X) =3 = (NB(X)H EB)(X) § Y ; par suite Ax) = V (NQ(K)(\ E,)(x). Ainsi
a€eJ

(Na(R))qe; est une J-représentation monotone de X. Enfin, si (Ay)qg; est ume J-reprt

-~ -~ ~
sentation de A et si X‘Aa’ alors, d'aprés 2.2.1., o § A(x), donc xeNa(A) et

AaC Na(x), d'ol le résultat.
Pour la partie "resp" on constate que NO(A)nEO = @.

On note qu'une partie de a) se trouve, sous ureautre forme, démontrée

dans (4) et (7).

b) Si x€E, il est clair que, pour tout & I3, (NQ(K)I\E“)(X) < K(x).
Soit ¢ un majorant des (Na(‘;.)n Ea) (x), pour 0€.J: » et posons K(x) =8 3 si
B =0 on a l'égalité voulue ; si BG.J:, . xCNB(X), d'od ~ - N
T\(X) = Bs= (NB(K)I\ EB) (x) &£ 8 ; enfin, si B = 1, alors cha(K) pour tout aeJ*:
supposons 6< 1 ; comme & n'est pas un prédécesseur de 1, il existe ced¥ tel
que 8 < a, d'od ae.J: , X€ Na(K) et a = (NG(X)n Ea)(x) < §, ce qui est contra-

-

dictoire. La fin de la démonstration est analogue 3 celle de a).

-

4,2.]. REMARQUE. - Une partie floue, contrairement 3 ce que 1l'on a vu pour
les J-représentations disjointes, peut avoir plusieurs J-représentations,

monotones ou non, comme le montre 1'exemple donné en 2.4.1..
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4,3, ACE équivaut 3 : pour tout ae€J, NG(X)CNG(E)-
Lo~ A ~. ~ ~ -~
S1 AcCB , aed et xeNa(A) y ona : ag A(x) < B(x), donc cha(B).
Réciproquement, si, pour tout ¢ €J, Na(Z)CNa(‘E) et si K(x) = B,
xeNB(K)c NB(E), d'ot A(x) = B € B(x).

~ ~ .
4,4, PRINCIPE DE DETERMINATION. Deux parties floues A et B sont &gales si,

. + .
et seulement si, pour tout a €J (resp. a€Jy ; resp. a€Jy si | n'a pas de
prédécesseur dans J) NQ(X) = Na(.B').

Ceci est une conséquence de 4.2.

4,5, PROPOSITION. - (E,J) étant une structure floue guelconque, on désigne

par (,@(E))J 1'ensemble des applications de J dans £ (E) qui sont dé-
croissantes et prennent la valeur E en O.

a) (9’(13))J est un treillis avec un plus petit élément et un plus grand
élément.

b) Pour toute partie floue A et pour tout o« €J, on pose : ¢(‘A) (o) = Na(‘:&).
¢ est une applications injective et croissante de §(E) dans (9(E))J

respectant les plus petits éléments et les plus grands éléments des

N 1 J ,
treillis P(E) et (P(E))" . Si, en outre, J est une chaine, ¢ est un

homomorphisme de treillis.

a) Si £ et g sont des €léments de (.?(E))J (notation introduite par
T. Traczyk en (16)), on pose, pour aeJ : (fvg)(a) = f(a)U g(a) et
(fAag)(a) = f(a)N gl(a) ; on vérifie facilement que (.?(E))J est, pour v et A,

un treillis ; le plus petit &lément de ce treillis est 1'application O telle

que 0(0) = E et O(a) = @, pour tout c@Jg ; le plus grand élément est 1'appli-
cation | telle que 1(a) = E, pour tout aeJ.

b) D'aprés 4.2. ¢(A) est un &lément de (.?(E))J 3 1'injectivité de ¢
résulte de 4.4. et la croissance de 4.3.. Il est immédiat d voir que

$(B) = 0 et ¢(E) = 1.

17
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On sait (cf (8)) que, si J est un treillis, pour tout a€J et pour toutes
parties floues A et -ﬁ, Na(Zn 'ﬁ) = Na(Z)n Na(g) et que, si J est une chalne, on
a aussi Na (XUE) = NQ(K)UNQ(%') : des deux rappels précédents on déduit que, si

J est une chalne, ¢ est un homomorphisme de treillis.

4,5,1, REMARQUE. - En général ¢ n'est pas surjective, méme si 1'on suppose
que J est une chalne achevée ; il suffit de considérer la structure floue (E,J)
ou J est l'intervalle réel [0,1], et fe(.@(E))J telle que : f(a) = E, pour

tout aeJ* et £(1) = ¢ ; f ne peut @tre que 1'image de E par ¢, ce qui n'est pas,

puisque ¢(E) (1) = NI(E) = E, alors que £(1) = @.

4,6, PROPOSITION. - soit (E,J) une structure floue telle gue J soit une
chaine vérifiant la condition : tout @ € Jy posséde un prédécesseur a-.
Toute partie floue A posséde alors une, et une seule, J- (resp. Je-)

représentation, & savoir (Na(A))aeJ (resp. (Na(A))aer)'

D'aprés 4.2. a) A posséde une J-représentation monotone qui est (Na (A))aeJ :

il suffit de prouver 1l'unicité de celle-ci. Soit (Aa) une J-représentation

aeJ
monotone de A ; d'aprés 4.2. a) on a, pour tout ae J, Aac. Na(A)' Montrons que,
pour tout a€J, Na(z)c Aa 5 par définition on a AO
a€Jy et xeNa(K) : d'aprés 2.2.1. K(x) = Y{g/8eJ : xeAB} 20 ; comme a€ Jg,

a admet un prédécesseur a’ et on a o < A(x) ; J étant une chatne, il existe alors

=E = NO(K) ; soient donc

8 &€ J tel que xeAB et a- < B, d'ol a ¢ B ; la J-représentation (Aa)ac 3 étant
monotone, il vient ABC Aa et x¢ Aa. , d'oli finalement Na(‘A)C Aa’
Pour la démonstration du "resp." on note que, dans ce qui précéde, seuls

les a € Jy sont & considérer.
4,6,], Avec les hypothéses de 4.6. on a K(x) = max{B/BE€J : chB(K)} .

" 4,6,2, Toute chalne finie vérifie la condition de la proposition 4.6. : on note
que, si J est une chaine 3 m &léments, m entier » 2, 5(E) est une algébre de

Post d'ordre m (cf théoréme 3.5. de (15)) ; mais il existe aussi des chatnes
infinies satisfaisant la condition de la proposition 4.6. : pas exemple les chalnes

%

de type I + w* ou les chailnes de type w + w*.
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4 ,6,3. En supposant que la chaine J vérifie la condition de la proposition 4.6.
et qu'en outre elle soit achevée (par exemple si J est une chaine finie ; on
note que la condition "chaine achevée" n'est pas entrainée par 1'autre condition:
une chaine de type w + «* n'est pas achevée), 1'application ¢ définie en 4.5. b)
est un isomorphisme de treillis ; il suffit de prouver la surjectivité de ¢.

Soit fs(@(E))J et posons, pour tout aeJ, f(a) = Aa ; d'aprés 2.3.2. b)
il existe une partie floue A dont (A )

c'aeJ N
d'aprés 4.6. on a, pour tout 0 €J, Aa = Na(A) et donc £ = ¢(A).

est une J-représentation monotone :

On pourra noter 1l'analogie de la situation précédente avec celle des

structures floues au sens de Gentilhomme ((5), (7), (8)).

Dans les deux propriétés suivantes, dont la démonstration est laissée

aux soins du lecteur, (E,J) est une structure floue quelconque.

4,7.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) A est une partie nette.
b) Il existe a€J et une partie floue B tels que?\ = NG(E).
c) Pour tout a€Jg , A= NG(X).
d) A = N](A).

4,7.2. A &tant une partie floue, on a, pour tout Re€J :
a) NO(NB(ﬁ)) E.
b) N (Ng(a))

]

NB(Z.), pour tout a€J, .

4.8. PROPOSITION. (E,J) étant une structure floue quelconque et a une partie

floue, on a :

aj NG(Z) =lJ 1 (K) s en particulier, NI(K) = LI(X)'

Reld 8
b) Lu(A) =N QN [N (A)) ; en particulier, L (A) = () [N (A).
a B 0 B8
SSJ ge Jy
a

a) résulte de 3.1. et 4.1. .

N L4
b) On constate que xCLa(A) équivaut & : K(x) > a et Z(x) t a.
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4,9, PROPOSITION. - Pour toute partie floue X
a) BCJ,[N (A) est la plus grande partie nette disjointe de A ; Si, en
outre, J est une chaine, r-] ('N (A) est la plus grande partie floue

Be J,
disjointe de A.

A~
b) N](Z) est la plus grande partie nette contenue dans A et

B€J (A)

Lo d
est la plus petite partie nette contenant A.

Cela résulte de 3.10 et 4.8.

5. NIVEAUX STRICTS DE FLOU ET REPRESENTATIONS DUALES MONOTONES D'UNE PARTIE FLOUE.

~
5.1, (E,J) étant une structure floue quelconque, A une partie floue et o un
~

€lément de J, on appelle, suivant (8), niveau strict de flou de degré a de A

. . - o ~
la partie nette, notée N&(A), telle que : N&(A) = {x/x€eE : A(x) > al.

5,1,1, On constate que, pour toute partie floue X, N;(X) = ¢ et que, pour tout
2 - . ' - .
(a,8)€ J°, Ny (EB) =E, sia<B, et Na(EB) @ sinon.

Contrairement & ce qui se passe pour les opérateurs "niveaux de flou",
les résultats pour les opérateurs "niveaux stricts de flou" sont, dans le
cas ou J est un treillis quelconque, souvent négatifs ; on supposera donc,

tout d'abord, que (E,J) est une structure floue telle que J soit une chalne

et on mettr a ensuite en &vidence les résultats qui subsistent dans le cas oi

J n'est pas une chaine.

5.2, PROPOSITION. - Si A est une partie floue, alors :
a) (N'OL(A))cl cJ (rfsp.(N'a(Z))aeJ,,) est une J-(resp. J*—) représentation
duale monotone de A et c'est la plus petite des J- (resp. J'—) représen-
tations duales de'z pour la relation d'ordre définie en 2.1.7.
b) si, dans J, O n'a pas de successeur, (N' (A))a‘ Jﬂest une J,,—represen—
tation duale monotone de A et c'est la plus petite des J'-representatzons

de A pour la relation d'ordre définie en 2.1.7.
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a) Il est clair que, si (a,B)e J2 est tel que a

S8, N'(Z):Né(”).
Montrons que A QJ (N&(K)UE ) ; soient x€E et aeJ : si xeN° (A)
(N!@UE) (%)

1 X(x) et, si x ¢ N'(A), alors a ¢ A(x), donc a 3 (x),
car J est une chaine, et on a (N (A)UE YX) = a A(x)

3 soit y un minorant
des (N (A)UE )(x), pour a € J ; on a A(x) B , donc x,{N'(A) et

A(x) (N (A)UE )(x) vY. Ainsi A(x) = a/\ (N'(A)UE )(x), ce qui établit
que (N (A)) ved est une J- representatlon duale de A. Soit enfin (A )
J-representation duale de A.: si x¢ A alors, d'aprés 2.2.1
x# N&(X) et N'(X)C-Aa, d'ou le résultat.

~
Pour la partie "resp"” on constate que N“' (A)UE, =E.

une
a€d

, K(x) < a, donc

b) La démonstration est analogue a celle de 4.2.b).

5.2.]1, REMARQUE. - Une partie floue peut avoir plusieurs J-représentations

duales, monotones ou non.
Cad ~ _ . ~L ~
5,3, AC B équivaut a : pour tout a€J, N&(A)CN;(B).

I1 est clair que, si ACB, alors, pour tout c«€J, N' (A)CN (B)
~
Supposons, réciproquement, pour tout ac €J, N' (A)CN (B) : soit er ; B(x) =

donc x¢N (B) et par suite x#N (A), soit B f A(x) 3 J étant une chaine, il
vient A(x) = B(x)

~ A~
5.4, PRINCIPE DE DETERMINATION. - Deux parties floues A et B sont &gales
. . * .
s1, et seulement si, pour tout a€J (resp. a € J* 3 resp. a €Jg , s1 0

[
n'a pas de successeur dans J) N&(A) = N&(g).
Ceci est une conséquence de 5.2.

5_5. PROPOSITION. - (E,J) étant une structure floue telle que J soit une chaine,

on désigne par ((P (E)))J 1l'ensemble des applications de J dans P(E) qui

sont décroissantes et prennent la valeur ¢ en 1.
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a) ((9(!5)))J est un treillis distributif avec un plus petit et un
plus grand élément.
A~ o ~
b) Pour toute partie floue A et pour tout o &J, on pose y(A)(a) = No'n 4).
b est un homomorphisme injectif de treillis respectant les plus petits
. A J
et les plus grands éléments des treillis P(E) et ((P(E)))".

La démonstration est analogue a celle faite en 4.5. Pour b) il
suffit de rappeler (cf. (8)) que, dans le cas ol J est une chalne, pour tout
1 € J et pour toutes parties floues A et B, on a
N'GAUE) = N'A (B '(aN3 & '@®).

,(AUB) Na(A)UNa(B) et N (Af1B) = N (A)NN_(B)

5,6, PROPOSITION. - Soit (E,J) une structure floue telle que la chaine J
&
vérifie la condition : tout a €J posséde un successeur o:+. Toute
partie floue A posséde alors une, et une seule, J-(resp. .I*—) représenta-

~ -~
. N . 1] T
tion duale monotone, & savoir (NOl (A))acJ (resp. (Na(A))aeJ*)°
La démonstration est du méme genre que celle faite en 4.6.
~S A~
5.6,1, Avec les hypothéses de 5.6., on a : A(x) = min{g/8€J : x#Né(A)}.

5.6.2. Toute chaine finie vérifie la condition de la proposition 5.6. ;

il en est de méme des chalnes de type w + 1 ou | + w* + w + 1.

5,6,3, Sous les hypothéses de 5.6. et J &tant, en outre, achevée, 1'application

v de P (E) dans ((9’(!'3)))J définie en 5.5. est un isomorphisme de treillis.

La démonstration des deux propriétés suivantes est laissée aux soins

du lecteur.

5.7.]1, Les assertions suivantes sont équivalentes
~ 3

a) A est une partie nette.

b) il existe c€J et une partie floue B tels que A = N'(B).

%~ ~
c) pour tout ¢ €J , A = N'(A).
a
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~ »
A étant une partie floue, on a, pour tout B&€J :

S
a) N;(N'B(A)) = Q.
"~ ~o *
b) N&(Né(A)) = Né(A), pour tout ae€J .
PROPOSITION. - Pour toute partie floue ’K , ona:
' N = u Lard
a) pour tout o€ J, N“'(A) 8o LB(A)'

b)

c)

d)

e)

£)

g)

La
d)

~ L4 u
xeNB(A) avec B > ¢ et N(;.(A)CB c

e)

B>a

-~ ~
pour tout O€J, N('!(A)C N, (4).

2 ~N ~
pour tout (a,Bled , si a < B, NB(A)CN&{A)'

I
C
=
=
bl

pour tout a€J, N&(A)

1
=
~~
>R

~J
pour tout o €J, NQ(A)
B<a

~ ~
N nl v .
(¢ a

"~
pour tout agJ, La(A)

* + . ~ ~ A~ ~ -~
si a€J" a un successeur o , alors N (A) =N  (A) et L (A) = Na(A)ntNa"‘(A)'

vérification de a), b) et ¢) est immédiate.

D'aprés ¢), on a U x (K)CN'(X) s soit xeN'(X): K(x) =B > as
§~& B o a
o~
3 NB(A).
B > a
D'aprés c), on a NQ(K‘)C BQJ Né(?\,) ; soit X‘BQJ Né(:) ; alors,

B<a B <a

~ ~
pour tout B < a , B < A(x) =y ; x ¢ N'(A), donc nécessairement vy * a et,

no
comme J est une chaine, g g vy , d'oli x€N (A).
o

£)
g)

~ ] R ~ ~
On constate que A(x) = g équivaut 3 qg A(x) et o f A(x).
résulte de f).
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~

5.9, PROPOSITION. - Pour toute partie floue A :
Ar
aj C N'(A) est la plus grande partie floue disjointe de A.

~S
b) Né(A) est la plus petite partie nette contenant A.
Cela résulte de 3.10. et de 5.8.

~
5.]0 PROPOSITION. - Pour toute partie floue A:
a) si (Aa)ueJ est une J-représentation monotone de 'K, on a, pour
~ LY 4
tout a€J : N'(A)CACN (A).
a o T ) ~

b) si (Bu)aeJ est une J-représentation duale monotone de A, on a,

~S AL
. L4
pour tout a€J : NQ(A)CBaC Na(A)'

~ AL
a) D'aprés 4.2. on a, pour tout a&J, A Na(A) ; soit x€ N&(A) :
V{B/eeJ : XCAB} ; J étant une chalne,

alors, d'aprés 2.2.1., a < X(x)
il existe B€ J tel que xe€ AB et a < B ; la J-représentation (Aa)acJ étant

”»n
monotone, on a A DA donc x€A et N'(A)CA .
o a o o

B b

b) La démonstration est la duale de la précédente.

5.10.1, Avec les hypothéses précédentes on ne peut affirmer que, pour tout .
a€elJ, BaC Aa' Soient, par exemple, J 1l'intervalle réel [0,11 et la partie
floue E_zl_ . (NG(E_;_))OL‘ j est une J-représentation monotone de E% , mais c'est
aussi une J-représentation duale monotone de El ; on a N_;_ (E%) = E et

2

N'l (E1) = @, d'od la remarque.

2 2
5.11, Parmi les propriétés précédemment &tablies, nous allons voir celles qui

subsistent quand J est un treillis quelconque.
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5,11,1, Dans les démonstrations de 5.2., 5.3., 5.4., 5.5. et 5.6. on se sert du
fait que J est une chaine ; soit, par exemple, (E,J) la structure floue discrite

telle que E = {a,b} et telle que J soit le treillis de Boole i quatre &léments

. R ~ ~
J = {0,a,B,1} : on considére les parties floues A = af et B

~

A
Ba ; A et B sont
incomparables pour 1l'inclusion et, pourtant, les niveaux stricts de flou de mémes
degrés sont &gaux :

Né(A) = Né(B) =11, N&(A) = N&(B) = 00, Né(A) = Né(B) =00 , N;(A) = N;(B) = 00.

-~ Ar .
(N;(A))YGJ n'est donc pas une J-représentation duale monotone de A, mais de @
~n ~
et il en est de méme de (N;(B))Yc j pour B ; on constate toutefois que (AY)

YeJ
ol AO = 11, Au = 01, AB = 10, A] = 00 est une J-représentation duale monotone

~
de A et que c'est la seule.

5.11.2, Si J n'est pas une chatne, le treillis ((P(E)))’ considéré enm 5.5.
n'est pas nécessairement distributif, 1'application ¥ n'est pas injective (voir
exemple donné en 5.11.1.) et ¢ n'est pas un homomorphisme de treillis en général.
En 5.6. on utilise le fait que J est une chaine ; 5.7.1. et 5.7.2. sont vraies
si 1'on suppose que J est un treillis quelconque, ainsi que 5.8. a) , b), c¢), d),
f), mais pour 5.8. e) on a seulement NQ(X)CBf:\J Né(X) ; en 5.8. g) on se sert

B <a

de 1'hypothé&se que J est une chaine.
~
Si J est un treillis quelconque, on a, pour 5.9. a) : Né(A) est la plus grande

~
partie nette disjointe de A ; 5.9. b) demeure vraie dans le cas général ; la

propriété 5.10. n'est valable que dans le cas ol J est une chatine.

6. STRUCTURES FLOUES ET ALGEBRES DE POST GENERALISEES DE TYPE J.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par P un treillis distributif avec umn
plus petit &€lément, O, et un plus grand élément, 1, par C(P) l'algébre de Boole

des €léments complémentés de P et par J une chaine avec un plus petit &lément,
0, et un plus grand élément, 1, avec O < 1.
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6,]_, T. Traczyk, en tenant compte du fait que toute algébre de Post d'ordre m,
m entier > 2 , est un Po—treillis dans lequel tout élément admet une unique
représentation monotone (cf (15), a généralisé en (16) la notion d'algébre de
Post; la définition suivante est celle que H.Sawicka (14) a déduite de 1la
définition des algébres de Post directement généralisées introduite en (16)

par T. Traczyk.

6.1.1. On dit que P est une algébre de Post généralisée de type J s'il existe

une famille (ea)

d'é@léments de P et une famille (Da) d'opérations unaires

a€J aeJ
définies sur P telles que les conditions suivantes soient satisfaites :

Pl e0=0,el=let, siaéBdansJ,eaée

8 5
P2 pour tout x €P, Do(x) =1, Da(x)EC(P) pour tout a&€J et, si a £ B dans

J, Da(x) > DB(X) H

= V .
P3 pour tout xe€ P, x ceJ (Da(x) Aea) H
P4 si (am)cch est une famille d'éléments de C(P) tels que a, = I et, sias B
dans J, a 2 aB , alors x = a\éJ (aa A ea) existe dans P et, pour tout agJ,
a =D (x).
a a

On note alors P = < (ea)aeJ" ce®) > .

6.1.2, On remarque que toute algébre de Post d'ordre m, m entier > 2, est une
algébre de Post généralisée de type J, oii J est la chaine des entiers naturels

[O,m—l] , sl on pose, pour tout x&P, Do(x) = 1.

6.2, La notion de Po-treillis introduite par T. Traczyk en (15) a été géné-

ralisée par H. Sawicka en (l4).

6.2.], P est un P -treillis de type J s'il existe une famille (e)), ¢
d'éléments de P telle que :

J

Ql e, =0, e, =1, et, si a & 8 dans J, e, § g

Qz pour tout X€P, x = V (x Ane ), ol la famille (x )
a€g © o a’a

el est telle que :
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(A) pour tout g €J, xae cweE) , Xy = 1 et, si o g B dans J, x 2 xB.

Q3 st (x) j est une famille d'éléments de P vérifiant la condition (A),
J

oe
alors x = V. (x Ae ) existe dans P.
a €& o a

Toute algebre de Post généralisée de type J étant un Po-treillis de type

J, H. Sawicka, en (14), caractérise les Po—treillis de type J qui sont des

algeébres de Post généralisées de type J.

6.2,2. THEOREME. - un Py-treillis de type J est une algébre de Post généralisée

de type J si, et seulement si, la condition suivante est satisfaite :

Q4 si a€C(P) et, si, pour Be J*,a/\e8< V e y alors a = 0.
a€J o

a<f

6.3, (E,J) étant une structure floue telle que J soit une chaine, on se propose

de déterminer les treillis Z(E) qui sont des algébres de Post généralisées de

type J.

~
6.5,]1, PROPOSITION. =~ Le treillis P(E) est un Py-treillis de type J si, et

seulement si, la chaine J est achevée.

"~
On sait, d'aprés 1.3., que & (E) est un treillis distributif avec un plus
petit &lément, ¢, et un plus grand élément, E, et, en posant, pour tout o € J,

~g
e, = Eu et, en tenant compte de 1.6. et de 4.2., que % (E) satisfait les

conditions Ql et Q2 ; en outre, si la chalne J est achevée, la condition Q3 est

aussi vérifiée d'aprés 2.3.2..
_NRp
Supposons, réciproquement, que Z(E) soit un Po-treillis de type J ; soit

I une partie quelconque de J ; on considére 1'idéal (au sens des treillis)

de J engendré par I, qu'on note < I > :

<I> = {a/aeJ : il existe RBe€I, ogBl

Montrons que, si y =VY<I> existe dans J, alors V<I> = VI ; il est clair que

y est un majorant de I ; soit § un autre majorant de I ; si ¢ <I> , il existe

BEI tel que a « B et donc a & § ; ainsi § majore <I> et yg 6, d'oil vy = VYI.
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Soit (Aa)a €] la famille de parties nettes de E telle que : Aa = E, si o &<I>,

et Aa = @ sinon. La famille (Aa)acJ satisfait la condition (A) de 6.2.1. : en

effet O€ <I>, donc A, = E ; d'autre part, si a & B dans J, ou a, B&<I> et

0

A =A,=E, ou a, BE<I> et A =A, =0 ,ouae<I>, BF<I> et A =E,
a B a B a

AB = @ (ce sont les seuls cas possibles, car, comme o < B, si B¢ <I> , alors
o € <I>). P (E) étant un Po—treillis, d'aprés Q3, A= a%jj (AanEa) existe dans

ﬁ(E). Soit xer et montrons que X(xo) =V <I>; on a, pour tout a€ <I> ,
N E ) (x)) = E_(x9) = os X(xo) ; soit B un majorant de <I> et considérons
la partie floue EB ; on a , pour tout a& <I> | Aa(\ Ea = Euc EB et, pour tout
a; <I>, Aan Ea = @cC EB; par suite, A = Lé) (Aan Ea)CEB’ d'ol, en particulier,
'K(xo) < B, ce quli prouve que X(xo) =Y 91>J= Vi

6.3.2, THEOREME. - Soit (E,J) une structure floue telle que J soit une chalne ;
le treillis 2 (E) est une algeébre de Post généralisée de type J, en posant,

pour tout a €J, e, = Ea et Da = Na y 51, et seulement si, J satisfait les

deux conditions sulvantes :
a) J est achevée ;

b) tout a€ Jy posséde un prédécesseur a”.

Si J satisfait a) et b), P(E) est une algébre de Post généralisée de type

J en tenant compte de 1.3. , 1.6 et 4.6.

~~

Réciproquement, supposons que Z(E) soit une algébre de Post généralisée
de type J ; 97(!5) étant un Po-treillis de type J, il vient, d'aprés 6.3. 1.,
que J vérifie la condition a).
Pour prouver b), supposons qu'il existe B € J, sans prédédesseur ; alors

U E = EB : EB contient tous les E » pour a < B , donc aussi leur réunion 3
a€J ©
a<f

- - ~ 3
soit, par ailleurs, A une partie floue contenant tous les Ea » POur a < B,
” - -
alors EBCA : en effet, sinon, pour un x ¢E, J étant une ctaine, on aurait
F ~ 3 . .
A(x) < B ; A(x) n'étant pas le prédécesseur de B, il exist.rait a tel que

K(x) <o <8, doi A(x) <E_(x), ce qui est contradictoire Ainsi EBCX et

E, = U E . On a, alors, pour E : ENE, = E, = 4 E, avec E # @, ce qui
B a€J “a 8 g a€J “a
a<f a<B

contredit la condition Q4 de 6.2.2.
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6.4, Pour terminer ce paragraphe, nous allons montrer que, si P est une algébre
de Post généralisée de type J, ol J est une chalne satisfaisant les conditionms

a) et b) de 6.3.2., alors P est isomorphe 3 une sous—algébre de Post d'une algébre
de Post généralisée ﬁ(x) de type J, oi X est un ensemble convenable.

6.4.1, siP= <(e) C(P)> et P' = <(e' )

a€J’ aed

de Post généralisées de type J, on dit que 1'application f de P dans P' est un

» C(P')> sont des algébres

homomorphisme d'algeébres de Post généralisées de type J si f est un homomorphisme

de treillis tel que :

pour tout ac J, f(ea) = e& ; pour tout xe€ P, pour tout a€J, f(DQ(x)) = D‘;(f(x)).

6.4,2, On dit qu'une partie non vide P' de 1'algébre de Post généralisée de
type J P = <(ea)aCJ’ C(P)> en est une sous-algeébre de Post généralisée de

type J, si l'injection canonique de P' dans P est un homomorphisme au sens de
6.4.1..

6,L|,3, LEMME. - Soit J une chaine satisfaisant les conditions a) et b)

de 6.3.2. ; 1'ensemble des idéaux (J) non vides de J est une chaine, pour

l'inclusion , isomorphe & J.

On vérifie facilement que, pour 1'inclusion, % (J) est une chafne avec un

plus petit &lément {0} et un plus grand J.

Soit 1'application t de J dans J(J) telle que, pour a€ J, t(a) = [O,a].
I1 est clair que T est une injection croissante ; pour démontrer que T est un
isomorphisme d'ensembles ordonnés il suffit de prouver que t est surjective.
Soit I € (1) ; J étant achevée, soit o = V I et montrons que I = '[O,a]= (a).
Si a = 0, alors a €I et, si a€Jy, o posséde un prédécesseur o- ; on a g-<a = Y1 :
J étant une chaine, il existe B €I tel que a-<Bga , d'ol, par définition du
prédécesseur, B = o €1 ; comme a €I, on a [0.(1] € I ; inversement, si g ¢ I,
alors B sa= Y Id'oi B eLO,a] .
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Les chalnes J et ¥ (J) ayant le méme type d'ordre sont identifiées.

0.4,4, THEOREME DE REPRESENTATION. - Soit P = <(e))y o7 » C(B)> une algebre
de Post généralisée de type J, ol J est une chaine achevée telle que tout
a €Jy a un prédécesseur a~; on désigne par X l'ensemble des ultrafiltres
de 1l'algébre de Boole C(P) . P est alors isomorphe & une sous-algébre de

Post généralisée de type J de 1'algébre de Post généralisée de type

3IFW = (X)), oy PO

La démonstration suivante s'inspire de (9).

a) Soit o 1'ilomorphisme de Stone :

0 : C(P) 9P
X +—20(x) = {U/UE€X : xeU}
. .. f v ) U
Soit f l'application de P dans P(X) = J(J)” définie par :

~
f : P___).a/(X)

~
x;._;f(x) = IX

Ar
ou I : X ——3@)
Ut—-sf’x(U) = {a/ueJ : D_(x) €U},
On note que, pour tout U&X, fx(U) est bien un idéal non vide de J : en
effét, d'aprés P2 (6.1.1.)," comme D (x) = 1 € U, oe"x’x(U) et, si Be “fx(u),

c'est-a-dire DB(x)e U, et as B, onal(x) DB(x) » ce qui entraine, puisque U
est un filtre, D (x)@U, soit a €1 (V).

b) On sait, d'aprés le lemme 1.1 de (14), que pour tout x€C(P), Do(x) =] et
Dy {x)=x pour tout a € Jx. Soit donc x€ C(P) ; on a : f(x) = ‘ix oli, pour tout

A A
UeXx, Ix(U) = {0}V {a/a€Jy : xeU} et, par suite, Ix(U) = {0}, si x/{U, et

L d

~
Ix(U) =J, si x€U ; ainsi Ix est une partie nette de X ; -on constate, par
ailleurs, que : UG’Ix €quivaut 3 U e o(x) et, par suite, que f(x) = ‘I’x = g(x),

ce qui signifie que f prolonge 1'isomorphisme de Stone o.
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¢) Montrons que, pour tout ceJ et tout x€P , f(Da(x)) = l‘%‘(fx)) = Na(f(x))
(quand on identifie Tt(a) & a (6.4.3.)).

On sait que D (x) € C(P) et donc, d'aprés ce qui précéde,
f(Da(x)) = c(D (x)) = {v/veX : Da(x)c U} ; d'autre part, si Ue X, on a :
ue Na(f(x))l———-‘! IX(U)DOL = 1(a)

p—t “]':X(U)J [0,(1]
p——d aei’x(U)
—t Da(x)e U

et, donc, £(D (x)) = N (f(x)).
a a

d) On déduit de b) et ¢) que f est une injection ; en effet, si (x,y)GP2

est tel que f(x) = £(y), alors, pour tout a €J, Na(f(x)) = Na(f(y)) donc

f(,Da(x)) = f(Da(y)) ; comme f prolonge 1'isomorphisme de Stone o, on a, pour

tout a€J , o(Da(x)) = O(Da(y)), d'ol Da(x) = Da(y), ce qui entraine, d'aprés
la condition P3 de 6.1.1., x = y.

e) Soit xr(a) = Xa : X—> J(J) et montrons que f(ea) =
Ui——o[O,a.l

On sait, d'aprés 1e lemme 1.1. de (14), que D (e ) 1, si 8 a, et De(ea) = 0,

si B » o ; par sulte, si U€EX, on a :

f(e )(U) = {B/R€J : D (e Je U} = {B/RGJ : D (e ) = 1} , car un ultrafiltre de
C(P) ne contient pas 0, et donc, f(e Y@) = [0,(1]

f) On établit enfin que f est un homomorphisme de treillis. Prouvons, par
exemple, que, pour tout (x,y) &P2, £(xvy) = £(x) Uf(y) ; d'aprés &.4., il suffit
de montrer que, pour tout a&J, Na(f(xv y)) = Na(f(x)U £(y)) ; sachant que N_
et Da sont des homomorphismes de treillis (4.5., 5.5. et lemme 1.1. de (14)), que

f prolonge 0 et, en tenant compte de c), on a :

Na(f(xv y)) = O(Da(xvy)) = O(Du(x))UO(Da(y)) = Na(f(x) Ji(y)).
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6.4.5, D'aprés 6.1.2. et 6.4.4. toute algébre de Post d'ordre m, m entier 3 2,

est isomorphe 2 une sous—algébre de Post d'ordre m d'une algébre de Post d'ordre
~

m de la forme Z(X) ; pour m = 2 on a le théoréme de représentation de Stone

pour les algebres de Boole.

6.1-[,6, COROLLAIRE. - Si P est une algébre de Post finie d'ordre m, m entier »2
alors P est isomorphe & 1'algébre de Post ﬁ(}{) = JX , ou J est la chaine
des entiers naturels [O,m—ll et ou X est 1'ensemble des ultrafiltres de
I'algébre de Boole des éléments complémentés de P; si Card(X) = n, alors

Card(P) = m".

Si P est une algébre de Post finie, C(P) est une algdbre de Boole finie
et 1'isomorphisme de Stone o est alors une surjection de C(P) sur 2(X) ;
1'application f, définie en 6.4.4. est alors, elle-méme, surjective. En effet
soit A eﬁx) ; on considére (Na(z))a ey O étant surjective, il existe, pour
tout o €J, a € C(P) tzl que o(aa) = Na(A) 3 0 &tant un isomorphisme, on a ay = 1

a . N
et pour tout (a,B)€ J° , si a< B , alors a, 2> 8g 3 soit x = a\e/J(aa“ ea) » On a:

= - U - U "
t0 = ) t@pnie ) = B eepnzx) - YUia @nx)
et donc, d'aprés 4.2., f(x) = X

~
Comme P (X) = Jx, od J est une chalne 3 m éléments, il vient que
L
Card(P) = Card( P(X)) = n". On retrouve ainsi le résultat démontré par P.C.

Rosenbloom en (12) (cf. également (1)).

/. STRUCTURES FLOUES ET ALGEBRES DE POST D'ORDRE > +1

Dans tout ce paragraphe, on désigne par J une chaine de type y +1, par O
le plus petit &lément de J, par 1 le plus grand élément de J et par o' 1le

o
successeur de a€J .

/.1, H. Rasiowa, en (10), a généralisé la notion d'algébre de Post d'ordre m,

m entier 3 2, de la maniére suivante.
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On appelle algébre de Post d'ordre w + | une algdbre abstraite

P=<P,l,V,A,=p,N ,(Du)aeJ: ’(ea)ae e telle que les aXlomes suivants

soient satisfaits :

P <P,1,Y,A,=p, TV > est une algébre pseudo-booléienne.
% . s

P, pour tout a€Jy , Du est un homomorphisme de treillis.

P, pour tout a€ J¥ , pour tout (a,b)e P2 y Da(a =»b) = o?&sa(DB(a)# DB(b))‘

*
Py pour tout a € J3 , pour tout a€ P, Da(-l a) = ’\Do+(a).
P, pour tout (c,B) € J: xJ: , pour tout aé?P, Da(DB(a)) = DB(a)-

1, si a € B
Ps pour tout (a,B)€ J: xJ , Da(eB) =

11, si a > 8

* %
Pg Pour tout (a,B)€ Jy xJ, , si a § B, alors, pour tout aGP,Da(a)z DB(a).

Pg Pour tout acP, D0+(a) V1Do+(a) = 1.

4
Pg pour tout a éP, a = o€ g% (Da(a)l\ ea).
7.2. THEOREME. - Si (E,J) est une structure floue telle que J soit une chaine
~ -~
de type w + 1 , alors P(E) = < P(E),E,U,Nn,=, " ’(Na)aeJ: ’(Ea)uOJA >
est une algeébre de Post d'ordre w + 1.

Pg résulte de 1.7. , P, de 4.5 > Py de 4.7.2., Pg de 4.1.1. , p6 et py

de 4.2. , P, de 1.6.1. et pg de 1.7.1. et de 4.1..

Montrons Py sia€l¥ , ona: xeNa('\ A) si, et seulement si, (‘11)(1&);0.
ce qui, en tenant compte du fait que a > O et X est une partie nette, &quivaut
)
3(12)(x) = 1 ; d'aprés 3.1.2. on a done N (V1K) = LO(X) ; or xeLo(Z) si, et
. + . ~ ~
seulement si, x $ 0", soit XCEN0+(A) = MN,, (), d'aprés 1.7.1. et 4.1. .

3 . 3 - ~ “
Vérifions 1'axiome P, 5 soient A et B des parties floues et aeJ: .
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Structures floues et algebres de Post

Soit XGNQ(X%%')’ done a < (X:;%')(x), et soit B tel que O<B\<a ; si
OX B(x) : ou 8 < K(x) et xeN (B), ou B# A(x) et X¢N ), soit xé‘[:NB
si B(x) < A(x) ; alors B < a < B(x) A=>B) (x) et xeN (B) Ainsi
(CNB(Z)UNB(%,)) = (N (A)=?N (B)) en utlllsant 1.7.2. et 4.1.

A,

A& s

X€ S<Bga

pour l'inclusion inverse, on passe au complémentaire : soit x‘N (A—?B) 3
alors o § A=>B) (x) et donc A =7%) (x)<a<! ; ainsi on a A(x) > B(x) et
(Z#ﬁ)(x) = B(x) ; soit Yy = K(x) : s1 vy < a, alors B(x) <y et

A LYs LY ~
x ‘[N (A)UNY(B), et, si @ < y, on a x¢{:Na(A)U NQ(B). Finalement

x ¢ o<6<a ([ng@on .

7.3, Montrons que, réciproquement, toute algébre de Post d'ordre w + ! est
isomorphe & une sous-algébre de Post d'ordre w + 1 d'une algébre de Post d'ordre

~
w + 1 de la forme #(X), ot X est un ensemble convenable.

7,31, S1P=<Pl,v,a,3,7,0) xsle) o >et

P' = < P',1,v, A ,=$,0 ,(Dc;l ) * ,(e ) > sont des algébres de Post d'ordre

o€ Jy agJ
w + 1, on dit que 1'application f de P dans P' est un homomorphisme d'algébres

de Post d'ordre w + 1 si f est un homomorphisme de treillis tel que :
pour tout (a,b) ¢ P2 , f(a=pb) = £(a) = £(b) :

pour tout a€P,f(7a) = 1 £f(a)
pour tout ae P, pour tout u.GJ: , f(Da(a)) = D&(f(a)) H
pour tout a€J, f(ea) = e& .

7.3.2, La notion de sous-algébre de Post d'ordre w + | est définie comme ep 6.4.1

7.3.3, LEMME. - Soit J une chaine de type w + 1; 1'ensemble ¥ (J:) des

. . A R . .
idéaux, y compris @, de J, est une chaine, pour 1'inclusion, de type y 4+ 1

I1 est facile de voir que 5(.],,) est une chaine pour 1'inclusion, avec ’

pour plus petit élément et J. pour plus grand élément.
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Structures floues et algebres de P. ¢

Soit Tt l'applieation de J dans 7 (J,:) telle que, si a€ J',
T(a) = ]O,a_] et T(1) = Jx. Il est immédiat de constater que T est une application
injective et croissante ; il reste, comme en 6.4.3. 3 vérifier que T est surjec-
tive. Soit I un idéal non vide de J: , si I est majoré, comme la chaine J} est
isomorphe i la chaine des entiers naturels, I a un plus grand &lément a et

1 =]O,a:[ = 1(a) ; si I n'est pas majoré, alors I = J: = 1(1).

On peut alors identifier les chafnes J et J(J}).

7.3.4, THEOREME DE REPRESENTATION. - Soit P = <P,1,V,A ,=, ’(Da)aGJ:’(ea)acJ>
une algébre de Post d'ordre w + 1; X désignant 1l'ensemble des ultrafiltres
de l'algebre de Boole C(P), P est isomorphe & une sous-algébre de Post

d'ordre w + 1 de 1'algebre de Post d'ordre w + |

Px) = X = <Pw,x,U,n,»,7 LRI N RN
Soit o, comme en 6.4.4, 1'isomorphisme de Stone. Sachant, d'aprés (10),
que, pour tout x€ P et tout aeJ: » D (x) est un élément complémenté de P,
soit f 1'application de P dans 9"%()() = 3@y )X telle que :
f: P—on -‘j;(X)
x—> £(x) = T

4
ol L : X———)B(J:)

Ur——-»'fx(u) = {a/a€ JJ : D, (x)€ U} .

Aprés avoir prouvé que f prolonge o, on montre, comme en 6.4.4., que f est
un homomorphisme injectif de treillis tel que, pour tout x€P et tout a€ J¥ ,

f(Da(X)) = Na(f(x)), et tel que, pour tout a €J, f(ea) = Xa'

Soient x, y€P et montrons que f(x=»y) = £(x) = £(y) : pour cela il
suffit de voir, d'aprés 4.2. que, pour tout o € J¥ , N (EGx=»y)) = N (EX)=£(y)) ;
on a Na(f(xﬁy) = f(Da(xéy)) = o(Da(xaéy)) ; or d'aprés p, on a

D (xmpy) = AN (D ()=5D (y)) ;
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Structures floues et algdbres de Post

{8/5 € J : O<Bgal} étant fini et o étant un homomorphisme d'algébres de Boole

. [} - - . .
donc, aussi, d'algébres pseudo-booléiennes, il vient :

N(EGy) = L) 60,05 0,000 [ 0,60 OgM

o<Rga

aton N, (x> ) = L) (£ 00) = £0, (1) = W (£ N (£())

o<Bga

et,par suite, le résultat, d'aprés 1'axiome Py-

Enfin, si xeP, on a f(1x) = "\f(x) en notant que 1 x = x 0.
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