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SUR LES CROCHETS GENERALISES ET QUELQUES UNES
DE LEURS APPLICATIONS

par Jean BRACONNIER

Dans cet article, on définit des '"crochets" d'applications multi-
linéaires symétriques ou alternées, qul généralisent en particulier les
“"crochets de Schouten" introduits en géométrie [4,5]. De tels crochets se
rencontrent fréquemment dans la nature : ils permettent d'écrire facilement
de nombreux calculs, pas tous classiques, intervenant dans la théorie des
algébres de Lie, des algébres de Poisson E2,3] , des opérateurs différentiels
etc. Les méthodes utilisées sont €lémentaires ; on ne signalera que
quelques applications ; le lecteur pourra facilement se convaincre qu'il
en existe beaucoup d'autres. Cet article est résumé dans deux notes aux

C.R.A.S.
Dans tout ce qui suit, on désigne par K un anneau commutatif.

§ 1. RAPPELS.
(1.1) Soit (r],. ..,pk)eJNk. On désigne par G (P],...,pk) 1'ensemble des

Cp*---*+p)!/p,!-..p ! permutations de @7p|+"'+pk dont les restrictioms

. .
a L]’pﬂ s [p]+|,p; ye ooy [pl#"'+]i—l+l’pl+'°'*pkj sont croissantes.

(1.2) Soit M un K-module. On désigne par T(M) = T (M) (resp. T(M) = ZK(M)
N

NM) = /\K(M))l’algébre tensorielle (resp. symétrique, extérieure) de M,

graduée par (TP(M))P (resp. (EP(M)) (/\P(M))P)-

P ’
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Sur les crochets généralisés. ..

(1.3) La structure de cogébre de I(M) est définie par 1'application linéaire
+
Y: S(M)—Z(M) & £(M) , dont le composant Yp q crP q(M)--; ZP(M) 6 ZS(M)
K ’ K
est donné par

(1 Y (x,...x_. ) = Y

®
pq 17" Tp+q 6€E(p,q) () () T Ts(pr)) T s (pq)

De méme, la structure de cogébre de A(M) est définie par

7' AQD> AM) 8§ AN, dont le composant T' = AP0 APan) 8 Ad0n)
K ’ K
est donné par

' _ <
(2) T pq(xl ce. X ) = bi sgn(a)xd(l)A

Z_. .o X Ox N A
P 5 B(pa) o (@) T (1) o (pe

(1.4) Soit alors A une K-algébre (associative, unifére et commutative) et

E un A-module.

Soient CG.Homng(Z(M),A) et C'e Homng(Z(M),E), on pose C.C = m.(COC').!
oum: A ®E->E est la mltiplication du A-module E. Si C et C' sont
homogéneste degrés p et q respectivement, C.C'e:HomK(Zp+q(M),E) est donc
défini par

(1) C.C' (x)-eox_, ) = S C(x

veeX YC(
P*a S E(p.q) o (1) s (p)

%5(p+1)'°'%5(p+ q)).

On dit que C.C' est le produit symétrique de C et C'.

Pour E = A, on définit ainsi sur Homng(Z(M),A) une structure de K-
algébre, graduée, associative, unifere, et commutative et, sur Homng(Z(M),E),

une structure de Homng(E(M),A)-module gradué (cf. [13).

En particulier , Homng(i(A),A) est une K-algébre commutative, ainsi
1.
que 2 (M) gr

(1.5) De méme, si CeHomng(/\(M),A) et C'e Homng(/\(M),E), on pose,
CAC' =m. (C8C').Y' . Si C et C' sont homogénes de degrés p et q respec-
tivement, Cx C'e¢ HomK(Ap+q(M),E) est donc défini par
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A}
(1) CaC'({ XIA"'Axp+q)

= 2 sgn(o) C(xo_(])/\

))C'(x
7¢ G (p,q)

o (p+l)

Aes e AX

’ 'Axo'(p O'(P"‘Q)).

On dit que CAC' est le produit alterné de C et C'.

Pour E = A, on définit ainsi sur Homg:K (A(M),A) une structure de
K-algébres graduée, associative, unifére et alternée (c'est dire que, si
C, C'e Homng(A(M) ,A) sont homogénes de degrés p et q, on a CAC' = (-1)P%nc

et CNAC = o0 si p est impair) et sur Homng (A(M) ,E) une structure de

Homng(/\(M),A)—module gradué (cf. [13).

En particulier, Homng(/\(A),A) est une K-algébre alternée, ainsi que

AM) BT

(1.6) Supposons maintenant que A soit une K-algébre de Lie. On définit,

comme en (1.4), un produit K-bilinéaire noté [ ,7 sur Homng(Z(M) ,A) en
posant pour xieM,

(l)[C,C'](x]...xp+q)= oe%p o [C(xf:(l)'"xc(p))’c(xﬁ'(P”)'"xo-(p*q))]

lorsque C et C' sont homogénes de degrés p et q.

Muni de ce produit, Homgr K(Z(M) ,A) est une K-algébre de Lie. En

particulier, Homng(Z(A),A) est, ainsi, une K-algébre de Lie.

(1.7) Sous la méme hypothése que celle de (1.6), on définit, comme en

(1.5), un produit K-bilinéaire, encore noté [ ,], sur Homng(/\(M) »A),
en posant, pour xieM

(1) [c,c ](x]A...Axp+q) = rye%(p,q)sgn(o-)[c;(xc(]),\.

xq(pﬂ)/\ - 'Axa(p*q) u

”AXU(P)) ’
C'(

lorsque C et C' sont homogénes de degrés p et q.

Muni de ce produit, Homng(/\(M) ,A) est une algébre de Lie graduée,

c'est-a-dire que l'on a si C,C' et C" sont homogénes et de degrés respectifs
P»q et r :
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@) {c,¢'1 = <P reren,
(ii) {c,C'] = O si p est pair,
(iii) (-nPTree,c,¢"l + -nPiiter,cl,e ).

+ (=D jem,cl,e) = o

(identité de Jacobi généralisée).
Les démonstrations des propriétés de (1.6) et (1.7) sont laissées
au lecteur (cf. le § 2).

. . 2 -
En particulier, @ HomK(/\ P(A),A) est une K-algébre de Lie, dont A

P
est une sous-—algébre.

Ainsi, Homng(A(A),A) est une K-algébre de Lie graduée.

§ 2. CROCHETS GENERALISES.
(2.1) Soit R une K-algébre (non nécessairement associative) dont le produit

est noté . On suppose que, pour X,y,Z€R, on a
(1) (xxy)xz=-xx(yxz) = (xX2)ry - xx(zAy)

(condition qui est vérifiée si R est associative). On pose alors
{x,¥} = xxy = yx«x. R, muni de cette loi, est une K-algebre de Lie.

I1 suffit de montrer 1'identité de Jacobi, ce qui est immédiat.

(2.2) Soit M un K-module. Si C,C'eHomng(E(M),M), on note Cx C' le

composé.
y c'eid " C
TM—s TM) EM) ——— MO T(M) 2 M) — M.

ou p est défini par p(x @ y) = x.y.

Lorsque C et C' sont homogénes de degrés p et q respectivement,

Cx»C' est homogéne de degré p+q-l et défini par

C X C'(xl...xp+q—]) =
seG(q,p-1) ¢ (xc(]) XU(Q)) Folg+1) """ xo(p+q-1))'

80



Sur les crochets généralisés ...

LEMME. - Dans Homng(E(M),M), le produit & vérifie la condition (1) de
(2.1).

En effet, si C,C' et C" sont homogénes de degrés p,q et r, on a

((CxC")yarcC" = Cax (C'AC"))(x]...xp+q+l-1)
qs@(qzr p__Z)C(C'(xc‘_(])...x(:’(q)).Cn(xo_(q"_])...xo_(q+r)).xc_(q*’r."r)

. .xd(p+q*r_2)) .
D'oi le lemme.

Ainsi, pour le crochet {C,C'} =C»C' -C'x C, Homng(Z(M) ,M) est une
K-algébre de Lie.

(2.3)

a) En identifiant M a HomK(K,M) par 1'isomorphisme x + (t > tx), on a,

pour tout €lément homogéne CeHom,.(Zp(M),M), xxC =0 et

(1 {C,x}(x]...xp_l)=CAx(x]...xp_l) = C(xxl...xp__]) (x; € M).
b) On a de plus, d'aprés 1'identité de Jacobi
(2) {{c,c'},x} = cafc',x} -c'x {C,x}

+ {C,x}xCJ - [C',x}xC.
c) On notera que, si u € Endy (M) et si C est homogéne de degré p, on a
P
3 C, = .o oo - e .
3) { U}(Xl xp) E] C(x] u(xl) xp) u(C(x] xp))
d) Pour que CeEndK(A) soit une dérivation, il faut et il suffit que

{m,Cg = 0 (m étant la multiplication de A).

(2.4) On a le lemme suivant

LEMME. - Soient C et C' des éléments de Homgry (M) ,M), homogénes et de

degrés respectifs ppet q. Pour o € G (p-1,q-1) et x],-.-,xp*q_zéM

soient C, et CJ les endomorphismes de M définis par

Co(x) = C(xxo—(l)...xo-(p-l)) et C'o(x) = C'(xxa(p)“'xo'(P"Q‘z)).
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Alors, pour Xx€M , on a (CK[C',X} -C'x {C,x})(xl...xp+q_2)
- ) le..c5] (x)
se @ (P'I,Q‘l) o
On a, en effet, CA{C',x (x,...% 5) = S C_(C'(x))
« } | p+q-2 sc€(p=1,q-1) a\v o
et C'x{C,x} = > ClL (C4(x)) -

ge @(P"I ,Q‘l)

(2.5) Seit R un K-module gradué par (Rp)pel (on pose R-—l=°)' On suppose
R muni d'un produit K-bilinéaire (x,y) v |X,y} , gradué de degré |

(i.e. {Rp,Rq}CR ). On dit que R est une K-algébre de Lie dégressive

p*q-li
si les conditions suivantes sont évérifiées :

(i) {x,y}= (-1)P4 {y,x}] pour x eRp et yeRq :

(ii)  {x,y}= o si x est homogéne de degré impair ;

1ii)  CDPT L xylz) + (DY {{y.2) oxY s GO ({zx) Ly} = o,

pour xeRp , yeRq et zeRr (identité de Jacobi généralisée).

R2p+l est stable pour {,} et c'est une K-algébre de Lie (graduée)

est une sous-—algébre de Lie.

®
p
dont Rl

D'autre part, si xeR_, y€R_ et z¢R, on a,d'aprés (ii) et (iii),

M {{xvy} .2z} = -nP" {x, {v,2}} + (-1) (PrDat! {y,{x,z}} ,
@ {x{red) = 0P Ly e @@ g

En particulier, si p est impair, {_x,."} est une dérivation de R.

(2.6) Soit R un K-module gradué par (RP)p » muni d'un produit K-bilingajre
(x,¥y)¥ xxy , gradué de degré -1 et tel que

(q+1) (r+1)

(1) (xyy)xz = xx(yrz) = (-1) ((xx2)xy = xx(zxy)) ,

pour x€R , yeRq s zeRr.
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On pose alors [x,y} = (_l)(p+l)q XAy + (-1)P yxx , pour xcRp
et ye¢ Rq . Ceci définit, par bilinéarité, un produit sur R, noté { ,} .
Alors R, muni de ce produit, est une K-algebre de Lie dégressive. Les
conditions (i) et (ii) sont évidemment satisfaites. D'autre part, un

calcul immédiat montre la condition (iii) 1'est aussi.

(2.7) Pour C, C' eHomng(A(M),M), on note encore Ca C' le composé

: o , c
A — Y s A 8 A 01 U ome Ay S A ——5 M,

od W' est défini par }J_'(x 8 2z) =xnz .

Lorsque C et C' sont homogénes de degrés p et q respectivement, Cx c’
est homogéne de degré p+q-1 et défini par
1 -
C iZC (%) A "'Axp+q—l) =
sgn(t's')C(C'(xj_l AveoAX_ A X e 1) M s (g1 ).
se @ (q,p-1) (1) (p) (p+1) (p+q-1)
LEMME. - Dans Homng(/\(M),M) le produit X vérifie la condition (1)
de 2.8 -

En effet, si C,C' et C" sont homogénes de degrés p,q et r respectivement,
on a ((CXC')XC"—Cx(C'xC"))(xlA...A )

X
ptq+r=-2

s sgn(a)C(C' (x
ge C:’(q9rgp-2)

YAC"(x )

0‘(1)A'°°Ax¢(q) a_(q+])A...AX°_(q+r)

A xc(q+r+l)A'"A’Eo"(p+q+r-2))'

La condition (1) de (2.6) s'en déduit immédiatement.

COROLLAIRE. - Homng(A(M),M), muni de {,} , est une K-algébre de Lie
dégressive.

(2.8)

a) En identifiant HomK(K,M) a M par (t ™ tx)v=x, on voit que, pour
c eHomK(/\p(M),M), on a x4C = 0 et
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) = C(xA X A...AX l) ,

1) C,\x(xl/\.../\xp_l) = {C,x} (x]/\.../\xp_] ! -

(x,xie M).

b) Si C, C' sont homogénes de degrés respectifs p et q, on a, pour xeM :

@) {{c,c'fxy = EDPDI ey e+ (-DP cr {c,x}
—{C',xi x C - (-l)pq [C,x}xC'
d'aprés 1'identité de Jacobi et la formule (1) de (2.4).

c) Soit u€Endg(M et C comme ci-dessus. On a

(3) {u,C} (xpAeeenx ) .
= u(C(x],‘\...Axp))— Z C(x]/\.../\u(xi)/\.../\xp).

i=1

En particulier, pour u'e Endg (M), on a fu,u} = uiu'-u'.u,
d) On a, de meme, 1d.MxC = C et Cx J.clM = p&donc {idM,C} = (1-p)C.

. 2 .
e) Soit FeHomK(/\ (M),M). Pour C comme ci-dessus, on a, pour x.€¢ M :
i

pt!
(4) {F,C} (xl/\....«xp+1) =3

(1) 'F(x.AC(X.A. . AK.A...AX
e 1 1 1

o)

i*j v v
- Z - LA X, cee
(-1 C(F(xl XJ)/\xl/\ AXGA. AXjA-..Ax

i<j p+|)'

Ona FaxF (xl/\szx3) = F(F(x]sz)/\x3)+F(F(szx3)Axl)+F(F(x3,\x]),\x2).
On dit que F vérifie 1'identité de Jacobi si FxF =0 ; on a alors
(F,F] =0 .

(2.9) Notons le lemme suivant :

LEMME. - Soient C.C'e Homgrg(A(M),M) des éléments homogénes de degrés p et q.

Pour o & G (p-1,q-1) et XyseeesXo o8, solent Co et Cl les endo-
morphismes de M définis par C,(X) = C(x Axc(l)A"°Axcr(p-l)) et

C;_(x) = C'(x xO'(p)A"'Axc(p+q-2))' Alors, pour x €M, on a

1)4
(-1 (P*D) cxfc',x}+ (-1)P C'x{C,x})(xt'\..-Axpm_z)

= (_])p"’l Z Sgn("') [CQ’C‘Q"] (X)-
ce G(p-1,q9-1)
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En effet, par définition, on a

CVA{‘C,X} (XIA"'Axp+q-2) = ; sgnis) CL (C(x))

et

Ck {C',x} (X Ae..A )

I Xp+q-2
NG MICR I

o

sgn(s)C(C' (x.\xs_(p)z\. N

X (prq-2) MR ()N Ko (pm1))

= (_l)(P*])(Q'*]) g_-_ sgn (&) Cg(c'a‘(x))’

d'ou le lemme.

§ 3. CROCHETS ET DERIVATIONS.

(3.1) Soit A une K-algébre, associative, unifine et commutative. On note
SU(A) le A-module Ker(m)/(l(er(m)2 (m &tant toujours la multiplication

m: A ®A-—>A) et par dAou d 1'application K-linéaire qui a xeA fait
corresgondre la classe de 1 ® x - x ® 1 dans $)(A). Alors pour tout

A-module E, u +»»u.d est un isomorphisme de HomA(.Q(A),E) sur le A-module des
dérivations de A dans E.

Pour p €W, on note Tp(f?(A)) (resp. Py, APA)) 1a A-algébre tensorielle
(resp. symétrique, alternée) du A-module {l(A) ; on note TQan™e
(resp. N\ @A) " &%) le dual gradué du A-module L (2(A)) (AGLA))).

On dit que DeHomK(T.p(A),E) est une multidérivation si D est une
dérivation par rapport a chacune des variables. On a ainsi une injection
canonique HomA(Tp(ﬁ(A)),E) —*)HomK(T.p(A),E) dont 1'image est formée des
multidérivations de AP dans E.

On a, de méme, une injection canonique HomA({p(ﬂ(A)),E)_,Homfx(‘z_.ﬁ(A),E)
(resp. HomA(/\z(:.’Z(A)),E)-—aﬂomK(/\p(A),E), dont 1'image est formée des mul-
tidérivations symétriques (resp. alternées) de AP dans E. En particulier,
on a une injection canonique ¥ (2(A)) * 8T 4ans Homng(ZK(A) ,A) (resp.
/\(.Q(A))* Br dans Homng(/\K(A),A), qui est, évidemment, un morphismes
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d'algébres , pour le prodult symétrique (resp. alterné). Homgr‘((i(.Q(A)).E)
est un X(.Q(A))‘h gr_module, pour le produit symétrique (resp. HomgrA(A(Jl(A)),};)
est un AE( (A))* 8T _module pour le produit alterné).

(3.2) PROPOSITION. - Soient C, C', C" @ Homgryg(XZy(A),A). Si C est une multj-

deérivation, on a |C,C',c"}) = lc,cl .c" +c.{ C',c"} (autrement dit,
.‘LC,. \& est une dérivation de l'algébre Homgry(Zy(A),A), pour le produit
symétrique).

LEMME 1. - Si Ce Homgryg(zg(A),A), C'v— C'x C est une dérivation de degré

p-1 de  Homgrg(@y(A),A).

Si C,C' et C" sont homogénes de degrés respectifs p,q et r, on a

(C'. C")xC (x;.-. xp+q+r_l)
- = . "

s¢€(p q-1,r) ¢Cls 0y xcy(p))xo(p"l) xa(p+q+l))c (xs'(p+q)"' 0‘(P"‘q*r-l)‘
+ Z C'(x

a'e €(a,p,r=1)C Fo(1)  Foi(q) € CX L (qury %o (qupy ) X (q+p+1) " * "Xt (poge”

(C'xcy.ct +C'.(C"XCN (x| ... xp+q+r-1)'

LEMME 2. =~ Si C est une multidérivation, C'= C&XC' est une dérivation de

degré p~1 , Homgry(fy(A),A) (pour le produit symétrique).

Soient C,C',C"€ Homgryg(£g(A),A) des &léments homogénes de degrés P»q,T

respectivement. Pour Xyseoes xp+q+r-l €A, on a
' " =
cCx(C',C )(xl .. 'xp+q+r-l)
c!' ces c(c" . .

" gy Rotqee) 9O B (1) Xa(q)) gl Kn(paqapany )

_ ' 1] ' n
= ((CxC').c"+cC'.CC C ))(xl...xp+q+r_])-

D'oi le lemme.

86



Sur les crochets généralisés . ..

On a alors

1C,C'.C"Y = C «(C'.C™)=(C'.C")« C

(CAC'").C" + C'.(CxC™) = (C'» C).C"-C' x (C".C)
I AR T oL VAR I o oA

(.3.) PROPOSITION. - si C,C'¢ Homng(LK(A),A) sont des multidérivations de

degrés p et q , {C,C‘§ est aussi une multidérivation.

Pour xe¢ A, on a
l{c,c'y ,xy = {c, {c'.x} - {c', {C,x}}
cx {c',x} -C'x {C,x} + {C,x}xC'-{C',x}aC".

I1 résulte du lemme de (2.4) que x> Cx {C',x} - C'a {C,x‘s est une
dérivation et il est manifeste que x = {C,x} x C' + {C',x}« C en est aussi
une.

On peut aussi procéder comme il suit. D'aprés (3.2) on a, pour X,y ¢A :

{C’x {C'a}'}s = {Cax} . {C"Y3 +x {C’ {C"y}} .
Comme X t— {C',x} est une dérivation, on a donc
fc, {c'yxy}j = {cC,x}.{c',y} + [C,y}.{C",x}
+x{c, {C‘,y” +y{c, {c',x3}
En permutant C et C', on a une formule analogue pour exprimer {C', {C,xy}}.

La formule (1) de (2.3) montre alors que X ~» ((C,C'} » X{est une dérivation,

ce qui prouve la proposition.

(3.4) La proposition précédente montre que la loi de composition 2
induit une loi, notée de la méme maniére sur Z(.ﬂ.(A))* gr’ qui est aimnsi
une K-algébre de Lie. La proposition (3.2) montre alors que C'w {C,C'}

est une dérivation de ¥ (\Q.(A))“gr , muni du produit symétrique . Autrement
dit :

PROPOSITION. - ¥ (A))"8" est une K-algébre de Poisson (cf. (5.1)).
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(3.5) PROPOSITION. - Soient C,C' C“c—Homng(AK(A),A) des éléments
homogénes de degrés respectifs p,q,r .Si C est une multidérivation

on a

{C,C'A C"} - {C,C'; A C" + (_l)(p‘*])qC!A(C’Cu} .

(autrement dit, {C,.} est une dérivation (resp. une antidérivation pour

le produit alterné) si p est impair (resp. pair).

LEMME 1. - Si C,C',C"GHomng(AK(A)’A) sont homogenes de degrés p,q et r,
on a

(1) (€' achxc= (€ xcyac” + (=P Aens ¢y,

En effet, pour xl""’xp+q-le A , on a
1 "
(C'Aa C") x C(XIA"'AXp+q+r-1)
= Z sgn(G)C'(C(x N e AX nx A AX )C"(x
. . LAY - Aeos
3¢ €(pra-1,r) 7(p) T(P)" Ta(pD) > (p+a=1)""" Ko(peq)

(p+1) : xﬂp-qﬂ'-l))
+(-1) p+i)q S sgn(@)C'(x ,,,\As.enX , yer(c(x , A e
5'¢ G(q,p,r-1) = (1) o' (a) o (a+1)

AR 3 ) st (prar 1N AR (eqee-1)

=((c'a cynct + (=P g e g o)y (x AL A y.

X
p+q+r-l

LEMME 2. - Si C est une multidérivation, on a :

(2) Cx(C'AC™) =¢C'A(cxc) + (-DNYc" Acxch,

En effet, pour x

CA(C'A C")(X]A...A

» X , on a

PN €
1’ ptg+r-1 A

xp+q+r-l) )
p sgn@rﬁ(c'(Xg(l)A...AxG(q)(c( Cu(xg( FERVATRRTLE )AX .
o€ G(q,r,p-1) d T(a+r) o (qren )

Xo(prqtr=1 ))

+C (Xc(q+])A'"Axv(q+r))C(C'(%T(I)A"'Axc(q))Axb(q+r+l)A"'A%r(p+q+r-|)))

= (C' A (C xc")+(-1)qrc"/\(cxc'))(x]A...A ).

*pqrr-1
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La proposition résulte immédiatement de ces deux lemmes.
(3.6) PROPOSITION. - Si C,C'& Homgry (\ (A),A) sont homogénes de degrés p
et q respectivement et si ce sont des multidérivations, {C,C'}

est aussi une multidérivation.

On a
ey axy = (0P e e+ P e 1y

P -DPet « (0,3
- {{c',x}xc + (-DPY fc,x3xC)

Il résulte du lemme de (2.6) que X ~» (—l)(pﬂ)qu {C'Ax}
+(-»P c'a {C,x} est une dérivation et il est clair que x +» {C',x}xC

et X v {C,x} x C' en sont aussi.

On peut ainsi observer que, d'aprés (3.5), on a,pour x,y €A :
{c,x{C',y}} =1{C,x} A {C',y‘s + x {C, {C',y}] et on conclut de la méme

maniére que dans la démonstration de (3.3)

(3.7) 11 résulte de la proposition précédente que le produit {,3} induit
+*
sur A(Q (A)) " 8 un produit K-bilinéaire, noté de la méme maniére ; il est

défini, lorsque C et C' sont des résultats homogénes de degrés p et q, par

{c,cy (dx . coadx o))
_ (p+i)q 3~
= (-1) c(dc' ...Ad d A...nd
aecc(q,p-l)sgn(d (@ oy 2% () Peogqen) %5 (pra-1)’
-1 P z ! ’ Aveoh
+ (-1) sgn(s) C (dC(de(q) dxox(p))

’J"€€(p,q-])

AAX e “ndx (p*q-l)) )
Et il est clair que A(? an " BT ost une K-algébre de Lie degréssive.
De plus, d'aprés (3.5), si C e/\p(ﬂ(A)) *er
(resp. une antidérivation) de degré p-1 de N(SL(A)) * 8r (pour le produit

{C,.} est une dérivation

alterné) si p est impair (resp. si p est pair).
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(3.8) Soit X une variété différentielle (paracompacte et de classe C™).

Et soit A la WR-algébre E;%X). Ef(fz(A))*gr (resp. /\((l(A))* gr)
s'identifie canoniguement aux champs de tenseurs contravariants symétriques
(resp. antisymétriques) sur X. Et dans ce cas, les crochets {,} introduits
ci-dessus coincident avec les "concomitants" des champs de tenseurs corres-

pondants, introduits par J.A. Schouten et A. Nijenhuis (cf. [5]).

§ 4. OPERATEURS DIFFERENTIELS ET CROCHETS.

(4.1) On désigne toujours par A une K-algébre et on utilise les notations
de (3.1). Soient E et F des A-modules et u¢ Homg(E,F). Pour tout te A, on
pose adt(u)(x) = tu(x)-u(tx). ad_ est une dérivation de
(HomK(F,G), HomK(E’F)’ HomK(E,G)) et les adt sont deux 2 deux permutables.
On dit que D € HomK(E,F) est un opé€rateur différentiel d'ordre € n € N si
»
quels que soient Lyoerorty€ A, on a adto s adt 0 = 0. On note Difn(E.F)
le A-module (& gauche) formé des opérateurs difflrentiels d'ordre ¢ n de
E dans F. On a Dif (E,F) = Hom,(E,F). Pour A = E, on &crit Dif (E) ou bien
de Dif (A,E). On note Dif(E,F) le A-module filtré g Dif (E,F). On pose
Dif (A) = Dif (A,A) et Dif(A) = Dif(A,A). On a {D,D} € Dif  ._ (&) si
D<3D1fn(A) et D'G-len,(A). De plus, D~ D(1) est un projecteur de Difl(A)

sur A, dont le noyau est Der(A).

On note P_(A) le A-module A @. A / Ker(m)™' (cf. (3.1))et par §
(ou $) 1'application K-linéaire qui a xe€A fait correspondre la classe
de | ® x dans Pn(A) ; §, estun opérateur différentiel d'ordre ¢ n et
C~ C. S est un isomorphisme de HomA(Pn(A)’E) sur Difn(A’E) » en particulier,
Dif (A) s'identifie & P_(A)" . On a f2(A) = Rer(m)/Ker(@)’ C P (A) et, si
x€A, ona $(x) = x £+ dx , en posant £ = §(1). Ainsi P.(A) =Aac 0 QL(n).
Soit p € N. On dit que C EHomKKTg (A),E) est un opérateur multi-
différentiel d'ordre £ n si C est un opérateur différentiel par rapport a

chacune des varlables.(x],...,xp) — 8§ (x) 8 ... 08n(xp) est un opérateur

P P 2 4P
différentiel de A" dans /\A(Pn(A)), noté én , et C —vC.<S§ est une injection
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de HomA(Ti(Pn(A)),E) dans Homk(Tp(A),E) dont 1'image est formée des opérateurs

multidifférentiels d'ordre ¢ n.

On a,de méme, une injection canonique HomA(Z p(Pn(A)),E) - Honk(SE(A),E)
(resp. HomA(/\E(Pn(A),E) > HomgWP(A),E)) dont 1'image est formée des
multidérivations symétriques (resp. alternées) de AP dans E. En particulier,
- . gra x

n ~ 4 (P_(8)) Homgr, (£(A),A)
(resp. ‘AA(Pn(A)) 8T Homng('-(A),A)) qul est, évidemment, un morphisme

ona a une injection canonique

d'algébres, pour les produit symétrique (resp. alterné). On pose Difz:(A) =

T8r _ <P “gr . - x BT .
:ZA(PH(A)) = t (\: (< A(Pn(A)) )) (resp. le/\ (A) = z (l: (Pn(A)) ))

Dif - (A) (resp. DifA(A)) est une K-algébre commutative (resp. alternée)

pour le produit symétrique (resp. alterné).

(4.2) 11 est clair que toute multidérivation est un opérateur multidifférentiel
d'ordre :1, d'ol une injection canonique 1 :IW(QT(A))* gr/ /\(pl(A))’.'gr
(resp. ~ ( (&) B> “ (P (&) "B") qui est un morphisme de K-algébres

pour le produit alterné (resp. symétrique).

’

D'autre part, la transposée de l'injection canonique ~({. (A)) — A(Pl(A))
(resp.$ (.L(A)) — , (P,(A))) définit unme application ,:A (P, (W) > A (AN E
(resp. "_(P](A)fgr —y S(:Z(A))* gr) qui est une rétraction de i et un morphisme

de K-algébres.

De plus, si ¢ :/@(PI(A))(, on a ;C,£}\ AxlA..HASxp_l) =
= C(GAdxl.ﬂ\...»\dxp_‘) pour Xx; ¢ A (l¢ig¢p=1). Ainsi, C~ { C, C_S
A gr

est une application K-linéaire - : A(Pl(A))‘ gr__, NG L(A)) , graluée
de degré -1 , qui prolonge 1'application qui & un opérateur différenp}el de
A fait correspondre son terme constant.

Enfin, en identifiant idA a un opérateur différentiel d'ordre <1 de A,
Ci—=C ~id, est une application K-lindaire z : /A ({2 (a))* 8 /(P (A))" 87,

graduée et de degré | et 2 est une section de~™.

On a alors la suite scindée canoniquement

0 — nen T e @)’ D AcianF 0,
z
P
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qui induit celle définie par Difl(A) = Der(A) 8 A, ol Der(A) est le A-

module des dérivations de A.

Enfin, si C, C' = ‘(P] (A)) 8T ¢ étant homogéne de degré p, on a,
d'aprés (3.5)

(©)r ¢’ + (=1)Pc Ar(Ch)
~(@€)r (€Y + (-DP (C)r L(C).

(C)

(4.3) PROPOSITION. - Soient C, C' ' Homgr (i K(A),A) des opérateurs multi-
différentiels d'ordres : n et ¢ n' respectivement. {C,C"y est un

opérateur multidifférentiel ; sin,n' » 1, LC,C'§ est d'ordre <n+n'-1.

On peut supposer C et C' homogénes de degrés p et q respectivement
X 1 CX {C',x} - C'x { C,x} est un opérateur différentiel de A dans
+q-
Hom K(z qu 2 (A),A) d'ordre £ n+n'-1l, comme cela résulte du lemme de (2.3).

D'autre part X»{C,X}KC' et Xy {C',X}x C sont manifestement des
opérateurs différentiels d'ordres ¢n et ¢ n' respectivement, donc d'ordre

&n+tn'-1 siny !l etn'y I. La formule (2) de (2.3) montre alors que

xl—y{{C,C"S »X} est un opérateur différentiel qui est d'ordre \‘n"‘n"l,

lorsque n » 1 et n'  I.

Par suite, le produit {,! induit sur DifE (A) une loi, encore notée

o et telle que, pour n > 1 et n' , I, on ait

» gr Sery o - Y BT
P a)" BT, 5 (P L () C I, i )7 T Dif_ (A) est plus une

. ) - . gr . .
K-algébre de Lie et L (P] a)) est une sous-algébre de Lie de celle-ci.

(4.4) PROPOSITION. - Soient C,C' ¢ Homng(/\K(A),A) des opérateurs multie

différentiels d'ordres » m et ¢ n' respectivement. Alors {C,C‘} est

un opérateur multidifférentiel ; si n 1l et n' sy 1, !C,C\est d'ordre
gu'-1.

La démonstration est analogue & celle de (4.3) en utilisant, cette fois
»

la formule (2) et le lemme de (2.6).
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Par suite, |, induit sur Dif , (A) une loi, encore notée { ,}

et telle que, pour n - 1 et n' . 1, on ait

N - gr % gr, . < 8r ;
{ » (e (8 . A (R (A) L (R, (A) . Dif,(A) est alors

n
une K-algébre de Lie dégressive.

si ¢ - *P¢ (A))‘ et si C',C"e€Dif (A), C' étant homogéne de degré q,

on a

(" 1c,c'AC". = ‘C,C' - c"+(—l)(p+l)qcﬂA {c,c"}
d'aprés (3.5) (car l'injection canonique DifA(A)-5 Homgrg (A(A}A) est un

morphisme de K-algébresS pour le produit alterné).

(4.5) D'aprés (4.3), la loi ., 1induit sur /\(P](A))A B 4ne loi notée de

la méme maniére, de telle sorte que ! (F](A)) < 8T est une algébre de Lie

dégressive, dont A (A))' gr est une sous-algeébre.

PROPOSITION. - Soient C,C' ¢ /(¢ (A)) ' 8T des éléments homogénes de degrés

respectifs p et q. On a
(1) "=(C),¢' = (I=q) CAC' = T( C,C'V),
(2) (0, (") = (-DP(p-q) -(C-C".

ona ¢',id, = (-D%0-q)cC.
D'aprés la formule (1) de (4.4), on a alors
¢, @ = chid, -0V g, Alcec
= DT e-net e+ DT {c',cy ), d'od (1).

LEMME. - Soient C,C' & Homng(/\K(A),A) des éléments homogénes de degrés
respectifs p et q. On a
(4) (©)rc' = (c'ac + DT s e
Si, de plus, C est une multidérivation, on a
() ¢ =(¢-nipcrac+ >(crch.
La formule (4) (resp. (5)) résulte du lemme | (resp. (2) de (3.5),
compte tenu du fait que idA \ C' =C' (resp. C=x idA = pC).
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La formule (3) résulte alors immédiatement de (4) et (5).

(4.6) Voici comment calculer rC,C'_ dans IA(P](A) * 8T

PROPOSITION. - Soient C,C' ¢ A(P,(4)) * 8" des éléments homogénes de degrés

respectifs p et q. On a

(1) c({e,e'j) = [F@©, €N} + DP ey peranceh)
+ (1-q) (@) Af (€,
@ T(ic,e'}) = P e, rent - (), pen}
s 0P e @ ).
En effet, d'aprés (4.5), on a
C,C'l = fr€) +3(.(C)), p(C) + F(T(C')N:
= (C),¢(C") + (-])p+1(p-1) L(C) 7w (Ch)+(1=q) w(C)A L (C")

GNP Gr@, s e ) - S @ - e

+

¢ EDPYY ) T (@) 4~ (C))y
d'od (1) et (2) par unicité.

REMARQUE. - Les formules (1) et (3) peuvent d'ailleurs se prouver directement

3 partir des définitions de (4.2).
COROLLAIRE. - Soient t ¢ A et C 5AP(P](A))‘ . On a

(3)  ;c.tid,} = -DPO-p)eC) - ¢ (Lp(0),t .

%
(4.7) Aﬁ(P](A) 8T st une algébre pour chacun de deux produits ., et [ . ;
A T
Ceux-ci sont liés par la formule suivante : !

, A gr
PROPOSITION. - Soient C,C',C" & /.(P (A)) » C et C' étant homogénes de

degrés p et q. On a

(1) .\‘.C,C'AC")f = LC,C'I)/\C"+ (-])(p‘”)qC'/\{—C,C"}- N(C)AC'/\C".
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Supposons C" homogéne de degré r. D'aprés (4.5) et la formule (3) de
(4.2), on a

(2(W(©)),C'AC" } = -((C)),p(C' - C") " + w(~(C)), >((n(C") A ¢(C™))}

+ DY e, (€A T EM)

= (l=q-r) “(C) :(Cc'"CcM - "~ ( (C), P (€] A p(C™)

¢ EOP ey n 2@, ¢ DR (prgen) 2 (W (A T (C aC)).

De méme :

2 CL(C),CT AL = (1m@) W (C) A p (€14 C") = 2(7 5 (C), ¢ (€N} AP (€M)

+1]
+ EDPTm) Y (@4 T (e )+ GDPP Ly p@©ar ©'ya )

et

1 .
(_l)(p+ )q c' - .‘:(’T(C),C") = (1-r) C) A f‘(C'A Cn)

1
+ EDPT €A 13, w @ 1)+ DPYIT r) 2 a2 (€'Y A > (C))
+ EDPN - S (v @) A €'y A ( €m).

D'ou
Cn@,einemy = fremen,eia e+ (DP9 Gy ,en)

-~()-Cc' c".

La formule (1) résulte alors de ceci et de (3.5).
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§ 5. APPLICATION AUX ALGEBRES DE LIE.

Dans ce paragraphe,on désigne par A une K-algébre de Lie, dont le

produit est noté [ ,]

. 2 P
(5.1) Soit F€Hom.K(/\ (A),A) défini par F(xAy) =[x, y] pour x,y€A. On
pose {F,x} = a8d(x) pour tout x€A. L'identité de Jacobi dans A s'éerit

FxF = 0, ou bien

() {F,ad()} =0 (x 4.

Pour C €Homgry (A(A),A) et x €A , on pose alors, avec des notations
usuelies.

(2) o(x)C = {C,x} , 8(x)C = {ad(x),C}

et

(3) dc = - {F,C} .

On a donc dx = -ad(x) pour x€A. L'identité de Jacobi généralisée montre

que, pour X,y€A, on a

(%) 8(x)e(y) ~ o(y)e(x) = o([x,y))

et pour C,C' eHomng(/\(A),A), C étant homogéne de degré p, on a
(5) ac{c,c'} ) = - {dc,c'} - (-1P [c,ac'})

En prenant C = x et C= ad(x) pour x €A, on obtient

(6) 8(x) = o(x)d + do (x),

(7) 8(x)d = de(x).

2 2 -
(6) et (7) montrent que d” @(x) = &(x)d” , d'ol, par récurrence sur le
degré de C, supposé homogéne, et compte tenu de (1) :
(8) d2 = 0.

(En faisant C = F dans (5), on obtient d'ailleurs 2d2 = 0).

(5.2) On dit que une application K-multilindaire C : APy A est une myl-
tidérivation (de Lie) si C est une dérivation de l'algébre de Lie A par
rapport & chacune de ses variables. Ainsi 1'identité de Jacobi signifie que

F  est une bidérivation (alternée).
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(5.3) PROPOSITION. - Soient C, C', C"eHomng(A\(A),A), C étant une

multidérivation de degré p' et C' étant homogéne de degré q. On a

(1 {c,lc',cmy = [fe.el ,e) + (P per feeny ]

Cela résulte des lemmes suivants.

LEMME 1. - si C,C',C" € Homgry (A(A),A), On a
[c',cm]xc = [c'xc,c"] + -1y P D en e,

LEMME 2. - Si C est une multidérivation, on a

ca[c',c" =(c',cac] + (03! [enexc] .
Leurs démonstrations sont analogues 3 celles de (3.5).

COROLLAIRE. - On a, pour C,C' eHomng(A(A),A), C étant homogéne de degré p,
(1 d(fc,c'] ) = [ac,c'] + (-)P[c,ac'] .

Autrement dit, d est une antidérivation de degré 1 de 1'algébre

de Lie graduée Hom.K(A(A) LA).

(5.4) PROPOSITION. - Soient C,C' eﬂomng(/\(A) »A) des éléments homogénes de
degrés p et q. Si C et C' sont des multidérivations, il en est de

méme de {C,C'}

La démonstration est analogue 3 celle de (3.6).

Pour p €N, on désigne par DerP(A) le sous~K-module de HomK(Ap(A) ,A)
formé des multidérivations alternées et on note Der '(A) le sous-module
gradué @ Derp(A) de Homgr (A (A),A). Der’(A) est ainsi une sous-algébre
de 1' alggbre de Lie degresswe Homgr (A(A),A).

(5.5) Soit, CﬁHomng(/\(A) ,A). Il est clair que
m  Fxc= fc, id,] .
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PROPOSITION. — Soit C ¢DerP(A). on a

(2) dcC = (1-p) [idA,C] .

On a CxXxF (x]A...Apo)

- IR ARl v
= iZ (-1) C([xi,xj]/\xl,\...AxiA...A{jA...Axpﬂ)

J

<
L. (-1)I X
&5 D [C(X]A...ijl\...Axp+]),xj}

+ (—])1*] [xi’ C (x]A...A§.A...A§p+])]

i
p [idA,C] .

La formule (2) résulte de ceci et de (1).

(5.6) D'aprés la formule (5) de (5.1), (resp. (2) de (5.3)) Ker(d) est
une sous-algébre de 1'algébre de Lie dégressive (resp. graduée).
Homng(A(A),A) et Im(d) est un idéal de 1'algébre de Lie dégressive
(resp. gradude) Ker(d). Par suite, HLie(A) = Ker(d)/Im(d), gradué par

(HY;  (A)) 5 o HY, (A) = Ker, (d”)/Im(d")(dP : Hom (AP(4),n) —

HomK’_ApH (A),A) est la restriction de d) est une K-algébre de Lie dégressive
(resp. graduée) pour le produit déduit de (,} (resp.[,]) noté de la méme
maniére. On albien entendu H{ie(?) = Ker(ad) = Z(A), ol Z(A) est le centre
de A et Ker(d') =Per(A), d'ol H . (A) =DerA)/ d(A),POP(A) &tant le K-

module des dérivations de 1'algébre de Lie A.

(5.7) De méme, si d' = (1-p) [idA,.] est la restriction de d 3 Der'(A),
Ker(d') est une sous-algébre de Lie dégressive de Der (A) et Im(d') est um
. x 1 . . _

idéal de cette sous-algébre. Par suite, HLie(A) = Ker(d')/Im(d") gradu& par

1P ~ p I . s P
( H Lie(A))p ou les H Lie(A) sont définis de maniére ev:.iente, est une

- . o . ° 1Y .
- ' = -—
K-algebre de Lie dégressive. On a H . (A) = Z(A) et H.["ie(A') ‘gﬂ(A)/ad(!)
et, plus généralement, un morphisme de K modules gradués de Hiie(A) dans

H'Lie(A)’ qui est un morphisme d'algébre (pour les produits {,} ).
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§ 6. APPLICATION AUX ALGEBRES DE POISSON.

(6.1) Soit A une K-algébre (associative, unifine et commutative) et

soit F GINZ(Sl(A)) vérifiant ]'identité de Jacobi F&F = 0 (cf. (2.8)).

On dit que A, muni de F, est une K-algebre de Poisson [ 21 . Si 1'on

pose F(dx Ady) = [x,y]pour x,y €A, on définit sur A une structure K-algebre
de Lie. Par suite, Homng(/\(A),A) est, canoniquement, une K-algébre de Lie

graduée. Et c'est une K-algébre alternée, pour le produit alterné.

(6.2) PROPOSITION. - Pour C,C',C"eHomng(/\(A),A), C et C' étant homogénes

de degrés p et q respectivement, on a
(1) [c,eract] = [c,cr}Aac +-1P%alc,c"] .

En effet, si C" est homogéne de degré r, on a

fc.crac"] (xA...a )

xP*Q*f

- T sgn(e) ([ C(x

oce€(pP,q,1) °’(‘)A'''"“(p))’C'("or(ps*l)"'"""w(mq))]

C"(xa_(p+q”)/\. . .Axc(p+q+r))

c’ (xe(p«vl)l\' . .Ax‘_(p*q)) ( C(x‘(l)a .. .axc(p)) ’C"(xe(p+q+l P .Axv(p"q*r))] )

(le,cT act + (-nPeafe,c] )(xu'(l)A°'Axc'(P+q+r))'

2 . .
En particulier, ® Homx(/\ P(A),A) , muni des produits A et [ )3,
P

est une K-algébre de Poisson.

(6.3) Soient C,C'¢ Homng(/\(A),A), C étant homogéne de degré p.

D'aprés (3.5), on a
(1) d(CAC') = (d€)ac' + (-1)P ca(dc").

En particulier, pour x&A, on a
(2) d(xC) = xdC-ad(x) AC,

ce qui montre que d est Z(A)-linéaire.
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I1 en résulte que Ker(d) est une sous—algébre de 1'algébre alternée

Homng(/\(A),A) et que Im(d) est un idéal de cette algébre.

Par suite, H'Lie(A) est une K-algébre alternée pour le produit
induit par A et noté de la méme maniére. Et, d'aprés la formule (1) de

(6.2), on a

3 [ vard) = LY.rda v 0Py aly, vl
si TeHD, (A), T'eH; (&) et Y'eH , (A).

. . 2
En particulier @ HLIiDe(A) est une K-algébre de Poisson.

2 . .
(6.4) Comme F & A" (Q (A))t d induit sur A(QAN" 8 une antidérivation

? de degré 1, pour le produit alterné,et on a
d( {c,.c'} ) =- {3c,c'} - P {c, 3w}

si C est homogéne de degré p. D'ol le K-module gradué de cohomologie
W(A) = Ker(?d)/Im(d), qui est muni des deux produits induits Par A et
{, ] , et notés de la méme maniére. Pour le premier, YW(A) est une
K-algebre alternée et, pour le second, une K-algébre de Lie dégressive

et on a, d'aprés (3.5)
Wy At} = rrbar s 0@ P4 foem
si T,7 -T'e¥ @, T et T' étant homogénes et de degrés respectifs

p et q.
Soit (ﬁf,p(A))p la graduation de ¥¥A). On a évidemment

(2) ® O(A) = Z(A).
et
(3) ®!(a) = (Der(a) A Der(a))/ad(a)

oi Z(A) est le centre de A et Der(A) le module des dérivations de A. Z(a)
est, comme on le voit facilement, une sous-algébre pleine de A. D'autre

part, ® ‘532p+1(A) est une K-algébre de Lie (pour {,} ) dont 'zl(A) est
P

une sous-—algébre.
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Enfin, on a une application K-linéaire canonique j : ) » HLie(A)
qui est un morphisme d'algébres pour les produits A et { ,}; on a

.0 _ 4 ¢ 1 .. g
J 1 Z(A) et 3 est 1njectif.

(6.5) Désignons par cf 1'endomorphisme (A-linéaire) gradué de degré 2 de
* . - .
A (A" 8T géfini par ®(C) = FAC . Comme dF = 0 (identité de Jacobi),

on a

(3) 3¢=q2.

Par suite, ¢ induit un endomorphisme EP gradué de degré 2 de 36(A).

-~
PROPOSITION. - pPour que ¢ = O, il faut et il suffit que la classe

de cohomologie de F soit nulle.

C'est suffisant, car si F = ®D ou D CQ(A)* , on a, pour tout
CeKer(d), 3d(DAC) = ¥DAC + DADJC = J(C). Donc :{; = 0. C'est nécessaire,
car si zf'= 0, sa restriction ?‘30 : 2(A) -qJCz(A) est nulle ; comme F = ¢(1),

ceci montre que la classe d'homologie de F est nulle.

(6.6) Pour peN, soit QP(A) le K-module des C GAp(\Q(A))‘ qui sont des

multidérivations de Lie de A et soit 9'(A) = @ ﬂp(A). D°(A) est une
P

K-algébre pour le produit {,} . Coome Fe QZ(A), 9 induit un endomor-
phisme ?' de degré | de &'(A) ; d'ol la K-algébre de Lie dégressive
Ker(3') / Im(3d') = R'(A) et on a un morphisme canonique %'(A) - ¥(@A) ;

ona WA =z(a) et Wha) = ¥ ).

€ gr
’

(6.6) Pour n B!, considérons la K-algébre alternée A(Pn(A)
d induit dans cette K-algébre une antidérivation de degré 1, notée?d n
Le K-module de cohomologie '&n(A) = Ker( an)/ Im( an) est donc muni
d'un produit induit par A et noté de la méme amaniére ; pour ce produit,

zn(A) est une K-algébre alternée. Et on a des morphismes canoniques
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-~

1

Kny — W (B = o W (A) .,

.. . . £
ot ¥ est induit par 1'injection i : A (§2(a)) gr.—-—)/\(PI(A)"‘gr

(on étudiera 'I’ en (6.12)).

Pour n, n' 2 | | {,’s induit une application K-bilinéaire

K o) xH (A X

nen'-) (&), encore notée {3

(6.7) Dif/\ (A) est une K-algébre alternée, pour le produit alterné (4.1).
d induit une antidérivation de degré | de cette algébre, notée d..
D'autre part, DifA (A) est une K-algébre pour le produit {,3

(4.4) et on a, si C,C'€ DifA (A), C étant homogéne de degré p

((5.1), formule (5))

0 ( {C,C'} ) = - {3C,C'} - (-DP{c, '} .

Par suite, le K-module de cohomologie ﬂqo(A) = Ker ®y) /Im(Boo ) est muni
de deux structures d'algébres pour les produits induits par Aet {,}
et notés de la méme maniére ; xw(A) est une algébre alternée pour

et une algébre de Lie dégressive pour {,}

(6.8) PROPOSITION. - Soient C € A(R_(4)) * 8 et C'e /\(Pn(A))“gr
ngn' . alors (C,C'] € A(Pn (A))* 8,

avec

'+I

a) Supposons d'abord CcDifn(A) et soit x€ A. Comme ad(x) est une
dérivation de A dans A, [C, x] = -ad(x).C est un opérateur différentiel

d'ordre ¢ n+l.

b) Soit x¢ A et supposons C et C' homogénes de degrés P et q. On a

[{C,x} ,C'} (XIA"'qu—l)
= U‘dz(p_],q) Sgn(e')[C(XAXO‘(])A"°AX‘(p_])):C (x’(p)A...Ax«p*q_l))]
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D'aprés a), on voit que x m» [{C,x } ,C') est un opérateur diffé-
rentiel d'ordre & n+l. De méme, xro [{C',x} ,C] est un opérateur

différentiel d'ordre & n'+l.

¢) Enfin, on a
{[C,C'] ,X } = [.{ C,x} ,c'l - (-l)pq [ {C',x} ,C] .

ce qui montre que X (o {CC,C'] .x} est un opérateur différentiel d'ordre

§n'+l. D'ou la proposition.

Ainsi, DifA (A) est une sous—algébre de 1'algébre de Lie graduée
Homng(A(A),A) (pour le produit ([, ]). La formule (2) de (5.3) montre
que Qg9 est une antidérivation de degré 1 de DifA(A). Par suite, le
produit [,] induit sur 3 eo(A) un produit, noté de la méme maniére et

¥ o(A) est une algebre de Lie gradude pour ce produit.

(6.10) Utilisons les notations de (4.2). Pour C,C'E€ A(Pl(A))‘ gr ,» ON a

3,({c,c'})y =-{ac.c'} - -nP{c,3cy ,
C étant homogéne de degré p. Par suite, {,}induit sur xI(A) un produit
noté de la méme maniére et Ecl(A), muni de ce produit,est une K-algebre de
Lie dégressive. D'autre part, x](A) est une K-algébre alternée (6.7).

I1 est clair que 1'on a 3li = i3 . Donc i induit une application
K-linéaire T : ¥ (A) xl (A), qui est un morphisme pour les produits A
et {,}

D'autre part, si C @ /\(P](A)) , on a T( (F,C} )
d'aprés la formule (2) de (4.6), autrement dit, on a a]w

& gr

- {F, x(©©}
- X3. Par

suite, W induit une application K-linéaire ¥, graduée et de degré -1,

de JC](A) dans 3(A). D'aprés la formule (2) de (4.2), on a
(1 FOTAT) = X(THAY + DPLAN(TY

si ¥,Y'e XI(A), Y étant homogéne de degré p. La formule (1) de (4.7)

montre que l'on a
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(2) {T’stA-rnj - {T;T'}A T+ (_])(P+l)q T'/\ {r,r"}

(2 ™S
- X(YOAY' AY",
si Y, T',T"ex](A), T et T' étant homogénes de degrés respectifs
p et qg.

X
(6.11) En posant (P](C) = FAC pour C & /\(P](A)) 8y ,» on définit un
endomorphisme (A-linéaire) gradué de degré 2 de /\(P](A))* 8 11 est clair

que l'on a i¢ = ¢ i, PCPI =¢p Tl'lfl = 9w et TY = e, T.

- : & o1
D'autre part, on a {F,FAC} = F A [F,C} s1 C¢€ A(PI(A)) g , ¢'est-
i-dire '31 (9] = cp‘ al' I1 en résulte que 9, induit un endomorphisme ql ,
gradué de degré 2, de JG](A).

PROPOSITION. = On a
(1) 19 = 3 T + rd |,
2 ¢ 3, = 3P + 9qW

(3) ?, =- TI¥+ (3P +qW).

*
Soit C & A(P,(A)) 8T D'aprés la formule (1) de (4.5), on a

{F, T©) =-Fac- T({F,C}), d'od (1). Comme ip + T¥ = iq
ona 3 = iar +igw - TOWX ; d'od (3).

]

Le formule (2) est alors immédiate (elle résulte aussi de 1la formule
(1) de (4.5)).

REMARQUE. ~ La formule (1) montre que Cf]i : /\(Q(A))*gr_.' A(Pl(A))‘ gr
est homotope a O, par T. Et on a une interprétation analogue de (2)
(cf. 6.12)).
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(6.12) On a le diagramme commutatif

i ™
Oy AANY T _____, /\(Pl(A))*.g” e s A LB 4o

o Tl
X or i X gr x dgr
0—ALAN " By A @)y ARV —— 0,

ol les lignes sont exactes.

Ce diagramme induit une suite exacte de cohomologie

(2) ww—F, 6,
N T

3 (A)

La définition du morphisme de connection A et la formule (1) de (6.11)

montrent que A = Eé . Soit (u?(A))p la graduation de 21 (A) et 3P ’ ip

~p . - ~ : . P
et §° les composants de degré p de i, ¥ et ¢ . On a ainsi le résultat

suivant :

PROPOSITION. - La suite
~| ~| q°
o' ) 1 #lw) T, 2 ——a F@—..
Tp ~pP ‘ _ 2 p-1
LB I #w I e e,

est exacte.

(3)

Les suites exactes (2) et (3) donnent naissance aux suites exactes
-~
(4) OﬁCoker(?‘Y)—vl“](A) ...3; Ker(l.?")—vo
1 ‘{’] 1 ’#‘ o
(5) 0= (&) s I, (A) —5 Ker(4°)=0

et, pour p % 1,
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(6) 0 - cOker(?p'p")-.}c‘l’”(A)—» Ker (¢ Pty 0.

COROLLAIRE. - Supposons que la classe de cohomologie de F soit nulle.

On a les sulites exactes

(7) 0= 3I@)) —:1; a’.](A) 3:, ¥ (A)» 0

-~
.

) P %P _
® ox¥Pa) = ®Pa I af 'a)y > o (r 1.

Cela résulte de (6.5).

(6.13) Soit X une variété de Poisson (Cf. [2) et {51 ) i.e. une variéts
différentielle de classe C%® (paracompacte) et soit A la R-algébre
eﬁf(x). La structure de Poisson de X est définie par la donnée d'un champ
de tenseurs deux fols contravariant et antisymétrique F C/\Z(IZ(A))'
vérifiant 1'identité de Jacobi FXF = 0. A est alors une R-algébre de
Poisson. Les résultats de (6.9), (6.10) et (6.11) génédralisent aux
variétés de Poisson ceux établis dans (5) lorsque X est une variété

symplectique.
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