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SUR LES CROCHETS GENERALISES ET QUELQUES UNES 

DE LEURS APPLICATIONS 

par Jean BRACONNIER 

Dans cet article, on définit des "crochets" d'applications multi-

linéaires symétriques ou alternées, qui généralisent en particulier les 

"crochets de Schouten" introduits en géométrie [ 4,5j. De tels crochets se 

rencontrent fréquemment dans la nature : ils permettent d'écrire facilement 

de nombreux calculs, pas tous classiques, intervenant dans la théorie des 

algèbres de Lie, des algèbres de Poisson [2,3] , des opérateurs différentiels 

etc. Les méthodes utilisées sont élémentaires ; on ne signalera que 

quelques applications ; le lecteur pourra facilement se convaincre qu'il 

en existe beaucoup d'autres. Cet article est résumé dans deux notes aux 

C.R.A.S* 

Dans tout ce qui suit, on désigne par K un anneau commutatif. 

§ 1. RAPPELS. 

k 
(1.1) Soit (p j ,. .. ,p^) e.(N . On désigne par (§ (Pj,.. i,P^) l'ensemble des 

( p+. . .+n) !/p !. , .p t permutations de (S> dont les restrictions 
1 K l K p + • • • +p, 

1 k 

à UiPj! > IPj + lfP^ [Pj + - • • + l ^ c . 1 ^
1 »P]*' • • 4 p j c - '

 s o n t croissantes. 

(1.2) Soit M un K-module. On désigne par T(M) = T,(M) (resp. I(M) = I„(M) 

A(M) = AK(M))1'algèbre tensorielle (resp. symétrique, extérieure) de M, 

graduée par (T P(M)) p (resp. (£ P(M)) p , (/\
P(M))p). 
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(1.3) La structure de cogèbre de I(M) est définie par l'application linéaire 

y . £(M)—>I(M) Q I(M) , dont le composant Y : I " P + q ( M ) £ P ( M ) 8 I q(M) 

K ' K 

est donné par 

De même, la structure de cogèbre de A(M) est définie par 

y :/x(M)~*A(M) €) A(M) , dont le composant Y ' p q : A
P + q ( M ) - ^ A P(M) » A q(M) 

K K 
est donné par 

/-)-! Y' . . X ) = /" Sgn(ff)x . . . A . . . X , .ôx - , L S / V . . A X . >| 

(2) T p q C X l * X p V o,6(p,q) ^ 0 a ( P ) a ( P 0 

(1.4) Soit alors A une K-algèbre (associative, unifère et commutative) et 

E un A-module. 

Soient C (-. HomgrK(Z(M),A) et C 1 e Horagr^HM) ,E) , on pose C.C = m.(CW')J 

ou m : A 0 E ^ E est la multiplication du A-module E. Si C et C sont 

homogènesKde degrés p et q respectivement, C C 1 e Hom^(LP+^(M) ,E) est donc 

défini par 

(1) C C ( x r . . x p + q ) = F F F Ç ( P > Q )

 C (V(l)---V(p) ) C ( X

C T(p +l)---
X,( P +q)>-

On dit que C.C est le produit symétrique de C et C . 

Pour E = A, on définit ainsi sur Homgr^(£(M) ,A) une structure de K-

algèbre, graduée, associative, unifère, et commutative et, sur HomgrK(I(M) ,E), 

une structure de HomgrK(£(M),A)-module gradué (cf. [l] ). 

En particulier , HomgrK(£(A) ,A) est une K-aiçrèibre commutative, ainsi 

que £(M)* g r . 

(1.5) De même, si C e HoragrK(A(M),A) et C
f€- Homgr^(A(M) ,E) , on pose, 

C A C 1 = m. (CGC 1).!' . Si C et C sont homogènes de degrés p et q respec­

tivement, C * C 1 £ Hom^(AP+C*(M) ,E) est donc défini par 
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(1) C A C ( x,A. . . A x ) 
1 p+q 

= Z 8 g n W ^ X ^ , ^ . . . ^ ) ) ^ ^ ^ } } ) . 

S (p,q) 

On dit que C a C' est le produit alterné de C et C'. 

Pour E = A, on définit ainsi sur Homgr^ (A(M) ,A) une structure de 

K-algèbres graduée, associative, unifère et alternée (c'est dire que, si 

C, C f e HomgrK(/\(M) ,A) sont homogènes de degrés p et q, on a CAC' = (-l)
PqCV\C 

et CAC = o si p est impair) et sur Homgr^ (A(M) ,E) une structure de 

HomgrK(A(M) ,A)-module gradué (cf. [ 1 j ) . 

En particulier, Homgr^(A(A) ,A) est une K-algèbre alternée, ainsi que 

A(M)* g r. 

(1.6) Supposons maintenant que A soit une K-algèbre de Lie. On définit, 

comme en (1.4), un produit K-bilinéaire noté C ,1 sur HomgrK(£(M),A) en 

posant pour x.^ M, 

(l)[c.C'l(x I...x )- Z. Cc(x, ( 1 )...x ç ^.CCx^ . . . x a ( p + q ) ) 3 
0€fe(p,q) 

lorsque C et C 1 sont homogènes de degrés p et q. 

Muni de ce produit, Homgr ̂ (Z(M) ,A) est une K-algèbre de Lie. En 

particulier, Homgr^dXA),A) est, ainsi, une K-algèbre de Lie. 

(1.7) Sous la même hypothèse que celle de (1.6), on définit, comme en 

(1.5), un produit K-bilinéaire, encore noté [ ,] , sur Homgr^(A(M) ,A), 

en posant, pour x^€.M 

(1) ÎC,C f] (x.A...Ax ) « Y~ sgn(<r)[C(x ^ . .A . . . A X , . ) , 
1 p q *e(s(p,q) c r ( p ) 

s(p+l) o"(p+q)v 

lorsque C et C 1 sont homogènes de degrés p et q. 

Muni de ce produit, Homgr (A(M) ,A) est une algèbre de Lie graduée, 

c'est-à-dire que l'on a si C,C' et C" sont homogènes et de degrés respectifs 

p,q et r : 
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( i ) [ c , c \ l = ( - i ) p q + 1 [ C ' , C % 

(ii) [ C C 1 ] = 0 si p est pair, 

(iii) (-i)pr[[c,c'l ,C'1 + ( - i ) p q [ [ c , , c , , ] > c ] . 

+ ( - i ) q r [[c'\cl,c»J = 0 

(identité de Jacobi généralisée). 

Les démonstrations des propriétés de (1.6) et (1.7) sont laissées 

au lecteur (cf. le § 2). 

En particulier, G HomK(A^
P(A),A) est une K-algèbre de Lie, dont A 

P 
est une sous-algèbre. 

Ainsi, HomgrK(/\(A) ,A) est une K-algèbre de Lie graduée. 

§ 2. CROCHETS GENERALISES. 

(2.1) Soit R une K-algèbre (non nécessairement associative) dont le produit 

est noté x. On suppose que, pour x,y,zeR, on a 

(1) (xxy) xz - xx(yxz) = (x X z) A y - x A (z A y) 

(condition qui est vérifiée si R est associative). On pose alors 

{x,y} = xxy - y a , R, muni de cette loi, est une K-algèbre de Lie. 

Il suffit de montrer l'identité de Jacobi, ce qui est immédiat. 

(2.2) Soit M un K-module. Si C,C1 € HomgrK(£(M),M), on note C x C le 

composé. 

£(M) U £(M) g £(M) > M Q I(M)-£-* £( M) , M. 

ou JJL est défini par JJL(X ® y) = x.y. 

Lorsque C et C' sont homogènes de degrés p et q respectivement, 

C x C est homogène de degré p+q-1 et défini par 

C x C ' C x j . - . x ^ , ) = 

1EL C(Cf(x / l N ... x f x).x , ,.x... x , ^ 
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LEMME. - Dans HomgrK(Z(M) ,M), le produit * vérifie la condition (1) de 

(2.1). 

En effet, si C,C' et C" sont homogènes de degrés p,q et r, on a 

( ( C A C ' ) A C " - C A ( C ' A C " ) ) ( X 1 . . . X ,-1) 

XL C(C'(x / l N...x , .).C"(x . ^ . s - . - x , /„._4._\ • • • 

a6(6(q.r.p-2) ' ( q ) < y ( q + ° a ( q + r ) ^ ( q + r + r ) 

•"VCp+q+r-Z)^ 

D foù le lemme. 

Ainsi, pour le crochet { c , C * ] = CxC' - C ' A C, HomgrK (£(M) ,M) est une 

K-algèbre de Lie. 

( 2 . 3 ) 

a) En identifiant M à Hom^(K,M) par 1 1 isomorphisme x H* (t>-> tx) , on a, 

pour tout élément homogène C £ HomT.(I
P(M) ,M) , x x C = o et 

(1) (C,x](x....x , ) = C A X ( X , . . . X 1)=C(xx....x .) (x. €-M). 
w * 1 p-1 1 p— 1 I p-l 1 

b) On a de plus, d'après l'identité de Jacobi : 

( 2 ) {{C,C'},x> = C A ( C , X ] - C'x ( c,x} 

+ {C,x} x C 4 - ( C ,x} * C. 

c) On notera que, si u eEnd^ (M) et si C est homogène de degré p, on a 

P 
( 3 ) [C,u}(x....x ) = Y. C(x....u(x.)...x ) - u(C(x....x ))• 

1 P i = 1 1 1 P 1 P 

d) Pour que C £ End^(A) soit une dérivation, il faut et il suffit que 

[m,C^ = 0 (m étant la multiplication de A). 

( 2 . 4 ) On a le lemme suivant : 

LEMME. - Soient C et C des éléments de Homgr^ (E(M) ,M) , homogènes et de 

degrés respectifs ppet q. Pour <r € 6 (p~l,q-l) et xj»•••» Xp+q_2^ M 

soient CQ. et les endomorphismes de M définis par 

Ĉ -(x) = C(xx . . .x w et C'0-(x) = C
f(xx , v • • • x , ̂  0v). 

cr(l) (îtp-l)7 ^ <r(p) <r(p+q-2) 
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Alors, pour xeM , on a ( C A [ C ' , X J - C ' A { C ,x} ) (Xj . . • x

p + q . 2 ^ 

<re S (p-1 ,q-l) 

On a, en effet, C*{c',xj ( x r " x

D + q - 2 ) = ^ c<r(c'o-(x)) 
P 4 <r*é(p-l ,q-l) 

et C'x ( C,x^ S I C ^ - ( C a(x)). 
cre <s(p-l ,q-D 

(2.5) Soit R un K-module gradué par ( R

p ) p e n (° n P°se R_j=o). On suppose 

R muni d'un produit K-bilinéaire (x,y) ̂  |x,y^ , gradué de degré 1 

(i.e. ( Rp> Rq5 c Rp+q-i ̂  ' 0 n ^ t ^ u e R e s t u n e K~<3-ïgèbre de Lie dégressive 

si les conditions suivantes sont évérifiées : 

(1) {x,y}= (~0 P q [y,x} pour x eR p et y g R ^ ; 

(ii) (x,y}= o si x est homogène de degré impair ; 

(iii) (-l) p r {{ x,y],z) + ( - l ) P q Ity.z) ,x} + ( - l ) q r ({z,x} ,y} = o, 

pour x , Y e R q e t z e R

r (identité de Jacobi généralisée). 

p R2p+1 e s t s t a b l e P o u r ( 'î et c'est une K-algèbre de Lie (graduée) 

dont Rj est une sous-algèbre de Lie. 

D'autre part, si xtR , y GR^ et Z É R , on a,d'après (ii) et (iii), 

(2) (x,[y,z)} M - D P + I
 ({x.yj ^ ^ - D ^ ^ ^ j y , ^ , ^ . 

En particulier, si p est impair, [x,.] est une dérivation de R. 

(2.6) Soit R un K-module gradué par ( R

p ) p > muni d'un produit K-bilinéaire 

(x,y)*-* xx y , gradué de degré -1 et tel que 

(1) (X*y) X Z - X A (y A Z ) = ( - I )
( q + I ) ( r + 0 ( ( X * Z ) * y - X « ( 2 * y)) 

pour x€R , y€R^ , z G R^. 
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On pose alors [x,y$ = (-l)^ P + 1^ q x* y + (~1)P y x x , pour x « R p 

et y £ R q • Ceci définit, par bilinéarité, un produit sur R, noté £ , \ • 

Alors R, muni de ce produit, est une K-algèbre de Lie dégressive. Les 

conditions (i) et (ii) sont évidemment satisfaites. D'autre part, un 

calcul immédiat montre la condition (iii) l'est aussi. 

(2.7) Pour C, C ' £ Homgr (A(M),M), on note encore C A C le composé 
K Q 

A(M) ^ A (M) G A(M) — c ' % l d > M 4> A (M) — ^ A (M) > M , 

où est défini par jj.' (x fi z) = x/\ z . 

Lorsque C et C ? sont homogènes de degrés p et q respectivement, Cx C' 

est homogène de degré p+q-1 et défini par 

C * C 1 (x, A . . . A x . ) = 

L s 9n(cT)C(C'(x^ ( 1 )A... Ax^ ) A X } ^ . . . ^ } ) . 

re & (q,p-i) 

LEMME. - Dans Homgr (A(M) ,M) le produit X vérifie la condition (1) 
K 

de '2:6)-

En effet, si C,C et C" sont homogènes de degrés p,q et r respectivement, 

on a ((C X C ) x C" — C a (C ' xCft))(x.A...Ax 0 ) 

' 1 p+q+r-2 

( - l ) q ( r + 1 ) ^ s g n W C ( C ' ( x t f ( | ) A . . . ^ ( q ) ) A C " ( i ( r ( q t | ) A . . . . x f f ( q t r ) ) 

jfc é(q,r,p-2) 
A X<J(q + r+l )

A ' ' *AXo-(p+q+r-2) } ' 

La condition (1) de (2.6) s'en déduit immédiatement. 

COROLLAIRE. - Homgr (A(M),M), muni de {,} , est une K-algèbre de Lie 
K 

dégressive. 

(2.8) 

a) En identifiant Hom^(K,M) à M par (t tx)t-*>x, on voit que, pour 

C £Hom ^ P ( M ) ,M) , on a x a C = 0 et 
K 
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(1) CAX(X-A...AX .) = \ C,x] (x A...AX .) = C(XAX .A...AX f) , 
1 p-1

 J
 1 p~I 1 p—I 

(x.x^ M). 

b) Si C, C T sont homogènes de degrés respectifs p et q, on a, pour x c M : 

(2) { { C , C ' } ( , X } = ( - l ) ( p + , ) q C . [ c » , x ^ ( - l ) P C ^ { c , x j 

- {c',x} A C - ^ - l ) P q [c,x] x C 

d'après l'identité de Jacobi et la formule (1) de (2.4). 

c) Soit u€End K(M) et C comme ci-dessus. On a 

(3) {u,C} (XjA...AX ) 

P 
= u(C(x1A...Ax ))- 7" C ( X . / \ . . . A U ( X . ) A . . . A X ) . 

1 p î l 1 p 

En particulier, pour u'GrEnd^(M)> on a [u,u!^ = u.u'-u'.u , 

d) On a, de même, id^ X C = C et C x id M = p C donc (id^C } « (1-p)C. 

2 
e) Soit F eHom K(A (M) ,M). Pour C comme ci-dessus, on a, pour x . 6 M : 

p+1 . 
(4) [F,C] ( X J A . . . A X + ] ) = ZI (-0 1 F(x I A C(x 1A...Ax I A..,Ax ) ) 

H ( H ) 1 + J C ( F ( X . A X , ) A X A . . . A X . A . . . A X . A , . , A X ) 

i<j 1 J 1 1 J P+1 

On a F * F ( X ) A X 2 A X 3 ) = F ( F ( X ^ X ^ A X ^ + F ( F ( x ^ x ^ A X j ) + F ( F ( X 3 A X 1 ) A X 2 > • 

On dit que F vérifie 1 'identité de Jacobi si F x F = 0 ; on a alors 

[ F , F \ = o . 

(2.9) Notons le lemme suivant : 

LEMME. - Soient C .C1 G HomgrK(A(M) ,M) des éléments homogènes de degrés p et q. 

Pour <r e <s(p-l,q-D et X j > * p + c r 2 « M , soient et les endo-

morphismes de M définis par C T(x) * C(x A x . . V / \ . . . A X , ) et 

C^(x) = C !(x ̂ (p^'' - A Xcf(p+q-2)^' A l o r s * Pour xeM, on a 

( ( - l ( p + 1 ) q C * [ C , x \ + (-1)P C » 4 C , X ] ) ( X 1 A . . . A X ) 

- (-0 P + 1 X sgn(cr) [C^.CVI (x). 

a£G(p-l,q-l) J 
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En effet, par définition, on a 

C f s (C,x) ( X . A . . . A X A n) = Il sgn(a) (C (x)) 

et 

CA {C,x} ( x , A . . . A X P + Q _ 2 ) 

. (-,)<P
+,M<l+,> g s g n W C ( C ' ( m ^ P ) A . . . . x J ( P T Q . 2 ) ) A , ( R ( 1 ) , . . . * V ( R L ) ) 

. (_,)(P*0(q+l) ̂  G G N W C , ( C V ( x ) ) , 

d'où le 1 enraie. 

§ 3. CROCHETS ET DERIVATIONS. 

(3.1) Soit A une K-algèbre, associative, unifine et commutative. On note 
2 

Sl(k) le A-module Ker(m)/(Ker(m) (m étant toujours la multiplication 

m : A ® A-^A) et par d ou d l'application K-linéaire qui à x£-A fait 
K 

correspondre la classe de 1 G x - x % 1 dans vft(A) . Alors pour tout 

A-module E, u ̂ u.d est un isomorphisme de HomA(<ft(A) ,E) sur le A-module des 

dérivations de A dans E. 

Pour P€fl, on note T
p(iî(A)) (resp. E P(H(A)) , A P CTZ(A)) la A-algèbre tensorielle 

(resp. symétrique, alternée) du k-module SI (h) ; on note 3l(OC(A)) 

(resp. A C l î(A))* g r ) le dual gradué du k-module I(J?(A)) (A(J2(A))). 

On dit que D 6 Hom (T?(A),E) est une /nuitidérivation si D est une 
IN. 

dérivation par rapport à chacune des variables. On a ainsi une injection 

canonique HomA(T
P(iî(A)) ,E) Hom V(T

P(A) ,E) dont l'image est formée des 

multidérivations de A P dans E. 

On a, de même, une injection canonique HomA(I
P(J?(A) ) ,E) ->Hom^(r^(A) ,E) 

(resp. Hom^(AP(i?(A)) ,E) —^ Hom^(Ap(A) ,E), dont l'image est formée des mul-

tidérivations symétriques (resp. alternées) de A P dans E. En particulier, 

on a une injection canonique ICft(A))* g r dans Homgr K(I K(A) ,A) (resp. 

A(-^(A)) r dans Homgr (A (A),A) , qui est, évidemment, un morphismes 
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d'algèbres , pour le produit symétrique (resp. alterné). Homgr^ (£(fl(A) ) ,E) 

est un I(,ft(A))* g r-module, pour le produit symétrique (resp. Homgr (A (Jl(A)),E) 

est un A(<2( [A)Y 6 -module pour le produit alterné). 

( 3 . 2 ) PROPOSITION. - Soient C , C \ C N CHomgr K ( r K(A) ,A). si C est une multi-

dérivation, on a { C , C \ C M } = [ C , C \ . C N + C . [ C \ C " } (autrement d i t , 

[C,. ) est une dérivation de l'algèbre Homgr K(I K(A) ,A) , pour le produit 

symétrique). 

LEMME 1. - Si C e Homgr K (r K(A) ,A) , C'-f C ' A C est une dérivation de degré 

p-1 de HomgrK^K^) »A). 

Si C , C ' et C M sont homogènes de degrés respectifs p,q et r, on a 

(C. C»)xC (x,... x p + q + r _ , ) 

= q-.,r) C , ( C ( X - 0 ) - - - V p ) ) X

C T ( p + l ) - - - W q + l )
) C " ( V ( p + q ) - - - V P + q + r H ) ^ 

*** 

<rV d ( q , P . r H ) C f ( ^ r ( i ) " - V ( q ^ ^ 

= ( ( C'x C ) . C N + C \ ( C " a C ) ) . (x, ... x H ) . 

LEMME 2 . - Si C est une multidérivation, C'r-* C a C 1 est une dérivation de 

degré p-1 , Homgr K(f K(A) ,A) (pour le produit symétrique). 

Soient C , C ? , C " € HomgrK(l~K(A) ,A) des éléments homogènes de degrés p,q,r 

respectivement. Pour X j , . . . ,
 X p + q + r _ ] e A > on a 

+ C n ( M q + l ) - ' - X - ( q + r ) ) C ( C , ( x - ( ] ) - - - X < r ( q ) ) ' X

< r ( q + r + l ) - - -
X a - ( p + q + r - 1 ) ) ) 

= ( ( C a C ' ) ' C " + C ' . C C C " ) ) ( x . . . . ï A , ) . 

1 p+q+r-1 
D'où le 1emme. 
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On a alors 

(C,Cf.C"} = C A (C1.Cn)-(C1.C") A C 

= (C * C').C" + C'.(C *C") - ( C ' A C).C n-C f K (CM.C) 

= • C,C'\ . C" + C f . iC,C n \ . 

(.3.) PROPOSITION. - Si C,C'c Homgr (iR(A),A) sont des multidérivations de 

degrés p et q , {C,C 'J est aussi une multidérivation. 

Pour xêA, on a 

l(C,CM ,x} = (C, [C\x] - ( C , IC.x ]) 

= Cx ( c \ x j -C f A {C,xl + { C , X } A C - J C ' , X } A C " . 

Il résulte du lemme de (2.4) que x ^ C * {c ' ,x} - C ' A { C,x^ est une 

dérivation et il est manifeste que xr->(c,x} A C 1
 + ( C , X ) A C en est aussi 

une. 

On peut aussi procéder comme il suit. D'après (3.2) on a, pour x,y^A : 

(C,x {C'9y)\ = fC,x} . {C\y} +x (C, {C\y\\ . 

Comme x *—> [C',x] est une dérivation, on a donc 

[C, {C'.xyjj = {C.xJ.fC'.y} + [C,y}.{C»,x} 

+ x(C, {C\y\) * y (C, (C',x]j . 

En permutant C et C', on a une formule analogue pour exprimer ( C , ̂ C,xyjj. 

La formule (1) de (2.3) montre alors que x {{ c» c^ > x^est une dérivation, 

ce qui prouve la proposition. 

(3.4) La proposition précédente montre que la loi de composition £ ,1 

induit une loi, notée de la même manière sur £(*fî(A)) , qui est ainsi 

une K-algèbre de Lie. La proposition (3.2) montre alors que C'v-* £C,C'} 

est une dérivation de £(ft(A))*^r , muni du produit symétrique . Autrement 

dit : 

PROPOSITION. - X (J?(A))*gr est une YL-algèbre de Poisson (cf. (5.1)). 
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( 3 . 5 ) PROPOSITION. - Soient C,C C" c- Homgr^(A^CA) , A ) des éléments 

homogènes de degrés respectifs p,q,r .Si C est une multidérivation 

on a 

[ C , C ' A C " } = fc.c'J A c" + (-i) ( p + 1 ) qc !A(c,c"} . 

(autrement dit, {c,.} e s t u n e dérivation (resp. une aniidérivâtion pour 

le produit alterné) si p est impair (resp. pair). 

LEMME 1 . - Si C , C , C " G Homgr (A ( A ) , A ) sont homogènes de degrés p,q et r, 
K K 

on a 

(1) ( C ' A C " ) y C = ( C ' A C ) A C " + (-l) ( p + 1 ) qC A ( C " A C ) . 

En effet, pour X j , . . . » x A , on a 

(C'A C " ) * C ( x , A . . . A X P + Q + R _ , ) 

- £ « 8 n ^ ) C , < C < V p ) A - - - A V ( p ) > A V p H ) ^ - - V ( p + q . | ) >
C W ^ ^ . . . 

T T (S vP»^ » > W 

A X o < P - q + r - l )
) 

+ (_ 0(P
+i)q i_ sgn(<r)C'(x , n . A . . . A X )C"(C(x , , n + n A ... 

A X J (p+q) ) A V (p+q+1 ) A * * V ( p + q + r-, ) 

- ( ( C ' A C ) A C " + ( " l ) ( P + 1 ) q C ' A ( C " A C » ( x , A . . . . A X P + Q + R _ ] ) . 

LEMME 2. - Si C est une multidérivation, on a : 

(2) C x ( C ' A C " ) = C ' A ( C X C " ) + (-l) Q R C" A(C x C ' S 

En effet, pour x,,...,x A J .€ A, on a 
1 p+q+r-1 

C < ( C ' A C » ) ( x , A . . . A X P + Q + R _ I ) = 

X<r(p+q+r-l)* 

+ C " ( X . ^ . / . . . A X . ^ * ) C ( C ' ( X , . \ A. • • A x . > x , , , A . . . A X , \\ 

T(q+1) 7(q+r) y ^(1) o-(q) <r(q+r+l) V(p+q+ r-l 

= ( C A ( C ^ C " ) + ( - l ) Q R C " A ( C * C ' ) ) ( X , A . . M X _ , ) . 
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La proposition résulte immédiatement de ces deux lemmes. 

(3.6) PROPOSITION. - si C,C fcHomgrK(^(A),A) sont homogènes de degrés p 

et q respectivement et si ce sont des multidérivations, £C,C'} 

est aussi une multidérivation. 

On a 

ttc.c'iJ.*)- (-i) p + ,[c,(c;;x^ + (-d (p* , ) ci + 1

 {c\lc 

= ( H ) ( P + 1 ) Q C . (C',x) + (-l ) P C * {C9x\ 

- ([C ,x] *C + (~l) P q
 ( C , X 5 A C ) . 

Il résulte du lerame de (2.6) que x ^ (-l)'P+1^qC x f C A x 3 

+ ( - ] ) P C ' A { c , X ] est une dérivation et il est clair que x »-»> [C,x}*C 

et x «-> £C> X3 A C ' en sont aussi. 

On peut ainsi observer que, d'après (3.5), on a; pour x,y£A : 

l C,x [ C ,y ]] = [C,x) A |c',y] + x {C, (C !,yî) et on conclut de la même 

manière que dans la démonstration de (3.3) 

(3.7) Il résulte de la proposition précédente que le produit [,\ induit 

sur A(fi (^)) un produit K-bilinéaire, noté de la même manière ; il est 

défini, lorsque C et C sont des résultats homogènes de degrés p et q, par 

Jc,C'\ (dx^.-.Adx ,) 

^ " i p+q~i 
= (-1) ( P + 1 ) C* E Sgn(^) C(dC'(dX A . . . A d x ) A d x A...,dx^ ) 

^fe<i(q>P"i) 

+ (-0 P

 t ?~ sgn(<r) C'(dC(dx ç J/ ( q )A...ADX < J L ( P )) 

A dx t / ^ l X A . . . A D X ^ . v ) . 

o- ( p + D <r (p+q-D 

Et il est clair que A(¿7 (A))*" g r est une K-algèbre de Lie degressive. 

De plus, d'après (3.5), si C € AP(<ft (A)) * g r { c , . } est une dérivation 

(resp. une antidérivation) de degré p-1 deA( fi(h)) * ^ r (pour le produit 

alterné) si p est impair (resp. si p est pair). 
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(3.8) Soit X une variété différentielle (paracompacte et de classe C*0) • 

Et soi t A la fc-algèbre b£(X). £ ( ^ ( A ) ) * g r (resp. A ( ^ ( A ) ) * g r ) 

s'identifie canoniquement aux champs de tenseurs contravariants symétriques 

(resp. antisymétriques) sur X. Et dans ce cas, les crochets { 9 \ introduits 

ci-dessus coïncident avec les "concomitants" des champs de tenseurs corres­

pondants, introduits par J.A. Schouten et A. Nijenhuis (cf. [5]). 

§ 4. OPERATEURS DIFFERENTIELS ET CROCHETS. 

(4.1) On désigne toujours par A une K-algèbre et on utilise les notations 

de (3.1). Soient E et F des A-modules et u^Hom K(E,F). Pour tout t6A, on 

pose ad (u)(x) = tu(x)-u(tx). ad t est une dérivation de 

(Horo (F,G), Hom (E,F), Hom^(E,G) ) et les adfc sont deux à deux permutables. 

On dit que D É Hom^(E,F) est un opérateur différentiel d'ordre £ n e N si, 

quels que soient t Q,. .. , t QC A, on a adt . . . ad t 0 = 0. On note Dif N(E,F) 

le A-module (à gauche) formé des opérateurs différentiels d'ordre N< n de 

E dans F. On a Dif (E,F) = HoraA(E,F). Pour A = E, on écrit Dif (E) ou bien 
o *» n 

de Dif (A,E). On note Dif(E.F) le A-module filtré V Dif n(E,F). On pose 
Dif (A) = Dif (A,A) et Dif(A) = Dif(A,A). On a [D,D j e Dif , (A) si 

n n 1 1 n 1 

De Dif (A) et D'crDif , (A). De plus, D r^o D(l) est un projecteur de Dif (A) 
n n 1 

sur A, dont le noyau est Der(A). 

On note P (A) le A-module A 8o A / Ker(m) n + 1 (cf. (3.1))et par S 
n ^ n 

(oui) l'application K-linéaire qui a xeA fait correspondre la classe 

de 1 ® x dans P (A) ; € est un opérateur différentiel d'ordre n et 
n n 

C ~ c. est un isomorphisme de Hom^(Pn(A) ,E) sur Dif^(A,E) ; en particulier, 

Dif (A) s'identifie à P (A)* . On a J?(A) = Ker(m)/Ker(m)2 C p (A) et, si 
n n 1 

x* A, on a i(x) = x L + dx , en posant î = 5(1). Ainsi Pj(A) « A £ • Xl(A). 

P 

Soit p G N. On dit que C £ Hom^(T^ (A) ,E) est un opérateur multi-

différentiel d'ordre v< n si C est un opérateur différentiel par rapport à 

chacune des variables#(Xj,x^) *-* ^ n (
x j ) • ••• ^ n ( x p )

 e s t u n operateur 

différentiel de A p dans AJJ(P n(A)), noté à£ , et C**C.<5JJ est une injection 
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? 

de Hom A(T
P(P (A)),E) dans HOIIL (TP(A),E) dont l'image est formée des opérateurs 

A A n k 

multidifférentiels d'ordre ^ n. 

On a 7de même, une injection canonique Hom Â(Z ?(P (A)),E) - Hom (£^(A),E) 
A A n K K 

(resp. Hom A( A P(P n(A) ,E) > HomI/A
P(A), E) ) dont l'image est formée des 

multidérivations symétriques (resp. alternées) de A p dans E. En particulier, 

ona a une injection canonique (P (A)) —* Homgrv (£ (A) ,A) 
A n K 

(resp. A A(P (A)) g r i — Homgr (- (A) ,A)) qui est, évidemment, un morphisme 
A n K 

d'algèbres, pour les produit symétrique (resp. alterné). On pose Dif £(A) = 
U Z A ( P n ( A ) f

g r = e (S) ( î P(P n(A))"
g r)) (resp. Dif (A) = 0 (U (PR(A)) *

 g r ) ) ; 
n p n v p n 

Dif^(A) (resp. Dif^(A)) est une K-algèbre commutative (resp. alternée) 
pour le produit symétrique (resp. alterné). 

(4.2) Il est clair que toute multidérivation est un opérateur multidifférentiel 

d'ordre ; T, d'où une injection canonique i : A ( ^ (A)) * g r

 / A ( P j ( A ) ) * g r , 

(resp. ~ ( (A)) g r- > ^(P^(A)) * g r ) qui est un morphisme de K-algèbres 

pour le produit alterné (resp. symétrique). 

D'autre part, la transposée de l'injection canonique A(T. (A)) A(Pj(A)) 

(resp.? (A (A))-*, â (Pj(A))) définit une application Y : A (?} ( A ) |
g r A (S) (A) )* g r 

(resp. ~(Pj(A)f g r —* T ( . - Ï(A))^ g r ) qui est une rétraction de i et un morphisme 

de K-algèbres. 

De plus, si c - A P(P 1 (A)) \ on a , C, { s X ^ a . .. a ^ x

p . j ) = 

= C(6,Adx./\. . . /\ dx ,) pour x.c- A (1 < i < p-1). Ainsi, i C, f i 
i p— 1 i 

est une application K-linéaire *. : A( Pj(A))* g r — * /\(ol (A) ) * g r , graSuée 

de degré -1 , qui prolonge l'application qui à un opérateur différentiel de 

A fait correspondre son terme constant. 

Enfin, en identifiant id^ à un opérateur différentiel d'ordre < 1 de A, 

C'-^C Aid A est une application K-linéaire z : A (fl (k))*
 g t ~ * /,(P, (A) ) ' g r , 

graduée et de degré 1 et est une section de ̂ . 

On a alors la suite scindée canoniquement 

0 , A < a < A » * g r ~ U A((P 1(A))* 8 r ^ A(;./ ( A ) ) * g r _ , 0 , 
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qui induit celle définie par Difj(A) = Der(A) ® A, où Der(A) est le A-

module des dérivations de A. 

Enfin, si C, C 1 -r- (P^A)) * g r , C étant homogène de degré p, on a, 

d'après (3.5) : 

(C) = (C)/ C 1 + (-DPC A >(C) 

= ^ ( C ) A ¿(0 + M ) p [ (C)/ i. ( C ) . 

(4.3) PROPOSITION. - Soient C, C f Homgr (< R(A),A) des opérateurs multi-

différentiels d'ordres ^ n et < n' respectivement . ̂ C,C'} est un 

opérateur multidifférentiel ; si . n,n' '» 1, ^ C > C M est d'ordre ̂ n+n'-l. 

On peut supposer C et C homogènes de degrés p et q respectivement 

xi^CX {C,xj - C fX { C,x} est un opérateur différentiel de A dans 

Hom P ^ q " 2 (A) ,A) d'ordre ^n+n'-l, comme cela résulte du lemme de (2.3). 

D'autre part x*{C,x}xC et X H T {c',x}*C sont manifestement des 

opérateurs différentiels d'ordres ^ n et ̂  n' respectivement, donc d'ordre 

$n+n'-l si n £ 1 et n' >y 1 • La formule (2) de (2.3) montre alors que 

xi-^{(C,C'} ,x) est un opérateur différentiel qui est d'ordre ^n+n'-l^ 

lorsque n £ 1 et n' ^ 1 . 

Par suite, le produit \ ,\ induit sur Dif^(A) une loi, encore notée 

1 et telle que, pour n > 1 et n' > 1, on ait 

>(P ( A ) * g r , T (P , ( A ) " g r ^ C :(P n + n,..(A))
 % g r . Dif (A) est plus une 

K-algèbre de Lie et IL (^(A)) " g r est une sous-algèbre de Lie de celle-ci. 

(4.4) PROPOSITION. - Soient C,C ' Homgr^( A ̂ (A) ,A) des opérateurs roulti-

différentiels d'ordres * n et ̂  n' respectivement. Alors [C,C%) est 

un opérateur multidifférentiel ; si n ± 1 et n' \ 1 , (C,Cf^ est d'ordre 

4 n+n'-l. 

La démonstration est analogue à celle de (4.3) en utilisant, cette fois, 

la formule (2) et le lemme de (2.6). 
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Par suite, ; , ' induit sur Dif^ (A) une loi, encore notée 

et telle que, pour n - 1 et n f , 1, on ait 

{ \ (P (A)" g r , A ( P i (A) * g r ' C /-,(P ̂  f . ( A ) ) * g r . Dif,(A) est alors 
l> n n n+n - 1 A 
une K-algèbre de Lie dégressive. 

Si C ' -P( (A))* et si C',C néDif (A), C étant homogène de degré q, 

on a 

(1) j C C S C " . = C,C • C"+(-l) ( p + 1 ) qCV\ (c,cn ] 

d'après (3.5) (car l'injection canonique Dif^(A)-* HomgrK(/\(AXA) est un 

morphisme de K-algèbres pour le produit alterné). 

(4.5) D'après (4.3), la loi . , • induit sur A ( P j ( A ) ) * g r une loi notée de 
~ f \ gr 

la même manière, de telle sorte que (F^(A)) est une algèbre de Lie 

dégressive, dont ( (A)) est une sous-algèbre. 

PROPOSITION. - Soient C,Cf r A ( w (A)) * g r des éléments homogènes de degrés 

respectifs p et q. On a 

d) ;-r(c),c'' = (i-q) c \c 1 - : ( c,c: ), 

(2) :(C), (C) = (-l)P(p-q) (C 'C'). 

On a C ?,id A = (-l)q(l-q)C. 

D'après la formule (1) de (4.4), on a alors 

C , - ( C ) = c , i d A o ( - i ) q + l id A A (

! C ' , C j 

= H ) q + 1 ( q - l ) C ' A C + ( - D q + 1 , ( (C\C) ), d'où (1). 

LEMME. - Soient C , C ' £ HomgrK( A K(A) ,A) des éléments homogènes de degrés 

respectifs p et q. On a 

(4) v (C)^C' = (C A C + (-1)q+1 ? (C ^ C'). 

Si, de plus, C est une multidérivation, on a 

(5) C - -"(C) = (-l)q p C ' a C + - (C / C ) . 

La formule (4) (resp. (5)) résulte du lerame 1 (resp. (2) de (3.5), 

compte tenu du fait que id \ C' = C (resp. C A id = pC). 
A Pi 
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La formule (3) résulte alors immédiatement de (4) et (5). 

(4.6) Voici comment calculer rC,C dans A(V](A) * g r . 

PROPOSITION. - Soient C,C C /\(Pj(A)) * g r des éléments homogènes de degrés 

respectifs p et q. On a 

(!) w-([C,C'j)- [p(C),f(C')} + (-1)P+,(p-l) p(C)A7î(C') 

+ (1-q) îî (C) A (." ( C ) , 

(2) TT( (C,C) ) = (-1)P*' [p(C), 7r(C')l - (lf(C), j,(C')} 

+ ("1) P + 1 (p-q)- (C) " ( C ) . 

En effet, d'après (4.5), on a 

C , C : = fr(C) +',(,, (C)) , r ( C ) + >(^(C ,))_: 

= , (C),KC') ; + (-l)P+1(p-l) ,(C)A v ( c ' ) + (l-q) T r ( C ) A f ( C ) 

+ ( - D P + 1 < ( [ (- (C), f. ( C ) ) ) - M (7r(C) s r ( C ) : 

+ ( - D p + 1 (P-q) î r ( T T ( C ) A - (C'))«, 

d'où (1) et (2) par unicité. 

REMARQUE. - Les formules (1) et (3) peuvent d'ailleurs se prouver directement 

à partir des définitions de (4.2). 

COROLLAIRE. - Soient t c-A et C x' P(P 1(A))' . On a 

(3) ,C,tidA^ = (-l)p((l-p)tC) - ï(^p(C),t^. 

(4.7) A(Pj(A) est une algèbre pour chacun de deux produits / et f î 

Ceux-ci sont liés par la formule suivante : J 

PROPOSITION. - soient C,C',C" c A(P,(A)) * g r , C et C étant homogènes de 

degrés p et q. On a 

(1) J C . C ' A C " ! = ^ C , C ' | A C " + ( - I ) ( p + 1 ) V A { C , C » | . * ( C ) A C » / \ C " . 
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Supposons C " homogène de degré r. D'après (4.5) et la formule (3) de 

(4.2), on a 

( ? ( * ( C ) ) , C ' A C " } = - ( ( C ) ) , p ( C - C " ) + t(-(C)), >(<it(C')A p(C" ) H 

+ ( - i ) q ^C-(C)), • ( R> ( C ' ) A - (c")) | 

= (l-q-r) ( C ) - ( C ' ' C " ) - • ( ( C ) , , ( C ' ) j A r(C") 

+ ( - D P q + 1 M - ( C ' ) ) A - ( C ) , ~ ( C " ) ' + (-l)P+1(p-q-r) tOt (C ) A V ( C ' A C " ) ) . 

De même : 

:>(-..(C),C'|AC" - (1-q) •„ ( C ) a ^ ( C > C " ) - . " ( • " ' . . ( C ) , f ( C ' ) j A f (C") ) 

+ (-l)P+'(p-q) - ( " ( C ) A - ( C ) - ^ ( C " ) ) + (-l) P + q + 1(l-q) T ( l T ( C ) / f ( C ' ) A T r ( C " ) ) 

et 

( - 0 ( P + I ) q
 C - : ( > : ( C ) , C " ; - (1-r) (C ) A f. (C'/x C " ) 

+ ( - D P q + 1 > ( - ( C ' ) A > 7 r ( C ) , c ( C " ) }. ) + (-l) P + q + 1(p-r) Ï ( C ) A E ( C ' ) A - > ( C " ) ) 

+ (-D P + 1(l-r) T( U ( C ) A f, ( C ' ) A | ( C " ) ) . 

D'où 

| f d l ( C ) , C ' A C"j = {î(7r(C)),C'> A C " + ( - l ) ( P + , ) Q C ' A f , ( r ; ( C ) ) , C " j 

- • ^ ( C ) - C* ' C " . 

La formule (1) résulte alors de ceci et de (3.5). 
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§ 5. APPLICATION AUX ALGEBRES DE LIE. 

Dans ce paragraphe,on désigne par A une K-algèbre de Lie, dont le 

produit est noté £ >1 • 

(5.1) Soit FCHom^CA (A),A) défini par F (x A y ) =[x, y] pour x,ycA. On 

pose ^F,xj = ad(x) pour tout xeA. L'identité de Jacobi dans A s'écrit 

F x F = 0, ou bien 

(1) (F,ad(x)} = 0 (x A). 

Pour C eHomgrK( A (A) ,A) et x cA , on pose alors, avec des notations 

usuelles. 

(2) (T(x)C = (C,xJ , 9(x)C = {ad(x),C} 

et 

(3) dC = - {F,C} . 

On a donc dx = -ad(x) pour x€A. L'identité de Jacobi généralisée montre 

que, pour x,y^A, on a 

(4) 6(x)er(y) - <r(y)6(x) = <r(Cx,y3) 

et pour c,C € Homgr K(A(A) ,A) , C étant homogène de degré p, on a 

(5) d( {C,C'J ) = - {dC,C f} - (-1)P {C,dC')J . 

En prenant C = x et C=^ ad(x) pour xf A, on obtient 

(6) 6(x) = <r(x)d + d<r (x), 

(7) 0(x)d = d0(x). 

2 2 

(6) et (7) montrent que d o'(x) = ̂ (x)d , d'où, par récurrence sur le 

degré de C, supposé homogène, et compte tenu de (1) : 
(8) d 2 = 0. 

2 
(En faisant C = F dans (5), on obtient d'ailleurs 2d = 0 ) . 

(5.2) On dit que une application K-multilinéaire C : A % A est une mul­

tidérivation (de Lie) si C est une dérivation de l'algèbre de Lie A par 

rapport à chacune de ses variables. Ainsi l'identité de Jacobi signifie que 

F est une bidérivation (alternée). 
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( 5 . 3 ) PROPOSITION. - Soient C, C', C"e Homgr K(A (A),A), C étant une 

multidérivation de degré p 1 et C 1 étant homogène de degré On a 

( i ) { c , [ c , c " ] J = [(c,c ' i , C " J + < - l ) ( p + 1 ) q
 [ C , { C , C " j ] . 

Cela résulte des lemmes suivants. 

LEMME 1. - si C,Cf ,C"€ HomgrK( A(A) ,A), On a 

[ C \ C " ] * C = [ C ' K , C m ] + (-l)^* 1^ [C n,C ,VC , l . 

LEMME 2. - Si C est une multidérivation, on a 

c / [ c \ c " J = [ c \ c * c " ] + ( - i ) q r + 1 [ c n , cx C ] . 

Leurs démonstrations sont analogues à celles de ( 3 . 5 ) . 

COROLLAIRE. - On a, pour C,C' £Homgr K( A(A),A), C étant homogène de degré p, 

( 1 ) d( [c,C'] ) = [dC,C] + ( - D p [ c , d C ] . 

Autrement dit, d est une antidérivation de degré 1 de l'algèbre 

de Lie graduée Hom^CACA),A). 

( 5 . 4 ) PROPOSITION. - Soient C,C €Homgr K ( A(A),A) des éléments homogènes de 

degrés p et q. Si C et sont des multidérivations, il en est de 

même de {C,C 'J . 

La démonstration est analogue à celle de ( 3 . 6 ) . 

Pour p€W, on désigne par Der P(A) le sous-K-module de HomK(A P(A) ,A) 

formé des multidérivations alternées et on note Der*(A) le sous-module 

gradué e Der p(A) de Homgr R (A (A) ,A) . Der*(A) est ainsi une sous-algèbre 

de l'alglbre de Lie dégressive Homgr^(A(A),A). 

( 5 . 5 ) Soit, C CHomgr K( A(A),A). Il est clair que 

( 1 ) F X C = [C, id A] . 



Sur les crochets généralisés • . • 

98 

PROPOSITION. - Soit C<Der P(A). On a 

(2) d C = (1-p) [id A,C] . 

On a C x F ( X . A . . , À X ^ , ) 
1 p+1 

H ^ + 1C( [ X . , X . l A X . A . . - A X . A . . . A £ . A . . . A X T ) 

1 < J 

. S I . f C ( X . A . . . A X . A . . . A X , , ) , X . l 

+ (-1) [ X ^ C ( X J A . . . A X . A . . - A^p +l)] 

• P [ i d A , c ] • 

La formule (2) résulte de ceci et de (1). 

(5.6) D'après la formule (5) de (5.1), (resp. (2) de (5.3)) K.er(d) est 

une sous-algèbre de l'algèbre de Lie dégressive (resp. graduée). 

HomgrK(A(A),A) et Im(d) est un idéal de l'algèbre de Lie dégressive 

(resp. graduée) Ker(d). Par suite, ^ ^ ( A ) = Ker (d)/Im(d), gradué par 

( H L i e ( A ) ) p ' ° Ù H L i e ( A ) = KerA(d
P)/Im(dP)( d P : Hom^ A P(A) ,A) — > 

Hom^' A P + 1(A),A) est la restriction de d) est une K-algèbre de Lie dégressive 

(resp. graduée) pour le produit déduit de (>) (resp. C »3 ) noté de la même 

manière. On a bien entendu ^^ e(A) = Ker(ad) = Z(A), où Z(A) est le centre 

de A et Ker(d1) = t>*r(A), d'où ̂ ^ ( A ) = $*r(A) / »d (A), $ frp(A) é t a n t u R_ 

module des dérivations de l'algèbre de Lie A. 

(5.7) De même, si d 1 = (1-p) [idA,.] est la restriction de d à Der'(A), 

Ker(d') est une sous-algèbre de Lie dégressive de Der (A) et Im(d') est un 

idéal de cette sous-algèbre. Par suite, ^ ^ ( A ) = Ker(d'J/ImCd1) gradué par 

( H'Lie^ A^p o ù l e s H L i e ^ S O n t d ê f i n i s d e ^nière évidente, est une 

K-algèbre de Lie dégressive. On a H^? e (A) = Z(A) et H^ i e(A') = # # f(À)/ad(A) 

et, plus généralement, un morphisme de"K modules gradués de H.'. (A) dans 

^ L i e ^ ' e S t u n m o r P ^ ^ s m e d'algèbre (pour les produits )• 
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§ 6. APPLICATION AUX ALGEBRES DE POISSON. 

(6.1) Soit A une K-algèbre (associative, unifine et commutative) et 

soit F €A (-ft(A)) vérifiant l'identité de Jacobi F x F = 0 (cf. (2.8)). 

On dit que A, muni de F, est une K-algèbre de Poisson [ 2^ . Si l'on 

pose F(dxAdy) = Cx,y]pour x,yeA, on définit sur A une structure K-algèbre 

de Lie. Par suite, HomgrK(A(A),A) est, canoniquement, une K-algèbre de Lie 

graduée. Et c'est une K-algèbre alternée, pour le produit alterné. 

(6.2) PROPOSITION. - Pour C,C',C"€ Homgr K(A(A),A), C et C étant homogènes 

de degrés p et q respectivement, on a 

(1) [C,C'AC M] = [ C C ' j A C " +(-l) P qC'A [c,C"] . 

En effet, si C" est homogène de degré r, on a 

[C,C AC"] ( X lA...AX p + q + r) 

Z ^(cr)([C(x < K 1 )A....r < r ( p )),C'(x y ( p + 1 )A...Ax^ ( p + q ))J 
(T€ Évp,q,r; 

C " ( V p ^ l ) A
 * * -AX«<P+q+r) } 

+ C ' ( X / ^ 1 N A . . . * X , x)[ C ( X / I X A . , . A X , v),C"(x , ^ X L X A . . . A X / ^ ^ x ^ J ) 

*(p+l) «"(p+q) «•(!) ^(p) or(p+q+1) <r(p+q+r) 

= ([C,C] AC" + (-l)PqC'A[c,C"] X ^ j ^ . / x ^ ) . 

En particulier, ® Hom^A P(A),A) , muni des produits A et f , 3/ 

P 

est une K-aigèJbre de Poisson. 

(6.3) Soient C,C' Ç Homgr^( A (A) ,A), C étant homogène de degré p. 

D'après (3.5), on a 

(1) d(CAC f) = (dC)AC' • (-1)P CA(dC'). 

En particulier, pour xcA, on a 

(2) d(xC) = xdC-ad(x) AC, 

ce qui montre que d est Z(A)-linéaire. 
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Il en résulte que Ker(d) est une sous-algèbre de l'algèbre alternée 

HomgrK(A(A),A) et que Im(d) est un idéal de cette algèbre. 

Par suite, ^Lig^) e S t U n e ^"algèJbre alternée pour le produit 

induit par A et noté de la même manière. Et, d'après la formule (1) de 

(6.2), on a 

(3) [ Y . T ' aT " ] = Cï . T ' ] a r " + ( - o p q r a Cr, r"1 

si T6HP. e(A), T ' € H 2 i e(A) et f e \ i e ^ • 

En particulier 0 H^? (A) est une K-algèbre de Poisson. 
P 

(6.4) Comme F C A (ft(A)) yd induit sur A(»Q(A)) une antidérivation 

de degré 1, pour le produit al terne, et on a 

t ( {c,c] ) = - {3C,C} - (-l)p {C, * C ) 

si C est homogène de degré p. D'où le K-raodule gradué de cohomologie 

%(A) = Ker(3)/Im(è), qui est muni des deux produits induits par a et 

£, ̂  , et notés de la même manière. Pour le premier, <J6(A) est une 

K-algrèbre alternée et, pour le second, une K-algèbre de Lie dégressive 

et on a, d'après (3.5) : 

(D {T> Y1 aT"} - (T, Y 1 } a T n + ( - i ) ( p + 1 ) q C a {c,c") . 

si T > T f - T n c 3 6 ( A ) » ^ e t T 1 étant homogènes et de degrés respectifs 

P et q. 

Soit (96 P (A ) ) la graduation de %(A). On a évidemment 
P 

(2) ^ Q(A) = Z(A). 

et 

(3) 9£\a) = (Der(A)O 1>ft»(A))/ad(A) 

où Z(A) est le centre de A et Der(A) le module des dérivations de A. Z(A) 

est, comme on le voit facilement, une sous-algèbre pleine de A. D'autre 

part, © <të 2 p + 1(A) est une K-algèbre de Lie (pour î,l ) dont 1£'(A) est 
P J 

une sous-algèbre. 
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Enfin, on a une application K-linéaire canonique j : 3£(A) ^ { e ^ ) 

qui est un morphisme d'algèbres pour les produits A et { , ] ; on a 
. o . .1 
J = ̂ ^Z(A)

 e t J e S t i n J e c t 1 ^ -

(6.5) Désignons par cP 1'endomorphisme (A-linéaire) gradué de degré 2 de 
r\ ** er 

Aui(A)) 6 défini par f (C) = FAC . Comme dF = 0 (identité de Jacobi), 

on a 

(3) a<p=<fô. 

Par suite, induit un endomorphisme cjî gradué de degré 2 de 96(A) . 

PROPOSITION. - Pour que <f = 0 , il faut et il suffit que la classe 

de cohomologie de F soit nulle. 

C'est suffisant, car si F = dD où D € J7(A)* , on a, pour tout 

CeKer(d), â(DAC) = dD A C + D A Ô C =<p(C). Donc <f = 0. C'est nécessaire, 

car si <f = 0, sa restriction <fQ : Z(A) (A) est nulle ; comme F = <^(1), 

ceci montre que la classe d'homologie de F est nulle. 

(6.6) Pour p€«, soit fl)P(A) le K-module des C *AP(<Œ(A))* qui sont des 

multidérivations de Lie de A et soit 9#(A) = 9 i) P(A). 5)#(A) est une 

P 

K-algèbre pour le produit ( ,} . Comme Fs£) 2(A), ? induit un endomor­

phisme d' de degré 1 de 5) '(A) ; d'où la K-algèbre de Lie dégressive 

Ker( è') / 1 0 ( 3 ' ) = 3tf (A) et on a un morphisme canonique flt' (A) #(A) ; 

on a %'°(A) = Z(A) et = J61 (A). 

4 Rr 

(6.6) Pour n >1 , considérons la K-algèbre alternée A(Pn(A) , 

d induit dans cette K-algèbre une antidérivation de degré 1, notée 3 • 

Le K-module de cohomologie = Ker( 3 n ) / S R ) est donc muni 

d'un produit induit par A et noté de la mime amanière ; pour ce produit, 

3S^(A) est une K-algèbre alternée. Et on a des morphismes canoniques 
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% (A) *J£j (A) -*>... ^ ( A ) . . . , 

où T est induit par l'injection i : A ( fi (A) ) * g r /\ (P (A) * g r 

(on étudiera i en (6.12)). 

Pour n, n ! à 1 , (, } induit une application K-bilinéaire 

frC (A) x & , (A)-* 3É . ,(A), encore notée {,} . 
n n n+n - 1 v 4 

(6.7) Dif^ (A) est une K-algèbre alternée, pour le produit alterné (4.1). 

d induit une antidérivation de degré 1 de cette algèbre, notée . 

D'autre part, Dify^ (A) est une K-algèbre pour le produit £ 

(4.4) et on a, si C,C'€ Dif^ (A), C étant homogène de degré p 

((5.1), formule (5)) : 

*oo( {C,C} ) = - { a ^ c . c j - ( - D P { C , îf<] . 

Par suite, le K-module de cohomologie 3^(A) = Ker Çb^)/Im(do© ) est muni 

de deux structures d'algèbres pour les produits induits par A et 

et notés de la même manière ; ^^(A) est une algèbre alternée pour 

et une algèbre de Lie dégressive pour { 

(6.8) PROPOSITION. - Soient C C A (Pn(A) ) *
 g r et C € A ( P n ( A ) ) *

g r

 a v e c 

n s<n' . Alors CC,C] € A(P f + 1(A))*
 g r . 

a) Supposons d'abord C«Dif^(A) et soit xcA. Comme ad(x) est une 

dérivation de A dans A, [ c , x ] = -ad(x).C est un opérateur différentiel 

d'ordre £ n+1 . 

b) Soit xç A et supposons C et C f homogènes de degrés p et q. On a 

C{C,xJ ,C) (x,A...Ax p + ( r l) 

= , < i<P - i , , > » < " i c < " v . ^ - " « r i ) , ' c , W - « - w . , i > i 
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Dfaprès a), on voit que x h* £{C,x],C f3 est un opérateur diffé­

rentiel d'ordre ,$n+l. De même, x [{C f>x} >C| est un opérateur 

différentiel d'ordre f n' + l. 

c) Enfin, on a 

{rc.c'J ,x} = C ( c ' x 3 » C ' J - (-D p q C [ C ' ' X J ' c l ' 

ce qui montre que { C C , C ' L .x^ est un opérateur différentiel d'ordre 

^n f+l. D'où la proposition. 

Ainsi, Dif^ (A) est une sous-algèbre de l'algèbre de Lie graduée 

Homgr K(A(A),A) (pour le produit C > 3 ) - L a formule (2) de (5.3) montre 

que est une antidérivation de degré 1 de Dify^(A). Par suite, le 

produit F , 3 induit sur 3€OO(A) un produit, noté de la même manière et 

& O O ( A ) est une algèbre de Lie graduée pour ce produit. 

(6.10) Utilisons les notations de (4.2). Pour C,C'£ A(P ](A))*
 g r , on a 

V ( c > c ' } ) - - {^0,0'} - (-1)P {C, ÔC'} , 

C étant homogène de degré p. Par suite, { ,J induit sur 3Cj (A) un produit 

noté de la même manière et 36j(A), muni de ce produit, est une K-algèbre de 

Lie dégressive. D'autre part, 3&j(A) est une K-algèbre alternée (6.7). 

Il est clair que l'on a * ̂i = i> . Donc i induit une application 

K-linéaire T : 36(A) X \ a ) , qui est un morphisme pour les produits A 

et {,} . 

D'autre part, si C « A(P, (A)) 4 g r , on a T[ ( (F,C J ) = - {F, *(C)} 

d'après la formule (2) de (4.6), autrement dit, on a h^Tt = - 1T > . Par 

suite, TT induit une application K-linéaire Tr, graduée et de degré -1, 

le 3C,(A) dans &(A). D' après la formule (2) de (4.2), on a 

(!) T ( T A T ) = T ( T ) A T ' + (-Dp
 T A T r ( r ' ) , 

si T » T ' € 3£j(A), T étant homogène de degré p. La formule (1) de (4.7) 

montre que l'on a 
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( 2 ) { Y . r ' A T " ] = { r , T " j A r " + ( - i ) ( p + 1 ) < î r ' A f f r " } 

- Tr(T ) A T ' AT" , 
si f> T'»T"€3ê,(A), X e t T' étant homogènes de degrés respectifs 

P et q. 

( 6 . 1 1 ) En posant <f j ( C ) = F A C pour C « A ( P , (A)) * gr , on définit un 

endomorphisme (A-linéaire) gradué de degré 2 de A ( P J ( A ) ) * G R . j_\ e s t c i a j r 

que l'on a if - y ,i , P <?, = f P , V <f, « «P * et T cf = < f ) t . 

D'autre part, on a { F , F a C } = F a { F , C } si C C /\ ( P (A) ) * g r , c « e s t . 

à-dire "b] Cf | = ^ j . Il en résulte que ( induit un endomorphisme <| , 

gradué de degré 2 , de 3€>j(A). 

PROPOSITION. - On a 

d) icf = a, r + t a , 

( 2 ) f a, = a p + «fit , 

( 3 ) = - t a i r + i(« f + cf ir ) . 

Soit C 6 A ( P (A))* 8 r . D'après la formule ( 1 ) de ( 4 . 5 ) , on a 

{ F , t ( C ) ) = - F A C - T ( { F , C } ), d'où ( 1 ) . Comme i f + r y - i d 

on a ï j = i * p + i ^ 1 T - ' C S T V ; d ' o ù ( 3 ) . 

Le formule ( 2 ) est alors immédiate (elle résulte aussi de la formule 

( 1 ) de ( 4 . 5 ) ) . 

REMARQUE. - La formule ( 1 ) montre que Cĵ i : A ( i 7 ( A ) ) # 8 % 4(P,(A))* 8 r 

est homotope à 0 , par Z . Et on a une interprétation analogue de ( 2 ) 

(cf. 6 . 1 2 ) ) . 
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(6.12) On a le diagramme commutatif 

0 - r i \ ( A ( A ) ) * g r 1 + A < V A ) ) * - 8 r — * A ( J l ( A ) ) * _ i - R ^ O 

o — > A ( A ( A » * g r y A(p }(A))*-
G R 1+ A ( A ( A » _JE - s > o , 

où les lignes sont exactes. 

Ce diagramme induit une suite exacte de cohomologie 

(2) X(A) 2 L , aft , (A) 

\ / • 
La définition du morphisme de connection £ et la formule (1) de (6.11) 

montrent que A • <f . Soit ( 34 P(A)) la graduation de lf, (A) et i H , "R H 

et <fF les composants de degré p de i, V et cf . On a ainsi le résultat 

suivant : 

PROPOSITION. - La suite 

0 — ^ ' ( A ) L_4 36 j (A) — J L , Z(A) * Z ( A ) _ 

(3) *p „ 

£ P(A) J > tfP(A) ^ P " ' ( A ) I H ^ ^ C A ) ^ . . . 

est exacte. 

Les suites exactes (2) et (3) donnent naissance aux suites exactes 

(A) 0 -> Coker ( <f ) -* |(A) -J* Ker(<f)-*0 

(5) O - * * 1 ^ ) ±-»aCJ(A) J % Ker($°)-.0 

et, pour p * 1, 

105 
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(6) 0 -> Coker(^ P"')-^^5 > + I(A)-^ Ker(<f P + 1 ) - * 0 . 

COROLLAIRE. - Supposons que la classe de cohomologie de F soit nulle. 

On a les suites exactes 

/->-

(7) % (A) —i> 34, (A) 3*(A)-*0 

(8) 0 - * # p H ( A ) - U 1« P(A) -21* 36 P ( A ) - ^ 0 (p ̂ 1 ) . 

Cela résulte de (6.5). 

(6.13) Soit X une variété de Poisson (Cf. £2} et [5*1 ) i.e. une variété 

différentielle de classe C 0 0 (paracompacte) et soit A la R-algèbre 

^ ° ( X ) . La structure de Poisson de X est définie par la donnée d'un champ 

de tenseurs deux fois contravariant et antisymétrique F cA^(A(A)) # 

vérifiant l'identité de Jacobi F *F = 0. A est alors une R-algèbre de 

Poisson. Les résultats de (6.9), (6.10) et (6.11) généralisent aux 

variétés de Poisson ceux établis dans (5) lorsque X est une variété 

symplectique. 
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