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LES GROUPES DE TRANSVECTIONS DES ESPACES SYMETRIQUES
ASSOCIES A UNE ALGEBRE DE JORDAN DE FORME REELLE

par A. TILLIER
INTRODUCTION.

Le but de ce travail est de caractériser algébriquement le groupe
des transvections des variétés pseudo-riemanniennes symétriques associées

a une algébre de Jordan de forme réelle simple.

Lorsque 1'on a un espace symétrique, il est naturel de chercher les
métriques pseudo-riemanniennes compatibles avec la structure d'espace sy-
métrique et, s'il en existe, de les comparer entre elles : c'est une autre
forme de la recherche et de la comparaison des métriques associées 3 une
dérivation covariante. Sur 1'espace symétrique défini par une algébre de
Jordan semi-simple 4/, la métrique pseudo-riemannienne habituelle compati-

ble avec les symétries est construite par un certain procédé a partir de

1a forme bilinéaire '"trace" : on établit em (1.7) que ce procédé appliqué

a une forme bilinéaire < , > fournit une métrique pseudo-riemannienne
compatible si et seulement si les endomorphismes de % de la forme P(x)
gont auto-adjoints pour <, > | et on en déduit en (1.8) que si ¥ est

simple, alors < , > est proportionnelle 3 la trace.

Si % n'est pas semi-simple, la trace, qui est dégénérée, ne peut
fournir de métrique pseudo-riemannienne. En (1.9), on construit une algé-
bre % non semi-simple et une forme bilinéaire qui, par un procédé iden-

tique a celui du cas semi-simple, donne lieu 3 une métrique pseudo-rieman-
pienne compatible avec les symétries.

Le paragraphe 2 résume les propriétés essentielles des algébres de
Jordan de forme réelle simples. Aprés avoir rappelé la nature des compo-
gantes connexes notées Invk(GY) de 1'espace symétrique associé a@ une telle
algébre (2.4), on établit que 1'étude de Invk(qy) se réduira 3 celle de la
variété pseudo-riemannienne notée Mk’ définie par

M = {x e Invk(QY)ldet X = (-l)k} (2.7).

Le § 3 est consacré a la démenstration des deux théorémes prin-
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Les groupes de transvections des espaces symétriques ...

cipaux de cet article ((3.7) et (3.8)). Il est immédiat que le groupe des
transvections G(Mk) de Mk est engendré par les endomorphismes de % de la
forme P(x)P(y) pour x € Mk et y € Mk’ ol P désigne la représentation qua-
dratique. Si on désigne par P(Mk) le groupe engendré par les P(x) pour

X € Mk’ alors G(Mk) g_P(Mk), mais la non-associativité de % est un obsta-

cle sérieux pour conclure a 1'égalité.

Utilisant de fagon exhaustive un cas particulier oiu la formule
P(x)P(y) = P(xy) est vraie, le théoréme (3.7) établit que G(Mk) = P(Hi)
sauf si le degré de % est pair et que k est impair. De plus, on montre
qu'il y a au plus trois groupes P(Mk) distincts (resp. G(Mk))’ 3 savoir
P(M,), P(Ml) et P(Mz) (resp. G(M,), G(Ml) et G(Mz)). Suivant les valeurs
de k, on précise auquel de ces trois groupes P(Mk) (resp. G(Mk) est iden-
tique. Enfin, on établit des inclusions entre ces divers groupes, lotsqﬁg

1'on ne peut conclure & leur égalité.

Désignons par Ik 1'ensemble des éléments involutifs de degré k de .
On sait que les Ik sont des variétés riemanniennes symétriques. Désignons
par G(Ik) le groupe des transvections de Ik et par P(Ik) le groupe engendré§

par les P(w) pour w € Ik’ on obtient, avec les G(Ik) et les P(Ik)’ les mSmes
résultats que ci-dessus, car la démonstration du théoréme (3.7) reste wa-
lable.
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Les groupes de transvections des espgces symétriques .. .

1. LES ESPACES SYMETRIQUES ASSOCIES A UNE ALGEBRE DE JORDAN.

(1.1) DEFINITION. - Un espace vectoriel U sur un corps K, munt d'une ap-
plication K-bilindaire de U xU dans U notée (x,y) —s xy telle que :
1) Xy = yx
1) x2(xy) = x(x’y) (identité de Jordan)

est appelée une algébre de Jordan.

Des exemples d'algébre de Jordan sont donnés en (2.2) ; ce sont celles
qui sont de forme réelle, que nous allons plus particuliérement é&tudier ici.

Pour les cas plus généraux, voir [ 1].

(1.2) On suppose que Q4 posséde un &lément neutre e (ex=x, x € ).
n'est pas associative en général, pour x € 4%, il peut exister deux é€lé-
ments distincts X, et x, de % tels que XX = XX = e. Toutefois, 1'al-
geébre K[ x ; e] engendrée par x et e dans % est associative ; par défi-
pition, on dit que x est inversible, s'il est inversible dans K{x ; e].
L'unique élément de Klx ; el, noté x-l, vérifiant )oc-‘=e, est appelé

1

-1 .. . -1,-1
1 'inverse de x ; X est aussi inversible, et (x ') = X,

Dans toute la suite, nous supposerons, outre le fait que 4 posséde

un élément neutre e, que le corps de base est R, et que 4 est de dimension

finie sur R.

Notons Inv(%) 1'ensemble des &léments inversibles de # ; c'est un
ouvert, non vide car e € Inv(g). Inv(4) n'est pas connexe en général ;
toutefois, pour x € Inv(%), x et x ! appartiennent i la méme composante

connexe.
(1.3) Désignons par L(x) 1'application linéaire de % dans ¥ définie par :
(Vy€ «) L(x)y = xy.

Si % n'est pas associative, en général L(xy) # L(x)L(y). De plus, le
fait que x soit inversible n'implique pas que L(x) le soit, et méme si

c'est le cas, on a en général L-l(x) # L(x-l) : la représentation x — L(x)

n'a pas de bonnes propriétés.

. 2 .
Mais posons P(x) = 2L"(x) - L(xz) ; P(x) est appelée la représentation

q-uadratique .
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On a alors :

D POX) = A%P(x)

2) P(P(x)y) = P(x)P(y)P(x) (formule fondamentale)

3) PG = P(x) (n € N

4) P(x) est inversible si et seulement si x est inversible, et
P(x_l) = P-](x) ; dans ce cas P(xn) = Pn(x) n€e 2.

5) P(x)y est inversible si et seulement si x et y le sont ; alors
ey = oy = paThy T

6) Soit C une composante connexe de Inv(#) et x € Inv(#) (x n'apparte-
nant pas nécessairement & C). Alors P(x)C = C.

7) P(x+y) = P(x) + P(y) + 2L(x)L(y) + 2L(y)L(x) - 2L(xy).

8) Mais, en général, P(xy) ¥ P(x)P(y).

(1.4) DEFINITION. - Soit M wre variété C . M est appelé un espace symé-
trique (ou de réflexions) s'il existe une application C de MxM dans
M, notée (x,y) +—» S(x)y, vérifiant :
1) S(x)x = x et x est wn point fixe isolé de S(x).
2) S(x)S(x) = IdM (S(x) est involutive)
3) 8(s(x)y) = S(x)S(y)s(x).

S(x) est appelée la symétrie par rapport & x. Pour une &tude géné~
rale des espaces symétriques, nous renvoyons & [ 2], dont les résultats

seront admis sans démonstration ici.

(1.5) Inv(%), et chacune de ses composantes connexes, sont munies natu-
rellement d'une structure de variété, puisque ce sont des ouverts de

n
U =R,

THEOREME. - Inv(%), et chacune de see composantes comnexes, sont deg PO
paces symétriques pour la loi S(x)y = P(x)y .

(Pour la démonstration, voir [2], volume 1, page 68).

(1.6) Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne. On dit que M,2) est
une variété pseudo-riemannienne symétrique, si, pour tout x € M, il existe
une isométrie involutive, notée S(x) et appelée symétrie par rapport & x

i

admettant x comme point fixe isolé.

Lorsque M est connexe, les S(x) sont uniquement déterminés par g et M
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est un espace symétrique pour la loi (x,y) —eS(X)y.

Mais si1 M est un espace symétrique connexe, de symétries S(x), il
n'est pas évident que 1'on puisse l'obtenir comme ci~dessus : le probléme
est de trouver une métrique pseudo-riemannienne g sur M pour laquelle les
S(x) solent des isométries. On dit alors que g est compatible avec les
symétries de M, ou avec la structure d'espace symétrique, et alors (M,g)

est une variété pseudo-riemannienne symétrique.

En fait, il existe des espaces symétriques pour lesquels il n'y a
aucune métrique compatible avec les symétries, d'autres pour lesquels il
en existe une seule 3 une constante multiplicative prés, d'autres enfin

pour lesquels il en existe plusieurs non proportionnelles.

(1.7) Si l'espace symétrique M est un ouvert de Rn, identifions TyM, l'es-
pace tangent 3 M en y, avec Rn, et notons DyS(x) la différentielle de

S(x) eny.

Une métrique pseudo-riemmannienne g sur M est compatible avec les

symétries si et seulement si :

€ETM €TM = D S(x DS
| § 4 y ¥n y 8y(€.n) gs(x)y( y ( )E’ y (x)n)
pour tout X et y appartenant & M, par définition d'une isométrie.

LEMME. - Sott <, > une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur 4,
et C une composante connexe de Inv(¥). Lee quatres propositions suivantes
gont équivalentes :

1) L(x) est auto-adjoint pour <, > , (¥Yx € 4 )
2) L(x) est auto—adjoint pour < ,> , (¥x € C)
3) P(x) est auto-adjoint pour <,> , (Nx E )
¢, P(x) est auto—adjoint pour <,> , (¥x € C).

pémonstration. - 1) =>2) et 3) =>4) de fagon évidente.
C, ouvert de %, contient une base de ¥, et x P L(x) est linéaire:

n
(Yx € U) L(x) = 'El )‘i L(xi) avec x; € C, et donc L(x) est auto~adjoint
1’

comme les L(xi) 1 2) =),

On suppose 4) satisfait. Soit x € C. Puisque C est ouvert, il existe

¢ ER tel que x+ce € C, donc P(x+ce) est auto-adjoint. Or
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2¢eL(x) = P(x+ e) - P(x) - ezld%(d'aprés 1.3)

ce qui prouve que L(x) est auto—adjoint pour tout x € C, et donc pour tout

x € 9/ d'aprés ci-dessus : donc 4) = ).

Mais P(x) = 2L2(x) - L(x2) par définition. Si L(x) et L(x2) sont auto-

adjoints, P(x) l'est aussi : 1) =>3), ce qui achéve la démonstratiom.
Q.E.D.
THEOREME. - Soit <, > une forme bilinéaire symétrique non dégénérée suxr

4l et C une composante connexe de Inv(9). Pour que
8 (£,m) =<p(y eg,n >

(W € ’I‘yC , Wn €T C, Yy € C) fournisse une métrique pseudo-riemanniernme
g sur C, il faut et 11 suffit que les P(x) (¥ x € ¥ ) soient auto-
adjoints pour <, > . Dans ce cas, cette métrique est compatible aveec les
symétries de C.

La métrique pseudo-riemarnnienne sur Inv(%) induite par ces métriques
est Sompatible avec .les gymétries de Inv(%).

Démonstration. - P(y ) gtant inversible pour y € Inv(%), gy est non dége-
nérée, et l'application yHg est C , car 1'application y i—-bP(y ) 1l'est.

Si les P(x) (¥x € %) sont auto-adjoints pour <, >, il vient :
-1 -1 -
<p(y e, >=<g, ByTHn>=<Py Hng >

donc gy(E,n) = g (n,£), et g &tant symétrique est bien une métrique pgeu-

do-riemannienne sur Inv(# ) et par restriction sur C.

Réciproquement, si g est une métrique pseudo-riemannienne sur C, g

est en particulier symétrique, et donc :

gy(E,n) = gy(n,ﬁ)

» = _1 = -
ce qui donne < P(y Ye,n > = <p(y Hn,ge>= <k, B(y "> et P(y I). done
P(y) est auto-adjoint pour <, > lorsque y € C. D'aprés le lemme, P(x) l

est auto-adjoint pour <, >, et ceci quel que soit x € .

De plus, si 1'on prolonge g par la méme comstruction & Inv(4) tout
entier, g sera pseudo-riemannienne d'aprés ci-dessus car les P(x) (¥x ' )

sont auto-adjoints pour < , >.
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Soient X et y appartenant i Inv(%).

Posons f(x) = x_l. Nous admettrons que Dyf = —P(y-]). (voir [ 2], vo-
lume 1, page 69).

Aussi :

D S(x) = Dy(P(x)y") = - p(x) P(y ).

En tenant compte du fait que les P(x) sont auto-adjoints pour <, > et

des formules (1.3) il vient :

-1 -1
85 (x)y PySVE, DSCOM) = gg (v (P(OP(y )E, POR(y )n) =

~1
<PdP()y 'l PGIPG He, PGPy Hn > -

-1 -1 -1
<P(P(x DY)B(x)P(y )&, P(X)P(y )In > =
-1 -1 - -1
< p(x DB(YRX IPXB(yE, P(XIP(y )n > =
_] -
<P lx)E, P(IP(y )n > =
-1
< P(y )Eon > = gy(ﬂm)
ce qui assure que les symétries sont des isométries de g, pour x € Inv(4)
aussi bien que pour x € C.
Q.E.D.
(1.8) Désignons par TrL(x) la trace habituelle de 1'endomorphisme L(x) de
4 ; <x,y > défini par <x,y > = TrL(xy) est une forme bilinéaire sy-
métrique pour laquelles les endomorphismes de la forme L(z) sont auto-

adjoints : on a <zx,y > = <x,zy > ou encore, en tenant compte de la com-

mutativité Tr L((xz)y) = Tr L(x(zy)) ; on dit que la forme x =+ Tr L(x)
est assoctative ([ 1], page 28).

Pour une algébre de Jordan %, les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Rad(%) = {0} (Rad(%), appelé radical de ¥, est un idéal un
peu particulier : voir [1], page 35).

b) la forme bilinéaire <x,y > = Tr L(xy) est non dégénérée.

Si 4 vérifie a) ou b) on dit que ¥ est semi-gimple : 4 s'écrit
alors d'une fagon unique a 1'ordre prés sous la forme

k
U = i?l ‘?li, ol les %i sont des algébres de Jordan simples (c'est-
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i-dire qu'elles ne possédent aucun idéal propre) vérifiant Qli ¥ =90

i

pour i#j.

THEOREME. - Soit % une algébre de Jordan simple, < | > une forme bil{-
néaire symétrique non dégénérée sur % et C une composante connexe de
Inv(%).

Pour que gy(g,n) =< P(Y-I)E,n >
(Vg ETyC, Y n ETyC, Yy €0C)

fournisse une métrique pseudo-riemannienne g sur C, 71 faut et 11 suffit
que < £,n > = KTr L(gn), avec k€ R, pour tout £ et n de U . Dans ce
cas, cette métrique est compatible avec les symétries de C.

La métrique pseudo-riemannienne sur Inv(¥) induite par ces métriques
est compatible avec les symétries de Inv().

Démonstration. - Si < ¢g,n > =k Tr L(gn), les L(x) sont auto-adjoints
pour <, > car Tr L(gn) est associative : le résultat découle du lemme

et du théoréme précédents.

Réciproquement, si la forme g ainsi construite est pseudo-riemanniu'mg,

les P(x) (¥ x € 4) sont auto-adjoints, donc les L(x) (¥VXx € &) sont

auto-adjoints pour <, > d'aprés 1.7. La forme <,> est donc.aggociative
d'aprés [ 1], page 42, on a alors < g,n > =k Tr L(&n). .

Q.E.D,

COROLLAIRE. - Soit # une algébre de Jordan semi-gimple.

. . -1
La métrique définie par gy(&,n) = Tr LI(P(y )E)n] est peseudo—riemm-
ntenne sur Inv(9) et compatible avec les symétries.

Démonstration. - En fait, dans la démonstration ci-dessus, la simplicité
de % n'intervient que pour établir 1'unicité, & une constante multiplica-
tive prés, de la forme <, >,

SiU = i%] %i’ ol les Q/i sont simples et Q]i QIj = 0 pour igj,
Inv(%) est isomorphe au produit des variétés pseudo-riemanniennesg symé-
triques Inv(@/i).

Q.E.D.
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(1.9) Lorsque % n'est pas semi-simple, le corollaire (1.8) ne permet plus
d'obtenir une métrique, puisque la trace est alors dégénérée. Nous allons
construire un exemple d'algébre de Jordan non semi~simple telle que 1'es-

pace symétrique Inv(%) admette cependant une métrique pseudo-riemannienmne

comme en (1.7).
Pour cela sur 1l'ensemble A=&2 considérons la loi :
Q) 'u") = QX" ' + A'w)

Cette loi fait de A une algébre associative et commutative : en réa-

1ité A est 1'algébre obtenue par 1'adjonction de 1'élément neutre (1,0) a

1'algébre associative et commutative triviale dont le produit est
(O,U)(O)U') = (0,0).

Par ailleurs (O,u)(A',u') = (0,A'y) et L(O,A'n) a pour matrice, dans

0 0

1a base canonique,
Aty 0

> : donc Tr LCO,u)(A",u")) = 0 (¥ (A",u"))

et donc A n'est pas semi-simple en tant qu'algébre de Jordan.

Posons e = (1,0) et a = (0,1).

Soit <,> 1la forme bilindaire symétrique non dégénérée définie par :
< e+a, eta > = -|
< e,e > =1
<eta, e >=0
On dé&duit que :<a,e > = -1 et <a,a> = 0.

Soit x. = X.,e + y.a.
i i i

Alors :

<xl Xy1Xq >=< AAge + 0‘1”2 + Azul)a, Age + uja > =

< )\‘)\ze, )‘3e >+ <A])‘2e, H,a >+ < ()\lu2 + )‘zul)a, )\3e >

A

P - -
+ < (xlu2 + Azu])a, U8 > = A A XA A

1A2h3 Y3 T AE2y T MR
Or cette expression est invariante par permutation des indices 2 et

3 ; donc <xlx2,x3> = <xlx3’ x2> = <x2,xlx3>. Par conséquent, L(x)

est auto-adjoint pour <, >, (¥ x € A) et donc P(x) est aussi auto-adjoint
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pour <, > d'aprés le lemme (1.7). Aussi le théoréme (1.7) est applicable,

-1 . s . .
et gy(E,n) = < P(y )g,n > fournit une métrique pseudo-riemannienne au-des-

sus de Inv(A) compatible avec les symétries.

En fait, Inv(A) contient deux composantes connexes : 1'une, notée
Inve(A), est constituée par les couples (A,u) avec A > 0 (¥ u) et 1'autre
par les couples (X,u) avec A < O (Vu). L'application x v -x est un iso-
morphisme de variété pseudo-riemannienne symétrique entre ces deux compo—-

santes connexes.

Soit Rz rapporté 3 une base {el,ez}, muni de sa structure d'espace
symétrique habituelle (S(x)y = 2x-y). Alors l'application de Inv_(A) sur
e
Rz définie par :

£O,u) = (Log Ae, + Ee

A2

est un isomorphisme d'espace symétrique.

Toutes les métriques pseudo-riemanniennes compatibes avec la struc-

ture d'espace symétrique de Rz sont de la forme

a B
<KY>= (x, %) <B > <y‘ >
Y y
2

e, + x,e, et Y

2 .
avec ay - B° # 0, 51}{==x11 29 =y, * ¥,e,.

Par ailleurs la matrice M de Dyf, exprimée dans la base canonique de

A d'une part, et la base {el,ez} de R? d'autre part, est :

1/ 0
M= " pour x = (A,u)
Y. Yy
A

Utilisant le fait que toute métrique pseudo-riemannienne g compatible

. . . 2
sur Inve(A) donne lieu 3 une métrique compatible h sur R® par la formule
hf_(x) (®_£(&), D £(n)) = g (&,n)

il s'ensuit que toutes les métriques By compatibles sur Inv (A) sont dé-
e

finies, dans la base canonique de A, par une matrice de la forme :

2
:‘-.—&.—B-Q-YL 8_ﬂ
a B A3 4 A3
ty M =
B Y .B_-H .II
22 a3 N
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avec x = (A,u) et ay - 82 # 0.

. -1
La métrique 8, <g,n >=<P(x )E,n > construite plus haut a pour
matrice

4, 22

2 3 -

A A 2

A 0

2
L 2 . ! 172
Elle induit donc sur R” la métrique de matrice , et toute

-ty O

métrique g' obtenue par le procédé g;(E,n) = <:P(x-])£, n > est propor-
tionnelle 3 g.
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2. LE CAS DES ALGEBRES DE JORDAN DE FORME REELLE.

(2.1) DEFINITION. - Une algébre de Jordan est dite de forme réelle g1 elle
vérifie l'une des deux conditions équivalentes suivantes :
2 2 e o
a) x“ +y" =0 implique x =y = 0.

b) la forme bilinéaire < x,y >= Tr L(xy) est définie positive.

Une algébre de Jordan de forme réelle posséde un €lément neutre aqr],
page 320) et est semi-simple ([ 1], page 319), mais pour y € Inv(4), 8y
définie en (1.8) n'est pas nécessairement définie positive, en raison desg
valeurs propres négatives possibles pour P Inv(%) n'est pas rieman-

nien symétrique, mais pseudo-riemannien symétrique.

(2.2) Classification. - On peut &tablir ([1], page 331) que toute algébre
de Jordan simple de forme réelle est isomorphe & 1'une de celles énuméréeg

ci-dessous, oi deux distinctes d'entre elles ne sont pas isomorphes :

a) Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R muni d'une forme
bilinéaire symétrique définie positive notée {,}. L'ensemble ¥ = RxEp
avec la loi de composition (A,x)(u,y) = (u + {x,y}, Ay + ux) est une al-
gébre de Jordan de forme réelle. Deux algébres construites par ce proc&dé

sont distinctes si leurs dimensions différent.

b) L'ensemble JCr(K) des matrices (r,r) avec r & 3 et K=R, € ou H, hermi-

tiennes pour l'involution du corps considéré, muni du produit
’ P

1 < . . .
AB = 7 (AocB + BoA) ol o, désigne le produit habituel des matrices, est upe

algébre de Jordan de forme réelle.

c) M%(O) est une algébre de Jordan de forme réelle avec les mémes condi-
tions qu'en b).

R, C, H et 0 désignent respectivement le corps des réels, le corps

des complexes, le corps des quaternions et 1'algébre des octanions.

(2.3) Si % est une algébre de Jordan, un élément non nul ¢ de ¥ est ap~
pelé un Zdempotent si c2 = ¢, et un idempotent c est dit primitif gi

c # c1*cys quels que soient les idempotents c) et c,.

Un systéme total orthogonal d'idempotents primitifs (en abrégs
s.t.o.7.p.) est la donnée de r idempotents primitifs c; vérifiant c.c, = @
1]
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r
pour i#j et ii] c, = e.

On suppose que % est de forme réelle.

Alors r est un invariant de @ appelé le degré de U, noté deg(W)
et nous avons : dans le cas (2.2) a), deg(#) = 2 pour E # {0} (sinon
Y =R et deg % = 1) ; dans le cas (2.2) b), deg(#) = r ; dans le cas
(2.2) ¢), deg(%) = 3.

Pour tout x de %, il existe au moins un s.t.o.i.p. (ci) tel
r 1 <1<
que X = z Aici. En dépit de la non-unicité éventuelle de ce s.t.o.i.p.,
i=1

on a les propriétés suivantes ([3]) :

a) x est inversible si et seulement si A. # O (Vi), et

i

r »
b) le nombre I Ai ne dépend pas du s.t.o.i.p. choisi ; on le désigne
i=]
par Tr(x) et on l'appelle la trace de x ; dans lescas (2.2) b) et c¢),
c'est la trace habituelle des matrices considérées. On peut alors
établir directement que la forme bilinéaire symétrique
< x,y > = Tr(xy) est définie positive et que la forme lindaire

x —> Tr(x) est associative, ce qui découle aussi du fait que

Tr(x) = a Tr L(x), ol a est un nombre réel positif ne dépendant que
de % .
r

c¢) Le nombre 1 Ai ne dépend pas du s.t.o.i.p. choisi ; on le désigne
i=]

par det(x) et on l'appelle le déterminant de x ; dans le cas (2.2) b)
c'est le déterminant habituel des matrices considérées. det est une
application C” de % dans R. C'est le déterminant de 1'endomorphisme

P(x) élevé 3 une puissance ne dépendant que de 4 .

Dans toute la suite, % désignera une algébre de Jordan de forme réelle,
et la métrique pseudo-riemannienne g considérée sur Inv(4%) sera celle
définie par Gy(E.n) = Tr(P(y_l)g)n. Cette métrique est compatible avec les
symétries c;r x — Tr(x) estzassociative ; on a de plus
gx(g,n) = Dx(-LogIdet(x)l) (Dx désignant la différentielle seconde en x).

r

(2.4) Soit x € Inv(%), x = Z Aici. Les nombres Xi sont non nuls : suppo-
i=1
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sons que k d'entre eux soient strictement négatifs, les (r-k) autres &tamt
strictement positifs. On peut établir que k ne dépend que de x, et pas du
s.t.o.i.p. choisi ; aussi l'ensemble Invk(qy) des x de Inv(%) qui s'écri-

r

vent sous la forme x = I Aici avec k des Ai strictement négatifs et (r-k)
i=1

des Ai strictement positifs est bien défini.

THEOREME. - Les Invk(qy) sont explictement les composantes connexesg de
Inv(%) , et x +—> -x est un isomorphisme de variété pseudo-riemarmienne
symétrique de Invk(%) sur Inv(r_k)(@l).

La démonstration de ce résultat se trouve en [3] page 54.

(2.5) Soit M un espace symétrique, et N une sous-variété de M. Si pour
tout x de N, S(x)N C N, N est un espace symétrique pour la loi

(x,y) +—> S(x)y de NxN dans N : on dit que N est un sous—egpace symétrique
de M.

On a le résultat suivant, analogue 3 un théoréme bien connu sur les

groupes de Lie :

THEOREME. - Soit M un espace symétrique, et N un sougs-ensemble fermé de M
tel que S(xX)N C N pour x € N. Alorg N est un sous—espace symétrique de M.

(Voir [ 2], volume 1, page 125, théoréme (1.7)).

Supposons que M admette une métrique pseudo-riemannienne g compatibie
avec les symétries. Si la restriction gx/N de 8y a TxN, pour x € N, est
non dégénérée, ceci reste vrai pour tout point de N, et g/N fournit une
métrique pseudo-riemannienne sur N compatible avec les symétries : on
dit que (N,g/N) est une soug-variété pseudo-riemanniemne symétrique de

M,g).

Remarquons que tout sous-espace symétrique de (M,g) n'est pas néces-
sairement une sous-variété pseudo-riemannienne symétrique : la conditiom
de non dégénérescence n'est automatiquement remplie que si (M,g) est unme

variété riemannienne.

(2.6) THEOREME. ~ Pogons M= {x € Invk(QY)ldet(x) = (-l)k}.
Mk est une sous-variété pseudo-riemannierme symétrique connexe de
Invk(qy)-

40



Les groupes de transvections des espaces symétriques ...

Démonstration. - Mk est 1'image réciproque de (-l)k par le déterminant

qui est ¢’ : donc Mk est fermé dans Invk(QY).

Pour x,y € Invk(%), P(x)y-1 (S Invk(dll)- Mais comme
det(P(x)y-l) = det(xz)det(y_]) (I 3] page 66, corollaire 2), si x et y
appartiennent a Mk’ il vient det(xz) =1 et det(y-l) = del y = (-l)k,
donc det(P(x)y—l) = (-l)k et P(x)y-l appartient 2 Mk 5 Mk est un sous-
espace symétrique de Invk(@Y) d'aprés (2.5).

Invk(QV) est un ouvert de R" : pour x et y dans M il existe une
courbe continue x(t) joignant x & y dans Invk(qy). Alors
x(t)
(|det(x(ty}) /T

Mk est donc connexe.

x'(t) = est une courbe continue joignant x 3 y damns Mk :

o}.

r
Soit x € M , x = iflxici, onaTM ={f€ %loxdec(g)

Considérons la décomposition de Braun-Koecher ([ 3], page 49) par

rapport au s.t.o.i.p. (c.) ol c,. désignera une base des
i . ij
1 <i<r
a,, = U c.) N Y c.) pour i < j.
= Yy N (e j
I1 vient : .
n . .+h) - [ A,
2_det (i#' Al)(kJ h) i=lA1
x__._ = lim J = I )\i.
3cj h — O h i$]

Par ailleurs, on sait ([3], page 59) que

2
h2 Tr cy
det(x + hc,,) = (I - = —2d ) det x.
1j 2 PP W
1]
Auss1 : hz Tr Ci’
3, det a -5 KT_XTl ydet x - det x
g-c—- = lim r ) = 0
ij hw 0 h
k T
Soit maintenant w = X - ¢, + I c.. Par construction, w appar-
) i=1 L i=k+l
tient & Mk et w = e.
aw det Bw det
I1 vient alors A = € pour ! <i<ketT--epour
c. i
i
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k+1 < i <r, avec ¢ = +1 si k est impair et ¢ = -1 si k est pair : dans
r
z i et seulement si § = .c. + ..C..
tous les cas, £ € Tka s1 u & ,21“1 i . 2 .ulJclJ
k r : P

Su. = X p., les coefficients uij n'intervenant pas.
i=t b jekel

avec

Autrement dit, soit ¥ = % ,(c) ® ¥ (c) & U,(c) 1la décomposition

1/2
de Peirce ([ 1], page 49, ou[3], page 8) de % par rapport & l'idempotent

e-w
2

SIS

c associé a l'involutif w. Tout élément £ de ¥ s'écrit alors

"

. +g, avec £ € U, &y, € Uy, et g € U, : pour que

/2

appartienne a Tka, il faut et il suffit que Tr(gl) = Tr(f ).
-]

On suppose que { appartient 3 T M.k Nous voulons trouver n € T "’k
-1 . PN v
tel que Tr(P(w )E)n # O, afin d'établir que gw/M'k est non dégénérée.

On a P(w-l)E =P(WE =& - &1, * 5.

Siogy, # 0, Tr((E gy ¢ B8 ) = TE(E, &y )+ TEGE, £y )

2
1/2
9, sont orthogonales deux i deux pour Tr(gn). Donc

- Tr(£7, ). On sait que Tr(g, 51/2) = Tr(g, 51/2) = 0, car 5111, 0211/2 et

Tr(P(w'l)E)r1 = - Tr(é::])'/z) # 0 car Tr est définie positive : comme

d hoisi = .
gl/2 € TwM.k, nous pouvons dans ce cas cholsir n 51/2

. -1 2
Si g‘/z =0, on a Tr(P(w )E)E = Tr(§"). Comme Tr est définie posi-

tive, si £# O on peut choisir n=f, et donc gw/Mk est non dégénérée.

Par conséquent, Mk est une sous-variété pseudo-riemannienne symétri-

que de Invk(%).
Q.E.D.

(2.7) Si M, et M, sont deux espaces symétriques (resp. deux variétés
pseudo-riemanniennes symétriques), la vari&té produit M’ x M2 se trouve my-
nie naturellement d'une structure d'espace symétrique (resp. de vari&té
pseudo-riemannienne symétrique). En fait, 1'étude de M se réduit 2 celle
de M, et M,, et le probléme est plutdt, lorsque l'on a M, de trouver Hl

et M2 tels que M = Ml xMz.

Soit M l'espace symétrique produit des deux espaces symétriques M
. . . . 1
et MZ’ et soit g une métrique pseudo-riemannienne sur M compatible avec

les symétries de M. (M,g) est alors une variété pseudo-riemannienne Symé-
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rique, mais peut-on l'obtenir comme le produit de deux variétés pseudo-
trique, P P p

riemanniennes symétriques M; et Mé ?

11 est naturel de regarder si Ml et MZ conviennent.

Soit e = (el,ez) (e €M, e e Ml, e, € MZ)' Les espaces symétriques
MI et M2 peuvent &tre identifiés aux sous—espaces symétriques Ml x e, et
e, xM2 de M ; si par cette identificationm, Ml et M2 deviennent deux sous-
variétés pseudo-riemanniennes symétriques de M, et si de plus TelM] est
orthogonal i TeZM2 pour g_, alors (M,g) est le produit des deux variétés

pseudo-riemanniennes symétriques M, et M,.

1 2

Toutefois, si M est simplement connexe, le fait que g, ne soit pas
dégénérée sur l'un seulement des deux espaces tangents permet de conclure
que M est le produit de deux variétés pseudo-riemanniennes symétriques,

mais ce n'est pas celui que nous avions au départ si les autres conditions

ne sont pas remplies.

Par exemple, dans 1'espace symétrique usuel RZ (s(x)y = 2x-y), toute

. P 2 . .
droite est un sous-—espace symétrique et R” est le produit de deux droites

non paralléles.

Toute forme bilinaire symétrique non dégénérée g sur RZ fournit une
métrique pseudo-riemannienne compatible avec les symétries : une droite est
une sous-variété pseudo-riemannienne symétrique de Rz si g n'est pas dégé-
nérée sur cette droite, et (Rz,g) est le produit de deux telles droites
orthogonales. En effet, si g est de signature (1,1), 1l'espace symétrique

82 peut s'obtenir comme le produit d'une droite d'isotropie et d'une autre

droite non paralléle a celle-ci.

THEOREME. - Sott R muni de sa structure de variété pseudo-riemarmienme ha-
pituelle. La variété pseudo-riemarmienne symétrique Inv, 4 est le produtt
des deux variétés pseudo-riemanniennes R et L

k r
pémonstration. - Soit w = I (-ci) + T coo oi (c.) est un
i=1 i=k+1 Mi<i<e

-~

s.t.0.i.p. W appartient 2 Invk % par construction, et l'ensemble

E = {(Aw|X ER, X\ >0} est inclus dans Inv, % par connexité.

2
E est fermé dans Inv, U, et comme P(Aw) (uw) . XZP(w)E- = %T ¥ @ E

est un sous-espace symétrique de Invk‘W d'aprés (2.95).
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-1 2
On a TWE = Rw et Te(P(w )(Aw))uw) = Tr(Au(w™)) = TrQe = riy et
donc E est une sous-variété pseudo-riemannienne symétrique de Invk4k, car

gw/E est non dégénérée.

. - . . . e
w appartient aussl a Mk par construction soit § Tka,
£ = El
Tr([P(w) (Aw)]€) = X Tr(wg) = ATr(g -¢,) = ATr(g,) - X Tr(g,) = 0, car
Tr(g,) = Tr(g,) par définition de T M et wi = £ -E, d'aprés les régles

+ 61/2 + £ comme dans la démonstration de (2.6). Il vient

de multiplication dans la décomposition de Peirce.

TE T so d orthogona our : pa é
4F et ka nt donc gonaux pour g : par conséquent Invqu

est le produit de E et de Mk'

Soit i 1'application de E dans R définie par i(Aw) = Log A. Alors i
est trivialement difgérentiable et bijectif, et de
. -1 . A . . .
1(POW) (pw) ) = I(TTW) = 2 Log X - Log u, il s'ensuit que i est un igo-

morphisme d'espace symétrique.

On a: g, (AW, \w) = Tr[P(Aw)"(xlw)](xzw)

e [P@ ()] 0w

A Al A, A
1
= Tr( W) = —2 Tr(e) = —12
A A A
A
Par ailleurs D, i(klw) = = . Donmc i est un isomorphisme de vari&té

pseudo-riemannienne symétrique en choisissant sur R la métrique
()\],)\2) — r)\]lz.
Q.E.D.

(2.8) REMARQUE. - De fagon plus générale, soit % une algébre de Jordan de
dimension finie sur R avec un &lément neutre, et C une composante connexe
de Inv(%). Alors M = {x € C||det P(x)| = 1} est un sous-espace symétrique
connexe fermé de Inv(%). Si % est semi-simple, C est une sous-variété

pseudo-riemannienne symétrique connexe fermée de Inv(%) muni de 1a métri-
que (1.8).
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3. LES GROUPES DE TRANSVECTIONS.

(3.1) DEFINITION. - On désigne par P(Mk) le growpe d'automorphismes de
l'espace vectoriel U engendré par les P(x) pour x € Mk'

En raison de 1'égalité P(Mk) = P(Mr—k) provenant de 1'isomorphisme
x —> =X de M.k sur Mr-k (pour 0 <k <r), nous limiterons notre &tude aux

.o . r
valeurs entiéres de k comprises entre O et 5 -

(3.2) P(xy) n'est pas toujours &gal a P(x)P(y), car 4 n'est pas associa-
tive. Toutefois, si x, y et xy commutent deux i deux, alors P(xy) = P(x)P(y)
([ 1], page 148, satz 1.7).

Rappelons que par définition on dit que x et y commutent si
L(x)L(y) = L(Y)L(x).

I
. - Sot = .C. = Zy.c. ' ; dee
LEMME. o1t x . ])\lcl et y i=1u1c1 (x et y peuvent s'éerire grd

au méme s.t.o.1.p.). Alors P(xy) = P(x)P(y).

[ o7 R

pémonstration.- xy = % A.u.ci. Donc x, y et xy peuvent s'écrire griace
i=|
au méme s.t.o.i.p. : il nous suffit d'dtablir que x et y commutent pour

pouvoir appliquer la proposition rappelée.

Dans une base de Braun-Koecher ([3], page 49) par rapport au s.t.o.i.p.

. ol c.. désignera base des #«.. = c )N, (c,)
() i <, O Cij dSstenmera une i '6”1/2( i /273
i <3, soit z = X .+ X c
pour 1 3 v.c v,.C..
g L1 <y i3
I1 vient :
r Q.+r. )
xz2= Z A, v.e, + Z —£E~l— v..C..
jop 1L <y ijij
et r (u;+u.) (A +)))
y(xz) = Z uixivici + 12417 12 J ZPLIP
i=l i<j Iy
pone r A0 (ugdu)
y(xz) = Z xiuivic. + y 3 1y, .c..
i=) i< 2 11
= x(yz)

et L(Y)L(x) = L(X)L(y).
Q.E.D.
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(3.3) LEMME. - On a les inclusions sutvantes :
r
P(Mo) CPM,) CPM) CPM) pour | Sk <3 .

Démonstration : 8,

a) Soit x € M_, x = El)‘ici° Par définition de M,, tous les A{ sont stric-
tement positifs, etlx' = -)\Icl - >\2c2 + 53 )\ici appartient i M?. par
construction, de méme que r

w = -c -c, +.E cio
i=3
et wx' = x. Appliquons le lemme (3.2), il vient P(w)P(x') = P(x), ce qui
prouve que P(M ) Q_P(Mz).
r
b) Soit x € M2 : on peut supposer que X = -A]cl - Azcz + .Z Aici avec
1=3
des A, (1 <1 <) strictement positifs.
k+1 r
Soit x' = -A et A2c2 - 133 Ajes * i-§+2xici et
k+1 r
w=cme, - .Z c; + Z ¢.. x' et w appartiennent 3 M., et x'w = x,
i=3 i=k+2

Appliquons le lemme (3.2), il vient P(x')P(w) = P(x), ce qui prouve que
P(Mz) < P(Mk)-

r
¢) Soit x € “k’ x = if] )‘ici' Compte tenu de la définition de Mk, on peut
supposer que )‘i < Opour | Si<ket )‘i >0 pour (k+1) <i<r,

Posons v, = z ey ol e = =l et e; = +1 pour i # p).

Les wp appartiennent a M] par construction. Soit

r k
x' =X e+ .22 Ixilci : x' appartient & M, et ( ﬂ2 w )x' = x. En appli-
1= P=
k

quant plusieurs fois le lemme (3.2), il vient ( I P(wp» o P(x') = P(x)
p=2
ce qui prouve que P(M.k) QP(M]).

Q.E.D.

(3.4) LEMME. - St r est tmpair, il y a au plus deux groupes distincts
P(Mk)’ d savoir P(Mo) et P(M]). On a :

P(M) = PM) (1 Sk<3) et P(M)) CP(M).
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Démonstration. - Soit r = 2p+l. Pour x € M,, on suppose que
2p
_ b
X = P

Ajep T ALel ou A (1 S1iSr) est strictement positif. Posons
i

]
r

Ww = Y eg.c., avec ¢ = ¢ = -] et ¢. = +1 dans les autres cas.
R 2q 2q-1 i

r
Par construction, les wq appartiennent 3 Mz. Soit x' = % Xici : x!
i=]

p

appartient 3 M_, et (11 w )x' = x. Appliquant le lemme (3.2), il vient
=1 4

p .
(n P(wq)) P(x') = P(-x). Or P(-x) = P(x) et puisque

=1
P(x') € P(M) Q.P(MZ) d'aprés le lemme (3.3) il s'ensuit que
P(M,) C P(M,), et on a alors :

P(M,) = P(M,) = PQY) pour (1 <k <% ).
Q.E.D.

(3.5) LEMME. - S7 r est pair, 1l y a au plus trois groupes distincts
P(Mk)’ d savoir P(M,), P(Ml) et P(Mz).

Pour k impair compris entre | et )y, on a :
P(M) = P(M))

Pour k pair compris entre 1 et r/3, on a :

P(Mk) P(MZ)'

Par ailleurs :
P(M,) CP(M,) CPM,).

pémonstration. - Pour k impair, on suppose que k = 2p+l. Soit x € Ml’

r
x = NG * T e, avec des ), strictement positifs (1 € i < r)).
i=1
i#k .
Alors x' = -( L X.c.,) + ( T X.c.) appartient 3 M . Considérons
j=) 11 jegep b1 M

les v introduits dans la démonstration du lemme (3.4) : wq appartient 2

M, donc P(wq) € P(Mz) g;P(Mk) d'aprés (3.3) et comme ( Elw )x' = x, en

1%
appliquant le lemme (3.2), il vient ( 1 P(w ))P(x') = P(x), ce qui prouve
q=1
que P(M,) Q_P(Mk). De (3.3) on déduit que P(Mk) = P(Ml)'
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Pour k pair, on suppose que k=2p. Soit x € Mk’

k r
D — e D) .
X = (.u Aici) + (‘ z Aici) avec Ai >0 (Vi).

1=1 i=k+1

r
Posons x' = - Aey xzcz + .E Aeq x' € MZ’ et utilisant legs w
> 1=3p
de (3.4), onax'(Ml w ) = x. Donc d'aprés (3.2),
q=2 ¢
%

P(x') (I P(wq)) = P(x) et P(Mk) g_P(MZ) ; de (3.3) on déduit alors que

q=2
P(Mk) = P(MZ)'

Q.E.D.

(3.6) Soit G un groupe de Lie connexe avec un automorphisme involutif g 3
soit G° 1'ensemble des points de G fixes par 0. On désigne par (G°) 1a
composante de G° contenant 1'élément neutre de G, et soit H un sous-;roupe
de G tel que (GO)o CHCG® ; alors H est fermé dans G, et pour deux &l&-
ments xH et yH appartenant a la variété M = G/H, on pose

S(xH)YH = xo(x)-l o(y)H. M devient ainsi un espace symétrique connexe.

Réciproquement, soit M un espace symétrique connexe. On appelle groupe
des transvections et on note G(M) le groupe engendré par les automorphismes
de M de la forme S(x)S(y). G(M) a une unique structure de groupe de trang-

formation de Lie de M, pour laquelle G est connexe.

Soit 0 e Met H = (g€ GM)|g(o) = o). H est le groupe d'isotropie du
point de base o.

Alors g +> 0(g) = S(0)gS(o) est un automorphisme involutif de G(M)
tel que (G(M)O)o CHC G(M)o, et M est isomorphe & G(M)/H doté de la struc-

ture d'espace symétrique définie ci-dessus.
LEMME. - On désigne par G(Mk) le groupe des transvections de M.

Alors G(Mk) est le groupe engendré par les P(x) P(y) powr x et y gp-
partenant a Mk‘ On a G(Mk) g_P(Mk).
-1
Démonstration. - S(x)S(y)z = POIE(z '] = PPy )z d'apras (1.3) s,
L'inclusion G(M) C P(M,) est &vidente.

Q.E.D.
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(3.7) THEOREME. - 57 r est impair ou st r et k sont pairs, G(Mk) = P(M‘_).
S r est patr et k impair, G(Mk) = G(M]) et
P(M)) C G(M) CP(M).
Compte tenu des lemmes précédents, on a :

a) st r est impair :

GM,) = P(M,)

GM) = PM) = GM) = PM) (I <k<3)

GM ) C GM)).
b) st r est pair :

G(M,)

P(M,)

Pour k pair compris entre | et rjp :
G(Mk) = P(M'k) = G(M,) = P(M,).
Pour k impair compris entre 1 et r/3 :

POM,)
GO, )

Par ailleurs, on a :

P(Ml)
G(Ml)

pémonstration. - Puisque e @ M, et P(e) = Id _, il s'ensuit que

U
P(x)P(e) = P(x) et donc G(M_) = P(M,).

Dans la démonstration du lemme (3.3. b)), nous avons établi que
pour X € M., P(x) = P(x')P(w) avec x' et w de Mk ; nmous pouvons en conclu-
re que P(MZ) gG(Mk).

Si r est impair, on a P(4) = P(M) (1 <k <%) (lemme (3.4.)) et

cr . . . P
de G(Mk) c P(Mk) il s'ensuit que G(M.k) P(M]) et la partie a) du théoréme
est ainsi démontrée.

Si r est pair ainsi que k, de P(M.k) = P(Mz) (lemme (3.5)), on déduit
1'égalité

G(M) = P(M) = G(M,) = P(M,).
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Les inclusions P(Mz) - G(M]) Q_P(M]) étant évidentes ; il reste &
établir que si k est impair, (r étant pair) G(Mk) = G(Ml)'

k T
Soit k = 2p+l., Pour x et y de M, x = - ( T X.c.) + ( = X.c.) et
. 1 1 . 1
1=] i=k+l
k r
y=-(Zud,)+ ( T u.d.,) avec A\, et u. strictement positifs, et o
. 11 . 1 1 1
1=1 1=k+]
(d.) désigne un autre s.t.o.i.p., considérons
1 .
1 <Sis<r
r r 2p+1 r
| I r - - = -
x'= hep v Z e,y wdy v Zud, W= - (2 ocg) ¢ (2 ¢
i=2 i=2 1=2 in2p+]
2p+1 r
et w, =d, - ( £4d,)+( Z 4d,).
2 l i=21 i=2p+]l

x' € M, y' € M, w, et w, appartiennent 3 M

] 2p°

En appliquant le lemme (3.2) on obtient

P(w])P(X')P(y')P(wz) = P(x)P(y).

Or P(w) et P(wz) appartiennent a P(sz) = P(Mz) c G(M]), P(x")P(y")
appartient 3 G(M]) ¢ ceci prouve que G(Mk) g_G(Ml).

De la méme fagon, on a
P(x")P(y') = P(w)P(x)P(y)P(w,).

Or P(w]) et P(wz) appartiennent 3 P(sz) = P(MZ) g_G(Mk), P(x)P(y)
appartient 3 G(Mk) ¢ cecl prouve que G(Ml) g_G(Mk).

r .. .
Donc G(M,) = G(Mk) pour 1 <k <5 et k impair, ce qui achéve 1la

démonstration de b).

Q.E.D.
(3.8) Désignons par I l'ensemble des involutifs de % (i.e. w € T <===> vzne).
r
On suppose que w = ifleici, ol (ci)1 <i<: est un s.t.o.i.p. et les .
des nombres réels : de w2 = é

())%c; =e= X c;» on déduit que €e; = %1,

i=1 i=]

Le nombre k des € qui sont égaux 3 -1 ne dépend que de w ; on 1'ap-
pelle le degré de w.

Soit ¢ un idempotent ; alors ¢ s'écrit au moins d'une fagon
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k

c= 2 Css ol les c; sont des idempotents primitifs orthogonaux deux i deux
i=1

vérifiant ce; = ¢, Le nombre k ne dépend que de ¢ ; on 1'appelle le degré
de c. L'application w +—» sgﬂ. est une bijection de 1l'ensemble des involu-

tifs sur l'ensemble des idempotents qui conserve le degré.

I est un sous-espace symétrique fermé de Inv(%), dont les composantes

connexes sont les ensembles Ik’ composés des involutifs de degré k.

Ik est une sous-variété pseudo-riemannienne symétrique compacte de Mk,

au-dessus de laquelle la métrique est définie négative ([ 3], page 66).

Désignons par P(Ik) le groupe engendré par les P(w) pour w € Ik’ et
par G(Ik) le groupe des transvections de Ik'
Les démonstrations conduisant au théoréme (3.7) portent uniquement

r
sur le signe des Ai pour x = ¥ xici’ et non sur leurs valeurs absolues :

1=1
elles restent valables pour |Ai| = 1, ce qui établit le résultat suivant :

THEOREME. - S7 r est impair, on a :
G(I,) = P(1,)
G(L) = P(L) = G(I)) = B(I)) (1<k<
G(1,) € 6(I,)
Si r est pair, on a :
G(1,) = P(I,)
Pour k pair compris entre | et x/2 :
G(I,) = P(1

D W = 6(1) = P(1,)

Pour k impair compris entre | et r/) :
P(Ik) = P(I])
G(Ik) = G(I])

par atlleurs, on a :

P(I,) C P(1,) CG(1)) CPr(I)).
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LES MUTATIONS D‘UNE ALGEBRE DE JORDAN
DE FORME REELLE

* o &

(PROJET D'ARTICLE)

PLAN :

& 1. Les mutations d'une algébre de Jordan.
& 2. Le cas des algébres de Jordan de forme réelle.

& 3. Applications géométriques.

RESUME ET ENONCE DES PRINCIPAUX THEOREMES :

& 1. Les mutations d'une algébre de Jordan :

Soit 9/ une algébre de Jordan. Pour £ € %, posons

x Ly =x(yf) + y(xf) - (xy)f
£

Alors % est une algébre de Jordan pour le produit x L y, gppelée
f

la mutation de % par rapport a f et notée %f.

On rappellera ici les propriétés connues des mutations pour é€tablir

le résultat nouveau suivant :

PROPOSITION 1. - St % est de dimemsion finie sur R et dotée d'un élément
neutre e, et st x et y appartiennent d la méme composante comnexe de
Inv(9), alors @x et @y sont isomorphes.

Soit @/c = % ®i% la complexifife de % et c un idempotent de @.
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Le sous—espace vectoriel @l(c) ® i%l 2(c) ® U,(c) de Jllc est une sous-—
algébre de Jordan réelle de ﬂyc (qy](c), QV]/Z(C) et %.(c) désignent la

décomposition de Peirce de % par rapport a 1'idempotent c).

Soit w = 2c-e 1'involutif associé 3 c.

On a alors le résultat fondamental suivant :

THEOREME 2. - Soit x € U, x = x| + X179 * %o dans la décomposition de
Peirce par rapport ¢ c. L'application h définie par

h(x) = X, + iX|/2 - Xo

est un isomorphisme de OI/w sur 6[/](c) @i @ll/z(c) + U (c)(h est we
application de %w dans U, (c) & i%]/z(c) ® U, (c)car U et U , coin-
cident en tant qu’ensembles). Toute mutation q”x de U, pour x € Inv(%),
est isomorphe & une algébre de la forme Ole(c) ® i%]/z(c) ® U, (c).

Pour la démonstration, on vérifie & la main que h est un isomorphisme
en s'appuyant sur les régles de multiplication de la décomposition de
Peirce. D'aprés Braun-Koecher, toute composante connexe de Inv(%) contient
un involutif : compte tenu de la proposition !, il s'ensuit que toute mu-—

tation QIX pour x € Inv(9) est isomorphe 3 une algébre de la forme

5111(c) ® i%llz(c) ® @o(c).

Seules les mutations de la forme qlx avec x € Inv(%) sont intéres-

. - P - . -1

santes, car ce sont celles qui possédent un élément neutre, a& savoir x .
Compte tenu du théoréme 2, nous étudierons exclusivement les algébres allw

avec w involutif : w est alors 1'élément neutre de @w.

& 2. Le cas des algébres de Jordan de forme réelle :

Ce paragraphe sera dévolu essentiellement & la démonstration du théo-
réme de classification suivant :

THEOREME 3. - Toute mutation d'une algébre de Jordan de forme réelle simple

est tsomorphe 4 1'une des algébres de Jordan de la liste suivante, ou deux
distinctes d'entre elles ne sont pas isomorphes :

a) R

U = Re & Rc, ®E, ou E est un espace vectoriel de dimension

p > 0 sur R admettant une base (e.) . avec les régles de
11 <1 <p
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multiplication suivantes : ¢, et c, sont deux idempotents orthogo-

= 2 = Y
nauzx, ciej =ze (V1.J), i = ¢ ey, eiej = 0 pour it#j.

U = Rc] Gachz ® iE, avec des régles de multiplication déduites
de ei-dessus.

b) Soient A,B, C des matrices d coefficients sur un méme corps K,

qui peut étre le corps des réels, des complexes, ou des quatermionms.
A et B sont des matrices carrées hermitiennes pour 1'involution

du corps considéré, respectivement de type (p,p) et de type (4,q)

avee p < q. On suppose que C est une matrice d q lignes et p colon-
nes, et 81 C = c..), on pose c* - (c ) o c déstgne le conjugué

de €55 pour Z'znvolutzon de K.

. %
Alors l'ensemble U des matrices de la forme X = (6 lg ) est wne
ic

algeébre de Jordan pour le produit XY =-% (XoY + YX) o2 o désigme
le produit habituel des matrices.

c) On fait la méme construction qu'’en b) avec des matrices & coeffi-
ctents dans l'algébre des octonions, dans les deux cas suivants

seulement : p=0 et q=3, p=1 et q=2 .

Pour la démonstration, on part de la classification existante des

algébres de Jordan de forme réelle. Compte tenu du théoréme 2, on consi-

r
dére les mutations dllw ol W, }%c - ¥ ot (c.) est un

q i= j=q+l 1<i<y
s.t.o.i.p. Compte tenu de 1'identification des composantes connexes faite

dans ma thése, il s'ensuit que toute mutation est isomorphe i une > /4

La restriction q <2%- se justifie par l'isomorphisme entre Invk(qy) et

(.

& 3. Applications géométriques :

L'intérét des mutations pour 1'étude des espaces symétriques provient
de ce que si P (x) désigne la représentation quadrathue et (y ) 1'in-

verse de x dans QYf, alors P(x)y -l P (x)(y )f

Aussi, pour &tudier une composante connexe de Inv(%), on dispose de
deux techniques : soit une &tude directe dans @, soit 1'dtude dans une

mutation %w’ olu w est un involutif appartenant 3 la composante connexe.
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Désignons par Tr(x) la trace de x, x € % (9 est de forme réelle).

Il est immédiat que x+iy > Tr(x) + iTr(y) est une forme linéaire
associative de 02/(: dans €. Sa restriction & Jlll(c) + iQI‘/Z(c) + Y, (c)

est réelle, car ¥ (c) C Ker Tr. Comme cette forme est associative, on

172
peut montrer comme dans l'Annexe | qu'elle fournit au-dessus de Inv(@/w)
une métrique pseudo-riemannienne compatible avec les symétries : cette

métrique est la méme que celle induite par .

On sait, (Braun-Koecher), que si g : % +—*R est une forme linéaire
associative, alors hw définie par gw(x) = g(wx) est une forme linéaire

associative de %w dans R. On peut montrer que la trace de

02/] ® i%l/z ® %, est en fait obtenue par ce procédé modulo 1'isomor-

phisme h du théoréme 2.

Siwe I“Lk, nous avons vu dans l'annexe 1 que
= = - 3 ' ] -
T, M) = {g€ U\g £, * 51/2 + £, avec Tr(g,) = Tr(g,)) Si 1l'on consi
dére Mk comme partie de 1l'algébre J7ll + 1 0111 + 9 ,, en désignant par

T'r la forme induite par Tr sur cette algébre, il vient :
= ' =
T,M) = {6 € « |1'r(€) = 0}

(compte tenu du fait que 1l'isomorphisme est donné par

+ X + X, —> + 1 - .
X, 1/2 o X, lxl/z xo)
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