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QUELQUES APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES ALGEBRES DE JORDAN

par A. TILLIER

INTRODUCTION,

Le but de ce travail est de caractériser algébriquement certaines par-
ties d'une algébre de Jordan (composantes connexes de 1l'ouvert des &lé-
ments inversibles et du fermé des &léments involutifs) et de les munir
d'une structure de variété pseudo-riemannienne symétrique grace aux pro-
priétés algébriques sous-jacentes.

Une algébre 4 sur un corps K de caractéristique différente de 2
est dite de Jordan si elle est commutative et si, sans étre associative,
elle vérifie toutefois xz(xy) = x(xzy). Alors 1l'algébre K{x] engendrée
par x dans 9/ est associative.

Notons L(x) 1'application L(x)y = xy, et posons P(x) = 2L2(x) - L(xz) ;
si U posséde un é€lément unité e, P(x) est un automorphisme involutif de
QU si et seulement si x2=e. Les automorphismes de cette nature engendrent

un groupe d'automorphismes , noté do' appelé le groupe des automorphismes
intérieurs de U.

Soit ¢ un idempotent de 9/ (c =c). Posons Ql (c) = {x€ YU, L(c) = Ac).
Alors Asj, /2 ou0, et U = ﬂ ® Q‘l/z ® Ql (décomposition de Peir-
ce), U, et Y sont deux sous—algébres de U vénfunt U, Ql = (0} et
q“/Z ‘ul/2 c u‘ © u . On appelle rang d'un idempotent c¢ la dimension
de Ql (c). Soit ¥ un espace vectoriel sur K muni d'une forme bilinéaire
sy-étrique Q. Alors 1l'ensemble K x ¥ muni du produit (a,x)(B,y) =
(a8 + Q(x,y), ay + Bx) est une algébre de Jordan appelée algdbre de Jor-
dan de la forme quadratique Q(x,x). Pour qu'une algEbre de Jordan soit
obtenue par cette constructio @)11 faut et il suffit qu'elle posséde un

#l&ment neutre e, et deux idempotents de rang l, a et b vérifiant ab = 0
et a+b = e, Enfin do est transitif sur l'ensemble des idempotents de
rang |, sous certaines hypoth&ses acquises en particulier si U est de
*) (avec wne forme quadratique Q positive).
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forme réelle.

Une algébre de Jordan 4 sur R est dite de forme réelle si x2+y2 =0
implique x = y = 0. Les algébres de Jordan sur R d'une forme quadratique
définie positive sont de forme réelle. Si U est de forme réelle et de
dimension finie sur R, U posséde un &lément neutre e et est semi-simple :
nous supposerons désormais que U est de forme réelle, de dimension finmie
et stmple. Un idempotent c est dit primitif si on ne peut l'écrire coume
somme de deux idempotents non nuls ; c est primitif si et seulement s'il

est de rang 1, et tout x € U s'écrit x = b Aici (J\i € R), ol les c;

i=] T
sont des idempotents primitifs vérifiant cicj = 0 pour i¥j et Z e, = @,
i=]

Cette décomposition n'est pas unique ; toutefois r (appelé le degré de

AU) est entidrement déterminé par 9l et les applications Tr(x) = E &
r A im}

et Det(x) = Ai sont bien définies ; Tr est linfaire et

i=1

Tr(x(yz)) = Tr((xy)z). De plus Tr(xy) eet une forme bilinéaire symétrique
définie positive sur 4U.

Désignons par I 1l'ensemble des involutifs de 4/ (i.e. x2 = e) ; alors 1
r

est fermé. x € I si et seulement si x = I E;c;, avec ¢; = + 1. Posons
i=]
I = {x e I!&:i = +] pour 1 €i Sk et €, = =1 pour k+l <i <r)}. Perfec-

tionnant quelque peu le théoréme de transitivité de do’ on peut montrer

que les 1, sont les composantes conmnexes de I.

Pour U algébre de Jordan i &lément unité e, om dit que x est inver—
sible 8'il posséde un inverse, noté x-l, dans 1l'algébre associative em~
gendrée par x et e dans % . Si le corps de base est R, l'ensemble
Snv(9U) des éléments inversibles est un ouvert en général non connexe.

3
Soit de nouveau U de forme réelle et simple ; alors si x = X Aici'
im]
x € SFav(U) si et seulement si Ai ¥ 0 (Vi). Soit
Sov(U), = (x € Jnv(Ql)lAi >0 pour 1 Si<ket i <O pour
k+] < i < r}. En s'appuyant sur ce qui a été démontré pour I, on démontre

que les hV(Ql)k sont lee composantes comnexes de Suv(4U).

Une vari&té M (connexe) est appel@e un espace symétrique s'il existe
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une application (x,y) +— x.y C” de MxM dans M vérifiant :

i) x.x=x

ii) x.(x.y) =y

3ii) x.(y.2) = (x.y).(x.2)

jv) x est un point fixe isolé de 1'application Sx(y) = x,y. Si de plus
M est muni d'une structure pseudo-riemannienne g, de telle sorte que
s‘(y) représente le symétrique de y sur la géodésique joignant x 3 y

(lorsque celle-ci existe), nous dirons que M est une variété pseudo-
ritemannienne symétrique.

Revenons 3 9 et posons f£(x) = -log |Det(x)|. Alors
sz(X) (E,n) = Tr[(P(X-l)E)n] , ol p?s représente la différentielle se-
conde de £, et ol U est identifi& 2 son espace tangent. Grice 2 cette
jdentification, en posant g = sz et x.y = P(x)y-l. chaque Jnv(‘ll)k
devient wne variété pseudo-riemannienne symétrique et chaque I, devient
une sous—variété pseudo-riemannienne symétrique compacte de Suv(U),.
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CHAPITRE 1

PROPRIETES GENERALES DES ALGEBRES DE JORDAN

1. ALGEBRES COMMUTATIVES ; ALGEBRES ANTICOMMUTATIVES.

Dans tout ce qui suit K désignera un corps commutatif de caractéris-
tique différente de 2.

(1.1) Algébres associatives enveloppantes. - Rappelons qu'une K-algébre
consiste en la donnée d'un K-espace vectoriel {L et d'une application K-
bilinéaire (x,y) v+ x.y de OxQ dans & appelée la multiplication de
1'algébre considérée. Deux &léments d'une K-algébre CL sont dits orthogo—
naux si leur produit est nul. S'il existe un &lément u d'une K-algébre

(&, .) tel que, pour tout x € &, u.x = x,u = x, cet élément est unique ;
on l'appelle 1'unité de &. Pour tout élément a d'une K-algdbre CL,

on notera L(a) (resp. R(a)) l'endomorphisme x »— a.x (resp. x +— x.a) du
K-espace vectoriel & . Si pour tout a € (X, L(a) = R(a) (resp.

L(a) = -R(a)), ce qui revient 3 dire que la multiplication de & est sy-
métrique (resp. antisymétrique), on dit que 1'algébre & est commutative
(resp. anticommutative). A toute K-algébre (&, .) on associe canonique-
ment une K-algébre commutative &' et une K-algébre anticommutative X sur

le méme K-espace vectoriel CL, en prenant pour multiplication respecti-
vement @

(x.y), --;- (x.y + y.x)
et |
(x.y)_ = 7 (x.y - y.x).

Tout morphisme @ — @ de K-algébres (i.e. une K-application linéai~
re transformant la multiplication de & en celle de @) devient un mor—-

phisme d'algébres : g* + @ en méme temps qu'un morphisme d'algdbres :

& + @ ; de la sorte on définit deux foncteurs : 1'un de la catégorie

des K-algébres dans celle des K-algébres commutatives, 1'autre de la méme
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catégorie dans celle des K-algébres anticommutatives. Le cas le plus in-
téressant est celui d'une K-algébre associative & (i.e. les opérateurs
L(x) et R(y) commutent pour tout couple (x,y) d'éléments de &), on a

alors entre les deux lois (.)+et (.)_ les relations suivantes :

(xy), . 2), - (x.(y.2) ), = ((xe2)_. ¥)_
((x.y)_. x)+ = ((x.y)+ « X)_

pour tout triple (x,y,z) d'éléments de & . Réciproquement, si deux opé-
rateurs K-bilinéaires ¥ x¥ -+ ¥ donnés a priori sur un K-espace vecto-
riel ¥, 1'un commutatif (x,y) = (x.y),, 1'autre anticommutatif

(x,y) - (x.y)_ vérifient les deux identités précédentes, alors l'algé-
bre anticommutative ainsi définie sur ¥ est une K-algébre de Lie, 1'al-

gdbre commutative ainsi définie sur ¥ satisfait @ 1'identité (dite de
Jordan) :

&) xe (x2.y) = x2. (x.7) x? = x.x)

et la forme K-bilinéaire (x,y) = (x.y), + (x.y)_ fait de ¥ une K-algd-
bre associative. Ceci conduit tout naturellement 3 &tudier les K-algdbres
commutatives remplissant la condition (J) ; c'est ce qu'on appelle les

K—-algébres de Jordan. De fagon plus spectaculaire (et souvent plus effi-
cace) la condition J signifie que les opérateurs L(x) et L(xz) commutent

dans 1'algébre associative L (¥") des K-endomorphismes linfaires de ¥ .

Les foncteurs & w—& ~ et BX ~n—a&’ précédemment définis vont
donc de la catégorie des K-algébres associatives dans celle des K-algé-
bres de Lie et celle des K~algébres de Jordan respectivement. Ces fomc-
teurs admettent un adjoint 3 gauche (ce qui est bien connu pour le pre-
mier) : pour définir la K-algébre associative emveloppante d'wne K-alge-
bre de Jordan ($, .) on procéde comme pour les algdbres de Lie, 3 la

seule différence que 1'idéal choisi dans la K-algébre temsorielle

L4
75 = & TV pour passer au quotient est.engendré par les éléments de
n=0

1a forme
x-Y"-;-(xEy'nyX) ;

63



Quelques applications géométriques des algebres de Jardan

il est clair alors que, si on désigne par Ass(.f) la K-algébre associati=~
ve quotient ainsi définie, 1'application canonique S -+ Asa(J)+ est un
morphisme d'algébres de Jordan et que tout morphisme de S dans 1'algdbre
de Jordan &7 d'une K-algébre associative & se factorise canoniquement

suivant S > Ass(F) > & ol Ass(f) + & est un morphisme de K-algdé-

bres associatives bien déterminé.

(1.2) Exemples d'algébres de Jordanm .

1) Sous-algébres de Jordan d'une algébre associative. - Soient (&, .)

une K-algébre associative et ¥ un sous-espace vectoriel de & . Pour que
@ soit une sous-algébre de Jordan de & (i.e. un ensemble stable pour la
multiplication symétrisée : (x,y) F—)% (x.y + y.x)) il faut et il suffit
que ¥ soit stable pour les carrés, i.e. x € ¥ === x2 € 7. Un exemple

particuliérement intéressant est fourni par les opérateurs hermitiens

d'un espace de Hilbert réel, complexe ou quaternionique (dans ce cas K«R).

2) Algébre de Jordan d'une forme quadratique. - Soit Q une forme quadra-
tique définie sur un K-espace vectoriel ¥ . Notons B la forme K~bilin&-

aire symétrique définie canoniquement par Q, i.e. :

Bx,y) = 5 QGe+y) - Q(x) - Q).

On définit alors canoniquement sur l'espace vectoriel K @ ¥ une K-

algébre de Jordan & unité en prenant pour "table" de multiplicatiom :

(1,002 = (1,00,  (1,0).(0,x) = (0,%).(1,0) = (0,x),
(0,%).(0,y) = (B(x,y), 0).

On montre aisément que 1'algébre associative enveloppante de cette
algébre de Jordan % = Kx¥ devient, lorsqu'on y identifie 1'unité de ¥
d celle de K, une algébre isomorphe & 1'algébre de Clifford C(Q) de la
forme quadratique, ce qui permet d'identifier & la partie filtrée du pre~
mier degré de C(Q) laquelle est &videmment une sous-algébre de Jordan de
C(Q). (Pour la définition des algébres de Clifford et leurs propriétés gé-
nérales, on pourra se référer & BOURBAKI [1]).

Remarque. - La notion d'algébre de Jordan d'une forme quadratique se com-
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fond avec celle d'algébre de Dirac définie par J.M. SOURIAU 22 ] : une
algebre de Dirac sur un K-espace vectoriel V consiste en un K~espace vec-

toriel 2 d'endomorphismes de V tel que, pour tout A€ 9, a2 soit un
opérateur scalaire (i.e. A2 € K.idv). Il est clair qu'on d&finit de la
sorte une K-forme quadratique Q sur 2 et que, pour idy € P, 1'algébre
de Jordan de cette forme quadratique Q s'identifie canoniquement a la
sous—algébre de Jordan 2 + Kid, de L(V) (Lorsque idy € 9, on a tri-
vialement £ = R.idy).

2. L'IDENTITE FONDAMENTALE ET SES PREMIERES APPLICATIONS.

(2.1) La relation fondamentale entre les opérateurs L(x) :

THEOREME 1. - Powr tout cowple (x,y) d'éléments d'ume K-algébre de Jordan
%, ona

Lx%y) - L(x%) o L(y) = 2(L(xy) - L(x) o L(¥)) o L(x).

———

mateurs A et B lindatres sur ¥, on a

LEMME. - Le crochet | A,Bl désignant le commutatewur A.B - BoA de deux opé-

[Lx), LyD] + 2[L(y), LG] = 0.
Prewve du lemme . - De 1l'identité

[L(x+ty), L((x+ty)2)] = 0 , (t € K)

on déduit, par bilinéarité

2
edL(y), LGB + 2[L(x), Lix.p)]) + t>([L(x), L(z°)]
+ 2{L(y), L(x.¥)]) =0 ;

d'od, en raison du fait que t est quelconque dans K :
(L) LGA] + AL, Lixy)] = 0 = [L(), LG + ALG), Ly .

Preuve du théoréme 1. - Du lemme, on déduit que, pour tout triple (x,y,2)
d*&léments de ¥, on a :

L(x) (y%.2) - L(y?) (x.2) = 2(L(x.y)(y.z) - LY ((x.¥).2))),
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soit, en raison de la commutativité :

L(32.2) (%) = (LD o L(2))(x) = 2((L(y.2) o L(y)) (x) -
- L(y) o L(2) o L(y) (%)),

d'ot 1'identité :
Lis2.2) = L(sD) o L(2) = 2(L(y.2) - L(y) o L(2)) o L(y).

THEOREME 2 (Puissance - associativité). - Powr tout entier n 3 2 et pour
tout élément x € U on définit par itération

Alors, pour tout couple (p,q) d'entiers 21, on a

2 q p*+q

X , X" =X .

Prewve. - On commence par démontrer ceci pour p=2, en procédant par ré-

currence sur q suivant la chalne de déduction :

n+2

n+l 2 n+1) — %

x a x"(x n+l)

x(xz(xn-l))

xz(x(xn-l

2 n

X o

" x(x

))

Le théoréme | donne alors l'identité

LGPy = 2nG™ . L) + LG L™l - 2L(x) » L(xn.l) o L(x)

qui assure en particulier que les opérateurs L(xn),(n >1) appartiennent
tous & la sous-algébre associative engendrée par L(x) et L(xz) dans 1'g]-
gébre d'endomorphismes 5(47) et, comme cette sous—algébre est commtative
du fait que L(X) et L(x ) commutent, on a alors :

xp+q e xP x1 - x?+q+l - xp+q .« X

(xp.xq) . X
(L(x) o L(xP)) (x9)
(L(xP) oL(x)) (x%)
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- LGP (x%*y

= xp L] xq+ l .

(2.2) Application 3 1'étude de la nilpotence. - Un élément x d'une K-

algdbre de Jordan est dit nilpotent s'il existe un entier n > 1 tel que
n
x = 0.

PROPOSITION. - Pour qu'une K-algébre de Jordan ¥ n'ait que des nilpo-
tents nuls, il faut et il suffit qu'elle remplisse la condition suivante :

XE Y etx2-0 = x = 0.

Preuve. - Cette condition assure que 1'opérateur L(x), stable sur la
sous~algébre K[x] de % engendrrlée par le seul &lément x de # est injec-

tive ; en effet, pour P(x) = X a'x' et xP(x) = O on déduit, compte tenu
1=
de 1l'associativité de K[x] , que

0 = xP(x) = sz(x) = ..... = x"P(x)
d'oii (P(x))2 = 0 et, par conséquent, P(x) = O.

Mais alors, on a en particulier, pour tout x € ¥ et tout entier
n> 1l

x“-o — xn-l=0 — ... ™=> X = (Q,

Exemple. - Pour que l'algébre de Jordan d'ume forme quadratique Q n'ait

que des nilpotents nuls,il faut et il suffit que le cOme d'isotropie de Q
soit réduit a 0.

3. IDEMPOTENTS D'UNE ALGEBRE DE JORDAN.

(3.1) Décomposition de Peirce.

DEFINITION. - Un élément x d'une K-algébre est dit idempotent et xz-x.

Exemple. - Les idempotents d'une algébre de Jordan d'opérateurs hermi-

tiens sont les projecteurs orthogonaux appartenant 3 cette algébre.

Rappel. - Un &lément x d'une K-algébre associative (€l,e) est dit algé-
brique s'il existe un polyndme P € K[1,X] non nul tel que P(x) = 0. Si d¥
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plus, on peut trouver parmi tous les polyndmes annulés par x un polyndme
complétement décomposable & racines simples

r
'H (x—ai) /]
i=1

on dit que x est simple. Un tel &lément algébrique simple se décompose

canoniquement en une combinaison linéaire
r

x= Zo 5 p;
i=1
d'idempotents P;o deux 3 deux orthogonaux, tels que

r
Zpime
i=1
ces idempotents sont donnés par la formule
: -1
pi = .21 (Qi ‘GJ) (x—uj).
J
j#i
Lorsque (&, e) = (L (¥), id*l/')’ ¥ étant un K-espace vectoriel,
on obtient 13 la décomposition spectrale des opérateurs linéaires algé-~
briques simples sur ¥ : @)y +.., @ sont les valeurs propres de l'opé-

rateur considéré et Pys +++» P, sont les projecteurs canoniques de la
décomposition directe

YV = Vl @...Q‘Vr

de ¥ en espaces propres pour cet opérateur.

Notations et définitions. —~ Pour tout couple (¥, W) de sous-espaces
vectoriels d'une K-algébre de Jordan %, on désignera par V. ¥ le
sous-espace vectoriel de % engendré par les produits v.w, vVE ¥, we ¥
Si ce sous-espace ¥, # est r&duit 3 0, on dit que ¥ et W sont or—
thogonaux. Si ¥.¥ C ¥ (resp. # . ¥ C ¥') on dit que ¥ est une
sous-algébre (resp. un idéal) de % . Par décomposition (+, =) de ¥ ,

on entendra la donnée d'un couple (¥ ,%) de sous-espaces vectoriels de

U tel que U= VoW, V.V Ccvyv, Yy WCw, w.W CV¥,
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THEOREME DE DECOMPOSITION DE PEIRCE. - Soit c un élément idempotent
d'une K-algebre de Jordan U. Alors :
©) L'opératewr L(c) est algébrique simple de valeurs propres (O, -;—. 1.
i2) Powr chacune de ces valeurs propres «, notons ¥, (c) le sous-espace
propre de L(c) correspondant. Alors U (c) et “?l](c) sont deux sous-
algébres orthogonales de ¥ et (¥,(c) + ¥ (c), U (c)) est une dé-
2

composition (+, -)de U.
Prewve. :=-
i) Pour x = y = z = ¢ 1l'identité fondamentale devient
2
L(e) - C(e))? = 2(L(e) = (L)) o Lle)
de sorte que L(c) annule le. polyndme

2% - 3% + X = XQ2X-1) (x-1).

ii) Pour tout x € %, on a
L(cx) - L(c) o L(x) = 2(L(ex) - L(c) o L(x)) o L(c) ;
d'ol, pour c.x = 0 !

L(e) o L(x) = 2(L(c) o L(x) o L(c))
et alors :

c.y=0oucy=y ™ c.(x.y) = 0, (n
De méme, pour c.x = x, on a :

c.y=y ouc.y=0 =2 (L(x) =L(c) o L(X)).y=0

c.y=y ouc.y=0 " x.y=c(xy). (2)

Or, de (1) et (2) il résulte bien que #,(c) et "‘?ll‘(c) sont deux sous-
algébres orthogonales de %,

Pour c.x = -é— x, l'identité fondamentale donne :

7 LOO = L(e) 3L(x) = L) = 2L(e) o L(N) o L(e) |

d'oit alors :
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C.y =0 ou cymy = -%-(L(x) = L(e) o L(x)).y = O

c.y =0 ou Cc.ymy => -% X.y = c.(x.y).

Reste & voir que le produit de deux &léments de qv,/zcc) appartient
a8 ¥ (c) + qyl(c) s pour cela, il suffit de montrer que, pour tout
X € QVl/z(c), x2 est annulé par le projecteur canonique de # sur
qyllz(c) et, comme ce projecteur est &gal i -4(L2(c) - L(¢)) on est ra-

-

mené & prouver que

C.X = %-x — c.(c.x2 - xz) - Q .
or .
(cox? = xD)c = LxE.0) - L&x?) o L(e)) (o),
Et , en vertu de l'identité fondamentale :
= 2(L(x.c) = L(x) o L(c))(x.¢)
= 7L - L o L)@

1 2 2
-5 (x“=%x").

(3.2) Relation d'ordre fondamentale.

Notation. - Si deux idempotents (x,y) d'une K-algdbre de Jordan

sont tels que x.y = y, on dira que x est plus‘gfand que y, ce qu'on no-
tera x #y. Dans ces conditions, il est aisé de s'assurer 3 partir de
1'identité fondamentale, de la double &galité

(1-L&P o LEo (1-2L(H)= 0 = Lipde (1-LGN)e (1-2L(y))

ce qui va permettre de montrer que la relation ainsi définie sur l'oﬁr
semble des idgmpotentc de ¥ est une relation d'ordre. Pour cela, il

suffit de montrer que :

LEMME. - Pour tout triple (x,y,z) d'idempotente de ¥ :

x.y-ye:y.z-z _— X.Z = g,

Preuve. - De 1'identité, appliquée 2 z ,
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L{y) o (id - L(x)) o (id - 2L(y)) = 0O,

on déduit :

L(y) o (id = L(x)))(-2) = 0 ;

d'ol : z=y . (x.2).

De 1'identité, appliquée 3 x ,

(id - L(y)) o L(2) o (id - 2L(y)) = 0,
on.déduit :

((id - L(y)) o L(z))(x-2y) =0
d'ol : (1 - L(y))(x.z - 2z2) =0 ,
soit x.z2 =y ., (x.2).

(3.3) Idempotents primitifs.

PROPOSITION 1. - Pour un idempotent non nul c d'une K-algébre de Jor-
dan U , les assertions suivantes sont équivalentes :
1) ¢ est minimal dans l'ensemble des idempotente non nule de U .

11) Pour toute décomposition c = e e, de c¢ en idempotentsde ¥ , on a

cl = 0 ou c2 = 0,

Preuve. - Si c n'est pas minimal, il existe un idempotent clfo de ¥ tel
que ¢ .c = ¢, et c-c, # O et alors :

2
(c-cl) = ctc, 2c.c1 c-c,.

Réciproquement, s'il existe une d&composition de ¢ en idempotents
non nuls :

C = c +CyH

1
alors :

c.+C

= 2 = t
1*e, (c]+c2) c.+c. + 2¢ Sy s d'ol ¢

) 1 =0

1'%2
et, par conséquent,c.c, = ¢, d'oil 0 < c1‘< cye

Remarquons que la propriété de décomposition d'un idempotent non

primitif en d'autres idempotents peut se gé&néraliser ainsi :
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PROPOSITION 2. - Sotent ¢ un idempotent de ¥ et (cl""’ cr) un systeéms
orthogonal d'idempotents inférieurs d c. Alors ¢t oo e et
c - (cl+"'+ cr) sont deux idempotents inférieurs 4 c.

Prewve. - Pour Cyt eee v cy ceci résulte de ce que :

r
(c, + ... + ¢ )2 = X2 c? +2 Z c..c.mc, + .0 *cC
1 1 1 1

i=}] i<j
et de :

c(e, + ... + ¢ = ¢c,¢, ¥ ... + cC. = Cc %+ ,,, *+ .
(e, e | ¢ = Cy

Pour ¢ - (c1 + ...+ cr)’il suffit de reprendre la démonstration précé-

dente.

COROLLAIRE. - Dans toute K-algeébre de Jordan de dimension finie n, tout
idempotent ¢ de % se décompose en une somme d'idempotents primitifs, deux
d deux orthogonaux :

c=c i+t
avec p S n.

Preuve. - Compte tenu de la proposition précédente, ceci résulte du fait

que tout systdme orthogonal d'idempotents est linéairement libre et du

LEMME. - Soient ¢ et d deux idempotents orthogonaux et d' un idempotent
inférieur a4 d. Alors c et d' sont orthogonaux.

Preuve. - Par hypothése on a ¢ € #(d) et d' € #,(d) d'od 1'orthogona=

lité de c et d', en vertu du théoréme de Peirce.

(3.4) Cas d'une algébre de Jordan d'opérateurs linéaires. - Soit

U = L(¥) 1'algébre de Jordan constituée par les opérateurs linéaires

d'un K-espace vectoriel¥au moyen de la forme bilinéaire symétrique

(A B)H AoB "'BoA-
’ m— -

A.B .

Il est clair que les idempotents de % sont les projecteurs sur les sous—

espaces vectoriels de ¥ . Soit P un projecteur d'image & ; désignons par

# 1'image du projecteur complémentaire id*l/‘ - P de P ; alors la décom
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position directe ¥ = & ® # permet d'écrire :

P = id_. - P =

et,de fagon plus générale, d'exprimer tout opérateur linfaire R de ¥
sous la forme matricielle :

(A B
R = )
¢ D
de sorte que :
[ A %B
P.R =
1
LEC 0

et la décomposition de Peirce de R suivant les valeurs propres (1, %, 0)
s'exprime par :
A 0 0 B o) (4]
R = + +

0 0 C o 0 D

En particulier, pour un projecteur Q, la relation Q <P, i.e. P.Q = Q
apparalt comme la relation d'ordre habituelle PoQ = Q.P = Q, qui consiste
a dire que 1'image de Q est incluse dans celle de P et que le noyau de Q
contient celui de P. Notons aussi que 1'orthogonalité de deux projecteurs
P et Q se traduit par PoQ = QP = 0, i.e. 1'un projette sur le noyau de

1'autre et vice versa: Quant aux idempotents primitifs,ce sont ici les
projecteurs de rang 1.

4. ELEMENTS INVOLUTIFS ET REPRESENTATION QUADRATIQUE.

DEFINITION 1. - Soit (¥,e) wre K-algébre de Jordan & writé. Un élément s
de ¥ est dit involutif si s2 = e.

LEMME. - L'égalité

e+s

met en correspondance biunivoque les éléments tnvolutife s de ¥ et leg
idempotents pde ¥.
(EVIDENT 1)
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DEFINITION 2. - Pour toute K-algébre de Jordan ¥, on définit wie appli-
cation P : U » LX) en posant

P(x) = 2L2(x) - L(xz) , (x e @)

Cette application P est appelée la représentation quadratique de % . Som
intérét vie-d-vis des éléments involutife de U tiemt au résultat eui-
vant !

PROPOSITION. ~ Soit s un élément de ¥ . Alors P(s) préserve L'unité e
8l, et seulement 8i, s est involutif ; dams ces conditions, P(s) est égal
d la symétrie :

+ — -
X, o+ x_ x, - x_,

suivant la décomposition (+, -) de ¥ définie par l'idempotent -;- (e+g)

canoniquement assocté d s (t.e. x_ = X, + x, et x_ = xllz).

De plus, cet automorphisme linéaire P(s) préserve la multiplication de
U ; c'est done un automorphisme involutif de L'algébre de Jordan % .

Preuve. - La premiére assertion résulte de ce que P(x)(e) = xz. Pour avoir

la seconde,il suffit de remarquer que

8.X| = X, 8.X = 0, 8.X, = = Xx, 3

P(s)(x) = 2(xl+x°) - (x1+x]/2 +x,) = X - SITREN

Enfin, pour avoir la derniére assertion, il suffit de remarquer que la

décomposition (+, -) d'un produit x.y s'écrit :

Xy = (X9 * X,.5, + "1/2"'1/2) + (xl/z(y°+y1) + Yl/Z(X."'Xl));

d'ol :

P(s) (x.y) = (xl'yl + XooY, + xllz.yl/z) - (11/2(Y°+Y1) + y,/z(x.*xl))
= P(8)(x).P(s)(y).

Définition et rotatioh. - Le groupe d'automorphismes de 1'alg2bre de Jor-
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dan % engendré par les P(s), sz-e, sera noté &, (%) ; ses &léments
seront appelés les automorphismes intérieure de ¥.

Retowr aux exemples fondamentaux :

1) Pour une algébre de Jordan d'opérateurs linfaires,l'sutomorphisme dé-
fini canoniquement par une symétrie

A B A -B
| s 4 » i.e. H._* s.&s’

-C D
ce qui justifie la terminologie adoptée.

2) Si ¥ = K x¥ est 1'algébre de Jordan d'un K-espace vectoriel quadra-
tique (¥,Q), les &léments involutifs de # distincts des &léments &vi-
dents (1,0) et (-1,0) sont les &léments de la forme (0,x), Q(x) = 1,
i.e. ils décrivent la quadrique unitaire VQ de Q. Il est alors aisé
de s'assurer que l'automorphisme de % canoniquement défini par un &1&-
ment involutif (0,x) de # laisse ¥ stable et que, dans ce sous-espace,
c'est la symétrie d'axe x dans la direction de 1'hyperplan tangent 2
VQ en x, de sorte que le groupe f, (%) s'identifie alors canoniquement

au groupe 0(Q) des automorphismes de 1'espace quadratique (¥,Q).

5. IDEMPOTENTS DE RANG 1.

DEFINITION, - Par rang d'un idempotent c d'une K-algébre de Jordan ¥ ,
on entendra la dimension du K-espace vectoriel ¥,(c) = {xe ¥ ; c.x=xl).

I1 est clair que tout idempotent de rang ! est primitif ; la récipro-

que est fausse en général sauf pour les exemples fondamentaux suivants :

Exerples .-

1) Si & =K x¥ est 1'algébre de Jordan d'un K~espace vectoriel quadra-
tique (7¥,Q), alors tout idempotent distinct de 1‘'unité (1,0), i.e. de
la forme -%—(l,x), Q(x) = 1, est de rang 1. En effet :
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38,3 . (1,0 = (8,)

équivaut a :
y = Bx et Q(x+y) = Q(y) + 1 + 28
i.e., tout simplement 3 y = Bx;d'od :

U (5(1,0) =K. (1,%).

2) Si U est 1l'algébre de Jordan des opérateurs hermitiens d'un espace
de Hilbert réel, complexe ou quaternionique, alors tout idempotent pri-
mitif de % est de rang |. En effet, il est clair qu'un tel idempotent
est la projection orthogonale sur une droite, ce qui fait que la dé-
composition canonique d'un hermitien H suivant P et le projecteur com—

plémentaire I-P est

a B
H = L’. C] (a ER)
d'ol
a % B
-;-(H°P+1>°H) = .

Nota. - De fagon plus générale nous démontrerons que,dans une !{-ilgébre

de Jordan de forme réelle (i.e. dans laquelle x2+y2 = 0 entraine x=y=0),

tout idempotent primitif de rang fini est de rang 1.

Voici un résultat sur les couples d'idempotents de rang 1 qui s'avé-

rera d'une grande importance par la suite :

LEMME. - Soit (a,b) un couple d'idempotents de rang 1 d'une K-algébre de
Jordan U . On suppose que a et b sont distincts et non orthdgonaﬁx et
que la sous-algébre de U qu'ils engendrent, notée U (a,b), posséde ume
wnité e. Soit .

la décomposition de Peirce de b relative 4 a. Alors :
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i) byjy et b, ne sont pas nuls.

11) U (a,b) est de dimension 3 et admet (a,b,bllz) powr base.

121) On note u et v les éléments involutife de U (a,b) définis par a
et b (i.e. u = 2a~e et v = 2b-e), Alors :

u.v = (22-1e,

ce qui fait que U(a,b) s'identifie canoniquement & l'algebre de la for~
me quadratique de matrice :

1 -1
-1 1
sutvant la base (u,v).

Preuve :.
i) b J2 =0 entraine que Aa et b, sont deux idempotents inférieurs a b

d'oll A=0, qui donne a.b = 0, ou bien b, =0 qui donne b=a. b,=0 domne :
b =a+ by, , ab-xa+%b,/2,

d'ol :
2a.b = Aa + b,

qui assure que %(a,b) est de dimension 2, ce qui permet d'&crire :

e =aa + Bb , (a, BEK) ;
d'ol :

(I-u)a-Bab--;-(BAa-fBb) - g eOeta =13

mais alors a=e,d'oll b = 1a, i.e. b = a.

ii) Soit (a,8,y) un triple d'éléments de K tel que :

Alors :

(@+81)a + (B+Y )by, + Bb, = 0

ce qui, compte tenu de i), donne :
a+BA= Bty = B =0
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i.e. @ o =8 =y =0,

Puisque az-a, bZ-b et a.b = \a + % bl/z’ il reste & voir que (bl/z)z et

b, sont des combinaisons linéaires de a, b et b, . Or, de 1'&gali-

te :

2

2,2 2
b= b =2 (b )7+ (B)% +2by ) + 2 by,

on déduit, compte tenu des propriétés de la décomposition de Peirce :

.

1=
bo'bl/z =5 b|/2

et 2 2 2
A%a + (bl/z) + (b,)" =Xa+b, =b ~ b1/2

et, comme de Aa + b, = b - b1/2,on déduit :

2 2 2
A"a + b, =b - 2b.b1/2 + (bl/z) :
d'od (1,7 = @)% = 2% - b+ 2bby .

I1 ne reste donc plus qu'd prouver que b.b|/2 est une combinaison lin&-
aire de a, b et b1/2 ; or

b.bl/2 = 2((a.b).b - A(a.b))
et, en utilisant la décomposition de Peirce de a par rapport a b :

a=ub + 8]0 * 8

laquelle donne :

1
a.b = b + 7-a]/2

d'ol : 1

on obtient bien la combinaison linéaire :

b.by,, = A(1-20)a + ub + (3= Wby,

iii) Soit e 1'unité de #(a,b). On a alors :

u.v = (2a-e) (2b-e)
= 4gb -~ 2(atb) + e
= 2(A-1)a = 2b,+ e =«
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Or, e se décompose canoniquement suivant :

e =aa + Bb + Ybl/z

qui donne :
a =qaa + fa.b + %’YbI/Z Vi
soit :
1
((@~1) + BA)a + 3(B+Y)b1/2 =0 ¢
d'ol :

Aingi : e = (1-BA\)a + B(b—bl/z) = (1-B)\)a + B(Xa-b,)

B+y = O et a =1 -8,

P

d'ol :

1 A
b1y = 7(1-Bby ) + Bz bl/2 - bllzb,)

et, comme on a vu en ii) que bl/z'b° = %{l-k)bllz, cette égalité se ré-

duit, du fait que bl/z # 0,3 :

B(A=1) = 1,
ce qui assure que Afl et B = ?éT , d'od (A-1)e = (A-1)a - b,, et, par
conséquent
u.v =2(A~-De + e = (2x~1)e.
Remarques . ..

1. Du fait que u.v est symétrique par rapport & a et b, il résulte que

2.

si a=ub + ajjo * &,
est la décomposition de Peirce de a par rapport & b, on a u=)X.
Pour K=R, la forme quadratique de iii) est définie positive si

0 <A <1,sinon elle est hyperbolique et alors les points u et v sont

sur la méme branche d'hyperbole unitaire si, et seulement si,
(2x-1) 21, i.e. A>1,

6. ALGEBRES DE JORDAN D'UNE FORME QUADRATIQUE NON NEGATIVE.

Soit (7,Q) un espace quadratique réel tel que dans la signature de Q

il y ait au moins un signe +. Il existe alors dans l'algébre de Jordan ¥
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de ¥ des idempotents non triviaux, i.e. distincts de (1,0) et (0,0), ce
sont les éléments—;- (1,x), Q(x) = 1 ; tous ces idempotents sont de rang 1
et deux d'entre eux sont orthogonaux si, et seulement si, les &léments
involutifs qu'ils définissent sont opposés, i.e. ces idempotents sont

complémentaires. Réciproquement :

THEOREME. - Soit % une algébre de Jordan réelle admettant wme wnité e
et deux idempotents a et b complémentaires (Z.e. a+b = e) , de rang 1.
Alors a et b sont orthogonaux, a-b = s est un élément involutif,
décomposition en somme directe :

U=Re ©ORs & ¥V

et U est l'algébre d'une forme quadratique non négative sur Rs @ V¥,

Preuve. ~ Les trois premiéres assertions sont évidentes et conduisent &

la décomposition de Peirce :

U=Ra®OPRLO ¥V

U=Re®ORs ® ¥V

2 o .
et, comme s° = e et s est orthogonal & ¥, il ne reste plus qu'd prouver

que, pour tout x € V¥, x2 € Re, ce qui résulte du :

LEMME. - Soit a et b deux idempotents orthogonaux de rang 1 d'une K-ql-
gébre de Jordan ¥. Alors, tout élément xz_, XE U 1/2(a) n 0?11/2(1,) 8 'é-

erit canoniquement sous la forme :
2
x° = X (a+b) , A € K,

Preuve. - Désignons par ¥ 1l'algébre de Jordan ‘Wl(a-fb); alors xe W,

ainsi que a et b et

“’V](a) = W,(b), ‘/V](b) = Wo(a);
d'ot x2 c W‘l(a) + ‘l/fl(b) = Ka + Kb, 1i.e.

x2=Aa+ub (/\. u € K,
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Mais alors, en multipliant par a, on obtient :

ax2 = la 3
d'ol :
(axz)x = % X 3
or :
(axz)x = (ax)x =~% x3 ;
d'oi : X = ax.

De méme la multiplication par b conduirait a :
3 .
x~ = ux;
d'oi A=y,

Exemple. - Dans 1'algébre ﬂa(R) des matrices réelles symétriques :

a b
( :
b c
on a évidemment deux idempotents complémentaires de rang 1, 3 savoir :
1 0 (0] 0
1] .
0 0 0 1
I1 est clair alors que 1'espace quadratique dont il est question

dans le théoréme est constitué par les matrices de trace nulle :

a b )
( b -a
et la forme bilinéaire symétrique

(A,B) +— Tr(AB).
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CHAPITRE 2

ALGEBRES DE JORDAN SANS ISOTROPIE

1. ALGEBRES DE JORDAN A ISOTROPIE MODEREE,

Soit % une K-algébre de Jordan. Un K-sous-espace vectoriel ¥ de #
est dit tsotrope s'il existe un élément x#0 de ¥ tel que, pour tout
yE€ ¥, x.y = 0. Si 1l'espace Kx est isotrope, on dit que x est isotrope
ce qui revient & dire plus simplement qu'on a & la fois xpo et x2-0. Un
K-sous—espace vectoriel ¥ de % est dit totalement isotrope si tous ses
éléments non nuls sont tous isotropes, ce qui suffit 3@ assurer que la

restriction & ¥’ x¥ de la multiplication de % est nulle.

Exemple. - Si % = Kx¥ est 1'algébre de Jordan d'un K-espace vectoriel
quadratique (¥,Q), les &léments isotropes de # sont les éléments iso—-
tropes de l'espace quadratique (¥,Q), i.e. les couples (0,x), x#0 et

Q(x) = O. De ceci,il est aisé de déduire que les sous-espaces isotropes
(resp. totalement isotropes) de % sont exactement les sous-espaces iso-
tropes (resp. totalement isotropes) de 1"espace quadratique ( ¥,Q). Cet

exemple justifie la terminologie adoptée ici.

PROPOSITION 1. - Pour une K-algébre de Jordan U les propriétés suivan—
tes sont équivalentes :

1) Toute sous—algeébre de % non totalement isotrope posgéde un idempotent

non nul,

i1) Pour tout élément x de % , non isotrope, qui engendre wne sous—al-
gébre K[x] de dimension~finie, 7l extste wn idempotent non nul dans K{x].
i17) Tout nilpotent non nul de # est isotrope.

Preuve. ~ L'équivalence de i) et ii) &tant &vidente, il ne reste plus

qu'd montrer celle de ii) et iii).

Supposons ii) satisfaite et considérons un nilpotent x$0 de #3 il
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existe donc un plus petit entier n > 2 tel que x" =0 ; a fortiori K[x]
est de dimension finie, ce qui permet, & supposer que xz ¥ 0, de disposer

d'un polyndme 3 une indéterminée p(X) = -§1°'ix1’ a; €K, tel que xp (x)
1-

soit un idempotent non nul de K[x] ; mais alors X" divise Xp (X) (Xp(X)-1)
sans diviser Xp(X)-1, i.e., X" divise Xp(X), ce qui se trouve en contra-

diction avec xp(x) ¢ 0, et x" = 0.

Supposons iii) satisfaite et considérons un &lément non isotrope x
de 9 tel que Klx]soit de dimension finie. Alors, la suite décroissante
des sous—espaces vectoriels ka[x] de K[ x) est stationnaire, ce qui per-

4 .
met de disposer d'un entier r = 1 et d'un polyndme q(X) = -Z,Bixl tel que
1=

x’ = xer(X) d'od (qu(X))2 = X"q(X) ; mais,comme par hypoth&se x n'est

pas nilpotent, on a xrq(x) # 0, ce qui achéve la démonstration.

DEFINITION. - Une K-algébre de Jordan non totalement ieotrope est dite d
isotropie modérée st elle satisfait aux conditions équivalentes de la pro-
position précédente et si, de plus, pour toute sous-algébre ¥ de ¥, de
dimension finie, et tout idempotent c € ¥, ona ¥,(c) = ¥y y(c) =0
dés que c#0 et V¥, (c) est totalement tgotrope.

Voici deux exemples pour justifier 1'intér€t de ces algébres de

Jordan :

PROPOSITION 2 ..
£) L'algébre de Jordan Kx¥ d'un K-egpace quadratique (¥,Q) non totale-
ment teotrope, est 4 isotropie modérée.

i1) Si1 wne algébre de Jordan ne posséde pas d'élément isotrope, elle est @

isotropie modérée.

Prewuve .-
i) Considérons un &lément (u,x) tel que (a,x)2 ¢ 0, i.e., a¥ 0, ou
Q(x) # 0. Alors, de

(@,x)? - 20 (a,x) = Q&) - o, 0),

on déduit : 2 1 2
¢ => (1,0) = ((a,x)” = 2a( »X)) ’
Q(x) ¢ a ) E(:)_—az a,x a(a,x
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Q) = o = Gea)? = pa,n).

Pour terminer, il suffit de se rappeler que les idempotents de ¥ dif-
férents de (1,0) et (0,0) sont les &léments de la forme %(l,x), Q(x) = 1
et que, pour un tel idempotent ¢, #,(c) = Kd, d'ot #,(c) T Kc'pour toute

sous—algébre W de % contenant c, avec ¢' = e-c.

ii) Le fait que x n'ait pas d'éléments isotropes assure que, pour tout
élément x#0 de @, 1'opérateur L(x) est injectif sur 1'algébre K[x] ;
mais,comme K[x]est stable pour L(x), l'opérateur linéaire ainsi défimi
sur K[x] est surjectif si K[x]est de dimension finie, ce qui assure

1'existence d'un polyndme p(x) € Klx] tel que xp(x) = x, d'ol p(x) $ O

et (p(x))2 = p(x).

Pour en terminer avec ce cas, il suffit de considérer un idempotent

cf0 tel que #,(c) = O et de montrer que %llz(c) =0 ; or :

cx = 1 x = (cx)x2 -1 x3 =-b(cxz)x -1 x3
2 2 2
'=-'>x3-%x3==>x3-0 H
mais alors x=0, d'aprés (I1.2.2). c.q.£f.d.

-

L'importance des algébres de Jordan & isotropie modérée tient au

résultat suivant :

THEOREME |. - Toute sous-algébre de dimension finie d'une K-algébre de
Jordan A Q isotropie modérée poseéde un élément unité.

Preuve. — Comme il est clair que toute sous—algébre d'une algébre de
Jordan 3 isotropie modérde est aussi @ isotropie modérée, on est ramené
3 prouver que toute K-algébre de Jordan % & isotropie modérée et de

dimension finie, posséde une unité.

Puisque % n'est pas totalement isotrope, elle posséde un idempotent
non nul c¢. si 4, (cl) est totalement isotrope, c, est une unité et c'est
terminé ; sinon, il existe un idempotent d¥O dans %, (cl) et alors

c, = c,+d est un idempotent ¢& alll(c);d'oﬁ :

84



Quelques applications géométriques des algdbres de Jordan

U e fﬁg(cz)

On fait alors pour c, ce qu'on a fait pour ¢, et ainsi de suite, ce

1
qui donne une chalne d'inclusion stricte

U e UG ey

laquelle est forcément finie du fait que la dimension de @ est finie; de

sorte que le dernier terme Qll(cn) fournit une unité ¢, pour U.
Voici une application spectaculaire de ce théoréme :

THEOREME 2. - Soit (a,b) un couple d'idempotents distincts, de rang 1,
dans wne algébre de Jordan réelle 9 , de dimension finie, d isotropie
modérée. On suppose que le coefficient A de la décomposition de Peirce :

b=>\a+b1/2+b°

est strictement positif (ce qui assure que a et b ne sont pas orthogonaux
et que, en vertu du lemme de (I, 5), A\ est aussi le coefficient de Peirce
de a par rapport d b). Alors, il existe un élément involutif w de U
tel que 1'automorphisme P(w) de 9 échange a et b et laisse invariant
tout élément de ‘U orthogonal d b et a,

Preuve. - Puisque, d'aprés le théoréme 1, la sous-algébre 4/ (a,b) posséde
une unité e, on peut appliquer le lemme (I, 5), ce qui fait que U (a,b)
est 1'algébre de Jordan d'une forme quadratique définie positive pour

0 < i <1 et hyperbolique pour A > 1 (le cas A=l ne peut avoir lieu) et,
dans ce dernier cas, les €léments involutifs de 4/ (a,b) associés canoni-
quement 3 a et b sont sur la méme branche d'hyperbole unitaire. Dans ces
deux cas, on peut trouver un élément v, € U (a,b) involutif tel que
P(w;)a = b et P(w,)b = a. Soit e 1'unité de 9 ; alors e, = e-e, est 1l'u-
nité de 9, (e)) et w = e,*w, répond 3 la question ; en effet, du fait que
U(a,b) C QL](el), e, est orthogonal i 9l(a,b) d'od

LW (%) = L(w,) (%) (x e Ua,b));
d'od :
P(w) (x) = P(w)(x)
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Par ailleurs, si ¢ est orthogonal & a et b, on a :
byjgeC + bouc =0, by,.c€ m,,z(a), b,.c € U _(a)

d'ol by ,.c = 0, ce qui fait que c est orthogonal a ¥U(a,b); d'od

c € 'u.,(el) et, par conséquent c € Ql'l (w); d'oti :
Pw)(e) = c.

Remarques . -
1. Si U est sans &lément isotrope, on a nécessairement 0 < A <1, du

fait que, pour 4(a,b), le cas hyperbblique ne peut se produire.

2. Lorsque U = Rx¥ est l'algdbre de Jordan d'un espace quadratique
(¥,Q), l'automorphisme P(w) &changeant a et b a une signification
précise ; il n'existe que lorsque les €l&ments involutifs u et v
canoniquement associés 3 a et b sont sur la méme composante connexe
de la conique passant par ces deux points sur la quadrique unitaire
¥ et,alors, P(w) est la symétrie axiale oblique &changeant ces deux

Q

points,

2. SEMI-SIMPLICITE DES ALGEBRES DE JORDAN SANS ISOTROPIE.

THEOREME 1, - Pour une K-algébre de Jordan, de dimension finie, sans
éléments isotropes, les assertione sutvantes sont équivalentes : ,

) L'unité e de 9L est le seul idempotent non nul c tel que ‘Ullz(c) soit
réduit a 0.

i) Il n'existe pas de décomposition de 4 en produit de 2 algébres de
Jordan non nulles.

111) Les seuls idéaux de U sont U et {0}.

Preuve. — S'il existe un idempotent distinct c de e tel que ‘ﬂl/z(c) = 0,

la décomposition de Peirce :
U= U) © Ue) = Uslc) © U (emc)
fait que U est isomorphe & un produit de deux algZbres non nulles.

Comme iii) ==> ii) évidemment, il ne reste plus qu'a prouver i) = iii).

A cet effet, considérons un idéal D) de AU ; il posséde une unité propre
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u et, pour tout x € %1/2(u),on a ux =%x etuxe€ ), d'ol x€ I ; mais

alors u.x = x/d'oﬁ x=0;de sorte que, par hypothése u=e ou O, et c'est
terminé.

DEFINITION. - Sous les conditions équivalentes du théordme 1 on dit que
U est wne algébre de Jordan simple.

THEOREME 2. - Toute K-algébre de Jordan de dimension finie U , sans

isotropie, se décompose canoniquement en un produit fini de K-algébres
de Jordan eimples

U = ‘Ztle ...@Qtp.

Preuve. - Pour avoir une telle décomposition il suffit de procéder par

récurrence sur la dimension de U en partant d'un idempotent cl#O tel
que ul/z(‘:]) = 0.

Supposons 1'existence d'une seconde décomposition enm produit d‘'al-
gébres simples :

‘U,-Ql;e...e‘lla :

alors, 1l'unité e; de ‘U.; se décompose en une somme d'idempotents ortho-

gonaux :
' - .
e cl+...+cp (cie ‘ul)
et il est aisé de vérifier que, pour tout c;yon a c,=0 ou ¢, = ei', d'ol :
® .
N = ’
ul ci#O t

ce qui, en vertu de la simplicité de ’U;, assure que Ql,; coincide avec

un Qli;d'oﬁ 1'unicité de la décomposition & l'ordre des facteurs ‘?Li prés.

3. SYSTEMES ORTHOGONAUX D'IDEMPOTENTS DE RANG 1.

Dans tout ce paragraphe, U désigne une K-algébre de Jordan sans iso-
tropie, simple, de dimension finie > 1.

LEMME 1. - Sur tout systéme orthogonal & d'idempotents de rang 1, la
relation R définie par
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Uyjpa 0 Uy, ) 4 {0},
est une relation d'équivalence.

Preuve. - La réflexivité de R tient 3 ce que U est simple. La symétrie

de R étant &vidente, il ne reste plus qu'a prouver la transitivité de R,
De fagon précise, nous allons prouver que, pour tout &lément non nul x

de u,/z(a) N "d]/z(b) et tout élément non nul y de

ﬁ]/z(b) N “ullz(c) (a,b, ¢ € ¥), x.y est un élément non nul de

Urjp@ 0 Uy y(e). En effet, de Uy y(a) N Uy)p) C U (a+db) C U(c)
et de U, (c). ‘U]/Z(c) c “ul/z(c)ron déduit que x.y € %1/2(0)3d'oﬁ, en
échangeant le rdle de a et ¢ : y.x € ‘Uq/z(a). Pour vérifier que x.y ¢ 0,
écrivons conformément au lemme de (I.6), X = A(a+b), A #0; il résulte

alors de l'identité fondamentale :
(L(x%b) = L(x?) o L(B))(¥) = 2((L(xD) = L(x) o L)) « L(x))(y) s
%y-%y= x(xy - b(xy))
i.e. y = % x(xy - b(.xy)) H
d'oli xy ¥ O. c.q.f.d.
I1 est clair que,pour cette &quivalence,il existe deux classes au

plus. En fait, nous allons montrer qu'il n'en existe qu'une. Pour cela,

nous nous appuierons sur le résultat général que voici :

LEMME 2. - Sotent (U,e) une K-algébre de Jordan 4 wnité, de dimemsiom
finie, et a wn idempotent de U. On considére des décompositions

a=c+t...tec . e-g = ¢

p +ono+cn

p+l

en idempotents primitifs orthogonaux. Alors, pour que U} /2(8) = {0}, 11
suffit que, pour tout | € i <p et tout ptl < j<n ;

Preuve. - Tout d'abord, il est clair que c; € % (a) pour 1 i< p et
g € U, (a) pour p+l € i € n et comme ‘Ul(a). ‘ul/z(a) C ‘u‘/Z(a), on a,
pour tout 1 €i<p :
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U@ = (U@ 0 Ue))) ® (Uyppla) 0 Uy py(e))
® (‘?11/2(&) N ‘ul(ci)) H

or, pour x € U]lz(a) N 'ul(ci),on a a.x = -;— x et c.x = x, d'oii

(rci).x = - 3 X etjcomme a-c. est un idempotent, ceci ne peut avoir lieu
. ' U M
que pour x=0;d'oil :

U = (U N . N u .)).
l/z(a) ( l/Z(a) ’ll,(cl)) ® (‘ullz(a) l/z(cx))
Nous allons montrer maintenant que 1'hypothése faite sur les ‘Ullz(ci),
1 €1 <n, assure que ﬂl/z(a) n ﬂ]/Z(ci) = {0} pour | i < p. En effet,
le fait que ¢ € U (a) n uo(ci) pour p+l € j S n assure que, pour tous
ces indices j :

. uo .
y ,(e3) 0 Uate))

/

4] (‘ul/Z(a) N Cu.llz(ci) N ‘Ullz

® (Uyjp@@ N Uy yte) N Ute) ;

(cj))

or, par hypothése, le deuxiéme terme de cette décomposition est nul et,
par ailleurs, ‘21.1/2(3) n ‘ul(cj) = {0} du fait que a.x = -;- X et ci.X = X
entraine (a+cj)x =3 X alors que a+cj est un idempotent ; il ne reste
donc plus que :

U@ n Uy ptep = Uy @0 %y, 0 U ()

i.e. pour tout x € ‘ullz(a) N ul/z(ci) et tout p+1 < j< n, on a Ciox = 03;
d'ol (e-a)x = 0 et a.x = 5 x d'oll x=0.

Ainsi, on a bien pour tout 1< i< p :
ul/z(a) = (ul/z(a) n U, (ey)

i.e. pour tout x € ‘ul/z(a) et tout 1 < i<p, ona c;x = 03 d'ol
% x = a.x = 0,

mnNI'{.’ION. ~ Par systéme total orthogonal (en abrégé s.t.o.) d'idempo-
tents d'une K-algébre de Jordan & wnité (U,e) on entendra, tout emsemble
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fini d'idempotents de U, deux & deux orthogonaux et de somme e.

PROPOSITION. - Supposons l'existence d'un s.t.o. & d'idempotents de
rang | de U . Alors, pour tout couple (c,d) d'éléments de &, on a :
ﬂ B
l/Z(C) @) Ztl/z(d) ¥ 0.
Preuve. - En effet, si a est la somme des &léments s de ¥ tels que

’itl/z(c) N ﬂ1/2(s) # {0}, on a bien, d'aprés les lemmes 1 et 2,

"ill/?(a) = 0jd'ol a=e en raison de la simplicité de U.

4. UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES ALGEBRES DE JORDAN DE FORME REELLE.

Rappelons qu'une R-algébre de Jordan U est dite de forme réelle si,
pour tout couple (x,y) d'é€léments de U :

x2+y2-=0 = xXx=0=1y,

En particulier, une telle algébre est sans isotropie et :

PROPOSITION. - Dans une algébre de Jordan formelle réelle de dimension
finie, tout idempotent primitif c est de rang 1.

Preuve. - En effet, pour tout &lément x#¥0 de ‘LLl(c), la sous—-algébre R [x)
posséde une unité qui ne peut €tre que ¢, ce qui assure que x est inver—
sible dans R[x],de sorte que R[x] est un corps commutatif , extension

de degré fini de Rc qui, du fait que U est de forme réelle, ne peut €tre

que Re.

Réciproquement :

THEOREME. -~ ST wne algebre de Jordan réelle U de dimension finie est
sans isotropie (elle posséde donc une unité e) et ei, pour tout élément
x de U les idempotents primitife de Rle,x ] sont de rang 1, alors cette
algébre Il est de forme réelle et tout élément x de U se décompose
canoniquement en :

x= 2 A.c

ou {cl""’cr} est un s.t.o. d'idempotents et les nombres Alseeesd  somt

tous distincts.
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Preuve. - La construction d'une telle décomposition se fait dans 1l'alge-
bre commuto-associative ¥ = R[e,x] par récurrence sur la dimension de
cette algébre, compte tenu du fait que, dans toute décomposition de
Peirce, les sous-espaces Vl/z(c) sont nuls. On arrive ainsi & trouver
une suite finie d'idempotents primitifs (c],...,cr) de R[e,x] telle que

¥ soit le produit direct des algébres Rci.

Inversement, si une telle décomposition a lieu, elle fournit pour
tout polyndme p(X)
r
PO = E pOypey,
ce qui assure que {}‘l""’)‘r) est 1'ensemble des racines du polyndme mi-
nimal de x € Rle,x] et que ces racines sont simples, ce qui fait que
les ¢ s'exprime par les formules habituelles :
-1
c, = jii()\i-)\j) (x - Aje).
Considérons maintenant deux &léments x et y de ¥ tels que x2+y2 = 0
et leurs décompositions canoniques :

g > u.d
X = .C. y = u.d. y)
= 1 j=1 3J

ce qui donne les décompositions canoniques :

y = Z u?d
je g d

3 )

ol I (resp. J) est une partie de [1,p] (resp. [1,q]) telle que, pour

tout i € I,il existe i'€ I tel que Ai = Ai? (resp. pour tout j & J, il
existe j' € J tel que u? - u?,). Précisons aussi que chaque ci (resp. d."i)
est une somme de i (resp. dj.). Mais alors, 1l'hypothése xz - -y2 per-
met de supposer, sous réserve de renuméroter les uj,que J=I et :

Y ) 2 2 _ .
ci di et >‘i+ui 0 R LEI,

d'ol :
Algoootxp-ogul.c..‘up.
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COROLLAIRE. - Powr qu'une R-algébre de Jordan U de dimension finie soit
de forme réelle, =l faut et 1l suffit que, pour tout x € U, Rle,x] le

sotlt.

5. LA TRACE,

Soit U une R-algébre de Jordan de forme réelle, simple. Du lemme de
(I.6) et de la proposition du paragraphe 3, on déduit que, pour tout cou—
ple orthogonal (a,b) d'idempotents primitifs de % , il existe une sous-
aléébre de U isomorphe & J(z(R) qui contient a et b. Ceci permet,comme
pour le théoréme 2 du paragraphe 1, de trouver encore un &lément involu—
tif w de U tel que P(w) permute a et b et laisse invariant tout &lément

cde U orthogonal 3 a et b, d'ol il va résulter que :

PROPOSITION. - Pour tout idempotent b de U, coneidérons deux décompo—
sitions en 8.0.%.p.

cl+...+cp-b=dl+...+dq, P Sq.

Alors il existe un automorphisme intérieur ¢ de U tel que :
‘P(cl) = d], ceey tb(cp) = dp et ®(b) = b.

Preuve. - Notons e l'unité de 4. On peut alors trouver un &lément invo-
lutif v, de U tel que P(w])(cl) = d1 et P(wl)(e-b) = e~b, Ceci E&tant,
on peut trouver un nouvel élémentinvolutif L) de U tel que P(wz) laisse
invariants e, b et dl et transforme P(w])(cz) en d2. Par itération,
on arrive 3 trouver une suite d'&léments involutifs (wl, Wos eses wp) de
U telle que P(wp) ° P(wp_]) 6 see o P(wl) transforme (e],..., ep) en
(dl""’ dq) et laisse e-b invariant et,comme e est invariant par les

P (wi) , ¢'est terminé,

COROLLAIRE. - Dane toute R-algébre de forme réelle ¥ deux décompositions
en s.o0.t.p. d'un méme idempotent comportent le méme nombre de termes.

Preuve. - Ceci est trivial lorsque ¥ est simple, compte tenu de 1'exis~
tence d'un automorphisme intérieur & transportant l'une de ces décompo-

sitions en une partie de 1'autre sans modification de 1'idempotent. Sinomn
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il suffit de considérer la décomposition canonique

V=“V1®...®*Vr

en facteurs simples ; tout idempotent se décompose en un systéme ortho-
gonal d'idempotents :

b=b+ ... +b ;b €Y, ..., b € ¥,

ce qui fait que toute décomposition de b en s.0.i.p. se disloque en une

décomposition de bl en s.o.i.p., une décomposition de br en s.o0.i.p., etc.

DEFINITION. - Ce nombre de termes ainsi assocté d tout idempotent b

d'une R-algébre de forme réelle s'appelle le degré de b (on le note
deg(b)).

THEOREME 1. ~ Soit U une algébre de Jordan de forme réelle de dimemsion
finie. Alors il existe une R-forme linéaire wnique

Tr : U+ R
telle que, pour tout idempotent c de U, Tr(c) = deg(c).

Preuve. - Si une telle forme linéaire existe, elle est déterminée sur

un élément x de AU au moyen de la décomposition canonique en s.o.i. :

on a, en effet, par linéarité :

r
Tr x = ifl )‘ideg(ci).

Pour construire une telle forme linéaire, on considére un s.t.o.i.p.

(cl,..., cn) de U et, pour tout x € U, la décomposition de Peirce
relative i c; ¢

. . + x.

x = )‘icl T2 Y ¥ 0
n

il est clair alors que x = I A; est une forme linéaire. Reste & voir

que, s8i x est un idempotent 1=1 primitif, cette somme de scalaires

réels vaut |, or on sait, d'aprés la lére remarque suivant le lemme de
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(I.5) que, si

d= 84 1740

2
est la décomposition de Peirce d'un idempotent primitif d relativement

a c,
i?

c, = 6.d + ¢, + c
i i i,

1 i,0
2
est la décomposition de Peirce de c¢; par rapport i d; d'ol :
n n n n
e= ZTc.=(Z 6.)d+ Tec. + 3 c.
i=l j=1 ! im] Yoo imp 140
ce qui réduit 3 :
n n n
Z6, =1, Z c, =0, ze, = e-d,
jmp 1 i=1 T j=1 129

DEFINITION. - Tr(x) est appelé la trace de x.
COROLLAIRE 1. - Tr est invariant par tout automorphisme de I'glgébre

de Jordan U.

COROLLAIRE 2, - Powr tout idempotent ¢ de U, Tr s'annule sur le sous—

espace ﬁlllz(c).

Preuve. - Si w est 1'élément involutif associé & ¢, on sait que, pour
tout x € Qil/z(c), P(w)(x) = -x d'oli, compte tenu du corollaire 1,

Tr x = -Tr x.

THEOREME 2. - Sur toute algébre de forme réelle de dimension finie, la
trace est une forme linéaire associative, 7.e., powr tout triple(a,b,c)
d'élémente de U, on a :

Tr(a(bc)) = Tr((ab)e).

Preuve. - Il est clair qu'en raison de la linéarité de Tr , on peut se

limiter au cas ol b est un idempotent primitif. Notons alors .

a=2b, + 3179 * & ’ c=ub, + cl/z +c

°
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les dé&compositions de Peirce de a et ¢ par rapport 4 b. Il est aisé de
s'assurer que

- =X -2 1 -1
a(be) - (ab)e = - 8177 T % Sl * 7 %eClyp T T 81 5%
i.e., en résumé, cette différence appartient d ‘U-l/z(b) et il suffit,
pour conclure, d'appliquer le corollaire 2 du théoréme 1.
c.q.f.d.
La trace permet de munir toute algébre de Jordan U de forme réelle,

et de dimension finie, d'une structure hilbertienne canonique ; de fagon
précise :

THEOREME 3. - L'gpplication (x,y) > Tr(xy) est une forme bilinéaire
symétrique définie positive sur U .

Preuve. ~ La bilinéarité symétrique de cette fonction réelle résulte

évidemment de la linéarité de la trace et de la bilinéarité symétrique

du produit de Jordan. Reste & voir que Tr x2 > 0 sauf pour x=0, En effet,
n

pour toute décomposition x = I MiCss d 1'aide d'un s.t.o0.i.p. (ci), on

n i=|
a ‘rn2 = X u? et il s'agit bien 13 d'une quantité positive qui ne s'an-
i=1

nule qu'avec tous les My

DEFINITION. -~ La topologie ainsi définie sur 9l &'appelle la topologie
canonique.

6. ELEMENTS POSITIFS.

Soit 9 une algébre de Jordan de forme réelle et de dimension finie.
Un €lément x de YU est dit positif (resp. strictement positif) si danms
r
sa décomposition canonique x = 3 Ajc; tous les coefficients sont 2 0
i=1
(resp. > 0). Il est clair que ceci signifie aussi qu'il existe un

s.t.o.i.p, (dj) et une famille (uj) de nombres # O (resp. > 0) tels que

x = Eujdj. Notons aussi que les éléments positifs de 2/ sont exactement

les carrés yz, ye U.

Voici un résultat dont 1'intér@t tient & l'ampleur de ses conséquences :
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PROPOSITION 1. - L'ensemble P des éléments positifs de U posséde les
propriétée suivantes :

1) Pour tout couple (x,y) d'éléments de P , Tr(xy) = 0.
11) Inversement,si un élément x de U est tel que, pour tout élément y
de P, Tr(xy) 20, alors x est positif.

Preuve :
ii) Soit x = X a.a, la décomposition canonique de x. L'hypothése assure
alors que, compte tenu de ce que toutr idempotemt est positif,

a. &« Tr x.a. =0.
i i

i) Soient (ci), (dj) deux s.t.o0.i.p. et O‘i)' (uj) deux familles de nom-
bres positifs tels que :
= Zi.c. = Z u.d..
x licl y quJ
: =2 . c.d..
Alors : X.y Ai“_] clcl:l

11 suffira donc de prouver que, pour tout idempotent primitif d,

Tr c;.d 2 0. Or si :

d=Xec, +d,, +d
11 1
Z

est la décomposition de Peirce suivant c;y O a

i,0

1
cid )\ici + 5 di,_l_
2
d'oi

Trc..d = A,
1 i

compte tenu de (5., th. 1, cor. 2). Or on sait que 0 < )‘i < |

COROLLAIRE 1. - 2 est un cdne convexe fermé et, en particulier, toute
somme finie d'éléments positifs est un élément positif.

COROLLAIRE 2. - Pour tout couple (x,y) d'éléments de U, il existe un &1é-

ment z de U tel que x2+y2 = zz.

COROLLAIRE 3. - Pour toute suite finie (x,...,x ) d'éléments de U, om q

2 2
= )y = - =
x1+...+xn 0 X cee = x =0,
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PROPOSITION 2. - Deux éléments positifs x et y de U sont orthogonauz
(f.e. xy = 0) dés que Tr(xy) = 0 .

Prewve. - Soit x =2 Aje, ety =2 “jdj des décompositions suivant des
s.t.o.i.p. avec des coefficients positifs. Alors 1'hypothé&se assure que
Tt(ci.dj) = 0 pour A, uj ¥ 0. Pour s'assurer que x.y = O il suffit de
supposer que x et y sont deux idempotents primitifs.

Mais alors, si
y=Ax+yl/2+y°
est la décomposition de Peirce de y suivant x, on a :

xyskxq.l

d’ol 0= Tr(xy) = A,

ce qui entraine y = y,.

THEOREME 1. - L'intérieur de 2 (pour la topologie canonique de U ) est
consgtitué par les &léments strictement positifs de 4U.

Preuve. - Si x € @ n'est pas strictement positif,alors dans sa décom-

position canonique x = '51 Xici un des coefficients (on peut supposer
1=
H

que c'est le premier) est nul ; il est clair alors que la suite

1 T
X =-=c. .+ X A.c.
n n 1 . 11
1=2

est une suite d'éléments non positifs de U qui tend vers x. Reste donc

& voir que tout élément strictement positif x de % est intérieur 3 2 .

r
Soit x = X xici la décomposition canonique de x ; on a alors
i=] r
inf A, = A >0 et)de Z ¢; = e,on déduit que x s'€crit sous la forme

i=]
X = dety, YE P et, comme P est un cOne convexe, il ne reste plus qu'a
montrer que 1'unité e est intdrieure 3 £ . A cet effet, considérons la
boule-unité ouverte

B={ye @ ;Try’ <1}

. 5 -]
1.e., y= X “jdj €tant la décomposition canonique de y € B, Z u§ <1
j=1 j=1

97



Quelques applications géométriques des algebres de Jordan

a fortiori tous les |uj| sont <1 ; d'ot
s
yEB = e+y = I (l+y,)c..E P .
PR I

Remarque. - Du corollaire 1 de la proposition 1, il résulte qu'on défimit
sur toute algébre de Jordan U de forme réelle un ordre compatible avec
1'addition en posant x 2y si, et seulement 8i, x~y est positif, i.e.,

est un "carré parfait" zz.

Nous allons voir que cet ordre induit sur 1'ensemble des idempotents
de % 1'ordre fondamental défini dans le Chapitre 1. A cet effet, nous

aurons besoin de ceci :

LEMME. - Sotent x un élément positif de ‘U et b wun idempotent primitif
de U. Alors, dans la décomposition de Peirce :

x=Ab+x]/2+x°,

le nombre )\ est positif.
Preuve. - De

xb = Ab + %-xl/z )

on déduit, compte tenu de (5, th. 1, cor; 2) :
Tr(xb) = A,

et A est positif par la proposition 1.

PROPOSITION 3. - Soient a et b deux idempotents de U tels que a-b sgott
un élément positif x de U. Alors x est wn idempotent orthogomal Q b.

Preuve. - Par récurrence sur le degré de b, compte tenu de (prop. 1, cor. 1),

on se raméne au cas ol b est un idempotent primitif.
Soit X = Ab + Xl/9 + x,
la décomposition de Peirce de x relative 3@ b. Alors :

a= (l+)b + xl/2 + X,
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est la décomposition de Peirce de l'idempotent a relative & b d'ol :

1#0b + x, = A%+ ()30 4 (1)

172
et, par conséquent :

(1+3)A + Tr b(x, )2 + Tr bx> = 0 7
1/2 (o)

ce qui, par associativité de la trace,se réduit a :

(40X + 4 Te(x, )2 =0,
2 1
/2
et comme, d'aprés le lemme,) =0, et Tr:(xllz)2 # 0, il s'ensuit
ue )= 0 et Tr(x )2 = 0, d'ol x = O,de sorte que x=x_ et, par consé-
q 1/2 1/2 ’ °
2

2 N
quent,a = b¥Xx d'od x"=x.
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CHAPITRE 3

DOMAINES DE POSITIVITE

1. DEFINITIONS ; GENERALITES.

Soit X un espace vectoriel topologique réel. Pour toute forme bilin&-
aire symétrique f, continue sur XxX, notons Ker £ 1'ensemble des a € X
tels que, pour tout x € X, f(a,x) =0 ; c'est un sous-espace vectoriel
fermé de X. Si Ker f = {0} (resp. Ker f # {0}) on dira que f est régu-

liére (resp. singuliére).

DEFINITION 1. - On dit qu'un ouvert Y de X est f-posttif si, pour tout
couple (a,b) d'éléments de Y, f£(a,b) 2 0. Par continuité de f, ceci reg-

te vrai pour tout couple (a,b) d'éléments de 1'adhérence Y de Y.

PROPOSITION 1. - Sofent Y un ouvert f-positif de X et a € Y. S'il existe
y €Y tel que f(a,y) = 0, alors a € Ker f.

Preuve. -~ Y &tant ouvert, pour tout x € X il existe A >0 tel que
y+AixeYdoi: '

0 <f(a, y*Xx) = £f(a,y) + Arf(a,x) = M (a,x).

Ainsi, pour tout x € X, f(a,x) =0, ce qui, par linéarité par rap-

port 3 x, donne f(a,x) = O.

COROLLAIRE 1. - S (-a) appartient ¢ Y lui aussi, alors a € Ker £.

Preuve. - Par continuité de f, on a alors, pour tout y € Y, f£(a,y) 20
et f(-a,y) & 0;d'od £(a,y) = O.

COROLLAIRE 2. - S a€ Y \ Ker f alors, pour tout y€ Y : £(a,y) > 0.

Preuve. - Ceci résulte par contraposition de la proposition 1, compte

tenu de ce que, pour tout couple (a,b) de points de Y, f(a,b) = 0.
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DEFINITION 2. - On dit qu'un owvert f positif non vide Y de X est wn

domaine de positivité de caractéristique f 87 un point x de X appartient
& Y dés que, pour tout a € Y\ Ker f, f(a,x) > 0.

PROPOSITION 2. - Soit Y un domaine de positivité de X de caractéristique
f. Alors :

7) Y est un cdne convexe.

1) Pour tout x € X\ Y 71 existe a € Y tel que £(a,x) <O0.

Preuve .-

i) Soient v, et vy, deux points de Y. De (prop. 1, cor. 2) on déduit que,
pour tout a € Y\ Ker f : f(a,y) >0 et f(a,y,) >0, d'ol

f(a,y] + y2) > 0. Mais alors, en vertu de la définition,y‘ ty, €Y.

De la méme maniére, on montre que pour tout y € Y et tout X >0, Ay € Y.
ii) X\ Y étant un ouvert de X, pour tout y € Y il existe A > O tel que
x + Ay € Y. Si pour tout z € Y on avait £(x,z) = 0 il en résulterait

alors :

f(z,x + Ay) = £(z,x) + Af(z,y) > O

ce qui, en vertu de la définition 2, donnerait x + Ay € Y ; or ceci est

en contradiction avec x + Ay & Y.

COROLLAIRE !. - Ker f C Y\ Y.

Prewve. - De ii) il résulte clairement que Ker £ C Y et, comme il est

évident que Ker f NY = @, c'est terminé.

COROLLAIRE 2. - Pour toute autre caractéristique g de Y, on a :

Ker g = Ker f£.

Preuve. — Si a € Ker f, alors -a € Ker f ; ainsi a et -a appartiennent
ay d'aprés le corollaire 1, ce qui, en vertu de (Prop. 1, cor. 1), don-
ne a € Ker g. En intervertissant le rSle de f et g, on aurait

Ker g C Ker f£,

PROPOSITION 3. - Désignons par X 1'e.v.t. séparé quotient de X par Ker £

et par t la forme bilinéaire symétrique réguliére induite par f sur X.

Alors, pour tout domaine de positivité Y de X de caractéristique f, 1'i-
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mage canonique Y de Y dans X est un domaine de positivité de caractérig-
tique £.

Preuve. - 11 est clair que Y est un ouvert de X (la définition 2 entrai-
ne que Y + Ker £C Y) et que cet ouvert est f-positif. Si ye Y\ Ker £,
alors il est aisé de s'assurer (grace i prop. 2, cor. 1) que 5’6 ¥\ {6}.
de sorte que,si xE€ X est tel que, pour tout }"G 'i\ {6}, f(i,)}) > o0,
on a alors, pour tout x€ X et tout y€ Y \ Ker £, £(x,y) > 0, d'od

x& Y, i.e. xei'

Nota bene. - Cette proposition permet de supposer que X est séparé et f
réguliére.

Voici une propriété intéressante des domaines de positivité qui,

cependant ne les caractérise pas.

PROPOSITION 4. - Tout domaine de positivité Y de caractéristique f est

maximal parmi les ouverts f-positifs de X.

Preuve. ~ Soit Z un ouvert f-positif contenant Y. Si x € Y, il existe,
en vertu de la définition 2, un a€ Y\ Ker f tel que f(a,x) < 0. Or, en
vertu de (prop. 2, cor. 1),un tel a appartient & Z\ Rer f ce qui,
compte tenu de (prop. 1, cor. 2),donne pour tout z € Z, f(a,z) > 0;de

sorte que x & Z.
Par contre, la propriété suivante concerne la frontisre
Fr(¥) =Y\ Y.

PROPOSITION 5. - Pour tout a € Fr Y\ Ker £, il existe b € Fr Y\ Ker £
tel que f£(a,b) = 0.

Preuve. — En vertu de la définition 2, il existe b € Y\ Ker £ tel que
f(a,b) € 0 et comme on a aussi f(a,b) =0, il en résulte que f(a,b) = Q.
De plus, d'aprés (prop. !, cor. 2), b¢ Y, ce qui donne bien en définji-
tive b € Fr Y \ Ker f.

COROLLAIRE. - Pour qu'un ouvert de positivité Y de caractéristique f de X
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goit un domaine de positivité, il faut et il suffit que Y soit 1'inté-

rieur d'une partie Z de X possédant les propriétés suivantes :

1) un point xE€ X appartient d@ I dés que pour tout z€ Z\ Ker f ,
f(z,x) = 0.

1) Powr tout x€ Z\ Y 71 existe y€ Z\ (YU Ker f) tel que f(x,y) = O.

Preuve. - Si Y est un domaine de positivité&, c'est un cdne convexe ou-
vert d'ol Y = % et Y vérifie i) et ii). Réciproquement, du fait que Y
soit un ouvert de positivité et de i), on déduit que Z est un cone con-
vexe fermé d'od Z=Y ; de ii) on déduit alors qu'un point x€ X appar-
tient & Y dés que pour tout z€ Z\ Ker f, £(z,x)> O.

Un premier exemple. - Dans le plan Rz, les cOnes convexes ouverts sont
les intérieurs des angles de sommet 0. Si, pour le produit scalaire eu-
clidien de R2, un tel angle est un domaine de positivité&, la proposition
5 assure que les cOtés de cet angle sont perpendiculaires de sorte qu'on
peut affirmer que les domaines de poeitivité des espaces vectoriels eu-
clidiens de dimension 2 sont les intérieurs des angles droits.

2. LE DOMAINE DE POSITIVITE D'UNE ALGEBRE DE JORDAN DE FORME REELLE.

Soit % une algébre de Jordan de forme réelle et de dimemsion finie.
Désignons par %" 1'ensemble des éléments "strictement positifs" de ¥
c'est-3a-dire des &léments x#0 tels que dans la décomposition canonique
x 'Zlici tous les Ay soient > 0. Il revient au méme de dire que ce
sont les combinaisons linéaires & coefficients > 0 d'un s.t.o.i.p. quel-
conque de % . Cet ensemble a* a déja été &tudié au chapitre 2 ; on a
vu, en particulier, que c'est l'intérieur de l'ensemble des x2, x€ 4%,
et que ce dit ensemble satisfait aux conditions de la proposition 5 du
§ 1. Il reste donc & voir, pour s'assurer que @ est un domaine de posi-

tivité,que, pour tout couple (x,y) d'éléments de ‘W"', Tr(x,y) > 0 ; or

81
= E A.c. ’ = 2 «+Q,
X 1% H Yy quJ
sont les décompositions canoniques de x et y, on a

Tr(xy) = Z )‘iuj Tr(cidj)’
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tous les produits )‘iuj sont > 0 et, comme tous les ¢; ne sont pas tous
orthogonaux aux dj’ on dispose au moins d'un couple (i ,j,) tel que

Tr(ci dj ) >0 et, comme tous les Tr(cidj) sont & 0, c'est terminé.

e °
Notons aussi qu'on peut caractériser autrement ce domaine de positi-

L+
vité U .

DEFINITION. - Un élément x d'une algébre de Jordan WU & unité e est dit
inversible s'iZl est inversible dans 1'algébre associative ¥ (e,x). Il
est clair que, lorsque U est de dimension finie, ceci a lieu si, et

seulement 81, il existe un polyndme p(X) = §31x1 tel que :
i=1

p(x) = e,

ce qui assure en particulier que les valeurs propres de x sont toutes
non nulles. Cette remarque permet dans le cas d'une algébre de Jordan W
de forme réelle de caractériser les éléments inversibles de U au moyen
de la décomposition canonique : pour qu'un élément x de décomposition
canonique :

X = f )\ici
soit inversible, 7l faut et il suffit que tous les coefficients A sotent

non nulg; d partir de ld, 71 est clair que :

PROPOSITION 1I.

at = {x2 ; x € Inv 4},

Inv % étant 1l'ensemble des éléments inversibles de U.

Pour 1'étude du domaine de positivité d'une algébre de Jordan de
forme réelle, notons qu'on peut se ramener au cas d'une algdbre simple ;

en effet :

PROPOSITION 2. - Pour tout couple (¥ ,¥") d'algébres de Jordan de forme

réelle, on q :

(@ xvY =t xv*.
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Preuve. - Comme il est clair que a’ x V+ C (¥ x 1’)+, il ne reste

plus qu'd montrer l'inclusion inverse & savoir que :

%,7) €E (U x ¥)' =wxe @* et yev",

Or, pour tout couple (a,b) € @1"' x 'I/'+, on a (a,o0) eqf x ¥’ et

(0,b) € W x ¥ d'od :

Tr(x,y)(a,0) > 0 et Tr(x,y) (0,b) > 0
i.e. : Tr(x.a) > 0 et Tr(yb) > 0
d'ol xe u’ et y € yv*,
c.q.f.d.

Ceci va permettre de donner une interprétation géométrique intéres-

sante des idempotents primitifs de %.

DEFINITION. - Rappelons qu'une génératrice G d'un cbne convexe T est
dite extrémale s'il existe x € G\ {0} tel que :

X = y+z et yer etz == ye€6 etze G,
THEOREME. - Pour qu'un élément non nul x de " soit colinéaire d wn
idempotent primitif 71 faut et 11 suffit que la demi-droite {3x ; A 3 O}

. P . a - vad
801t une génératrice extrémale du cdrne ¥ .

Preuve. - Considérons une décomposition

r

X = 2 u d ’ MY > 00

i=] 1
(di) étant un s.t.o.i.p.; 1'un des coefficients v étant non nul, on
peut supposer qu'il s'agit de “l‘ Si Ax, » > 0, n'est pas un idempotent
ptmtlf 1'un des Uyo i 22, n'est pas nul et on a alors avec y = U dl
et z = 2 uld une décomposition x = y+z,y,z EW et y.z = O, de sorte

i=2

.z . +
que la génératrice de 4/ passant par x n'est pas extrémale.

Réciproquement, considérons un idempotent primitif d de 4 et mon-

+ .
trons que la génératrice {Ad ; A = 0} est extrémale dans ¥ . Soit :
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d = y+z , veu et zea'.

Notons

y=kd+y1/2+y°

la décomposition de Peirce de y relative 3 d ; alors :

z = (1-))d - yl/2 -vy,

est la décomposition de Peirce de z relative i d, ce qui fait que si

w = 2d-e est 1'élément involutif de % canoniquement associé a d, on a @

o

P(w)y = M - yl/2 +y

et, comme il est clair que T est stable par les automorphismes de ¥,

ona: AMd - y1/2 +y,€ qy; d'oli, puisque U" est un cbne convexe :
] %
M+ y = -2-(y+P(w)y) €U .
De méme, en considérant z au lieu de y, on obtient :

(1-N)d-y, e " .

T
Mais, comme on peut &crire y, = Z “idi avec des di tels que
i=1l —_—
(d,d,, ..., dn) soit un s.t.o.i.p. , M+ y_ € a* implique que les ug

sont tous positifs alors que (1-0)d-y, € 4 implique que ces mémes vy
sont tous négatifs;d'ol y, = 0.
On a donc :
= Ad +
y= Y1),

+ » - - L
et, comme y € %, il existe u € % tel que y = u2. Mais la décomposition

de Peirce de u relative 3 d :

u =ud +‘H/2+ u,

fait que (u]/z)2 est un E€lément positif de 1'algébre de Jordan de forme

réelle % (d) ® %,(d),ce qui, compte tenu de la proposition 2, permet
1

d'écrire :

(u1/2)2 = v2 + w2 , v E qy](d), w& YU, (d).
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Mais alors :

uf + w2= y, =0

d'ol u, = w = 0 et ceci entraine la nullité de ul/, aussi et, en défini-

3 2 » - . - o -~
tive,y = u d, et on montrerait de méme que z est colindaire i d.

Remarque. - Cette propriété permet de caractériser le cOne positif d'une
algébre de Jordan de forme réelle complitement décomposable i.e. d'un
espace R". Rappelons a cet effet qu'un cOne est dit simplicial s'il ad-
met un simplexepour base ; dans ces conditions, d'aprés un célébre théo-
réme de Carath&odory (cf. Rockafellar), la décomposition d'un &lé&ment de

cette base en un barycentre positif de points extr@maux est unique, d'ods

COROLLAIRE. - Pour que le cone de positivité d'une algébre de Jordan de
forme réelle U et de dimension n soit simplicial, il faut et il suffit
que U soit isomorphe & R™.

Preuve. - Cette condition est évidemment suffisante. Réciproquement, si
le cOne de positivité de % est simplicial, 1'unité de % se décompose
en un s.t.o.i.p. unique, 3 l'ordre prés il n'existe alors qu'un seul
s.t.o.i.p., ce qui permet une décomposition de tous les &léments de
suivant les mémes idempotents primitifs, i.e., en bref, le degré de 9

< N . . \ . n .
est €gal 3 sa dimension n ce qui ne peut se produire que pour R, & un
isomorphisme prés.

3. UN EXEMPLE REMARQUABLE.

I1 est clair que l'algébre de Jordan % = R x ¥ d'un espace quadra-
tique réel (7¥,Q) est de forme réelle si, et seulement si, Q est définie

. . e e e ot
positive., Le domaine de positivité # est alors :

(6, ) €ER xV s t2>Q(x) et t >o0)

Dans le cas notable oli ¥ est 1'espace euclidien R3, on retrouve
ainsi le cOne du futur de 1'espace de Minkowski Ra. Notons aussi qu'on

peut alors identifier, au moyen de :
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Xo x]i + xzj + x3k

(x°! x]! x2) x3) — Y

-x]i - xzj-x3k X,

1'algébre de Jordan % 3 la sous-algébre de Jordan de J%(H) constituée

par les matrices :
a b

b a
ol a ER et b est un quaternion pur. Cet isomorphisme transporte le pro-

duit scalaire euclidien de R4 en le produit scalaire

AcB + BoA

(A,B) — 3 Tx ).
2
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CRAPITRE 4

COMPOSANTES CONNEXES DE L'ENSEMBLE DES ELEMENTS INVERSIBLES

1. DECOMPOSITION DE BRAUN~KOECHER.

LEMME 1. - Soient % une K-algébre de Jordan quelconque et (a,b) un cowple

d'idempotents orthogonaux de #U. Alors :

0’71 (a) = (%, (b) N %,
/2 /

Preuve. - Du fait que b€ #_(a) et que ¥ (a) ¥

résulte que :

(a) @ ( M N % (a)).
2a)) %,/2) l/za)

(8 C &, (@), il

q =
1/2(® = (Z,0) N0y @) @ (), (0) N 4y () @ (7, () N &y (@),

Mais comme bx = x et ax = %— x entrainent (a+b)x = % X, alors que a+b est un

idempotent de %, on a U,(b) N 0111/2(41) = {0},

LEMME 2. - Soient a, b, ¢ trots idempotents deux Q deux orthogonaux de .
Alorse :
N C .
%llz(a) %1/2(b) U, (c)

Prewve. - Comme c € ¥ (a) N %, (b), %1/2(8) N Qlllz(b) est stable par
L{c) d'ou :

‘?11/2(&) N Wy ,,0b) = %y, 0 ¥, )N ()

)0 % ()

@”?ll/z(a) N %1/

() N ‘?ll(c) ;

o, " %),

mais, le systéme (a,b,c) &tant orthogonal, on a :
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U (a) N U
2 1

CYNAN4
1/ 2 l

Z(C) = {0} = %]/z(a) N %1 2(b) N qll(c).

/

/ /

LEMME 3. - 57 % admet un systéme total orthogonal d'idempotents
(cyseeesc ), alors, pour tout i € [1,d, ona:

U ) = & % N U .
1/2ep) o 1/z(cl) ,/Z(CJ)

Preuve. - Par changement de numérotation, on peut supposer i=1 ; les

cj, j # 2, constituent alors un s.t.o.i. de Q]b(cz), ce qui permet de

procéder par récurrence sur n 3 partir de 1'égalité fournie par le

lemme 1

v () = (@) 0 @

(c,) ® (%
/

(e) N %, (c)))

/2 /72

et du fait que, si on pose %o(cz) = ¥V

0?/1/2(c1) N U,(cy) = ‘I/I/z(cl),

alors que, grace au lemme 2 on a pour j & {1,2} :

‘V(c]) N *l"(cj) = %] 2(c:l) N ”?ll/z(cj).

/
THEOREME DE DECOMPOSITION. - Soit % ume algébre de Jordan de forme réelle
de dimension finie m et de degré r. Considérons un s.t.o.i.p. (cl,..-.cr)

de U et posons, pour tout couple (i,j) d’'indices de [1,r], tels que
i<y

Alors :
1) Tous les espaces vectoriels réels %ij ont la méme dimension q.

r
i) U = R c. ® (D  U..).
i=1 v i< 1

112) La décomposition ii) est orthogonale pour la forme trace (a,b) +s Tr(a.b):

Preuve . :

i) Soient (i,j), (i',j') deux couples d'entiers de [1,r ] tels que i < j,
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et i'< j'. On sait qu'il existe alors un automorphisme intérieur P deq

= = "ot -
tel que P(ci) v et P(cj) cj,, d'ou P(?lij) QIi.j..

ii) Ceci se démontre par récurrence i partir de

"Il-RchB U

1/2(01) e %,(cl) )

compte tenu de o?ll/z(cl) = @ %ij (lemme 3) et de ce que, gréce au
lemme 2 : i<j

1 <§i < j == %ij C U, ().

iii) si (i,j) # (i',j"), on a :

%ij C “Ilo(ci,) ou “Wij C "W,(cj,)

d'ol :

U,..¥U.v.e C U

lJ i J I/Z(Ci') ou %ija %i'j' C ql/z(cjl)

et, comme on sait que la forme trace s'annule sur les espaces ‘911/2(.),

on voit bien que qlij et a”i'j' sont orthogonaux pour la structure hil-
bertienne canonique de ¥ .

Par ailleurs,pour 1 €i <j K r et pour un indice k € [1,r ldistinct
. - '
de i et j, c, %ij {0} d'aprés le lemme 2, alors que <y q‘ij C q”/Z(ci)
et ¢, Y. C U .
€ et 172¢¢3)

Voici une application importante de ce théordme de décomposition :

T
PROPOSITION 1, - Sott x = X% Aje; wn élément de U ee décomposant "eim-
i=]
plement" suivant le e.t.o.t.p. (cl....,cr) (t.e. tout tdempotent canoni=-
que de x ¢st une sorme de ¢;). Pour que L(x) 8ot inversible dans 1'anneau
L(U) des endomorphismes de 1'espace vectoriel &, il faut et il suffit
que x goit inversitble dane U (i.e. tous les A; eont nom nule) et que pour

tout cowple (i,j), 1€i<j<x, on ait Ay + }‘j $ 0.

Prewve, - Tout &lément y de ¥ se décomposant en :
y = % uici + i E jyij ’ yij € qlij,
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on a alors : e

= s G )
xy ileulcl + i Ej 2 Yij'
Ainsi, s'il existe un couple (i,,jo), | <i, < Jo< r, tel que

)\i +>\j = 0, pour tout Elément y#0 de olli 5 (et il en existe du fait

] [ 0Jdg

que les o”ij sont tous non réduits & o), on a xy=0, i.e. L(x) n'est pas
inversible dans £(%). Pour la réciproque,il suffit de remarquer que
1'existence d'un y#0 tel que xy = O implique soit que l'un des )‘i est

nul, soit que Ai”‘j = 0 pour un certain couple (i,j), 1 €i <j <r.

COROLLAIRE, - Pour tout x € %+ ou x € —0Il+, L(x) est inversible dans
LCU).

2. LA RACINE CARREE DANS LE DOMAINE DE POSITIVITE ‘u+.

PROPOSITION 1. - L'application ¢ : x x’est un difféomorphisme C” de

at .
U sur lui-méme.

Preuve. - Il est clair que cette application est bijective et que
D? (x) = 2L(x). Mais,comme L(x) est inversible dans L(%), d'aprds le
corollaire précédent, ¢ est bien un difféomorphisme d'aprés le théoreme

des difféomorphismes locaux.

COROLLAIRE. - L'application x —+ +/x, tnverse de ¢ sur U* est wn dLfféo-
morphisme ¢ de AU” sur lui-méme.

Pour pouvoir faire une &tude différentielle de 1l'ensemble #n % des
éléments inversibles d'une algdbre de Jordan ¥, il convient de noter le

résultat général que voici :

PROPOSITION 2. = Soit (%,e) wne algébre de Jordan réelle de dimensiom
finie @ unité e. Alors l'ensemble $n U des éléments inversibles de ¥

est un ouvert pour la topologie canonique de U.

Preuve. - Remarquons tout d'abord que l'ensemble des Eléments x € ¢/ tgi.
que L(x) soit inversible dans L(%) est un voisinage ouvert ¥ de e,du
fait que L est continue et que l'ensemble des &léments inversibles de

1'algébre associative L@ ) est un ouvert de cette algébre.
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T .
Soit x, € #n % . Il existe alors un polyndme P,(X) = I a X' sans
i=1] 1

-1 . .
terme constant tel que P (%) = e et alors P, (¥) est un voisinage ou-
vert de x, dans % en raison de la continuité de P_et,comme il est clair
que P-1(‘1/) C #n 9, c'est terminé.
-]

PROPOSITION 3, - Soit U une algébre de Jordan de forme réelle de dimen-
sion finie. Notons I(4) l'ensemble des &lémente involutifs de U. Alors
on définit we surjection canonique ¢ de fn U dans I(4l) de classe C
en posant pour toute décomposition canonique :

X = {3 )\ici .
o(x) = Z ——Lci.
il
4
De fagon plus implicite, on a o(x) = P(4/x2)~H(x)

Preuve. - Pour tout y possédant les mémes idempotents canoniques que X,

-

l1.e.

y=Zuwe,

on a8

2. - 2
P(y)(x) = L(y)"x = Z PR
et c'est notamment le cas de :

4
Y21 1 )
& x) .z}\_.llzci /
1 l 1|
d'ol :

4 b _ A,
PG/ x2) VN (x) = (& D) TH) = T — .,

ol

Le caractére C de ¢ résulte alors du corollaire de la proposition 2.

3. LES ENSEMBLES Ik(‘ll)-

Dans tout ce qui suit U désigne une algébre de Jordan de forme réelle
de dimension finie n et de degré r. Notons I(%) 1'ensemble des &léments
involutifs de U. Un élément w € I(%) est dit de degré k si son idempo-

tent associé %(w-i-e) est de degré k ; ce nombre k est donc un entier com-

113



Quelques applications géométriques des algebres de Jordan

pris entre s et r. Notons que ceci signifie aussi qu'on peut trouver um

s.t.o.i.p. d,, 1 < 1 € r suivant lequel w se décompose em :

k - r
w= Z di - Z d,.
i=] i=k+1

De fagon plus generale le degré d'un élément x E.fnv 9! est défini
comme étant celui de 1'élément involutif o(x) = P(\/ 2) l(x) I1 est

alors clair que :

PROPOSITION 1, - Un élément x € Fnv(9) est de degré k 8l, et seulement
st, on peut trouver un §.t.o.t.p. (dl""’dr) tel que

X
X = El.d. Vi

i=1 11

OU Xjy.aey)y SONE > 0, alors que Meapreeosd, sont <o,

Notation. - L'ensemble des éléments de Snv(#) (resp. I(U)) de degré k
sera noté Jav, U (resp. I.(U).

PROPOSITION 2. - Pour tout entier k € [1,rl], 1,(4l) est un rétracte de
déformation de SFuv(¥U).

Preuve. - Pour avoir une déformation continue de .fnv 2 qui se réduise

3 1l'identité sur Ik(ﬂ), il suffit de poser pour :

r
X = iflk.di 3 >0 ; (di) ¢ s.t,0.i.p.
)\
H (x) = 2 (tA + (1-t) Yd..
¢ i=] |x| 1

1
L'importance des ensembles I 4 tient 3 ce que :

THEOREME. ~ Les I,(¥), 0 <k €r, sont les composantes connexes de I(YU)-

Preuve. - Compte tenu du fait que 1l'application continue Tr : U + R
prend sur chaque I, la valeur constante 2k-r, il suffit de montrer que
chaque I, est une partie connexe de . A cet effet,considérons deux 8.te

0.1.p- (cl,...,cr) et (c;....,c;) un systéme de coefficients €, = 13
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nous allons montrer par itération qu'on peut joindre w = X €, a
w' =3 eic]!_ par un chemin dans I (k étant le nombre de €, > 0). Rap-
pelons touf. d'abord (cf. II, 1, th. 2) qu'on dispose d'une sous-algébre
ﬂl de dimension 3, contenant c, et c;, isomorphe 3 celle d'une forme
quadratique définie positive ; ceci permet, si on désigne par e, 1'unité
de -ul, de disposer d'un &lément involutif v, de ‘le tel que
P(el-e + wl)(cl) = c;. Soit 2c]—e] = w, l'idempotent canoniquement asso-
cié a cy dans ‘U,l. Alors, du fait que I(QL]) est une quadrique ellip-
soldale, on peut trouver un chemin £ : [ 0,1 ]+ ﬂ] tel que £(0) = w,
et £f(1) = v d'ol, en posant g(t) = e, + £(t) un chemin g : [0,1] + U
tel que :

g(0) = e -etw, = 2c-e, g(1) = e -etw
et,puisque la représentation quadratique P : U + L (%) est continue,
P(g(t)) est alors un chemin de L£( % ) tel que P(g(O))(cl) =c, et

P(g(l))(cl) = c;; d'ol P(g(0))(w) = w du fait que g(0) est 1'élément in-

~

volutif associé 2 ¢, et que la composante de w suivant ‘Ul/z(cl) est
nulle. Mais alors P(g(t))(w) est un chemin dans Ik(‘u.) qui joint w a
r

w, = elc; + ii) s:iP(g(l))ci 3

2

mais comme c;, P(g(l))cz, . P(g(l))cr est un s.t.0.i.p. et que c; est
orthogonal 3 cé, on peut renouveler ce procédé sur le couple

(P(g(l))cz, cé) ce qui, par itération, fournit des chemins de Ik

WS Wt Wy e wr+w'.

COROLLAIRE., - Les ensembles Jnvk(?l) 0 € k < r sont leg composantes con-
nexes de l'ouvert Suv U.

Preuve. - Ceci résulte du théoréme précédent et de la proposition 2.

4. LES GROUPES Ok(‘U,).

On désignera par ok(Q(_) (resp. Gk("il,)) le groupe d'automorphismes de
1'algébre 2 (resp. de 1'espace vectoriel U) engendré par les P(x),
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x € Ik(?,l,) (resp. x € Jnvk("u)). Notons que la connexité de Ik('u) en~
traine celle de Ok(@L).

THEOREME 1 ..

1) 0,(U) = 0_(U) = (idy).

i1) Pour 1 S k < r-1 et tout cowple (c;), (c}), 1S i<s, de 5.0.i.p.
(systéme orthogonal d'idempotents primitifs de U), il existe ® € 0, (U)
tel que :

q:(cl) = c;, cees °(°s) =

Preuve. - Ceci se démontre par itération & partir d'une sous-algébre

(“u],el) de (U ,e) de dimension 3 contenant c, et c;, isomorphe a celle
d'une forme quadratique définie positive, ce qui permet d'avoir un élé-
ment involutif v, de ‘Ul tel que P](wl)c1 = c; (P1 ! représentation qua-

dratique de ﬂl). En remplagant alors dans 1'élément involutif e-e, +w

de 9, e-e, par un €lément involutif de degré& k-1 en jouant sur le; l

coefficients canoniques (ei) de e-e;, on obtient un w € Ik(‘il.) tel que
P(w)c1 = c; et P(w)a = a pour tout idempotent orthogonal i c, et c;.
L'itération se poursuit alors comme dans la démonstration de (II.5. prop).

THEOREME 2. - Soit k € [0,d . Alors :

1) 1, (U) est un espace O, (U)-homogéne (i.e. c'est wne partie stable pour
0(k) et ce groupe opére transitivement sur elle).

1) Jnvk(‘?i) est un espace G, (4)-homogéne.

Preuve . —

i) Pour tout w € Ik’ on 8 P(Ww = w d'oli, en raison de la connexité de I

P(w)Ik(‘il) C Ik(‘lt)- Le fait que Ok(‘u,) opére alors transitivement sur:
Ik(Ql) résulte alors du théoréme |.

kt

ii) Pour x € jnvk(‘u), on a P(x) = x3, or x3 € Jnvk(‘lt) d'ol

P(x) Jnvk(‘d) c Jnvk(‘lt) en raison de la connexité de Jnvk(il,). Pour
s'assurer que Gk(ﬂ) opére transitivement sur fnvk(u) il suffit de
faire appel & 1'application canonique o : Sov, (U) + 1 (@L) : en effet,

pour tout couple (x,y) d'elements de fnvk(‘u) les elements

X = P(\/——z) I(x) et 7 = P(\/-z) l(y) appartiennent a Ik(‘u) et alors si
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® E ok(‘u) transforme x en ; on a :
4 4
s = 26/vD) o 0 0 P/ D) ().

Remarques .-

1) Sav (W ==~ Fav (U, 1 _ (QAU) = -1,(4).

r-k

+ ' R R +
2) Sav (U) =AU, on retrouve ainsi le fait connu que U est un

domaine de positivité homogéne.
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CHAPITRE V

LA STRUCTURE PSEUDO-RIEMANNIENNE DES J‘nvk(‘u)

/) désignera encore une algébre de Jordan de forme réelle de dimen-

sion finie n et degré r.

1. LE DETERMINANT,.

Le déterminant d'un &lément x de 9/ peut &tre défini 3 partir de la

décomposition canonique :

On a aussi, de fagon moins intrins&que, a4 l'aide d'un s.t.o.i.p. dj’
1 < j<r, suivant lequel x se "diagonalise" (i.e. chaque c; est une

somme de dj)

si

Exemple. - Reprenons celui fourni par 1'algébre de Jordan @ = R x ¥
d'un espace quadratique défini positif (¥,Q). Les idempotents canoniques
d'un élément non nul x = (g,x) sont alors %-(l, Q(x) 2 x) et

1 .
I T2
2(1, Q(x) “x), ce qui permet d'avo%r les coeff%cients de la décomposi-

tion canonique de X ; ce sont £+Q(x)2 et £-Q(x)Z d'oh :
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dét x = 52 - Q(x)
ce qui, sous une forme plus intrinséque s'&crit :
3D dét ¥ = 5((1r 7 - &)
du fait qu'on a alors

Tr(E QX) = 2%,

Notons que ceci donne pour tout €lément y de ¥ conjugué a x (i.e.

y = yl/Z dans la décomposition de Peirce relative aux idempotents asso-
ciés a x) :

an det(xry) = dét X - 4 Tr(y?).

Remarque. - Soit c un idempotent de 4/. Alors pour tout &lément x de ¥
dont la décomposition de Peirce relative i ¢ se réduit i

X=X°+Xl

(i.e. X1/ = 0), on a :

detaux = detQlel . det:‘u° X,

-~

o U = {yeU ;cy=y} et ={ye U ; cy=ol

Cette remarque permet, compte tenu de l'exemple précédent, de calcu-
ler le déterminant d'un &lément de U qui, suivant un s.t.o0.i.p.
dl""’dr se décompose en :

r

= .d,
y Z u +x‘3

59 3 , 1IKag<BST
j=1

’

x €Y .
af a
(Rappelons que, suivant la notation de IV, I.

Uge = Unjplay n U, .

119



Quelques applications géométriques des alg@bres de Jordan

On a alors en posant :

A, = T ®waQ, U =R +Rd, +U
€ {a.8) ’ I T T

et en se rappelant que Qil s'identifie 3 1'algébre de Jordan d'une forme

quadratique sur GUdB admettant d + d.  pour unité :

1 2
dét y = Tru..(uu-—Trx),
i€ fa,d 9B 2 T8
: r
griace 2 la formule (1') de 1'exemple précédent. Lorsque x = £ u.d. est
j=1

un élément inversible de 9L, le déterminant de y = X+X .0 s'exprime de
fagon plus intrinséque suivant :

2
1 Tr xaB

dét(x + xaB) = (1 - =, ) dét x.

Mot

Cette formule va se généraliser de la fagon suivante :

PROPOSITION (Regle 3 la Sarrus !). - Soit (d,,...,d ) wn s.t.0.i.p. de «U.
Considérons un élément x € SIuvU se diagonalisant suivant ce 8.t.0.i.Pes

t.e.
r
= 2 u.d. , .ER .
X j=1u3 f u
et prenons pour tout couple ((a,B), (Y,8)) d'éléments de 1'ensemble

{(i,3) 3 1 <i <j <r} un élément X € QLGB et wn élément x5 € ‘WYG.
Alors :

2 2
1 Tr xaB 1 Tr x s

dét(x+x +X ) = (] — o —— - ——L). dét x.
aB “y$ 2 HoMg 2 M Mg

Preuve. -~ Dans le cas ol les ensembles {a,B8} et {y,§} sont disjoints,
ceci se montre aisément en appliquant la remarque précédente & une décom—
position

)

x o= (x, +x0) () +x,
X = x°+xl

est la décomposition de Peirce de x suivant T d, ol J est une partie
jeyd
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de [1,r] contenant {a,B} et disjointe de {vy,6}.

Dans le cas oli les ensembles {a,8} et {y,8} ont un élément commun,
on peut alors, sous réserve de renuméroter les indices j, supposer B=y
et que, grace i la remarque précédente, YU se réduit i :

U =RrRd_ + Rd, + + + + .
o * Rdp * RE mus ausy QlaY
On est donc ramené au cas ol le degré r de U est &gal & 3. D'aprés Braun
et Koecher, % est alors isomorphe 2 1'algébre de Jordan ﬂs(K) oi K est

égal 2 1'un des trois corps R, € ou H ou encore & 1'algébre @ des octa-

ves de Cayley. On peut alors définir le déterminant d'une matrice hermi-

tienne
a a b ]
a B c
b < Y |

par la régle de Sarrus ordinaire du fait que a, B et y sont des nombres

réels. Dans le cas particulier qui nous occupe, x + %8 + Xgs s'identi-

fie 3 une matrice

Uy EaB 0
ag Ms  fgs| J
0 Egs ¥s

dét(x + x |2

2
as * ¥ge) = Va¥gs ~ |8qglTus = 15561,
et comme on a clairement :
UyHgHs = dét x ,

2 1 2 2 1 2
l6ggl” =3 Tr x,q » Bl =g Tr xgg
41 en résulte bien :

’ I | 2 _1 2
dét(x + X8 + xBG) = dét x 3 uGTr X8~ 7 Yo Tr Xgs
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Ce résultat va permettre d'établir le fait fondamental que voici :

THEOREME. - Pour tout élément x € #nv(U), le hessien %t de la fonction
£(x) = -Log|dét x| est égal a la forme bilinéaire symétrique

(u,v) r— Tr(P(x_l)u.v).

Preuve. — De la proposition précédente, il résulte clairement que, t et s
désignant deux variables réelles :

d2

dt as dét(x + tx(!B + SXY(S) = 0,

 tmg=0o

ce qui assure que les sous—espaces QIij sont deux 3 deux orthogonaux

pour ce hessien.

De méme, on prouve a partir de la formule :

2 2
~ s Tr ¥BY L
dét(x + tda + sxey) = (1 - ?T-Eg;;——a(l + :;)det X

valable pour o & {B,v}, que dan est alors orthogonal & q‘aB pour ce

hessien. Dans le cas ol o € {B,y}, e.g. o =B, on a alors :

2 Tr x2

3 By Y (1 + ii)dét X.

dét(x + td + s = (] = == ————
( ot SEyy) = (-3 Ggrou )

Cette formule apparemment plus compliquée donnant par équivalence, lors-
que t tend vers O,la méme forme que précédemment, on peut affirmer que

tous les di sont orthogonaux i tous les Q%ij pour le hessien de f.

La formule &vidente

d2 Gi’
_— f(x + td, + sd,) = —=d
dt ds t=s=0 1 h| “i“j

assure en particulier que pour i¥j, Rc, et ch sont orthogonaux pour D2f,

. - 2. .
Enfin, pour avoir la restriction de D°f & QLij remarquons que :

2
2 Tr x,. :
£(x + tx,.) = - Log(l - <= , — 1y _ 155 |a&t x|
1] 2 ]Jil-lj
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et de l'&quivalence, pour t tendant vers O :

2 Ir xi t2 Tr xi.
T log(l - 5 o) T -
1] 1]
on déduit que la restriction de sz a gllij est égale 3
(u,v) —s Tr u.v ,
ij
or :
LEMME i 1
i) Pour tout y € ‘Uij :
P(x—])y = y.
: H.U.
1]
Prewve :
i) On a évidemment :
-1 1 -1,2 1
R T ) dy =372
i i
dlot ¢
P(x—l)d. = 2x-l(x-ld.) - (x-l)zd.
i i i
2 1
= -2 - doo
(uiz u—iz) i
d. d.
-1 i
i) Xy = G+ Dy
1 J
1 1 1
s = (— + —)y.
2 ]J,i uJ'
o h? R
pe méme x )y =5+ =)y
TR T
1 J
d'Oﬁ * 2
- 1 1
P Dy = a7 - e Sy,
Hi 3 LY P
J i j
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2. QUELQUES REMARQUES SUR LA REPRESENTATION QUADRATIQUE.

Chez Braun et Koecher, on trouvera les résultats suivants relatifs
a la représentation quadratique P d'une algébre de Jordan de dimension

finie :

1° Pour tout couple (x,y) d'éléments de U, on a :

P(P(x)y) = P(x) o P(y) o P(x).

2° Un &lément x de 4 est inversible si, et seulement gi, P(x) 1l'est dans
L(U) et alors :

I P(x-]).

P(x)
2° Pour tout couple (x,y) d'8léments de Snv(U), P(x)y € Snv(¥).
De plus, si ¥ est de forme réelle :
LEMME 1. - Pour tout x € U, P(x) est auto-adjoint pour la forme
trace (u,v) = Tr uv.

Preuve., - Par associativité de la trace on a en effet :

Tr(L2(X)u.v) = Tr (fux2)v)

Tr(u(xzv))

Tr (u. L2 (x)v)

et

Tr(L(x)zu.v) Tr ((x(xu))v)

Tr(L(x)u.L(x)v).
LEMME 2. - La restriction de P 4 Snv(U) est injective.

Preuve. — Compte tenu du lemme 1, il suffit de montrer que la forme qua-
dratique ur— Tr(P(x)u.u) est non dégénérée, ce qui résulte trivialement

du lemme terminal du paragraphe 1.

LEMME 3. - Pour tout cowple (x,y) d'éléments de Sav(U) :

@ = plyyl,
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Preuve. - Compte tenu du lemme 2 il suffit de prouver que

PR@Y) ! = @& Yy Y.

Or, d'aprés 1° et 2° :

P(P(x)y) = P(x) o P(y) o P(x)
PG Dy e . rp)! . P

d'oi

P(R(x)Y) o PR )y !y = id g .

3. L'ESPACE PSEUDO~RIEMANNIEN SYMETRIQUE fnv(¥U).

Rappelons (cf. LOOS I) qu'un espace symétrique (réel de classe c)
consiste en la donnée d'une variété M et d'une famille d'applications
Sx : M+ M telle que :

a) (x,y)»— Sx.y soit de classe C .

b) Tout x € M est un point fixe isolé de Sx'
2 .

¢) Pour tout x € M, Sx = 1dM.

d) Pour tout couple (x,y) de points de M :

SX o Sy ° SX = S(Sxy)
i.e. 8i on pose Sxy = X % y, pour tout triple (x,y,z) de points de M :

x* (y»z)=(xny)* (x»2).

Dans ces conditions on peut construire une comnexion affine V uni-
que, sans torsion et invariante par les symétries Sx' Cette connexion est
compléte et elle est déterminée par les Sx. Si Exp est l'application ex-
ponentielle associée 3 V, on a :

Sx(Exp £) = Exp(-§).
8i de plus il existe sur M une structure pseudo-riemannienne g inva-

riante par les symétries Sx’ on dit que (M,g,sx) est un espace pseudo-rie-
mannien symétrique :
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THEOREME. - Powr tout cowple (x,y) d'éléments de SInv(U) on pose

X *®y = P(x)y-].

Alors Snv 4L est un espace pseudo-riemannien symétrique pour la

structure :
gx(u,v) = Tr(P(x_])u.v).
Preyve. - Du lemme 3 du paragraphe 2, on déduit

_, -1 -
x % (x *y) = P(x)(P(x)y l) = (P(x) o P(x l)y =y

et |
PRH)Y ) ®&)2

P(x)P(y) P (x)P(x) 'z
1)“

(x % y) * (x » z)

P(x) (P(y)z

x * (y % z),

De plus P(x)x_l = x et, du fait que P(x) est inversible, il résulte

que x est le seul point fixe de Sye

Reste & montrer que, pour tout couple (x,y) d'éléments de Jnv(QL)

et tout couple (u,v) d'éléments de U

gy(u,V) =g (DSx(y)u, DS_(y)v).

Xy
Or, d'aprés (LOOS I, p. 69), la dérivée de x'—-vx-l est -P(x-l), d'od
-1
DS_(y) = - B(x) o B(y)',

d'ol, aprés un calcul &lémentaire :

Bay DS, (U, DS (V) = Tr@ @ 'w @G v,

ce qui, en raison du fait que les P(z), z € 4 sont auto-adjoints par.

rapport 3 la forme trace, se réduit bien a

gx*y(DSx(y)u, DSx(y)v) = Tr(P(y-])u.v).
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COROLLAIRE 1. - Les SInv, (U), 0 <k < r, sont des espaces pseudo-riemm-
niens symétriques connexes.

Preuve. - 11 suffit de remarquer que les composantes connexes de Sav(U)
sont stables pour (x,y) v--»P(x)y_] du fait que P(x)x-] = x (Argument de

connexité standard !).

COROLLAIRE 2. - Pour tout couple (x,y) d'élémente de Jnvk(‘u) ona:

dét P(x)y = (dét x)2 dét y.

Preuve. - Ceci se dé&duit par connexité du résultat fondamental du para-

graphe 1 :

2 -
Dx(yo-—v- Logldet yl) " By

compte tenu de l'invariance de g, par les symétries Sx.

Remarque. - Ce résultat reste valable dans $nv(9/) grdce & la théorie

des mutations.

4. LES ESPACES RIEMANNIENS SYMETRIQUES Ik(ﬂ).

Rappelons que Ik(‘u) désigne 1'ensemble des &léments involutifs de ¥
de degré k.

THEOREME., - Ik(‘lt) est un sous—espace symétrique compact de Jnvk(‘lt).
défini négatif, de dimension s = k(r-k)q (q = dim Qlij).

Preuve. - Ik(GU) est un fermé de U et comme x € I‘i(QL) implique
Tr(xz) =Tr e = r, c'est un compact de U. Pour s'assurer que Ik(‘u) est
un sous-espace symétrique de Smv, () il suffit, d'aprs (LOOS I, p. 125),

de montrer alors sa stabilité pour la loi (x,y) =~ x » y.
Or, pour x € I(U) et y € Ik(‘ll,) on déduit & partir de la décomposi-

tion canonique

_.1 r
(y )=y = .Zleici ’ €. =1 |
13

la décomposition canonique :
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r
P(x)y = Z eiP(x)ci
i=1

compte tenu du fait que P(x) est un automorphisme de 1'algébre de Jordan ¥.

-~

Pour avoir l'espace tangent a Ik(‘u) en un point x, il suffit de sge
rappeler que
D 2
YY) = 2L(x)

et que
Ker L(x)

{fue Y ; P(x)u = -u},

d'od T J)={ued ; P(x)u = -u};
et il est clair que, pour tout couple (u,v) de vecteurs de cet espace

tangent, on a :

g, (u,v) = Tr(P(x)u.v) = -Tr(u.v),

Comme {u € 4 ; P(x)u = u} est supplémentaire de T, (L 4U),on voit que
dim Ik(“lt) = ind g.

k
Soit ¢ = e+x. Alors Tx(Ile) = m]/z(c) etc e X c., oli les ci sont

i=1
primitifs. Prolongeant en un s.t.o.i.p. {cl""’cr}' il vient, d'aprés (IV. 1),

~u- = PR i i = T 3 1
1/2(C) : <?< kQLlJ Puisque dim Gllij q pour tout couple (i,j), il

k+l K j<r

[ : : & = -
s'ensuit que dim ul/Z(C) k(r-k)q. c.q.f.d.
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