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LE THEOREME DE KARP-MYHILL COMME COROLLAIRE 

DU THEOREME DES MARIAGES 

DIVERS ASPECTS DE LA "NON-GENERALISATION" 

DU THEOREME DE KARP-MYHILL 

Par René DUJOLS 

li PRÉLIMINAIRES/' ~ L e s notations et définitions de récursivité (non 

définies ici) sont celles de l'ouvrage de H. Rogers cité en ( 4 ) . 

N représente l'ensemble des entiers naturels, n un entier naturel fixe 

(n > 2). ÛL = (ûLj»...,° n̂) désigne un n-uple de fonctions injectives. On 

pose [n] * (l, . . . ,n] et S = U oi Dom ( a . ) , Im ( a . ) désignent respec-

tiveinent le domaine et l'image de ou . Un isomorphisme partiel est une 

fonction (partielle) injective récursive de N dans N, un isomorphisme est 

une permutation récursive de N. A = (A.,...,A ) désigne un recouvrement en 

parties disjointes de Dom(S), B • (Bj,...,Bn) désigne un recouvrement en 

parties disjointes de Im(S). 

DEFINITIONS. - On dira que (A,B) est un couple de compatibilité pour Z 

si on a : V i e T n ] . A. = <X.'(B.). 

î 1 1 

- On dira qu'un n-uple c? d'isomorphismes partiels est uniformisable 

(respectivement fortement uniformisable) s'il existe une fonction injective 

Cl (respectivement un isomorphisme partiel OL) vérifiant : 

Pour tout couple de compatibilité (A,B) pour «.on a : 

V i e [n] A. = cC1^). 

On pose X-Y • (x/xcX et x^y}. 

2 i INTRODUCTION • " L e théorème de l'appendice de l'ouvrage cité en (1) 

du à C. Karp et J. Myhill, peut être réécrit sous la forme un peu plus 

générale suivante : 
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THEOREME 1. (Karp-Myhill). - Tout couple d'isomorphismes partiels admettant 

un couple de compatibilité est uniformément fortement uniformisable. 

Le théorème des mariages auquel nous nous référons est le suivant : 

THEOREME 2 (Théorème des mariages). - Soit G c U x V un graphe vérifiant 

Dom(G) a U et, pour tout x € U G(x) est fini. Les propositions suivantes 

sont équivalentes : 

i) Il existe un injection f : U — » V telle que f CG. 

(ii) Pour toute partie finie X de U card(X) £ card(G(X)). 

Une démonstration par le théorème de compacité de ce résultat est 

fournie en (5). 

Dans une première partie nous montrons que l'existence de couples de 

compatibilité pour un n-uple de fonctions injectives est un cas particulier 

du théorème des mariages, il en suivra que le théorème de Karp-Myhill apparmit 

comme un corollaire du théorème des mariages. 

Dans une seconcfe partie nous dégageons trois aspects de la non-gënéra^ 

lisation du théorème de Karp-Myhill au cas des n-uples avec n > 3. Cette 

seconde partie est l'objet des publications citées en (2) et en (3). Nous 

montrons notamment qu'il existe des n-uples (pour tout n 3) d'isomorpliinwm• 

partiels uniformisables et non fortement uniformisables. 

3. THÉORÈME DES MARIAGES ET THÉORÈME DE KARFH^ILL, 

PROPOSITION 3. - Soit 3 un n-uple de fonctions injectives. Les propositions 

suivemtes sont équivalentes : 

i) Il existe une fonction injective f telle gue f c S et dom(f) » doa(S)* 

ii) Il existe une fonction injective g telle que gc S et dom(g) « d<M*(S) 

et Pi Im(<X.) C Im(g). 
i« [n] 
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DEMONSTRATION. - Il suffit d'établir i)=^ii). Soit f une fonction injective 

vérifiant (i). Posons R = O Im(ût.). 
i € M 

e t R ' = i*(GLO) " l»(f) i*[ry 1 

On peut supposer R' ̂  0 , sinon f répond à la question. 

Pour tout b€R' on définit par récurrence la fonction b par 

S(o) -cfj (b) 

a"j(f(B(k))) si f(B(k))c R 

6(k+l) =< 

V. non défini sinon. 

Soit g définie par 

(OtjU) Si 3beR' ;3k6N, x « 6(k) 

g(x) = | 

^ f(x) sinon, 

g est une fonction répondant à la question. 

COROLLAIRE 4. critère de compatibilité . - Soit 3. un n-uple de fonctions 

injectives les propositions suivantes sont équivalentes : 

i) ci admet un couple de compatibilité. 

ii) Pour toute partie finie X de Dom(S) card(X) £ card(S(X)). 

DEMONSTRATION. - Il suffit d'établir ii)«* i)• De la proposition (3) et du 

théorème des mariages il résulte l'existence d'une fonction f vérifiant 

Dom(f) = Dom(S) et f C S et . Or i •) C Im(f ) • 

Soit, pour ic Tri] , A t = (x/f(x) = Oti(x) et Vj(o<j<ri «>x 4 Aj)) 

Posons i Q(x) = Min [icfri] / x 4 Im(Qtp] 

B! = (xc Im(S)-Im(f) / i Q(x) « i) 

B i = f(A.)uBÎ. 

((Aj, • • • 9 A n ) 9 (Bj, •. • 9B n)) est un couple de compatibilité pour?. 
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COROLLAIRE 5. (Théorème de Karp-Myhill). ̂  Tout couple d 1 isomorphismes 

partiels admettant un couple de compatibilité est uniformément 

fortement uniformisable. 

DEMONSTRATION. - Soit (OCj ,# 2)
 u n couple d'isomorphismes partiels admettant 

un couple de compatibilité. 

Pour tout xcDom(S) soit L(x) lfensemble des x ! tels qu'il existe une 

suite finie x

0>*»»»x > sans répétition, vérifiant 

i) x = x et x f » x 
o p 

ii)V k< p 3i, je [2] a . ^ ) = * . ( x k + 1 ) . 

Les ensembles L(x) sont des classes d'équivalence. 

L(x) et S'L(x)) sont des ensembles r.e. 

Pour tout couple $,"B) de compatibilité pour ot on a : 

Vi6 [2] x c A ^ L(x) CA. 

et VjC [2] x € A ^ S(L(x)) C * i (1). 

Pour établir ceci, il suffit de remarquer que l'on a : V.C [2],x € A ^ * S (x)cB.» 

Soit xQ,...,x ,... une enumeration effective sans répétition de Dom(S). 

On définit par récurrence : 
a ( x Q ) premier élément d'un enumeration effective de S(L(xo)) 

0C(x^+j) : premier élément d'une enumeration effective de 

S(L(x q + 1)) - {ûL(xo),...,ût(xq)} . 

Montrons que, pour tout q, &(x q) converge. 

Soit m<q. Si x t L(x ) on a 0t (x ) t S(L(x )). 

m q m q 
Soit X = f x / m * q e t x € L(x ) ) . 

^ m m q j 

Xu^xJcL(x^). En raison du critère de compatibilité on a 

card(S(L(x ))> card(Xu{x\ )> card(A(X)). 

Donc S(L(xq)) - [OL (x Q),..., *(x j)} 4 0 et Ot(xq) converge. 

ÛL est injective par construction, Ct est recursive car Dom(S) et les S(L(x)) 

sont r.e» OL est obtenu uniformément à partir de <?. OL uniformise 2 en raison 

de (1). 
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4. DIVERS ASPECTS DE U '^^GÉNÉRALISATION* DU THÉORÈME DE KARP-MYHIUL. 

Soit f un isomorphisme partiel, on rappelle 

A a B via f #^f (A) = B. 

et A S B si et seulement si A - B via au moins un isomorphisme. 

PROPOSITION 6. - Il existe des isomorphismes f̂  ,f2 et des ensembles Aj,A 2, 

Bj ,B 2 vérifiant 

1°) k}n A 2 = BjO B 2 = 0 et A j U A 2 = N 

2°) V i e [2] ; Ajâ6Bi viaf i. 

3°) Pour aucun isomorphisme partiel h pn^çiVidQ [2\^ \ ~ B^ v*-a h-

DEMONSTRATION. - Soit f p f 2 des isomorphismes vérifiant fj(2N) = 4N+1 , 

f1(4N+l) * 4N+3 , f2(2N) = 4N et f £ (4N+3) = 4N+2. Soit hj.h^... une enume­

ration de tous les isomorphismes h partiels vérifiant h(2N) A (4N) est infini. 

On construit par récurrence une suite infinie a ,aj,... 9 

Etape 0 : a = 0 . 
° - l 

Soit U = h '(h (2N)N 4N). 
n n n 

Etape n+1 : a R + 1 = p. x [ x 6 U n + J - {o,...,a^+2}]. 

Soit A t = fa ,...,a U(4N+3) A 0 = N-A. . 

1 ^ 0 n • L 1 

B, - fjCAj) B 2 = £ 2(A 2). 

On a Ajf|A2 = 0 et A j U A 2 = N et A 2 0 2N est infini. 

BjC(4N+l)U (4N+3) et B 2C4NU(4N+2) - donc BjO B 2 = 0. 

Supposons que h est un isomorphisme tel queVi€ [2j,h(A^) * B^ . 

On a f 2 (A 2H2N)C h(2N) 0 (4N), donc il existe k c N tel que \
 s h. Par suite 

h(a^) • h^(a^) et h(a^) € 4M ce qui contredit h(A^) * B^. Ce qui achève la 

démonstration de la proposition. 

COROLLAIRE. 7. - Il existe Xc couples d'isomorphismes (f.,f2) tels que 

pour chaque couple (fpf 2) il existe 2 © couples d'ensembles (Aj,A2) et 

(Bj,B2 )et satisfaisant aux conditions i), ii) et ii) de la proposition 6. 
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PROPOSITION 8. - Il existe des partitions (Aj .k^A^) , (Bj ,B 2,B 3> de N 

telles que : 

i) V i e [3], A. at B. . 

ii) Pour aucun isomorphismes h on a Vie [3j,A^ 3=. B^ via h. 

DEMONSTRATION. - Soit f^,f2,f^ les isomorphismes définis par 

f,(x) = f X + 1 S i X * A N + 3 

^ x-3 si xc 4N+3. 

f 2(x) = x. 

{x-1 si x < 4N 

x+3 si xc4N. est la réciproque de fj. 

On dira : f ̂  h un peu partout si{x/f(x) ï h(x) } est infini. 

Soit k ,kj,... une enumeration de tous les isomorphismes k vérifiant 

k ^ f un peu partout. 

Soit 1 ,1,,... une enumeration de tous les isomorphismes 1 vérifiant 
o 1 

1 ^ f̂  un peu partout. 

Par récurrence nous construisons trois chaînes croissantes d'ensembles 

finis X C X. ..., Y CY, . , Z CZ. ... telles que pour tout n 
o 1 * o 1 o 1 r 

U « X U Y U Z • £,(X )0£ o(T )Of,(Z ) . n n n n l n 2 n 3 n 

Etape 0 : X » Y +* Z = 0. 
K o o o 

Etape 2s+l : Il existe a ^ U 2 s tel que k g(a) ï f,(a) et k 5 ( a ) ^ Z 2 g 

On pose X 2 g + 1 = X 2 g u {a) 

Z 0 u(a +l} si a * 4N+3. 
Z = z s 

^2s+l 

(Z 2 s u{a-3) si a € 4 N + 3 . On a Z ^ = f , ^ , ) 

Soit u « Max.{4i+3/4i< a< 4 i + 3 ou 4 ^ k g(a) 4 4 i + 3 } 
Y 2 s + , » •..»}- ( X 2 s + 1 U Z 2 s + I ) . On a k C O C X ^ , U ̂  . 
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Etape 2s+2. Il existe cd\J0 tel que 1 (c) ̂  f0(c).et 1 (c) é X 
' Zs+1 ^ s i z ' r 2s+l 

On pose Z 2 s + 2 = Z 2 s + ] U (c) 

[ X2s +1 " C
6 " 1 ) S I C * 4 N  

X2s+2 " < 

U 2 s + 1
 U ( C + 3 Î s i C € 4 N ' 0 n a X 2 S + 2

 = £

3

( Z 2 s + 2 ) -

Soit v » Max{4i+3/4iN< cN<4i+3 ou 4i^l g(c)^ 4i+3} 

Y2s +2
 = . v î " ( X 2 g + 2 U Z 2 s + 2 ) . On a l . C O C Y ^ U Z 2 s + 2 . 

Soit A. - U X n , A 2 = U Y n , A 3 = U Z . 
n€N n€ N n e N 

B 1 = f^Aj) , B 2 = f 2(A 2), B 3 = f 3(A 3) 

(ApA2»A 3) est une partition de N et est un segment initial de N. 

Par récurrence sur n on vérifie : 

i) les ensembles f^(X^Y, ^2^v? ' f3^ Zn^ S O n t d * s J ° * n t s deux à deux. 

ii) U = f (X )U t 9(Y n) U f (Z ) . 
n l n z n j n 

Par suite (Bj,B2,B3) est une partition de N. 

Supposons que h est un isomorphisme vérifiant 

Vi€ [3]/ h(A.) = B i. 

1 ° ) Si h i f| un peu partout, h = k g pour un entier s. A l'étape 2s+l, la 

récurrence introduit un élément a vérifiant : 

afiAj et k g(a)^B 1 • Ce qui contredit h(A ]) = Bj. 

2°) Sinon h ̂  f^ un peu partout, car fj î f^ un peut partout. Alors h « l g 

pour un s(N. A l'étape 2s+2, la récurrence introduit un élément c vérifiant : 

c € A 3 et l g(c) 4 B 3 . Ce qui contredit h(A 3) • B 3* 

Ce qui achève la démonstration de la proposition. 

La proposition précédente se généralise clairement au cas des n-uples 

avec n > 3 • 
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COROLLAIRE 9. - Pour tout n > 3 , il existe XQ n-uples d 'isomorphismes 

( f f ) tels que pour chaque n-uple ( f f ) il existe 2*^ 
1 n I II 

partitions (Aj,...,A ) et (Bj,...,Bn> de N vérifiant : 

i) V i€[n] A . â B. via 

ii) Pour aucun isomorphisme h on a : Vi e{l,...,nj A^ ̂  via h. 

THEOREME 10. - Pour tout n ^ 3 il existe un n-uple d 'isomorphismes par-

tiels uniformisahle et non fortement uniformisable. 

DEMONSTRATION. - Nous avons ici une démonstration pour n = 3 qui se génëraliat 

clairement au cas n > 3. 

Soit *f 0 > *
B - , < P X

I ••• u n e ^numération de Godel des fonctions partielles 

récursives. Considérons les ensembles r e définis par : 

IL ={4x/f x(x+l) converge ou f x(o) « i-l} (avec ic [3]). 

Posons U • (4x/f x(X+l) converge} et 4N * {4x/xcN} . 

On a i ) UjU U 2 U U 3 - 4N 

ii) U,/| U 2 = U 2n U 3 = U 3A Uj = UjA U 2 A U 3 = U. 

iii) u 1 - ( u 2 u u 3 ) = u,-u , u 2 - ( u 3uUj) « u 2 - u , u 3 - ( U j O u 2 ) » u3-u. 

Considérons l'ensemble créatif K =Jx/<P x(x) converge J . 

Pour ic[3] soit f^ la fonction récursive définie par 

i-l Si <p (x) ne converge pas en x étapes 

^ diverge sinon. 

r«px(x) si x€K 

* diverge sinon. 
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On a K 4f N-(U.-U) via 4f. (1). 
m î î 

En effet, si x € K, f ( f . ^ + j) = f^x) e t p a r s u i t e 

ffAx) ( f i ( x ) + 1 ) converge ou <Pf ( x ) (o) + (-1 et 4 f . ( x ) ^ U.-U. 

Si x * K , f f i ( x ) ( o ) = i-l et <P £ > ( j t )(f . ( x ) + l ) diverge donc 4f.(x)«U.-U. 

De (I) il résulte les ensembles U,-U sont productifs, donc non r.e. . 

Pour i e£3} on définit : 

<X.(4x) = 4x+i si 4x€U. 
1 1 

c(i(4x+i) = 4x > 

<t,(4x+3) = 4x+3 / 

«2(4x+1) = 4x+l ? si 4x€U 

ât3(4x+2) = 4x+2 J 

flt(x) diverge si l'on n'est pas dans un des cas ci-dessus. 

(l\*0t2'(*3 S ° n t d e s i s o m o r P h i s m e s partiels. 

Soit A', - D,u(U+l)« (U +3), = U 2-U , A' = (U--U) o (U+2) où 

U+i - (x+i/x €U] . 

B'i -*i< A'i>-

On a : (A',,A'2,A'3) est un recouvrement en parties disjointes de Dom(S). 

(B',,B'2,B'3) est un recouvrement en parties disjointes de Im(S). 

De plus A' £ « « T
1 ( B \ ) . 

Les recouvrements en parties disjointes (A,,A A,) de Do m(S) et (B I fB,.B,) 

de Im(S) sont caractérisés par 2 3 

d)Vic[3] U.-UCA. et {4x+i/4xcU r u}CB. 

(2) Pour tout x e u et pour tout icTïl î . e 1 ^ , ' . -
F touc î c u j les conditions suivantes sont 

équivalentes 
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• 4xC A. 
l 

. 4x c 

.4x+i€ Aj 

.4x+i€ B̂ ^ 

. *.€l3] -{i),4x+j* A. 

. V c [3] - {i}, 4x+j y B. 
j J 

(1) résulte de ce que pour tout ic [ 3 3 u\-U CDom(ûN) et pour tout 

j€[3] - (i^ (Ui-U)H Domttj) » 0» 

(2) résulte de la construction de CL^ 9 Ot^ > ̂ 3 pour 4 x c U . 

Soit a 1 la fonction définie par 

Vkc{o,l,2,3j;<X
f(4x+k) = 4x+k si 4xC U 

et 0L'(4x) « 4x+i si 3 i € [3] 4xCu\-U 

OC* est une fonction injective vérifiant : 

i) ot 'oj.-u) »u t . cu . -u ) . 

ii)«f(U*k) = U+k pour kc(o, 1,2,3} . 

De (1) et (2) il résulte que U 1 est une fonction qui uniformise 

On a donc (*i>*2**Ŝ  e s t u n n ~ u P * e uniformisable. 

En raison de (1) et (2) les fonctions injectives OC uniformisant (^»*2»*3) 

sont les fonctions injectives vérifiant : 

( g ) f i) Vi€ [3], ÛL (U.-U) « Ot.OJ.-U) 

\ ii) V kc(o, 1,2,3}, a(4x+k) « 4x+k si 4xcU 

On a 4x€ U1-U=^flL(4x)€ 4N+1 

4xeU 0L(4x)€4N. 

D foù 4xCU 1-U#^tf(4x) C 4N+1. 

Par suite si ot est une fonction recursive, U,-U est un ensemble r.e. 

Ce qui contredit la construction de Uj-U. 

(*l'*2'a3^ n < e s t d o n c P a s fortement uniformisable. 

COROLLAIRE 11. - Pour tout n > 3 , il y a X© n-uples d9isomorphismes partiel* 

unifozmisables et non fortement uniformisables admettant chacun 2 * * 

fonctions d'uniformisation. 

http://�ut.cu.-u
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