RENE DUJOLS

Le théoreme de Karp-Myhill comme corollaire du théoréme des mariages
Divers aspects de la « non-généralisation » du théoréme de Karp-Myhill

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1977, tome 14, fascicule 2
, p-29-39

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1977__14 2 29 0>

© Université de Lyon, 1977, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathématiques de Lyon » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pé-
nale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1977__14_2_29_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

PUBLICATIONS DU
DEPARTEMENT DE
MA THEMA TIQUES
LYON 1977 t. 14-2

LE THEOREME DE KARP-MYHILL COMME COROLLAIRE
DU THEOREME DES MARIAGES

DIVERS ASPECTS DE LA "NON-GENERALISATION"
DU THEOREME DE KARP-MYHILL

Par René& DUJOLS

1. PRELIMINAIRES: - Les notations et définitions de récursivité (non
définies ici) sont celles de l'ouvrage de H. Rogers cité en (4).

N représente l'ensemble des entiers naturels, n un entier naturel fixe
(n> 2). d = (al,...,an) désigne un n-uple de fonctions injectives. On

pose [n] = {l,...,n} et S=1U di. Dom (Cli), Im(ai) désignent respec-
1egn)

tivement le domaine et 1'image de «€, . Un isomorphisme partiel est une

fonction (partielle) injective récursive de N dans N, un isomorphisme est
. P . - P

une permutation récursive de N, A = (AI""’An) désigne un recouvrement en

-y
parties disjointes de Dom(S), B = (Bl""’Bn) désigne un recouvrement en

parties disjointes de Im(S).

> o

DEFINITIONS. ~ On dira que (A,B) est un couple de compatibilité pour &
. . -1

8i on a : V1e[n], A, —di (Bi)'

- On dira qu'un n-uple =4 d'isomorphismes partiels est uniformisable
(respectivement fortement uniformisable) s'il existe une fonction injective
a (respectivement un isomorphisme partiel &) vérifiant :
Pour tout couple de compatibilité (X,g) pour Zon a :
Vie[n] &, = '(s)).
On pose X-Y = {x/x €eX et x¢y).

2. INTRODUCTION . - Le théor2me de 1'appendice de 1'ouvrage cité em (1)
di 3 C. Karp et J. Myhill, peut 8tre réécrit sous la forme un peu plus

générale suivante :
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Le théoreme de Karp-Myhill comme  :orollaire ...

THEOREME 1. (Karp-Myhill). = Tout couple d'isomorphismes partiels admettamt

un couple de compatibilité est uniformément fortement uniformisable.
Le théoreéme des mariages auquel nous nous référons est le suivant

THEOREME 2 (Théoréme des mariages). — Soit G cU XV un graphe vérifiant

Dom(G) = U et, pour tout x€U G(X) est fini. Les propositions suivantes

sont équivalentes :

i) Il existe un injection f : U—V telle que fCG.

(ii) Pour toute partie finie X de U card(X) ¢ card(G(X)).

Une démonstration par le théoréme de compacité de ce résultat est

fournie en (5).

Dans une premiére partie nous montrons que 1l'existence de couples de
compatibilité pour un n-uple de fonctions injectives est un cas particulier
du théoréme des mariages, il en suivra que le théoréme de Karp-Myhill apparait

comme un corollaire du théoréme des mariages.

Dans une second partie nous dégageons trois aspects de la non-généra—
lisation du théoréme de Karp-Myhill au cas des n-uples avec n » 3. Cette
seconde partie est 1'objet des publications citées en (2) et en (3). Nous

montrons notamment qu'il existe des n-uples (pour tout n 3) d'isomorphismes

partiels uniformisables et non fortement uniformisables.

3. THEOREME DES MARIAGES ET THEOREME DE KARP-MYHILL.

PROPOSITION 3. - Soit & un n-uple de fonctions injectives. Les propositions
suivantes sont équivalentes :
i) Il existe une fonction injective f telle gque fc S et dom(f) ' dom(S).
ii) Il existe une fonction injective g telle que gc S et dom(g) = dom(S)

et (N Im@;)C In(g).
i€ [n]
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Le théor2me de Karp-Myhill comme corollaire ...

DEMONSTRATION. - Il suffit d'@tablir i)=%ii). Soit f une fonction injective

vérifiant (1). Posons R = m Im(a.i).
ie n]

et R' = (ifaﬂ Im(@;)) - Im(f)

On peut supposer R' # ¢ | sinon f répond & la question.

~
Pour tout b€ R' on définit par récurrence la fonction b par
1

B (o) =q’] (b)
OL—:(f(B(k))) si £(B(k))€ R
B(k+1) =

non défini sinon.
Soit g définie par
o (x) Si 3beR,3IkeN, x = B(k)
g(x) =
f(x) sinon.

g est une fonction répondant 3 la question.

COROLLAIRE 4. critdre de compatibilité . - Soit & un n-uple de fonctions
injectives les propositions suivantes sont équivalentes :
i) @ admet un couple de compatibilité.

ii) Pour toute partie finie X de Dom(8) card(X) ¢ card(S(X)).

DEMONSTRATION. - I1 suffit d'établir ii)=s i). De la proposition (3) et du
théoréme des mariages il résulte l'existence d'ume fonction f vérifiant

Dom(f) = Dom(S) et £CS et iQ[n] Im@;) ¢ Im(f).

Soit, pour i€ [n] , A, = {x/£(x) = @, (x) et Vj(ocjei mx ¢ AJ.)}
Posons io(x) = Min {ie[’n] /| x & Im(cti)} .
B} = {xeIm(S)-Im(f) / i_(x) = i}

B.

]
i f(Ai) v Bi'

((Al se s ,An) , (B1 se e ’Bn)) est un couple de compatibilité pour a.
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Le théorame de Karp~-Myhill comme corollaire ...

COROLLAIRE 5. (Théoréme de Karp-Myhill). - Tout couple d'isomorphismes
partiels admettant un couple de compatibilité est uniformément

fortement uniformisable.

DEMONSTRATION. - Soit (al,az) un couple d'isomorphismes partiels admettamt
un couple de compatibilité.
Pour tout x€ Dom(S) soit L(x) l'ensemble des x' tels qu'il existe une -

suite finie xo,...,xp, sans répétition, vérifiant
i) x=x_ et x' = x
)
11)Vk< p 3i, je[2) Qi(xk) =q'j(xk+l)'
Les ensembles L(x) sont des classes d'équivalence.

L(x) et S'L(x)) sont des ensembles r.e.

-’
Pour tout couple (Z,B) de compatibilité pour &’ on a :
Vie[2] xeAe L(x) cA;
et Vie [2] x€A e S(L(x)) C B, 1.

Pour établir ceci, il suffit de remarquer que l'on a : Vic [2],chi¢-) S(x)ec .i'

Soit xo,...,xq,... une &numération effective sans répétition de Dom(S).
On définit par récurrence :
a(xo) premier élément d'un &numération effective de S(L(xo))

a(x_,,) : premier é€lément d'une énumération effective de

q+1
S(L(xg, ) - {o:.(xo),...,oz(xq)} .

Montrons que, pour tout q, Q(xq) converge.

Soit m<q. Si X ¢ L(xq) on a d(xm) ¢ S(L(xq)).

Soit X = {xm/m<q et xm€ L(xq)} .

Xu{xq} CL(xq). En raison du critére de compatibilité on a
card(S(L(xq))) card(X U{xq} ) > card(a(X)).

Donc S(L(xq)) - {d. (xo),...,d(xq_l)} $ 0@ et d(xq) converge.

@ est injective par construction, & est récursive car Dom(S) et les S(L(x))

. o . . . - .
sont r.e. ®& est obtenu uniformément & partir de 2 oL uniformise o en raisom
de (1).
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i, DIVERS ASPECTS DE LA “NON-GENERALISATION” DU THEOREME DE KARP-MYMILL.

Soit f un isomorphisme partiel, on rappelle

AN B via fenf(A) = B.
et A= B si et seulement si A 2B via au moins un isomorphisme.
PROPOSITION 6. - Il existe des isomorphismes f] ,f2 et des ensembles AI’A
Bl ,52 vérifiant
(-] = = =
1°) A]n A2 BN B, ® et A]l.)A2 N

2)

2°) Vie[2], AjXB, viaf,.

3°) Pour aucun isomorphisme partiél h on.a Vi .. A, = B, via h.

£ (4N+1) = 4N+3 , £,(2N) = 4N et £, (4N+3) = 4N+2. Soit h,,h,,... une &numé-
ration de tous les isomorphismes h partiels vérifiant h(2N) N (4N). est infini.

On construit par récurrence une suite infinie @ s8 5000y

DEMONSTRATION. - Soit £,,f, des isomorphismes vérifiant £,(2N) = 4N+

Etape O : a = o.
. -1
Soit Un = hn (hn(2N)n 4N).

Etape n+l : a. - | x[x eUm_l - {o,...,an+2}].

Soit A, = {ao,...,an,...} U(GN+3) A, = N-A,.

2
B

1 = f](A]) B2 = fZ(Az)'
On a A]f)A2 =@ et AVA, =N et AZfIZN est infini.

BIC(4N+1)U (4N+3) et BZC' 4N U (4N+2) - donc B]f) B2 =@.
Supposons que h est un isomorphisme tel que Vie [ZJ,h(Ai) = Bi .

On a f2 (AZI\ZN)C h(2N) N (4N), donc il existe k €N tel que h.k = h. Par suite

h(ak) = hk(ak) et h(ak) € 4N ce qui contredit h(A]) = BI' Ce qui achéve la
démonstration de la proposition.

COROLLAIRE. 7. - Il existe X, couples d'isomorphismes (f,,£,) tels que

pour chaque couple (fl’fZ) il existe 2x° couples d‘ensembles (A],Az) et

(BI’BZ et satisfaisant aux conditions i), ii) et ii) de la proposition 6.
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PROPOSITION 8. - Il existe des partitions (AI,AZ,A3),(B],B2,B3) de N
telles que :
i) V1€[3J, Aig_Bi.

ii) Pour aucun isomorphismes h on a Vie([3), A, = B, via h.

DEMONSTRATION. - Soit f]’fZ’f3 les isomorphismes définis par
{ x+1 si x ¢ 4N+3
x-3 si x ¢ 4N+3.

fl(x)

I
f

fz(x) =

x-1 si x ¢ 4N

f.s(x)

x+3 si xg4N. f3 est la réciproque de f].

On dira : £ # h un peu partout si{x/f(x). # h(x)} est infini.

Soit ko’kl ye+. Uune énumération de tous les isomorphismes k vérifiamt

k # fl un peu partout.

Soit lo’ll"“ une énumération de tous les isomorphismes 1 vérifianmt

14 f, un peu partout.

Par récurrence nous construisons trois chalnes croissantes d'ensembles

finis X,€X ..., YocY cee Zoch ++e telles que pour tout n

] 1
U, = xnuynuzn = fl(Xn) Ufz(Yn) uf3(zn)-

Etape O : Xo =Y += z, = @.
Etape 2s+] : Il existe a%UZs tel que ks(a) # £,(a) et kﬁ.’(a)#zzs

On pose X, ., = X28 u{a}

2, U{a+1} sia ¢ 4m3.
Z23+l -
z, U{s3} si a€ 4N+3. OnaZy o= £ (X, )

Soit u = Max.{4i+3/4 §ag b, . ou b 6k () €4 4]}

3

= - . On
Yoo = {0 iu)m (Ryoy UZoyp) ak (a)eX, ., UY,
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Le théoreme de Karp~-Myhill comme corollaire ..,

Etape 2s+2. I1 existe C#UZS+| tel que 1s(c) # f3(C)-9t 1z(c) ¢X2 +
s

On pose ZZs+2 = ZZs+l U {c}

) XZs+l U{c—l} si c ¢ 4N
2s+2
X23+] U{ c+3} s1 c € 4N . 0On a X2s+2 = f3(ZZS+2)°

Soit v = Max{4i+3/41\< c€4i+3 ou 4i\<1s(c)< 41+3}

Uz

Yygeg =10seeov}l = (X, ,, U Zygep) + malie)ey, vz, . .

Soit A,
1

U X, 5 A, = ) Yn,A3=U Z_.
n€N ne€eN neN

==}
|

P = EAD L By = £5(4,), By = £,(Ay)

(AI’AZ’A3) est une partition de N et Un est un segment initial de N,
Par récurrence sur n on vérifie :

i) les ensembles fl(Xn]., fZ(Yn)’ f3(Zn) sont disjoints deux 3 deux.
i1) Un = fl(Xn)U fz(Yn) U f3(Zn).

Par suite (BI’BZ’BB) est une partition de N.

Supposons que h est un isomorphisme vérifiant
1 € .) = B..
Vi 3], h(a;) = B;
1°) Si h # £, un peu partout, h = k_ pour un entier s. A 1'étape 2s+1, la
récurrence introduit un élément a vérifiant

aeA‘ et ks(a) ¢B] . Ce qui contredit h(A]) = Bl

2°) Sinon h # f3 un peu partout, car fl # f3 un peut partout. Alors h = ls
pour un s€N. A 1'&tape 2s+2, la récurrence introduit un élément ¢ vlrifiant :

cG.'A3 et ls(c) ¢ 33 . Ce qui contredit h(A3) = B3.

Ce qui achéve la démonstration de la proposition.

La proposition précédente se généralise clairement au cas des n~uples
avec ny 3.
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COROLLAIRE 9. - Pour tout n » 3 , il existe Xo n-uples d'isomorphismes
(f]’”"fn) tels que pour chagque n-uple (f],.. .,fn) il existe 2Xe
partitions (Al""’An) et (Bl""’Bn) de N vérifiant :

i) Yie[n] A, = B, via £,.

ii) Pour aucun isomorphisme h on a : Vi e{],...,n} Aig_Bi via h.

THEOREME 10. - Pour tout n 3 3 il existe un n-uple d'isomorphismes par-

tiels uniformisable et non fortement uniformisable.

DEMONSTRATION., - Nous avons ici une démonstration pour m = 3 qui se généralige

clairement au cas n 3§ 3.

Soit \Po,. . .,lpx, ... une énumération de Godel des fonctioms partielles

récursives. Considérons les ensembles r e définis par :
u = {AX/‘Px(xH) converge ou ﬁPx(o) = 1-1} (avec i€ [3]).

Posons U = {Qx/'fx(XH) converge} et 4N = {4x/x €N} .

On a 1) Ult..vUZUU3 = 4N

ii) U]n U2 = Uzh U3 = U3f\ U1 = Ulf\ UZI\U3 = U.

1i1) U=(U,0 ;) = U;=U , Up=(Ua0 U)) = Uy=U, Uy=(U,00,) = U -0,

Considérons 1'ensemble créatif K = { x/ kfx(x) converge } .

Pour ie{3] soit £, la fonction récursive définie par

i-1 Si Ifx(x) ne converge pas en X &tapes

‘Pfi (x) (o) =

diverge sinon.

(PX(X) si xe€K
qfi(X) G+1) =

diverge sinon.
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On a K ‘m N-(Ui—U) via 4fi (n.

En effet, si xe€K, ?f.(x) (fi(x)+l) = ‘Px(x) et par suite
i

(rf.(x) (fi(x)+l) converge ou (Pfi(x) (0) # (-1 et [&fi(x)e# Ui-u_
1

si x ¢ K, cPfi(x) (0) = i-1 et cpfi(x)(fi(x)u) diverge donc 4f, (x) €U -U.

pe (1) il résulte les ensembles U]-U sont productifs, donc non r.e. .

Pour i €3] on définit :
Qi(l&x) = 4x+1 si 4eri

qi(4x+i) = 4%

Q] (4x+3) = 4x+3

Q2(4x+1) = 4x+1 si 4xeU
a3(4x+2) = 4x+2

a(x) diverge si 1l'on n'est pas dans un des cas ci-dessus.

al ,dz,d3 sont des isomorphismes partiels.

Soit A"y = U u (U+)u (U+3), A, = U,V , Ay = (U3=0) v (U+2) ou
U+i s(x‘Fi/XGU} .

1]
B'i sai(A i).

On a : (A'l,A'Z,A'3) est un recouvrement en parties disjointes de Dom(S).

(B’I’B'Z’B'S) est un recouvrement en parties disjointes de Im(S).

-1
De plus A', =& .° (B'.).

Les recouvrements en parties disjointes (A],AZ,A3) de Dom(S) et (BI’BZ’B3)
de Im(S) sont caractérisés par

(1) Vie [3) U;-UC A, et {4x+i/4xcUi-U}CBi

(2) Pour tout xeU et pour tout i€ [3] les conditions suivantes sont
équivalentes
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Ax €A,
1
.4x € B.
1
JAx+i€ A,
1
Ax+1 € Bi
.V e[3] - {i} axeid A
. vjc (3] - {i}, 4x+j¢Bj

(1) résulte de ce que pour tout i€ [3) U.-U cDom(di) et pour tout
je (3] - {i} w;-wn o) = 0.

(2) résulte de la construction de al , a2 R 43 pour 4x€U.
Soit &' la fonction définie par
Vk¢{0,1,2,3}, ' (4x+k) = 4x+k si 4xe U
et a'(4x) = 4x+i si Jie [3] 4x GUi-U

o' est une fonction injective vérifiant :

i) a'(u,-0) =&.(U.-0).

ii) @' (U+k) = U+k pour ke{0,1,2,3} .
De (1) et (2) il résulte que &' est une fonction qui uniformise (Ql,a.z,qh).
On a donc (¢1,¢2,d3) est un n-uple uniformisable. ‘

En raison de (1) et (2) les fonctions injectives ® uniformisant (q,dz (3)

sont les fonctions injectives vérifiant :
) i) Vie (3], & (u;-0) = @, (U;-0)
ii) ch{o,|,2,3},a(4x+k) = 4x+k si 4xeU

On a 4xe¢ Ul'Uéi(l&x)G.QN'ﬂ
4xeU =» @A (4x) €4N.
D'ou 4x¢U]-U0-94(4x) € 4N+,

Par suite si @ est une fonction récursive, Ul-U est un ensemble r.e.

Ce qui contredit la construction de U]-U.
(al,d.z,a.3) n'est donc pas fortement uniformisable.
COROLLAIRE 11. - Pour tout n »3 , il y a X n-uples d'isomorphismes partiels

uniformisables et non fortement uniformisables admettant chacun 2*.

fonctions d'uniformisation.
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