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THEORIE DES CATEGORIES ET FONDEMENTS

par Anne PRELLER

Mon exposé n'a pas pour but de présenter un nouveau résultat, mais
P P ’

lutGt d'inviter 3 réfléchir sur quoi reposent les mathématiques, quels
|:4 q q

sont les fondements des notions que nous utilisons tous les jours avec

une routine insouciante.

Lyon est un endroit qui m'incite a réfléchir, puisque c'est ici que
j'ai appris la premidre fois, comme &tudiante, qu'il y a des "problémes
de fondements" en mathématiques. Il s'agissait du probléme de former
1'ensemble des classes d'é&quivalence des suites exactes de groupes abé&liens
alors que l'on savait qu'une classe d'&quivalence n'8tait pas un ensemble,
mais une classe "propre", et, bien sir, un ensemble de classes n'existe pas !

Avant de mentionner d'autres problémes de fondements rencontrés em
théorie des catégories, il est peut-&8tre bon de rappeler quelques propriétés

essentielles d'un fondement des mathématiques :

(I) 11 doit comprendre

1) un systdme formel, c'est-3-dire une écriture et notion de

démonstrabilité mécanique et combinatoire. Exemple : théorie formelle du
premier ordre.

2) Une notion intuitive qui s'exprime dans ce systéme formel.

Exemples : la notion d'ensemble et les théories formelles ZF(Zermelo-Fraenkel)

et BG (Bernays-Godel).

(IT) Il doit &tre possible (mais pas nécessairement pratique) de "faire"

les mathématiques courantes dans cette théorie formelle.
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(III) On doit pouvoir éliminer des contradictions et paradoxes et &claircir

des difficultés rencontréesavant 1'introduction du systéme formel.

On se trouve avec un probléme de fondements, si une propriété de nos
objets mathématiques qui, intuitivement, nous plait, ne peut s'exprimer
dans le systéme formel. Voici des exemples bien connus de la théorie des
catégories :

a) La catégorie de toutes les structures d'une espéce donnée doit exister,
par exemple, Ens la catégorie de tous les ensembles, & , celle de tous les
groupes, T , la catégorie des espaces topologiques. (Dans ZF, Ens, €, ¥
n'existent pas ; c'est pour cette raison que 1'on "se plagait" dans BG pour

faire de la théorie des catégories).

B) Si A et B sont des catégories, former la catégorie lﬁ des foncteurs de A

dans B (Ceci n'est pas possible dans BG ; si A est une classe propre).

¥) Former la catégorie de toutes les catégories,le semi-groupe des semi-
groupes etc... (Le principe de self-application n'est pas réalisé, dans
toute sa généralité, ni dans ZF ni dans BG. Cependant, MacLane dans [ld]

le réclame expressément).

§) Dans une théorie des catégories, surtout si elle doit fonder les mathé&-
matiques, il doit exister un ensemble d'entiers naturels, la ré&union,

le produit d'ensembles etc.

Je vais maintenant distinguer entre deux tendances, celle représentée
par Mac Lane, Lawvere:, Tierney et d'autres, et celle de Kreisel, Feferman,

Scott, pour n'en citer que quelques uns.

Le premier groupe a réagi comme ceci : puisqu'il y a des problémes
de fondements en théorie des caté@gories il faut refaire les fondements
des mathématiques. Cette attitude s'explique en partie par la découverte
que toutes les mathématiques pouvaient &tre reformulées en langage des

catégories. Lawvere 1'exprime dans [9] comme ceci
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Les propriétés intéressantes des objets mathématiques sont celles que 1'on
peut exprimer en fonction de leur structure abstraite plutdt qu'en fonction
des &léments qui - d'aprés la conception usuelle- forment ces objets
mathématiques. La question toute naturelle est donc si 1l'on peut donner

des fondements mathématiques qui expriment ouvertement cette conviction et
en particulier qui ne donnent pas de place aux notions de classe et d'appar-
tenance " . Lawvere ensuite procéde de donner dans un langage du premier
ordre avec &galité 1'axiomatisation de la catdgorie des catégories. Méme
craignant de dire une platitude je dois insister : Il faut un langage et

donc une théorie formelle puisqu'on veut faire des fondements.

I1 est bien connu que la théorie exposée dans [9] n'est pas adéquate
pour les fondements des mathématiques. Lawvere et Tierney ont ensuite
introduit et developpé la notion du topos &lémentaire dont la catégorie des

ensembles (qu'on définit dans ZF) fournit un exemple particulier.

Ainsi, la notion du topos Elémentaire généralise - et permet de
mieux comprendre - la notion de 1'univers des ensembles. Mais 1'importance
du topos est justement de pouvoir parler de beaucoup d'autres mondes. En
changeant de topos on changera du .lieu ol nous sommes; de notre univers,
c'est~3-dire suivant la théorie mathématique que 1l'on veut faire on se
placera dans une théorie de topos élémentaire spécialement adaptée. Dans
un topos on peut encore parler d'&léments mais en général, ils ne jouent
plus de rSle important. Leur appartenance 3 un sous-objet d'un objet donné
n'a plus de réponse du type "oui ou non", elle se trouve en général entre
ces deux valeurs . (Avec certains ajustements, les ensembles flous donnent

un autre exemple d'un topos &lémentaire).

On peut aussi faire de la logique dans un topos. Ce n'est plus,
en général, la logique des prédicats classique, mais intuitionniste. La
théorie des types s'interpréte tout naturellement dans un topos. Les types

deviennent des objets du topos, les variables et termes des morphismes entre
types.
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Les formules sont des morphismes & but dans un objet privilégié

(le classifiant), les quantificateurs deviennent des foncteurs adjoints
les uns aux autres. Cette logique dans un topos est donc une théorie des
relations en langage catégorique. On pourrait faire une théorie de moddles
en se basant sur un topos &lémentaire au lieu d'une théorie des ensembles.

Cependant, beaucoup reste & faire encore ici.

Autant que je puisse juger, le topos élémentaire ne donne pas de
réponse au probléme de self-application. Suivant ce que 1l'on veut faire

on se place dans un autre topos.

Donc dans le but de présenter un nouveau fondement des mathématiques
la théorie du topos &lémentaire ne satisfait pas entiérement au point (III).
Un autre point sur notre liste 3 savoir (I), 1) a &té négligé dans les
publications existantes. On fait de la théorie du topos &lémentaire comme
si 1'on faisant de la topologie algébrique par exemple. La pensée ensembliste
est si bien rentrée dans les moeurs qu'il semble difficile de s'en défaire.
Aussi longtemps qu'il n'y a pas de désir de faire un nouveau fondement des
mathématiques le langage ensembliste est tout & fait acceptable : "Soit E
un topos, A un objet de E, alors les objets sur A forment un topos E/A.
Un morphisme f de A dans B définit un foncteur f de E/B dans E/A par ... "
Que deviendraient E/A et £ , i 1'on n'avait pas une théorie des ensembles
pour nous garantir leurs existence ? Car, si 1'on ne veut pas faire une
théorie du topos Eélémentaire formelle, qu'est-ce que c'est, un topos ?
C'est une catégorie ayant certaines propriétés supplémentaires. Donc c‘est
une classe d'objets avec une classe de morphismes et des opérations non
partout définies, appelées composition, source, but etc... . Nous sommes
bien revenus & BG ou & ZF. La raison pourquoi la théorie du topos &lémentaire
n'a pas été présentée dans un systéme formel est bien simple:les langages
formels classiques ne sont pas adéquats . La catégorie des catégories
(Lawvere [9] ) qui au moins au début de l'article est formulée dans un
langage du premier ordre suffit pour nous en convaincre. Les langages sur

graphes (Preller [Lﬂ et Blanc [2] R [3] oG aussi des théories sur graphes
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sont développées offrent un systéme formel pour exprimer la théorie du
topos élémentaire et toute théorie de catégories. Bien entendu, le caté-
goricien expert parle et raisonne comme s'il avait lu, compris et oublié les

théories formelles sur graphes, comme un bon algébriste le fait avec les

théories du premier ordre.

Pour parler du deuxiéme groupe et sa réponse aux problémes des
fondements je vais surtout citer un article de Feferman [5] . En effet,
sans systéme formel qui permet d'axiomatiser et de comprendre les catégories
(comme ZF permet de comprendre les ensem les), les "classes" et les
"opérations" sont 13 et comprises avant qu'on parle de catégories. Il
serait peut-&tre aussi bien alors de prendre ces notions comme primitives
mais de les traiter de mani&re pour obtenir des réponses satisfaisantes
aux points de notre liste. Dans [8] » Kreisel répond & Mac Lane [10] que
1'on connait le principe de self-application depuis plus de 70 ans, car
on savait que tous les ordinaux forment un ordinal, puisque bien ordonnés
et que tous les semi-groupes forment un semi-groupe par le produit cartésien
mais on se gardait de confondre la multitude (tous les ordinaux) avec
1'objet singulier (1'ordinal de tous les ordinaux). Bernays [1] a justement
introduit une axiomatisation des ensembles et propriété&s abstraites
utilisant deux symboles relatiomnels, ¢ pour 1'appartenance & un ensemble

et n pour la vérification d'une propriété.

Feferman a présenté plusieurs systémes formels ol Cat fCat est
démontrable, Cat étant la propriété abstraite d'€tre une catégorie. Dans
[5] » il développe une théorie constructive des opdrations et classifi-
cations. Les objets de 1'univers du discours sont maintenant les opérations
(fonctions partielles) et classifications (propriétés abstraites). De plus,
ces objets sont donnés intentionnellement, c'est-i-dire définis par une
formule ¢ du langage. Supposons c est une classification définie pard .

On écrira xnc s'il peut &tre vérifié que $(x) , et x{c sia $(x)

peut &tre vérifiée. On n'est pas sfir de toujours pouvoir vérifier P(x).
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Par exemple ¢(c) ne peut 8tre vérifide, si $H(x) est xnx ou xfx.

"$est vérifiée" se note O¢ et 1'on a introduit une nouvelle notion
syntaxique. La logique a changé, ce n'est plus avec la logique

classique quel'on fait cette th@orie des opérations. Bien siir, il faut
distinguer entre opérations et classifications totales et partielles, donc
aussi entre catégories totales et partielles. Aux ensembles correspondent
des classifications totales. Une telle classification est appelée petite.
On peut donc considérer par exemple la catégorie de tous les petits
groupes, elle est une catégorie (totale) elle-méme. Nous n'avons plus de
précautions 3@ prendre en nous y réferant comme métacatégories, la catégorie
des petits groupes est bien un objet de 1'univers du discours et il y a

une théorie formelle qui nous garantit que ce que nous démontrons sur les
catégories des petits groupes, des petits espaces topologiques, des petites

catégories etc, est dans la mesure du possible correct.

Puisque tous les points de notre liste sont satisfaits il ne reste
qu'aux catégoriciens de s'habituer 3 cette nouvelle logique et nouvelle

théorie des opérations !

Si les habitudes de la logique et théorie des ensembles classiques
se trouvaient trop enracinées, il resterait toujours la suggestion de
Kreisel dans [8] de regarder ce que BG peut faire comme fondement pour
la théorie des catégories : par exemple de ne considérer que des familles
de foncteurs convenablement indexés et définissables dans BG au lieu de
parler de la "métacollection" de tous les foncteurs entre deux catégories

données (voir Feferman [6] et Preller [12] ).
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