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PROPRIETES DE FORCING ET MODELES GENERIQUES 

p a T Jean-Claude LABLANQUIE 

Si ^ = (P,jr,£) est une condition de forcing (Keisler [3]) et si 

pour un n€u>, il existe une condition p e P qui n'est majorée par aucune 

condition "n-prégénérique" alors ^possède 2 0 modèles génériques 

dénombrables et non isomorphes deux à deux. En appliquant le résultat 

précédent à des propriétés de forcing associées à une théorie T et à un 

ensemble $ de formules on obtient une généralisation d'un théorème de 

Sinmons et d'un théorème de Cusin (cf. [4} et [2]). 

li PRELIMINAIRES - RAPPELS• Dans ce paragraphe nous allons rappeler quel­

ques définitions et résultats de l'article de Keisler cité en référence (3). 

Dans ce qui suit, L est un langage dénombrable du calcul des prédicats 

du premier ordre avec égalité avec les connecteurs n et v et le quantifi­

cateur 3 . La conjonctions et le quantificateur V étant considérés comme 

abréviations : 4>A t|> de-i(t4> v-n|» ) et Vx4> de-i3x-t4> .La logique infi-

nitive L ^ ^ se construit à partir de L en permettant les disjonctions 

infiniesV$ , où $ est un ensemble dénombrable de formules. La conjonction 

infinie A $ est considérée comme abréviation de 1 V-i^>. 

Un ensemble L de formules de L sera appelé un fragment de L 

si : (1) toute formule de L est dans ; (2) est clos pour n ,3 et 

les disjonctions finies ; (3) si <J> (x) € et si T est un terme, alors 

4 ( T ) « L A . (4) si <M L

A > toutes les sous-formules de $ appartiennent à L^. 
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Dans tout ce qui suivra, L A sera un fragment dénombrable de L 

soit C un ensemble dénombrable de nouveaux symboles de constantes. On 

désignera par K le langage obtenu à partir de L par adjonction des cons­

tantes de C et par le plus petit fragment de K y w contenant L^. 

(Remarquons que est dénombrable et que si • e , il ne figure qu 9un 

nombre fini de constantes de C dans $ ) . 

Les K-structures seront de la forme (M,a ) . r où M est une L-struc-
C C € L» 

ture et où a c est l'interprétation dans M de la constante c. On dira que 

(M,a c> c € C est un modèle canonique pour K si M « | a

c /
c € C ( • 

Une propriété de forcing pour L est un triplet & ~ (P, ¿ ,f) tel que : 

(i) (P, i) est un ensemble partiellement ordonné avec un plus petit élêaent 

noté 0. 

(ii) Pour tout p€ P, f(p) est un ensemble d'énoncés atomiques de K^. 

(iii) Si p < q alors f(p) cf(q). 

(iv) Soient o ,T des termes clos de R et pcP, alors : 

(*) Si (o«r)€f(p), il existe q^p tel que (T *r)€f(q) ; 

(# *) si (a » T ) c f (p) et si<J> (a) e f (p), il existe q^p tel que 4> ( T ) C £(q); 

(*»*) il existe ccC et q^p tels que (c«o)sf(q). 

Les éléments de P sont appelés conditions de &. 

Soit 9 une propriété de forcing et § un énoncé de K^, on définit 

la relation p force 4> dans K A (et on note p I par les conditions 

suivantes : 

(1) si 0 est atomique, p lH<j>si et seulement si <$>€f(p) ; 

(2) p I h -» 4> si et seulement si il n'existe pas de condition q * p telle 

que q I h <|> ; 

(3) pi*-v$ si et seulement si il existe 0 c $ tel que plh <x> ; 

(4) p II- 3 x <K*) si et seulement si il existe ccC tel que pli-$(c). 

On dit que p force faiblement <t> et on note p| |—-~4> si et seulement 

si pl i-in + . 
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Une partie G de P sera dite 9 ,A-générique si et seulement si : 

(1) Si pcG et si q ^ p alors q c G ; 

(2) si pcG et qcG, il existe r c G tel que p * r et q ^ r ; 

(3) pour tout énoncé ф de Кд il existe p * G tel que p tt— ф ou 1Ь- —|ф 
Soit (M,a ) une K-structure, on dit que la partie générique G с с ( li 

engendre (M,a ) si et seulement si (M,a ) r est un modèle canonique 
pour К et tout énoncé de Кд forcé par un élément de G est valide dans 

< м ' аЛ«с-
(M,a ) r sera un modèle k-générique pour une condition pcP 

С С щ \ J 

si et seulement si (**>a
c)ccc e s t е п& е ш*ге par une partie générique 

contenant p. Si M est une L-structure, M sera un modèle # A-générique 

s'il existe une interprétation ci » a g des constante de С dans M 
telle que (M,a ) r soit A-générique pour une condition p€P. 

С С * v/ 
Rappelons le théorème fondamental suivant : 

Si 9 est une propriété de forcing et si рш? 3 alors il existe un 

modèle & зA - g é n é r i q u e pour p. 
2, Dans ce paragraphe, nous allons étudier le nombre des structures gé­
nériques dénombrables d'une propriété de forcing 9 * (P, 4 ,f). 

Soit Cj,C2>•••»c >•.. une énumération sans répétitions de C, on 
notera L n le langage LU | Cj,... ,c n j ; Кд sera le plus petit fragment 
de L^ ^ contenant L^ (On posera L° a L et K* • L^) . 

Si ne w , une condition p c P sera n-^prégénéirùque si et seulement si 
n W Ê • w 

pour tout énoncé ф de Кд ou bien p I H — ф ou bien p I I — т ф . On notera 
S q l'ensemble des conditions n-prégénériques. 

Si S est une partie de P, on dit que S est dense dans P si pour tout 
pCP> il existe q € S tel que : p { q . 

THEOREME 2.1. - Supposons qu'il existe псы tel que S ne soit pas dense 

dans P 3 alors il existe 2 modèles & > k-génériques dénombrables et 

non isomorphes deux à deux. 
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PREUVE. - S n n'est pas dense dans P, donc il existe une condition P Q c P 

qui n'est majorée par aucune condition de S^. Montrons que pour toute 

condition p » p o il existe Pj » p et P2 > P et un énonce $ de tels 

que Pj**~ "n • et p 2 t»-<{> . En effet si p % p Q , alors p ^ donc il existe 
n W 1 w 

un énoncé $ de tel que pli/— • et p IM 1$ , par suite, il existe 

Pj i p tel que Pj I I \ <J> et p 2 ̂  P tel que p 2 I*-

En utilisant cette propriété nous allons construire un arbre de 

conditions ayant 2 0 branches maximales, tel que l'ensemble des condi­

tions de chaque branche maximale soit générique, et tel que, si a et P sont 

deux branches maximales distinctes, il existe un énoncé t|> de forcé 

par une condition de a et dont la négation -nji est forcée par une condition 

de p. 

Considérons 4>Q , <•> j,..., 4>n ,... une énumération de tous les énonces 

de K et soit p une condition de P majorée par aucune condition de S • Il 
n 

existe donc qj * p Q et i et un énoncé v|i de tel que q̂  \ l \ ̂  

et q2l>-+. Si q j l ^ -1 <J>0 on pose p Q o = qj et si q^tf--\<b0il existe qj 4 

tel que qjl*— +0» o n pose alors p q q

 a qj .De même si q 2 \V— "i<J>0on pose 
po1 * q2 d e s i < l 2 l ^ " n * ° i l e x i s t e ^2 * q2 t e l q u e q2 *° e t o n p o s e 

p Qj * q 2 partant ensuite de p q q et procédant de la même manière on cons­

truira des conditions p s p et p . ̂  p telles que : (i) n 11 * 
rooo * *oo *ool * *oo H v * *ooo • ] 

o u pooo"~~ n*l e t Pool 1 1— *1 o u Pool l* 1 4*1 e t i l e xiste 

i|>f énoncé de tel que P 0 0 0 1 1 — e t P q o I 1 ^ - n 0 n c o n s t r u i r a i t de 

la même façon P 0 j Q et p ^ ^ en partant de p Q j . En continuant ainsi, on 

obtient un arbre de conditions : 

niveau 1 p ̂ —' " """""̂  " ^ ^ ^ p t 

niveau 2 p p . p ̂\ ^ D 

/ 0 0 0 \ / Fool *olo Poll 
niveau 3 p p . p , P u P , P , , p S D \ 

*oooo roool *oolo *ooll *oloo *olol *ollo pollI 
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Cet arbre de conditions à 2 ° branches maximales. Par construction toute 

condition de niveau n+1 force $ ou -i 6 , donc l'ensemble des conditions 
1 n T n 

d'une branche maximale est une partie 9 , A-générique. Enfin si a et p 

sont deux branches maximales distinctes, il existe un énoncé v|> de forcé 

par une condition de a et dont la négation est forcée par une condition de p. 

Cet arbre nous fournit donc 2 0 modèles A-génériques pour la condition 

p Q dont les restrictions au langage L
n sont non -élémentairement équi­

valents deux \ deux. Mais toute L-structure dénombrable a au plus expan-

sions dans , donc on obtient 2 0 modèles dénombrables de L qui sont 

A-génériques et non-isomorphes deux à deux. 

Etant donné que L° = L et que K° = L^ , nous avons démontré par consé­

quent le corollaire suivant : 

COROLLAIRE 2.2. - Si S q n'est pas dense dans P alors il existe 2 *® modèles 

& > A-générique s dénombrables et non L^-élémentairement équivalents 

deux à deux. 

3, - Nous allons maintenant étudier des propriétés de forcing associées 

à une théorie T et qui généralisent le forcing fini étudié par Barwise 

et Robinson en (1). L'application du théorème 2.1 et du corollaire 2.2 

au forcing fini nous permettra de retrouver un résultat de Cusin (2) et 

un résultat de Simmons (4) sur le nombre des modèles génériques d'une 

théorie T. 

Dans tout ce qui suit, T est une théorie de L^ et $ est un ensemble 

de formules de L^ contenant les formules atomiques et clos pour les sous-

formules. Nous désignerons par Jt la classe de tous les modèles de T et 

nous noterons &(Jt la propriété de forcing (P, £ ,f) où P est 

l'ensemble des parties finies p c $ (C) qui sont satisfaites d a n s ^ . 

(<j>(C) est l'ensemble de tous les énoncés ^(c,,...,c ) de K A tels que 
i n » 

• (Xj,... »xQ)€ $ ) ; ̂  est la relation d'inclusion c et pour tout pcP, 

f(p) est l'ensemble des énoncés atomiques figurant dans p.) 
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REMARQUE. - Si on prend * L et $ l'ensemble des formules de base, c'est 

à dire l'ensemble des formules atomiques et des négations de formules 

atomiques, on retrouve le forcing fini de Robinson-Barwise. 

A ce niveau-là , nous avons besoin de trois lemmes techniques : 

LEMME 3.1. - Soient p une condition de &(Л ,ф) et $ un énoncé de Ф(С)« 
alors : 

w 
(i) Si Tu p|5^, on a ; pi i Ф • 
(ii) Si р|Ь^- ф> j alors ти|ф| est consistant avec p. 

La démonstration est semblable à celle du lemme 2.5 de (3). 

LEMME 3.2. - Soient p « p(Cj,...,cn) une condition de &(Jt,$) et 

^ * ф(с,»•••,с ) un énoncé de K A tel que plH Ф où toutes les constant** 
1 П A 

de Coccurant dans p ou dans ф sont parmi Cj>... fc . Soient c j , . . . , c ^ 

des éléments quelconques de С et soient p f « p(c!,...,c') , et 

ф' - t(cj ».. . f c ^ ) . Si p* est une condition de &(Jt , Ф ) Л alors p 1 ! ! — ¥* 

La démonstration est analogue à celle du lemme 2.3 de (1). 

Noue désignerons par l f ensemble des énoncés de Ь д qui sont faible»** 
forcés par 0 , c'est-à-dire l'ensemble des énoncés de L^ qui sont valides 

dans tous les modèles A-génériques* 

Le lemme suivant généralise le lemme 2*20 de (1) et sa démonstration 

est en tous points semblable à celle de 2.20, en utilisant les lemmes 3*1 

et 3.2* 

LEMME 3.3. - Soient р(с,,...,с ) une condition et Ф (c.,...,c ) un énoncé 
i • n i n 

de tel que p | h^- ф où toutes les constantes de С occupant dans 
f 

p ou dans ф sont parmi Cj,...,c n . Alors l'énoncé овТд QÙ : 

о - V Xj . . - x ^ A p U j , . . . , x n ) —* ^ ( x j , . . . , x n ) J . 
Une théorie T t de L^ est L ^ - c o m p l è t e si pour tout énoncé ф de , 

T 1 H* t ou T* H n Ф . 
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Le théorème suivant a été démontré pour le forcing fini par Simmons (4). 

THEOREME 3.4. - Si T = et s'il existe un énoncé $ de consistant 

avec T et tel que T U {$} ne possède pas d'extension finie L -complète 

alors il existe 2 ° modèles A-générique dénombrables et non 

L^-êlémentairement équivalents deux à deux. 

PREUVE. - Il suffit de montrer que, pour la propriété de forcing 9 (Jf>§) 

S Q n'est pas dense dans P et d'appliquer le corollaire 2.2. Supposons que S Q 

soit dense dans P et soit ̂  un énoncé de consistant avec T tel que TU(^} 

ne possède pas d'extension finie L^-complète, alors étant donné que T « 

il existe peP tel_que p IK- $> ; il existe q* p tel que q c S ; pour tout 

énoncé t|» de ql I—- i|i ou q 11—— i|i . De plus si + est un énoncé de tel 
w 

que q I*—I|J , alors si q = q ( c c ) en utilisant 3.3 on voit que : 
i ^ n 

Vx 1,...x n[Aq(x 1,..,,x n) +]€T A - T , donc [ 3 x} . . .x^ Aq(Xj,... ,xn)-f eT. 

Ceci montre que : T U { 3 Xj. ..x^AqCXj,...9x^)j est L^-complête ; en 

outre q 11— • donc [ 3 Xj .. . X r A q(x^,... * ̂ ] e T et par suite : 

T u > 3 xl • • * x

n A q(x^,. .. ,xn)} est une extension finie et L^-complète 

de T U {$} 9 ce qui est impossible par hypothèse. 

Soit 0(X|,...,x ) une formule de ; on dit que 0 est T,k-complète 

si 0 est consistante avec T et si pour toute formule <$>(x.,...,x ) de L , 
l n A. 

on a T H 0 -* 4> ou T *= 0-^-» Si <t> (x, ,... ,x ) est une formule de L A, 
1 n A 

on dira que ^ est T 9k-incomplé table si <̂  est consistante avec T et s'il 

n'existe pas de formule 0(xj,...,xn) T,A-complète telle que T 8—* 

Le théorème suivant a été démontré pour le forcing fini par Simmons 

(4) et Cusin (2). 

THEOREME 3.5. - Si T = et si T possède une formule Tyk-èncomplétables 

il existe 2 © modèles & 3 k-génériques dénombrables et non isomorphes 

deux à deux. 
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PREUVE. - Soit <t>(x,,...,x ) une formule T,A-incomplétable, è> est 
T ^ 1 n 

consistante avec T = T ; il existe donc une condition q telle que 

qlH- 4 > ( c c ) ; montrons alors que S n'est pas dense dans P ; 
i n n ^ 

sinon il existerait p ̂  q et p c S , donc pour tout i|i e K A ou bien 
n A 

P I V-̂ - i|> ou bien p ll-^-i Soit p s p(cj ,... > c

n >
c

n + j > • • • >
c

n + m )
 e t s ° i t 

t|> (x., . •. ,x ) une formule de L. , alors ou bien p I »—K Y (c, ,. .. ,c ) et 
i n A I n 

donc (lenme 3-3) T 1= 3 yj .. .y Ap(Xj ,... ,x n >yp ... ,ym)-> <|>(x,,. .. , X q ) ou 

bien p t ̂  -i i|»(c j,... ,cn) et alors : 

T 3 y,.. .y Ap(Xj,... ,x n >yj,... , y m ) — + (xj,.. .,xn) . Posons 

8(Xj,...,x) = 3 yj .. .y m Ap(Xj »... ,x n >yj,. ..,ym) ; d'après ce qui précède 

0 est T,A-complète, de plus plK 4> (Cj,...,cn) donc T 6-* 4> ; mais alors 

4> n'est pas T-incomplétable, ce qui est impossible. Le résultat s'obtient 

alors par application du théorème 2.1. 
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