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SOUS-ALGEBRES LOCALEMENT CONVEXES DE C(T)

par Khalil NOUREDDINE et William HABRE

INTRODUCTION . Dans ce travail on reprend les notions de recouvrements
simples et dominants ([11]) d'un espace complétement régulier séparé T,

et on procéde 3 une classification de ces recouvrements. A tout recou-
vrement simple o de T on associe une sous-algdbre (notée C°(T)) de
1'algébre (notée C(T)) des applications continues de T dans le corps

IR des nombres réels. C°(T) est 1'algbre des applications de T dans

IR, qui sont bornées sur les €léments de p . Dans un premier para-
graphe on étudie les algébres CP(T); et dans le second on cherche les re-
lations qui existent entre ces algdbres et 1'algebre C(T), ol on retrouve
par des démonstrations nouvelles les deux théor2mes classiques de Nachbin-
Shirota. Dans le paragraphe 3 on étudie sur C°(T) une topologie localement
convexe intermédiaire entre 1la topologie de la convergence compacte et cel-
le de la convergence uniforme sur les €léments de o . Cette topologie a
des propriétés analogues 2 celle de la topologie vy (&tudiée dans ([11])
ol 3 celles de la topologie sous-stricte B, de [16].

NOTATIONS ET PRELIMINAIRES.  Tout espace topologique considéré dans ce

travail est supposé séparé et complétement régulier. Pour un tel espace
T on pose les notations suivantes :

C(T) (resp. C”(T)) est 1'algébre des applications contimues (resp. com-
tinues et bormées) de T dans le corps IR des nombres réels.

Pour tout &lément f ¢ C(T), ||f]l= Sup (|f(t)|, t ¢ T} . L'application
f —— ||f]| est la norme de la convergence uniforme sur C™(T) .
B"={feC (T ; lflls 1} est la boule wmité fermée de C (T).
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Sous-algebres localement convexes de C(T)

CC(T) (resp. C:(T)) est 1'espace C(T) (resp. C”(T)) mmi de 1la topolo-
cie de la convergence compacte .

Pour toute partie A c T, A est 1'adhérence de A dans T .

Pour toute partie A c T, ¢, est la fonction caractéristique de A
(1.2, ¢,(t) =1 si teA et ¢A(t) =0 si teT-A).

Un l(o dans T est une partie de T qui est une réunion d'une suite
de compacts dans T .

Pour toute partie A de T et toute application ¢ de T dans IR,
ol , =S (o), t e A} et [l =l ollp .

Une partie A de T est dite bornée ([3], [5]) si, pour toute appli-
cation f e C(T), |fll, est fini . L'espace T est dit de type wu ([3])
si tout born€ dans T est relativement compact.

BT est le compactifié de Stone-Cech de T (rz3, 7n.
VT est le replété de T ([2], (5], [7])). L'espace uT est de type yu .

Pour toute application f de T dans R, So(f) est le support strict
de f (i.e, l'ensemble des t ¢ T tels que f(t) = 0) et S(f) est le sup-
port de f (i.e, 1'adhérence de S (f) dans T).

En ce qui concerne les espaces localement convexes (elc) nous
suivons les ouvrages classiques et, 3 titre d'exemples [8] et [13]
Pour les notions de b-espaces, espaces b-tonnelés, et autres, nous renvo-
yons 3 [10] .

1. LES ALGEBRES C(°(T).

1.1. DEFINITIONS ET GENERALITES.

Rappelons d'abord les définitions suivantes ([11])e

(1.1.1) Définitions. Soit T un espace complétement régulier séparé.

(a) On appelle recouvrement simple de T, tout recouvrement de T formé
d'une sutte croissante p = (Tn)nzl de fermég de T . Une partie 4

de T est dite dominée par ¢ 8'il extste un entier n, 2 1 tel que AcT

n

°
28



Sous-algabres localement convexes de C(T)

(b) On appelle recouvrement dominant (ou k-dominant) de T, tout recou-
vrement simple o de T qut domine les parties compactes de T .
Une partie A de T est dite dominée (ou k-dominée) 8i A est do-
mnée par tout recouvrement dominant.

Un recouvrement simple ou dominant o = (Tn)nZI

naire 8'il existe un entier n, tel que T, =7T.
-]
La proposition suivante montre qu'en général, un recouvrement
simple n'est pas nécessairement dominant :

est dit station-

(1.1.2) Proposition. Pour que tout recouvrement simple de T s8ott
dominant, il faut et il suffit que tout compact de T soit fini .

Preuve. La condition est trivialement suffisante; et elle est nécessaire
d'aprés la proposition (2.2) de [11] (voir aussi [6] ).

Si p = (Tn)nzl est un recouvrement simple de T, on désigne par
CP(T) 1'algébre des applications continues de T dans IR qui sont bornées
sur T, pour tout n =z 1. CP(T) est une sous-algébre de C(T); elle lui
est égale si et seulement si les T, sont des bornés T (voir notations et
préliminaires). L'algébre C”(T) est définie de la méme maniére si 1'on
pose 0 = (Tn)n21 , le recouvrement simple de T tel que, pour toutn 2 1,
Tn = T (c'est le recouvrement simple ''trivial" de T). Sip = (Tn) et
p! = (T!'l) sont deux recouvrements simples de T, on rappelle que o est dit
moins fin que p' (ou p' est plus fin que p ) si pour tout n 2 1 il existe
un m21 tel que Tr'1 c Tm . Il est clair que la relation " p est moins fin
que p' "' est une relation de préordre sur 1l'ensemble des recouvrements sim-
ples de T, qui admet le recouvrement trivial oo comme plus petit &lément.
Pour cette relation, deux recouvrements simples de T admettent une borne
supérieure et une borne inférieure.

Si le recouvrement simple p = (.Tn) est moins fin que le recouvre-

. .
ment simple o' = (T!) alors on a C°(T) < C° (T). Il en résulte que 1'en-
semble des algdbres CP(T) est un ensemble filtrant croissant et décroissant
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pour la relation d'inclusion; et C (T) est contenue dans C°(T), pour tout
recouvrement sirple o

Pour toute application f ¢ C(T) , on pose op(f) = (Tn(f))nz1’
ot pour tout n 21, T (f) = {teT; [£(t)] s n} . p(f) est un recouv-
rement dominant de T, et est dit recouvrement associé 3 1'application f.
On vérifie irmédiatement que 1'ensemble des algébres Cp(f)(T), lorsque f

décrit C(T), est filtrant croissant et a pour réunion 1'algebre C(T).

1.2. TOPOLOGIES SUR (CP(T).

Soit p = (T_) un recouvrement simple de T et soit c°(T) 1a
sous-algebre de C(T) associée 3 p . Une premiére topologie qui s'impose
sur C°(T) est la topologie de la p-convergence (ou topologie de la con-
vergence uniforme sur les éléments T, de p ). C'est une topologie loca-
lement convexe métrisable compatible avec la structure algébrique de Cp(T)
Ellc est définie par la suite des semi-normes f —— ||f||.r =

n

Sup {|£(t)] , t € T} et est notée t . On note c;(r) (resp. c:m)
1'algéhbre c° M (resp. C7(T)) mmie de la topologie ¥, .

La proposition suivante précise dans quel cas la topologiec tp
est normable :

f1.2.1) Proposition . L'espace Cg(T) est normable 8t et seulement si
le recouvrement sitmple p est stationnaire .

Preuve . I1 est immédiat aue la condition est suffisante, car si »

est stationnaire alors Cp(T) = CQ(T) et to est définie par la nomme

de la convergence uniforme . Inversement, si p n'est pas statiommaire,
alors par compléte régularité de T on vérifie que tout voisinage de zé-
TO pour tp contient des droites;par suite il n'existe pas de nommes con-
tinues sur cgcr). La proposition est donc démontrée.

(1.2.2) Proposition. Tout bormé de Cg{T) est conteru dans 1'adhérence
d'un bormé de C:(IU. En particulier C (T) est partout demse dans
Cg(T).
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Sous-algebres localement convexes de C(T)

Preuve. Soit B un bomé dans Cf) (T). Pour tout entier n et tout
é1ément f ¢ B, posons fn = Sup(-n, inf(f , n) ). Il est clair que la
suite (f,) converge vers f dans Cg(’l‘). D'autre part, soit

B' = {fn , f e Bet n parcourant 1les entiers n 2 1} ; B' est un bor-
né de C:(T) et son adhérence dans C‘; (T) contient B .

Pour un recouvrement simple quelconque p 1'espace Cg (T n'est

pas en général complet. Ce qui nous permet de poser la définition sui-
vante :

(1.2.3) Définition . Soit o = (Tr) un recouvrement simple de 7T .
On dit que le recouvrement p est complétant si l'espace C: (T)
est complet. Le recowvrement p est dit régulier st pour tout
. 3 ’
n21, Tn est contenu dans l'intériecur Tn+1 de Tn+

1

La proposition suivante explique la relation entre recouvrements
dominants, complétants et réguliers :

(1.2.4) Proposition. (a) Tout recouvrement régulier est complétant.

En particulier, pour tout élément f e C(T), le recouvrement p (f)
est complétant.

(b)  Tout recowvrement complétant est domnant.

Preuve . (a). Soit p = (T,) un recouvrement répulier de T . Si (g)
est une suite de Cauchy dans Cg (T); alors (g ) converge simplement vers
une applicationo g de °T dans IR, continue et bornée sur chaque Tn .
Mais la suite (Tn)’ ol Tn est 1l'intérieur de Tn, recouvre T et 1l'ap-
plication g est donc partout continue. Alors g e cP(T) et (gn) conver-
ge vers g dans CO(T). La deuxisme assertion de (a) est évidente car
pour tout f ¢ C(T), le recouvrement o(f) associé 3 f est régulier.

(b) . Cette assertion résulte du lemme plus général suivant :

(1.2.5) Lemme_. ST p = (Tn) est un recouvrement complétant de T, alors
toute partie bornée de T est dominée par o

31



Sous-algdbres localement convexes de C(T)

Preuve du lemme . Soit B une partie bomée de T et soit VP(B , 1) =
(£ C°(M ; lIfll g < 1} . Il est clair que 1'ensemble V(B , 1) est un dis-
que absorbant et simplement fermé dans C°(T) ; c'est donc un tonneau de

C‘; (T), et comme cet espace est un espace de Fréchet, alors V(B , 1) est
un voisinage de zéro . Il existe,par suite, un entier n, 2 1 et un nombre
réel r > 0 tels que 1'ensemble Vp(Tno , 1) = (feCP(M) ”f”; s r} soit
contenu dans V°(B , 1) . Cn en déduit, par compléte régularit2° de T, que
R est contenu dans Tp, ; et le lemme est démontré .

(1.2.6) Remarque. Il est & noter que la réciproque de l'assertion (a)

de la proposition préocédente n'est pas vraie en général : en effet, soient
E un espace de Fréchet de dimension infinie et ( Vn) ns1 W systéme fondamen-—
tal déeroissant de voisinages de zéro dans E . Soit aussi T = Eé le dual
de E muni de la topologie de la comvergence uniforme sur les disques com-
pacts de E . On sait d'aprés [5] que Eé est un elec de Kelley et est un
k-espace (i.e., toute application de Eé dans tout autre espace topologi-
que, continue sur les compacts est partout comtinue). D'autre part st,
pour tout entier n 2z 1, on pose T = V: (polaire de v, dans E');

alors T, qui est un disque équicontinu et faiblement fermé dane E', est
compact dans Eé =T . De plus, tout compact de T est conteru dans l'un
des T, - Ce qui fait que la suite o = (Tn) est un recouvrement complétant
de T . Ce recouvrement n'est pas régulier, car 8t l'un des éléments de laq
sutte (Tn) avait wn intérieur non vide, alors l'espace Eé = T serait de
dimension finte; ce qui est absurde .

(1.2.7). Remarque. Notons encore que la réetproque de l'assertion (b) de
la proposition (1.2.4) n'est pas vraie Q son towr : en effet, sotent E wn
espace normé tomnelé non complet et E son dual muni de la topologie faible
o(E' , E). Pour tout entier n 2 1, posong T, =n B° ou B° désigne le
polaire dans E' de la boule wnité B de E . Il est clair que Tn 28t
compact dans E"o et que la suite (Tn) en constitue un recouvrement domi-

nant . Ce recouvrement n'ecst pas complétant, car autrement l'espace E seratt
complet.

La deuxidme topologie sur C°(T), qui s'impose 3 notre étude, est
la topologie de la convergence compacte. Notons par t. la topologie de
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1a convergence compacte sur C(T) et par tg sa restriction 2 C°(T),
pour tout recouvrement simple p de T . On désigne par Cg (T) 1'alegbre
C®(T) muni de la topologie tg . Pour tout recouvrement dominant o de
T, la topologie t?: est moins fine que la topologie tp . L'identité de
ces deux topologies n'a lieu que dans des cas tr&s particuliers :

(1.2.8) Proposition . Sott p = (Tn) wn recouvrement simple de T . Lcs
. p , . , .
deux topologies tp et to s8ont identiques 8i et seulement si le
le recouvrement o est dominant et T, est compact pour tout n = 1.

Preuve . La condition est évidemment suffisante . Elle est nécessaire
d'aprés le lemme 2 de [12] .

I1 est facile de voir, comme dans la proposition (1.2.2), que
tout borné de CC(T) est contenu dans 1'adhérence d'un borné de C:(T) .
I1 en résulte en particulier que, pour tout recouvrement simple p, tout
borné de C‘C’(T) est contenu dans 1'adhérence d'un borné de C:(’I’) et par
suite C:(T) est partout dense dans Cg(T).

Un espace complétement régulier séparé T est dit un klR -espace
si toute application de T dans IR est continue dé&s qu'elle est continue
sur les compacts de T . On sait d'aprés [19] que, pour que T soit un
kg -espace, il faut et il suffit que CC(T) soit complet, ou quasi-complet.
La proposition suivante donne des conditions sur T et p pour que C‘:_ (T)
soit complet :

(1.2.9) Proposition . Soit p = (Tn) wn recouvrement sitmple de T . Les
conditions sutvantes sont équivalemtes :

(a) L'espace C‘g(T) est complet

(b) L'espace C‘g(T) est quasi-complet .

(¢) L'espace T est un k p-espace et pour tout emtier n 2 1,
T, est une partie bormée de T .

Preuve . Il suffit de démontrer que (b) implique (c). Soit, en effet,
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f une application de T dans IR continue sur tout compact de T .
Supposons, dans une premiére €tape, que f soit bornée sur T . A une
constante multiplicative prés, on peut supvoser aussi que |[f]] s 1 .

Pour tout compact X de T, désignons par 8y la restrictionde f 3 K.
Par compléte régularité de T il existe une fonction fK, appartenant i la
boule unité B~ de C (T), telle que la restriction de £ 3 K soit &gale
a gk La suite généralisée (fK), K décrivant 1'ensemble des compacts de
T, est une suite généralisée de Cauchy dans B~ qui est complet . Donc
cette suite converge vers un &lément de B”, qui ne peut &tre que 1'appli-~
cation f. Par suite f est continue .

Pour le cas général o f n'est pas bornée, on pose
fn = Sup( -n, Inf(f , n) ) pour tout entier n 21 . Les applications fh
sont bornées sur T, et sont continues sur tout compact de T. D'apras ce
qui précede, les f o Sont partout continues et avpartiennent 3 C“(T) qui
est un sous-ensemble de CP(T). Alors, la suite (fn), qui est une suite de
Cauchy dans Cg(T), converge vers une application appartenant 3 C°(T). Cette
application est nécessairement égale 3 £ . Ce qui montre, en méme temps, que
T est un kp-espace et C(T) = CP(T), épalité qui montre que les T, sont
des bornés dans T .

(1.2.10) Corollaire . St le recouvrement p = (Tn) est dominant, alors
l'espace Cz(lv est complet (ou quasi-complet) 8t et seulement gi
T est wn kZR-espace et p est une base de bormés dans T .

Preuve. D'aprés la proposition précédente et le lemme (1.2.5), il suffit
de démontrer que le recouvrement o est complétant. Or il est facile de
voir que, dans un kn{-espace, tout recouvrement dominant est complétant

1.3 ~ CARACTERES DE C°(T), ESPACES oT.

Par analogie avec 1'étude classique de 1'algg&bre C (T) (ou de
1'algébre C(T) ), passons 3 1'examen des caractéres de 1'algdbre C°(T) as-
sociée 3 un recouvrement simple o = CTnj de T:
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(1.3.1) Définition . On appelle caractére de l'algebre C°(T) toute fer-

me linéaire multiplicative et wnitaire sur C™(T).
Les propriétés immédiates des caractéres de C° (T) sont résumées

dans la proposition suivante :

(1.3.2) Proposition . Soit u wun caractére de CP(T).

®)

©

(a) Pour toute application f e C°(T), il existe un entier n,
tel que u(f) e f(T, ) .
[+4

(b) Pour toute f e C°(T) on a |u(f)| = utlfl), en particulier
fz0 >ul(f) 2 0.

(c)  Pour toute suite finie f1 , fo 5 vess fn d'éléments de C°(T)
et tout € > 0, il existe um point t ¢ T tel que
Iu(fk).-fk(t)l <e¢ pour k=1,2, ..., n.

Preuve . Elle est analogue 3 celle de la proposition (3.2.1) de [2]:
(a) supposons d'abord que u(f) =0 . Si, pour toutn 2 1,

u(f) =0 ¢ m, alors il existe 1 > 0 tel que FE(t)| 2 r, pour
tout t e T ; il en résulte que f est inversible dans cP(m ; et
1'égalité f£(1/f) =1 implique 1 = u(1) = u(f) »u(1/f), d'od u(f) = 0,
ce qui est absurde . Dans le cas o0 u(f) est quelconque, on nose
g=f-u(f).1 . La fonction g vérifie u(g) = 0 et par suite, il
existe n, tel que u(g) = 0 e g(T,,) ; d'od u(f) e m—o) .

Remarquons que, d'aprés (a), f 2 0 ====> u(f) 2 0 . Donc u(|f]) 2 0
et, puisque £2 = |£]2 , ona (u(|f]) )2 = u(f?) = (u(f) )2 ; d'®
u([£fh) = ju(D] .

L'application g = : E |fk - u(fk).ﬂ vérifie, grice a (b), u(g) = O,
<ksn

donc O € g(’l‘no) » DOUr un entier n_, convenable. Ainsi il existe

t eTy tel que g(t) g ¢ et 2 fortiori on a |u(fy) - fk(t)l <e
pour tout k .

Dans le cas de 1'algabre C”(T), tout caractdre est continu

pour la norme de la convergence uniforme. Le compactifié de Stone-Cech §T
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de T, est défini comme étant 1'ensemble des caractdres de C (T), muni de
la topologie faible. C'est 3 dire BT est un sous-ensemble faiblement
fermé de la boule unité du dual de C”(T); et par suite il est compact et
contient T comme sous-enserble partout dense. BT est aussi le complété
de T pour la structure uniforme la moins fine rcndant les fonctions

f e C*(T) uniformément continues.

Mais dans le cas d'un recouvrement simple p quelconque, nous
ignorons si tout caractére de c? (T) est continu pour la topologie de la
p-convergence t . C'est pour cela, nous distinguons entre 1'ensemble de
tous les caractéres de CP(T) et celui des caractéres t -continus :
désignons par u, la structure uniforme 1la moins fine sur T rendant
uniformément continues toutes les fonctlons f e C°(T) . L'espace uniforme
(T ,u ) est un sous-espace de IRC (D) qui est complet. Le complété de
(T, u ) est égal 3 1'adhérence de T dans Cp(T) mmi de la structure
umforme induite. De51gnons par f" ce complété ct, pour toute fonction
f ¢ C°(T), désignons par # son unique polongement 3 . 11 est clair
que T® est 1'ensemble des caract2res de 1'alggbre C°(T), mmi de 1la
structure uniforme induite ; et la topologie sous-jacente, qui est la to-
pologie la moins fine sur #  rendant continues les fonctions #£° , induit
sur T sa topologie initiale. D'autre part, notons par pT 1'ensemble
des caractdres continus de CZ(’I’) , et munissons le de la topologie indui-
te par celle de . Alors, 1l'espace pT contient T comme sous-espace
topologique partout dense. Pour toute fonction f ¢ C°(T), on désieme par
£ 1e prolongement de f 3 oT ; f? est la restriction de ?o i oT .

(1.2.3) Proposition . Soit p = (Tn) un recouvrement simple de T .

(a) Tout élément u de pT est complétement déterminé par sa
restriction @ C (T).

(b)  Pour tout entier n 2 1, l'ensemble T_'p adhérence de T
dang T° , est wne partie compacte de pT, et on a oT = y t

n
(¢) L'espace oT s'identifie Q un sous-espace topologique de 87;
et pour tout n 2 1, 'if; = 7’:8, od T Bdémgne l'adhérence de

Tn dems BT .

36



Sous-algebres localement convexes de C(T)

Preuve . L'assertion (a) est évidente car C”(T) est partout dense dans
c°(T) ; démontrons (b) : il est clair d'abord que pour tout f e C°(T) et
tout ueTp, ona u(f) = fp(u) Ce qui fait que, si uef:, on a :

lu(®)| = |@°(u)| S”fOHTp = ||f||T pour tout f ¢ C°(T) . Donc u est
n n

continu sur C° (T). Et puisque T est précompact pour la structure uni-
forme u 11 est évident que T_p est compact. D'autre part si

veoT et vi Tnp pour tout entler n > 1, alors il existe une appli-
cation continue fg de pT dans 1'intervalle {0 , 1] telle que fg(v) =

et ffl =0 sur Tnp . Désignons par fn la restriction de fg aT.

La suite (fn) converge vers zéro dans Cz('l‘) et pourtant v(fn) = fg(v) =
pour tout n 2 1 ; ce qui est absurde et achéve la démonstration de (b).
Prouvons (c) : d'aprds (a) l'ensemble pT s'identifie 3 un sous-ensemble
de BT . D'autre part, il est facile de voir que 1l'on peut identifier aus-
si les trois algdbres C™(T), CT(oT) et C(gT) ; pour tout f ¢ C (T), le
prolongement f°, de f 3 oT, n'est autre que la restriction du prolonge-
ment £ de f 2 BT . Comme la topologie de pT (resp. BT) est la topo-
logie la moins fine sur oT (resp. #T) rendant contimies les f° ¢ C (oT)
(resp. £ ¢ C(8T) ), alors pT s'identifie, topologiquent aussi, 3 un sous-
espace de BT . Le reste de 1l'assertion (c) est évident.

(1.2.4) Corollaire. L'espace pT est un espace replet et contient vl
(replété de T) comme sous-espace partout dense.

Preuve. D'aprés l'assertion (b) de la proposition précédente, 1'espace
oT est un Kc ; ce qui suffit pour que pT soit replet ([2] , [7]).
D'autre part, on sait que uT est le plus petit sous-esvace replet de BT,
contenant T ; ce qui montre que vuT c pT .

Désignons par » = ('I‘ ), o0 Tp est 1'adhérence de T dans
oT, qui est aussi 1'adhérence de Tn dans T° La suite p est un re-

couvrement simple de pT et, sur 1'algebre C(pT), on peut considérer 1la
topologie (ts) de la p -convergence; on désigne var Ca(pT) 1'espace C(pT)
mmi de cette topologie. Il est clair que 1'on a :
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(1.2.5) Théoréme . L'application de prolongement f — f° de CP(7)
dans C(pT) et l'application de restriction g —— g/p de C(pT)
dans C°(T) sont deux isomorphismes, algébriques et topologiques,
réctproques l'un de l'autre des algébres Cg(T) et C5 (pT).

Comme conséquence de ce théoréme on a :

(1.2.6) Corollaire . Si le recouvrement o = (Tn) est complétant, alors

pT est un k—espace hémicompact.

Preuve . D'aprés le théoréme précédent, les deux espaces Cz('!‘) et C5 (oT)
sont isomorphes algébriquement et topologiquement. I1 en résulte que, si

le recouvrement p est complétant, alors 1'esvace C‘;(pT) est un espace de
Fréchet, et par suite le recouvrement p est complétant. Donc, d'aprés la
proposition (1.2.4), p est dominant. Ce qui fait que pT est hémicompact
et CS (pT) = CC(pT). D'autre part, la proposition (1.2.9) montre que oT
est un k]R -espace, et il est bien connu qu'un km-esnace hémicompact est un
k-espace (on rappelle qu'un espace topologioue x est dit un k-espace si
toute partie de x est fermée dés que son intersection avec tout compact
de x est fermée).

Si le recouvrement p = p(f), o f ¢ C(T), alors on peut amé-
liorer sensiblement le corollaire précédent :

(1.2.7) Théoréme . St o = po(f), f e C(T), alors pT est un espace
localement compact o-compact.

Preuve. p= (T)), 00 T ={teT; |[f(t)] sn}. Soit £ le prolon-
gement de f a oT et, pour tout n 2 1, posons Ug={ueoT;|f°(u)|<n}
et U = UP n T . Puisque U; est un ouvert dans pT, alors on a

P
0 . P p p el .
ue = U2 n ™. WwaT = ﬁn c Trf . Ce qui fait aue les Ug sont relative-

ment compacts dans T et, comme ils recouvrent oT, on en déduit le th&o-
Téme .
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(1.2.8) Remarque. On peut vérifier factilement que, lorsque o = o(f),
alors l'espace pT n'est autre que 1l'espace ufT de ([7], page
125, 8B. 2) -

Un autre résultat important, qui va nous €tre trés utile pour
la suite et qui se trouve d'ailleurs dans ([7], page 125), est le théoréme
suivant :

(1.2.9) Théoréme. L'espace vT (replété de T ) est l'intersection des
espaces pT, lorsque p décrit l'ensemble des o(f) pour f e C(i).

Preuve. I1 suffit de démontrer que si u ¢ 8T - VT, alors il existe un
recouvrement o = p(f), f e C(T), tel que u ¢ pT . Or, on sait d'aprés
le théoréme (5.5.7) de [2] que, pour un tel u, il existe g ¢ c”(T) tel que
= ) = 1 = 1 l =
g>0 sur T et u(g) =0 . Soit »p D(E)-(TH(E)),OOTH(P)

{t; % < g(t)} . Démontrons que u ¢ oT : en effet si u ¢ pT, alors il

existe un entier n, tel que u e Trf ( %
o £

) = Tni( %) ; ce qui implique
que u(g) 2 nlo . D'old la contradiction etpar suite la preuve du théoréme.
Nous avons signalé plus haut que nous ignorons si tout caractére
de 1'algdbre C°(T) est tp-continu ? - La réponse 3 cette question est
affirmative lorsque le recouvrement o est complétant ; mais avant de dé-

montrer ce résultat, démontrons d'abord la proposition suivante :

(1.2.10) Propositiom . Soit o = (Tn) un recouvrement simple de T.
Pour que le recouvrement o soit complétant, il faut et il suffit
que toute application fde T dams IR, bormée et up-mifomément
continue sur chaque T,» soit continue sur T .

Preuve. La condition est suffisante : en effet, soit (fk)k21 une suite
de Cauchy dans Cg (T). La suite (fk) converge simplement vers une arplica-
tion f : T —— IR. De plus la convergence est uniforme sur chaque Ty
donc f est bornée et up-mifomémeni: continue sur T_ pour tout n .

D'od la continuité de f d'aprds 1'hypoth2se, et ainsi Cz('l‘) est comnlet.
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Réciproquement, soit f une application de T dans IR, bornée et
uo-miformément continue sur Tn, pour tout n 2 1 . Désignons par g,
la restriction de f & T, s &, admet un prclongement contimu unique,
En, sur Tﬁ lequel est compact dans T . Mais par compléte régularité
de oT, il existe fn e C (pT) tel que la restriction de fn 3 Trf soit
égale 3 En . Il en résulte que la suite (fn) est une suite de Cauchy
dans Cg (T);et par suite elle converge, dans Cz (T), vers une fonction qui
ne peut étre que f. La condition est donc nécessaire, et la proposition
est démontrée .

(1.2.11) Théoréme . St le recouvrement o = (Tn) est complétant, alors
tout caractére de l'algébre cP(T) eat tp—contim

Preuve. Raisonnons par 1'absurde et supposons qu'il existe un caractére
u de 1'algébre C°(T), qui ne soit pas t -continu. Puisque 1'espace c(m)
o]

est un espace métrisable, donc bornologique, il existe une partiz bornée B
dans Cp M telle que u ne soit pas borné sur B . Donc, pour tout entier
nz1, 11 existe un élément £ ¢ B tel que Iu(f )] 2 2"

£, |
Posons hn 1Sksn , pour n 21 . La suite (h) converge uniformé-
2 f K/
ment sur chaque T vers la fonction f = k{ '—1(— . Il en résulte que £
21 2

est bornée ct up-mifomuémnt continue sur T, pour tout n 2 1; donc f est
un €lément de CP(T) d'apreés la proposition précédentec. Or, pour tout entier

nz1,ona u(f) 2 u(hn) 2n; ce qui est absurde, et le théoréme est dé&-
montré.

2. C(T) et C°(T).

2.1 - PREMIER THEOREME DE WACHBIN-SHIROTA.

Dans ce qui suit nous &tudions la relation entre 1'espace C <M
et les sous-espaces C"(T) lorsque le recouvrement p décrit 1'°nsenb1e
des recouvrements p(f) o f e C(T).
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D'abord, nous avons le résultat suivant :

(2.1.1.) Theoréme . L'espace Cc(T) est la limite inductive dcs espaces
c‘;m, p décrivant l'engemble des o(f), f € C(T).

Preuve. Nous avons déj3 remarqué que l'espace C(T) ost €pal 3 1la réunion
des CP(T) pour o = p(f) et f e C(T), et quc 1'ensemble de ces sous-espaces
est filtrant croissant pour la relation d'inclusion. I1 est clair aussi que
la topologie de la convergence compacte t. sur C(T) est moins fine que la topo-
logie t' (limite inductive des tooologles t° (f)) Reste 3 démontrer que
t. est plus fine que t'. Or c” (T) est Dartout dense dans CC(T) et dans
chacune des algébres c‘écr) . 11 en résulte que C”(T) est, aussi, partout
dense dans Ct.(T) ; et que les deux topologies t. et t coincident sur
cet ensemble. D'autre part, soit V' un voisinage fermé de z&ro dans Ct,(T);
et soit V un voisinage ouvert de z&ro dans CC(T) tel que

VnC'(T) cV' nC°(T). Comme t' est plus fine que tes V est aussi un ou-
vert pour t'. Par conséquent on a

V=VaC Hit'c Va C"_"Z'l‘it'c Vin ?,';i'l'st' c V',

Les adhérences sont dans Ct,(T) - . Donc V' est un voisinage de zéro
dans C C(’l‘) et le théoréme est dZmontré.

Le théoréme précédent nous permet de trouver une nouvelle démon-
stration du théoréme classique suivant : L'espace C C(’1‘) est tonnelé si et
seulement si T est un yu-espace ([3], [9], [17]). Dans cette démonstration
nous utiliserons les mesures de Radon sur T . Pour cette notion de mesures
nous nous référons 3 [1] . Si yu est une mesure de Radon sur T, nous no-
tons par |u| la variation totale de u et nous appelons support de u 1le
plus petit fermé S(u) de T tel que |u| (T - S(u))=0 . On sait qu'il
existe une isométrie lin€aire entre 1'espace des mesures de Radon sur T et
1'espace des formes linéaires sur C (T), continues sur la boule unité B
pour la topologie de la convergence compacte ; chacun de ces espaces étant
supposé mmi de sa norme habituelle. Donc toute mesure de Radon u sur T
définit sur BT une mesure de Radon que nous notons uB On vérifie fa-

cilement que le support de u est la trace sur T du support de uB .

41



Sous-algdbres localement convexes de C(T)

Le lemme suivant ([11]) nous permet de donner une caractérisation
plus utile du support d'une mesurc de Radon sur T :

£.1.2) Lerme. Sott u une mesure de Radon sur T. 57 U est wn ouvert
de T, alors |u|(U) = Sw {ff dlul , feC(T), 0<f<1 et
S(f) < U} .

Partant de ce lemme, on démontre aisément que le support de y
ast le plus petit fermé S(u) dans T tel que Jf du = 0 chaaue fois que
l'ona feC(T) et |£] Sy = 0 -

Plus généralerent si H est un ensemble de mesures de Padon sur
T, on appelle support de H le plus petit fermé S(H) de T tel que
[ul (T - SH) ) = 0, pour toutes les mesurcs u € H. S(H) est 1'adhérence
de 1a réunion des S(u), wu el ; c'est aussi le plus petit fermé de T
tel que fdu =0, pour toute mesure u ¢ VF, chaque fois que
feC(T) et Ifllsqny = 0 -

Revenons maintenant 3 1'espace CC('I‘): d'abord toute forme lin‘aj-
re continue sur C C(’I‘) peut étre identifiée 3 une mesure de Radon u sur T
et 1 1a mesure de Radon ue sur BT, définie par u . Dans ce czs
S(u) = S(us); et S(u) est donc compact. Par conséquent, on peut identificr
le dual de CC(T) a 1'espace des mesures de Radon sur 8T, 3 support cormact
contenu dans T .

(2.1.3) Théoréme (Nachbin). St H est wne partie faiblement bornée Ay
dual de Cc(T)’ alors S(H) est wne partic bormée de T .

Preuve. I1 s'agit de prouver que S(E) est dominé par tout o(f),

f e C(T). Or d'aprés le théoréme (2.1.1), 1'espace CC(T) est 1a limite
inductive des sous-espaces Cf:(T) , 0 =p(f) et £ e C(T). Comme C°P (T) est
partout dense dans CC(T) » alors H est une partie faiblement bornde du duay
de C°(T), pour p = p(f). H est aussi une partie faiblement bornée du dual

de CE(T), car pour p = p(f) ., la topologie tf: est moins fine que tp .
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*iais 1'espace CE(T) ,» pour p = p(f), ast un espace de Fréchet ; et on sait
aue toute partie faiblement bormée dans le dual d'un tel espace, est €avi-
continue. Il en résulte qu'il existe un entier n, et un nombre réel

r >0 tels que |u(g)| sr ||g][T pour toute mesure u ¢ H et toute fonc-
n

tion g € €°(T) . Donc pour toutoe mesure u ¢ E ot toute fonction g ¢ D,
ona gl =0 > u(g) = 0. Par suite S(H) « Tp = T, (f) =
Ne

(t eT; |[£(t)] €£n.} ; et le théordme est démontré .

Pour toute partie V de C_(T), désignons par V® son polaire
dans le dual de CC(T) ; et pour toute partie A de T et tout réel r > 0,
désignons par V(A , 1) = {f ¢ C(T) ; ||f|'A sr}.

Le lermme suivant est 1'assertion (b) du théoréme 7 de [3].

(2.1.4) Lemme . Soitt V un tommeau de CC(T) contenant la boule unité

<O

B> de C(T). Alors, ona WV(S(V°), 1) < V .

Avant de prouver le premier théoréme de ilachbin-Shirota, rerar-
quons que, si V est un tonneau quelconque de CC(T) , alors V n C (T) est
un tonneau dans 1'espace de Banach C“(T). V n C7(T) est donc un voisinage

de zéro pour la norme de la convergence uniforme, et par suite il existe
r>0 tel que B crV

(2.1.8) Théoréme (NACHBIN-SHIROTA). L'espace Cc(T) est tomelé et et

seulement 31 T est un u-espace .

Preuve. La condition est suffisante : en effet, soit V un torneau de
CC(T) . En nultipliant, au besoin, par un réel positif, on peut supposer
que V contient la boule unité B” . Soient V° le polaire de V dans le
dual de C_(T), et S(V°) le support de V° . D'aprés le théoréme (2.1.3),
S(V°) est un borné de T 1lequel est un u-espace . Donc S(V°) est com-

pact ; et pour conclure que V est un voisinape de zéro dans C C(’I‘) , 11 suf-
fit d'appliquer le lemme (2.1.4) .

Réciproquement, supposons que C-(T) soit tonnelé et démontrors que
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T est un u-espace : en effet, soit A un bomé de T ; alors l'ensemble
VA, 1) = {f € C(T) : [[fll, s 1} est &videmment un tonneau de c.(M .
C'est donc un voisinage de zéro,et parsuite il existe un compact ¥ < T et
un nombre réel r > 0, tels que V(K , r) <« V(A , 1). Par compldte v&sula-
rité de T, on a 2lors A c K ; et le théoréme est démontré .

2.2 - DEUXIEME THEOREME DE NACHBIN-SHIROTA.

Le deuxiéme théoréme classique de Nachbin-Shirota assure que 1'espace
CC (T) est bornologique si et seulement si l'espace T est replet.
Ce théoréme important, nous allons le redémontrer en nous servant de la
technique utilisée pour démontrer les théorémes (2.1.3) et (2.1.5) ; rap-
pelons d'abord, qu'ad tout elc séparé E cn associe un espace bornologique
Ey» dit espace bormnologique associé 3 E. Un systéme fondamental de voisi-
nages de zéro dans Eb est donné par les disques bornivores dans E .
L'espace E est bornologique si et seulcment si E = Eb .

Le théoréme suivant donne 1'espace bornologique associé 3 1'cs-
pace CC(T) :

(2.2.1) Théoréme . L'espace bormologique assocté Q l'espace Cc(T) est la
limite inductive des espaces Cg(T), lorsque p décrit l'enscmble
des recouvrements dominants de T .

Preuve. Soit, sur C(T), t 12 topologie localement convexe, limite in-
ductive des topologies tp . Puisquc les recouvrements ¢ sont dominants :
il est clair que 1la topologie tes topologic de la cnnvergence corpacte sur
C(T), est moins fine que ty - Sachant, d'autre part, que 1'espace C(T) m-
ni de la topologie t, est bornologique (c'est une limite inductive d'elc
métrisables, donc bornologiques); alors, pour démontrer 1'identité des deux
topologies tc et ¢, il suffit de prouver que les parties tc-bornées de
C(T) sont aussi tb-bornées ; en effet, soit B un borné dans CCCT) et soit
p(B) = (T (B) ), od pour tout n =21, T (B) ={teT; |f(t)] <n, pour
toute fonction f ¢ B}. Il est clair que la suite p = p(B) est un recou-
vrement dominant de T, et B est bormé dans CfCT). Par suite B est
tb-borné, et le théoréme est démcntré. "

(2.2.2) Théoréme (Nachbin-Shirota) L’'espace Cc(T) est bormologique si et

seulement 81 l'ecspace T est replet.
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Preuve. La condition est nécessaire : il s-agit de montrer que le
replété oT de T est égal 3 T . Soit, en effet, u un élément de T,
['aprés le corollaire (1.2.4), le caractére u appartient 3 oT pour tont
recouvrement simple p de T, et est continu sur Cg(T) . Mais 1'espace
Cc(’l‘) , €tant bornologique, est alors la limite inductive des espaces C‘;(T) ;
p décrivant 1l'ensemble des recouvrements dominants de T . Il en résulte
que u est t C-continu sur C(T),et par suite il appartient 3 T .

La condition est suffisante : notons d'abord que tout espace topologique
replet est un u-espace. Donc, d'aprés le théoréme (2.1.5), 1'hypothése sur
T implique que CC(T) est tomnel€. Sachant, d'autre part, que la topologie
d'un elc tonnelé E est la topologie localement convexe la plus fine, com-
patible avec la dualité (E , E')E' &tant le dual deE;alors pour démontrer que
1a topologie t. est identique 2 ty, 11 suffit de prouver que te donn~
le méme dual que la topologie ty (preuve du théoréme (2.2.1) ). Soit, en
effet, u une forme linéaire t,-continue sur C(T) . Il est clair que u
définit sur 8T ume mesure de Radon, Wb ; et que, pour tout recouvrement
dominant o , u est t -continue sur C°(T) et par suite est t- - conti-
nue sur C(pT). Ce qui entraine que, pour tout recouvrement dominant o ,le
S (uB) , qui est compact dans 8T, est en fait un compact de pT et est co-
miné par le recouvrement p = ( Trf). Comme 1'espace T est replet, alors
d'aprés le théoréme (1.2.9), ona T=uT =npT, p =p(f) et f e C(T)..

I1 en résulte que S(uf) < T . par conséquent u est t_ -continue, et le
théoréme est démontré .

J. Schmets et M. De Wilde ([14]) ont &largi le théoreme précé-
dent, en démontrant que T est replet si et seulement si CC(T) est ul*ra
bornologique. Ce résultat de Schmets et De Wilde, nous allons le retrouver
en appliquant la méme technique précédente.

(2.2.3) Théoréme. L'espace Cc( ul) est la limite inductive des espaces
Cg(T), lorsque p décrit 1'ensemble des o(f) pour £ ¢ C(T).

Preuve. Dé&signons par t::, la topologic de C C(ur) et par t . la topologie
limite inductive des topologies t, » o= p(f) et £ ¢ C(T) . Puisque,
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pour toute fonction € ¢ C(T), le recouvrement p = p(f) est complétant,
alors la suite p = ( Trf(f) ) est aussi un recouvrement complétant de 1l'es-
pace oT, lequel contient uT . Donc tout compact de vuT est dominé par
p ;€t par suite la topologie tz est moins fine que la topologie t Wb
D'autre part, l'espace CC(UT) étant tonnelé, il est clair alors que, pour
démontrer que les deux topologies tz et t o sont identiques, il suffit
de prouver que toute forme linéaire t ub-continue sur C(uT) est aussi

t. -continue . Ce qui est visible d'aprés la démonstration du théoreme (2.2.2)

(2.2.4) Corollaire (Schmets - De Wilde). L'espace Cc(u'l') est ultrabormo-
logique .
Preuve. Pour tout recouvrement p = p(f), 1'espace Cg (T) est un espace

de Fréchet (donc ultrabornologique). Comme toute limite inductive séparéc

d'espaces ultrabormologiques est aussi ultrabornologique ; le corollaire
est donc démontré .

Nous terminons ce paragraphe en démontrant deux résultats concer-

nant les espaces Cz(T) et C‘;(T).

(2.2.5) Propostition . Pour un recowvrement dominant o = (Tn) de T,
les assertions suivantes sont équivalentes :

(a)  La topologie t  est identique d la topologie tg .

(b)  L'espace C‘;(T) est tomelé .

(e) L'espace C‘c’(T) est ultrabormologique.

(d) Pour tout n 2 1, T, est wne partie compacte de T
Preuve. (a) implique (d) d'aprés la proposition (1.2.8), et si 1'on a @,
alors l'espace T est un espace hémicompact (donc replet) et C°(T) = Cc(N);
par suite(d) ===> (c) d'aprés le corollaire (2.2.4). Reste 3 démontrer que

(b) ====> (a) : or par hypothése, la topologie tp est plus fine que la tg-
pologie t° . D'autre part, les ensembles VP(T. , +) = {feC°(T); £l s
c n’n n !

pour n 2 1 , forment un systéme fondamental de voisinages de z&ro dans c"m.
P N
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et ce sont évidemment des tonneaux dans 1'espace C‘é(’l‘) qui est tonnelé .

Ce qui montre que tp est moins fine que tg et acheve la démonstration
de la proposition .

(2.2.6) Proposition . Sott p = (Tn) un recouvrement simple de T .
Les assertions sutvantes sont équivalentes :

(a) L'espace C°(T) est ultrabormologique.
(b) L'espace p(T) est tommelé.

(c) La suite o = ( ffl ) est un recouvrement dominant de oT.

Preuwve . (a) > (b) est évident ; démontrons (b) ==> (c) : en cffet,

soit K un compact de oT et soit VP(K, 1) =(feC (oT) ; [[£lly s 1} .

L'ensemble VP(K , 1) est un tonneau de C . (oT), lequel est tonnelé . bonc
o

V°(K , 1) est un voisinage de zéro dans C_(pT), et par suite il existe un
entier n, 21 et un nombre réel r > 0 tgls que VK, 1D c Vp(‘fflo , T) =
(f € CT) ; | £l 7o <T}. On cn déduit, par compléte régularité de oT,
que K< T:,l ' 1o

(-

(c) ===> (a): si l'assertion (c) est vraie, alors l'espace T est hémi-
compact et par suite replet. Il en résulte, compte tenu du corollaire (2.2.4),

que 1'espace Cb(pT) = CC(pT) est ultrabornologique. Il en est de méme ic
cg (T) qui lui est &gal .

3 - TOPOLOGIE STRICTE SUR CP(T) .

Dans cette partie de notre travail, nous &tudions, sur 1'algebre
c?(T), une topologie localement convexe dont la définition et les propriétés

sont analogues 3 la définition et les propriétés de la topologic sous-stricte
8o (nel) .

3.1 - LA TOPOLOGIE STRICTE. Yoo

Soient toujours T un espace compldtement régulier séparé =t
5 = (Tn)n21 un recouvrement dominant de T . On désigne par & 1'ensemble
P
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des applications bornées ¢ de T dans IR, 3 support doming par p et telles
que, pour tout ¢ > 0, il existe un compact K < T tel quz || 4| T-g S € .
Pour toute application ¢ € ¢ on note | H¢ la semi-norme sur CP(T)
définie parllfll¢ = || fs]| pour toute fonction f ¢ C°(T). Les semi-normes

| ||¢, oo, déterminent sur C°(T) (resp. C*(T)) une topologie loca-
lement convexe notée Y, (resp. y: ). Un systéme fondamental de voisinages
de zéro pour vy (resp. y: ) est domné par les ensembles

Vo = (£ C°m ;5 £l = lIfell < 1} (resp. Vi =V, nCT(D)).

O désigne par csocr) (resp. C:D(T) ) 1'espace C°(T) (resp. C*(T) ) muni

de la topologie yp(resp. y: ) .

Rappelons que si 1'on désigne par ¢ 1'intersection des »o .
lorsque r décrit 1'ensemble des rzcouvrements dominants de T, alcrs la
topologie définie sur C(T) (resp. C (T)) par les semi-normes || ||¢ Vb e,
est la topologie vy (resp. y) introduite et étudiée dans [11]

73.1.1) Proposition . (a) La topologie vy , qui est plus finc qu. la
tovologie de la convergence compacte, induit sur C°(T) un: tepo~
logie moins fine que la topologic Y,

(b) La topologie y: est plus fine que la topologie vy
est moins que la topologie sous-gtricte B (1161).

> et

Preuve. (a) résulte trivialement du fait que ¢ ¢ op . L'assertion

(b) résulte de (a) et du fait que la topologie B, est définie par les
semi-normes || |]¢, ol ¢ décrit 1'ensemble de toutes les applications bor-
nées de T dans R telles que, pour tout e > 0, il existe un compact K T

tel que | ¢|| T-x S € 5 Sans aucune restrictior. sur le support de ¢

(3.1.2) Proposition . Les assertions sutvantes sont équivalentes :
(a) La topologie Y, est tdentique d la topologie de la comvep-
gence corpacte.
(a') La topologie y: est identique A la topologie de la comvep—
gence compacte.
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(b)  Tout Ko dominé par o est relativement compact.

Prewve. Méme démonstration que la proposition (5.2) de [11]

(3.1.3) Proposition . Les assertions suivantes sont équivalentesg :

(a) La topologie tnduite par Yy s8ur P (T) est idemtique d LS
(a') La topologie Yy est identique 4 la topologie y:

(b)  Pour tout entier n2l, T est wne partic dominée de T.

Preuve. (a) > (a') est Evident et si (b) est vraie, alors on a :

o = ¢ et CP(T) = C(T) et par suite y = Y, - Restea démontrer que
(a") > (b) : raisonnons par 1'absurde et supposons que 1l'un des é1&-
ments de o = (Tn) , T1 par exemple, ne soit pas dominé dans T . Il
existe alors un recouvrement dominant p' = (Tr'm) tel que pour tout entier
n 2., il existe un €lément X, € T, et X, ¢ 'I‘r'1 . Par corpl3te rigu-
larité de T, il existe une application continue fn de T dans 1l'inter-
valle [0 , n] de IR telle que fn(xn) =n et fn z 0 sur TT'1

D'autre part, si ¢ est un €lément quelconque de ¢ , il existe un entier
n, 21 tel que S(¢) < T' . I1 en résulte que, pour tout n2n, ,

i f ¢|l = 0 ; et par conséquent la suite (f ) converge vers zéro pour 1la
topolog1e Yy . Mais si on désigne par ¢, 1 apphcatlo'x de T dans R
défm1epar¢ = 0 sur T-{x », N 21} et "(’91) —oournzl;

alors ¢ € ¢ et, pour tout nz1ona||f ¢||_|¢(x)f(x)|=1

Ce qui montre que la suite (fn) ne converge pas vers z€éro pour la topologie

Y:,et par suite contredit 1'hypothdse que 'y: =y .

(3.1.4) Proposition . Les asgertions suivantes sont équivalentes :

(a) La topologie y: est idemtique 4 la topologie sous-stricte B,
(b)  Tout K, dans T est dominé par o .

(c) Le recouvrement o est statiormatire .

Preuve . Les deux implications (b) ==> (c) et (c) ====> (a) sont
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évidentes ; et pour démontrer que (a) ===> (b) on raisonne par 1'absurcdo
en supposant qu'il existe un K dans T, non dominé par o . Il suffit,
alors, de répéter la démonstration de la proposition précédinte pour cons-
truire une suite dans C°°(T) convergente vers z€ro pour y:’ , €t qui ne
converge pas vers z&ro pour la topolosie Bo ’

Pour 1a suite, nous aurons besoin d'un lemme analogue au lerme
(3.1) de [15] :

(3.1.5) Lemme . Soit H un ensemble d'applications d2 T dans IR.
Pour que H 8ott wniformément bormé sur chaque élément T, de ¢,
il faut et il suffit que, pour toute fonction % € *.
sp { || £Foll, f € B} soit fini .

Preuve. La condition est trivialement nécessaire, car pour toutc fonction
¢ € op, il existe un entier n, tel que S(¢) ¢ Tp, . REcivroquement si H
n'est pas uniformément borné sur T, , (par excmplg, alors pour tout entier
. . n

n 21, il existe x, eT; et f eH tels que Ifn()%)l >n.2" .

La fonction ¢ = J ¢
ns1 {xq}
Cette contradiction montre que la condition cst suffisante.

appartient 3 ¢ et est telle Jf ¢ || 2 n.

(3.1.6) Propostition . (a) La topologie Y, u8t moins que la topologie t
N

(b) Les deux espaces C‘;(T) et C‘s (T) ont l2s mémes partics bomégs.
o

(c) Sur les bornmés de C‘;(T) la topologie Y, cofnetde avec la to-
pologie de la comvergence compacte.

Prcuve. L'assertion (a) est évidente et (b) découle du lemme précédent.
Pour démontrer (c), il suffit de prouver que la topologie induite par v

sur un disque tp-borné B est moins fine que celle induite par la tODO‘l‘ogic
de la convergence compacte t_ : considérons, en effet, un €lément ¢ ¢ o .
¢ = 0 et soit vf;-{fec"’m ; 1£ 4]l <1}. Puisque le support de ¢isx
dominé par o = (Tn), il existe un entier n, 2 1 tel que S(¢) < Ty

(-]
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Gi, d'autre part, r est un nombre réel tel que r > Sup{|l ]~ , f ¢ B},
‘n
il cxiste un compact K c T tel que || | Tk < %— , et si 1'on pose

F.P’{feco(T) 5 ”f"K S—lrlfﬂ—},alorsona chBchr\P.

L'assertion est donc démontrée .

(3.1.7) Coroliaire 1. Les assertions suivantes sonmt équivcalertes

(a) La topologie Y, est itdentique d la topologtie tp
(b) Les éléments Tn de p sont dcs parties compactes de T.

Preuve. (b) ===> (a) est évident et (a) ===> (b) résulte de la pro-
position précédente et du lemme 2 de [12] .

(3.1.8) Corollaire 2. Tout bormé de C;;(T) est contenu dans l'adhérence

d'wn bormé de C:D(T). En particulier C:O(T) est partout dense dans
Cgp(T) et a le mdme dual . '

Preuve. Ce corollaire résulte trivialement du fait, que tout borné de
C°(T) est contenu dans 1'adhérence d'un borné de cm.

(3.1.9) Proposition . Les conditions sutvantes sont équivalentes :

(a) L'espace Cfp (T) est complet
(b) L'espace C‘Y)p(T) est quasi-complet.

(¢) Toute application de T dans IR, bormée sur les éléments de

p et comtinue sur les compacts dz T, o8t cotiiue.

Preuve. La démonstration est analogue 3 celle de la proposition S de [12],
ou 2 celle de la proposition 3.6 de [15].

3.2 - DUAL DE c$p('.r) ET c?p(r) .

Dans ce qui suit nous aurons besoin du lemme suivant ([11] et [3]):
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12.2.1) Lemme . Sott u wnre mesurc de Radom sur T . STt U est un
owvert de T tel que U n S(u) = @, alors il existe f e C (T)
tel que S(f) < U et ff du = 2.

Les démonstrations dcs théoremes (4.3), (6.1), (6.2), (7.1)

(99
o

[11] s'adaptent bien aux démonstrations des théordmes (3.2.2), (3.2.3),
(3.2.4) et (3.2.5) suivants :

r3.2.2) Théoreéme . (a) St L cst wie formc linéaire continue sur les

bomés de C*(T) pour la topologic de la convergence compacte, alors:
o]

la mesurc de Radon correspondonte est d support dominé par ¢ .

(b) Si u est wie mesure de Radon d support dominé par o , alops
la forme linéaire correspondante f —— |f du , cst continue sur

les bormés de C:( T) pour la topologic de la convergence cormacte.

Désipnons par Mp (T) 1'espace des mesures de Fadon sur T

Ly

& support dominé par o
(3.2.3) Théoréme .  Le dual de Cy (T) (ou €3 (T) ) est U'espace ¥ (7).

(3.2.4) Théoréme . Pour une partie E de M,(T); les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(z) L'enscmble H ecst yp-équicantinu.
(a') L'cnsemble H est y:-équicontinu.

(b) L'z2nsemble H cst fortement bormé dans Mp (T) et 11 cxiste
wie partie fermée S de T, dominée par o et telle que,
pour toutc partiec bormée B de C: (T) et tout ¢ > 0, {-
extste un compact K c S tel que |u| (|f]l) < e pour torts
megure u € H ct toute fonction f € B telle que | fl| ¥ =0,

(e) Sup { |u|(T), ue R} est fini, le support S(H) cst domine
par p et, pour tout e > 0, il existe un compact K c T ¢
que |u|(T -~ XK) < ¢ pour toute mesure u ¢ ¥ .

52



Sous-algebres localement convexes de C(T)

{3.2.5) Théoréme . Les deux cspaces C‘;D(T) et CY: (T) sont des b-espaces
( (1c)).

Enfin, nous avons le résultat suivant :

(3.2.8) Théorémz . L'espace C(T) muni de la topologic Yy est la limite

inductive des espaces C“\Yo (T), lorsque ¢ décrit l'engemblc des re-
couvrements dominants de T .

Frouve. Désignons par y' 1la topologie lccalement convex:2 sur C(T),
1imite inductive des topologies Yo oo L'espace Cy.CT) est ur bt-espace,
car toute limite inductive (séparée) de b-espaces est un b-espace ([19]).
D'autre part, il est clair que y est moins fine que vy' ; et comme il
est facile de voir quc¢ y' induit sur les bormés de CC(T), une topologice
jdentique 3 celle induite par la topologie de la convergence corpacte ;
alors on en déduit quc vy est identique & y' ; et le théoréme cst dé-
montré .
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