ANDRE LICHNEROWICZ

Dérivations et déformations de certaines algebres de
Lie infinies classiques

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1976, tome 13, fascicule 4
,p- 1-26

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1976__13_4 _1_0>

© Université de Lyon, 1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathématiques de Lyon » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pé-
nale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1976__13_4_1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Dérivations et déformations ...
dblications du

fpartement de
dathématiques
ra 1976 t. 13-4

DERIVATIONS ET DEFORMATIONS DE CERTAINES ALGEBRES DE LIE

INFINIES CLASSIQUES

par André LICHNEROWICZ

Elie Cartan a &tudié localement, dés 1908, ce qu'il nommait
dans le langage du temps les "groupes infinis transitifs simples".
Récemment Gelfand et Fuks, Arnold, Losik ont &tudi& certaines cohomologies
des algébres de Lie correspondantes. Avez et moi-méme, Takens ont &tudié
leurs structures, leurs dérivations, leurs idéaux et j'ai mis en &vidence

certaines propriétés de leurs déformations en collaboration avec Flato et
Sternheimer (1974).

Les quatre algébres de Lie infinies classiques sont les suivantes :

1) L'algébre de Lie des champs de vecteurs d'une variété diffé-
rentiable W.

2) L'algébre de Lie des automorphismes infinité&simaux d'ume struc-
ture unimodulaire (X,n) ol n est une forme é€lément de volume.

3) L'algébre de Lie des automorphismes infinit@simaux d'une struc-
ture symplectique (W,F).

4) L'algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux d'une struc-
ture de contact w = O.
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D'une maniére générale, une dérivation d'une algébre de Lie L

est un endomorphisme D : L - L tel que, pour tout X, Y ¢ L,

(O_]) D[X’Y] =[DX’Y] + [X’DY] ’

On doit noter que, pour les algébres de Lie infinies, on ne
fait aucune hypothése de continuité@ ou de différentiabilité sur D.
En vertu de 1l'identité de Jacobi, le crochet pour un élément Z de L

définit une dérivation de L, dite dérivation intérieure.

En ce qui concerne les dérivations des quatre algébres de Lie

infinies classiques, les résultats obtenus sont les suivants : dans les
cas 1 (Takens 1973) et 4 (Lichnérowicz 1972), les dérivations sont toutes
intérieures. Dans les cas 2 (Lichnérowicz 1973) et 3 (Avez et

Lichnérowicz 1972), les dérivations sont données par les crochets par les
champs de vecteurs qui reproduisent n (resp. F) 3 un facteur constant prés.

prés. Toutes ces dérivations sont donc données par des opérateurs diffé-
rentiels du premier ordre.

Dérivations et déformations font intervenir une cohomologie &
valeurs dans 1'algébre de Lie, correspondant 3 la représentation adjointe,

que j'appelle conventionnellement cohomologie différentiable de
Chevalley.

J'étudierai ici principalement le cas 1 des champs de vecteurs

et le cas 3 des algebres de Lie attachées @ une varié&té symplectique.

Ce sont les cas les plus intéressants, du double point de vue de 1la
goémétrie et de la physique mathématique, et ils se révélent suffisamment
proches et suffisamment différents.
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I = SUR LA COHOMOLOGIE DE CHEVALLEY DE L'ALGEBRE DE LIE -
DES CHAMPS DE VECTEURS.

1 - COHOMOLOGIE DE CHEVALLEY-EILENBERG.

Soit une variété différentiable connexe, paracompacte, de
dimension m et classe C . Tous les &léments introduits sont supposés
de classe C . Nous notons L(W) = L 1'algébre de Lie des champs de
vecteurs de la variété W. Nous introduisons éventuellement sur W une
métrique riemannienne auxiliaire g et désignons par V 1'opérateur de

dérivation covariante pour la connexion riemannienne définie par g.
-

Soit {x'} (i, tout indice latin = l,...,m) une carte locale de

W de domaine U ; on désigne par L(U) 1'algébre de Lie des champs de
vecteurs sur U.

a) Etant donnée une algébre de Lie L, la cohomologie de
Chevalley est définie de la maniére suivante : les p-~cochalnes C(p)
sur L sont les applications p-linéaires alternées de LP dans L,
les O-cochalnes s'identifiant aux éléments de L. L'opérateur cobord 3
sur ces p-cochaines est 1l'opérateur usuel correspondant 3 la représen—

tation adjointe qui peut s'&crire :

1 A el

- L P
(=1) 3C( (X ,.esX) =o€ 0 [xao, c(p)(xalz...,xap)]
) 1 Uge By
2(p-1)! € o0...p c(p)(fxao’xall’ xdz""’xap)°
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ol € est l'indicateur antisymétrique de Kronecker et ol XaeL. On voit
immédiatement que les l-cocycles ne sont autres que les dérivations de

L et les 1-cocycles exacts les dérivations intérieures.

b) Une p-cochaine C(P) de 1'algébre de Lie L des champs de
vecteurs est dite locale si pour tout Elément X €L tel que XIIU =0
pour un domaine U, on a c(p)(xl,...,xp)|U = 0. Si C(p) est locale,

aC est aussi locale.
(p)

Une p-cochaine C(p) de L est dite d-différentiable (d 3 1)
si elle est locale et si sa restriction i tout domaine U est une p-
cochalne d-différentiable de L(U) en un sens évident. Une telle p-
cochaine est définie 3 partir d'opérateurs multi-différentiels d'ordre

maximum d sur L. Ces opérateurs peuvent &tre exprimés au moyen de V.

Un calcul &lémentaire direct montre que, si Céig est une p-
cochalne d-différentiable, son cobord acgig est aussi d—-différentiable.
Nous notons H?d) (L) le pe- espace de cohomologie d~différentiable de
Chevalley de 1'algébre de Lie L, quotient de l'espace des p-cocycles d-
différentiables pour l'espace des cobords de (p-1)-cochaTnes d-diffé-

rentiables.

Nous nous proposons dans cette section d'une part d'évaluer
H?])(L) pour tout p et H%d) (L) pour tout d - ces derniers espaces
intervenant de maniére essentielle dans la détermination des déformations
différentiables de 1'algébre de Lie L- d'autre part d'étudier les 1-

cochalnes 3 cobord-différentiable (1975).
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2 - COHOMOLOGIE !-DIFFERENTIABLE DE L'ALGEBRE DE LIE L.

a) Une métrique auxilaire étant donnée, une p-cochajpe 1-diffé-

rentiable CEL; = C(p) de L peut s'écrire :
(2-1) :
2-1 C = ¥ A
(p) q=0 ° (p,q)

oli la p-cochalne 1-différentiable A(p Q° dite de type (q,p-q) par rapport
’
aux dériviées premiéres des vecteurs et aux vecteurs eux-meémes, est

donnée sur U par :

Q) eeed 1r1...r 8 k

. 8
! P q q, q+!
(2-2) A (X, X)) |= = ¢ A v.X ...v X3 .,
(p,q) 1 Pup! 1l .c.p Sl"'sqkq+l°"kprl a, rq qh qq+1

Les coefficients A sont supposés antisymétriques par rapport aux couples

ge1re oKy

(rl,sl),. ,(rq,sq) , antisymétriques par rapport aux indices k

Ils définissent sur W un tenseur. Une telle p~cochaine A(p 1) est dite
4

pure ; V &tant donnée, la décomposition (2-1) de C(p)en somme de p-

cochaines pures est unique.
Nous notons C(p q ume p-cochaine 1-différentiable de degré
H
maximum q (q < p) en les dérivées premiéres des vecteurs. On a :

q

(2-3) ORI CRY)

ol A(p h) est une p-cochalne l1-différentiable pure de type (h,p-h).
2

xP
a
P
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b) A partir de la définition de 3 et de 1'identité de Ricci, on

établit relativement aux types

LEMME 1. - L'opérateur 3 admet une décomposition en somme de trois
opérateurs

(2.4) 3=3"+ A+ M

ol les opérateurs 3', A, M sont respectivement de type (1,0),
(0,1), (=1,2) ; pour ratson de type , 3' est aussi un opérateur
de ecohomologie ((a'2 = 0).

Soit A une p-cochalne pure vérifiant 3'A = 0. En intro-
(r,9) (Pyq)

]
duisant le tenseur B(p-l,q-l) défini par :

T,3e4T ar
B 1 q = A l
82"'sqkq+1°"kp a 32"'sqkq+l"'kp

.--r
q

on démontre que :

A =--1 53 :
(psq) m % Pem,q-1)
1 1 = ' = 1 1 = (.
En particulier pour q = 0 , 3 A(p,O) 0 i1mplique A(p,o) 0. On a

LEMME 2. - L[a cohomologie définie par 3' sur les cochatnes 1-différentiables
de L est triviale.

De ces deux lemmes on déduit :
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LEMME 3. -

Soit C(p’q) un p—coeycele (ac(p,q) = 0) 1-différentiable de

de degré maximum q en les dérivées premiéres. Il existe une (p-1)-
eochatne 1-différentiable pure B

telle que e=lhamh)  ape Sl
(2-3) Cp.a) T o100 T Cpag1)

ou C(p,q-l) est un p-cocycle de degré maximum (q-1).

Par récurrence sur q, il vient
THEOREME . - La cohomologie 1-différentiable de 1'algébre de Lie des

champs de vecteurs d'une variété différentiable est toujours
triviale : Hp(l)(L) = 0 pour tout p.

3 - LES 2 COCYCLES d-DIFFERENTIABLES.

Etudions les 2-cocycles d-différentiables sur L. D'aprés ce qui
précéde on peut prendre d > 2. On établit d'abord

LEMME. - Soit c{d un 2-cocycle d-différentiable, ol d est 32 . On a :
C(d) - I.(d) + C(d-l)
ou C(d-l) est une 2-cochatne (d-1»différentiable et l‘(d) une

2-cochaine d-différentiable ne comportant que degs opérateurs
bidifférentiels d'ordre maximum (d,l).
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On montre alors qu'on peut construire une l-cochalne T(d)
d-différentiable telle que

(@ _ (@ | KD, @)

ou f(d) ne comporte que des opérateurs bidifférentiels d'ordre (d4,0).

N
Le second membre &tant un cocycle on en déduit P(d)

=0 et 1'on a
C(d) - BT(d) + C(d'l)

. Les 2-cocycles 1-différentiables étant tous
exacts, on en déduit par récurrence sur d que les 2-cocycles d-diffé-

rentiables sont tous exacts.

THEOREME . - Pour tout d 21, om a Hz(d) (L) = 0.

Les méthodes employées ici sont directes et &lémentaires, maix
les résultats obtenus sont suffisants pour le but poursuivi qui est

1'étude des déformations différentiables de 1'algébre de Lie L.

A partir de considérations cohomologiques étendant celle de
Losik et de Gelfand-Fuchs, Shiga a établi notamment, dans un remarquable
travail, que le cohomologie adjointe locale de L est isomorphe i sa
cohomologie d-différentiable pour d » 1, cette cohomologie &tant stable
relativement 3 d. Il en résulte que Hid)(L) = 0 pour tout d (et tout P)
et que les espaces de cohomologie locale HP(L) sont nuls. Le théoréme de

Peetre (ou son extension) joue ici un rdle important.

4 - 1-COCHAINES DE L A COBORD d-DIFFERENTIABLE.

a) Soit U le domaine d'une carte {xk} de W. Donnons-nous un

endomorphisme T, de L(U) tel que 3Ty soit une 2-cochaine d-différentiable

(d 21) ; pour X, Y€ L(U), ona sur U :
(4-1) T (%,Y] - [T x,Y] - [x,TUY] -c D,
(d)

ou C est une 2-cochalne d-différentiable.
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On établit

PROPOSITION 1. - Si T est un endomorphisme de L(U) tel que 9T, sott
wne 2-cochaine d-différentiable de L(U), on a Ty = Py » ot Py
est un opérateur différentiel d'ordre d sur L(U).

La démonstration de cette proposition est trop technique pour &tre
esquissée ici. Disons eseulement qu'on construit un opérateur différentiel

Py d'ordre d, unique et invariant par translation de la carte, tel que

T(g) = '1‘U - PU annule tous les vecteurs dont les composantes sont des

polynOmes de degré d en les coordonnées de la carte. On établit, @ partir

de (4~1), d'une part que Téd) annule tous les vecteurs dont les composantes

sont des polyndmes de degré (d+1), d'autre part que si X € L(U) a un (d+1)-
(d)

jet nul en un point X, de U, TU (X) est nul en X . La proposition

en résulte.
b) On établit immédiatement :

PROPOSITION 2. - Une I-cochafne T sur L telle que 3T soit une 2-cochafne
locale est nécessairement locale.

Des deux propositions précédentes on déduit par un raisonnement
standard.

THEOREME. - 57 T est une I-cochafne de L telle que 3T soit une 2-cochafne
d~différentiable (d » 1), la l-cochatne T est différentiable.
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Ce théoréme entraine la connaissance des dérivations de L et
le résultat de Takens. Désignons par T une dérivation de L ; 3T
étant nulle, T est nécessairement l-différentiable d'aprés le théoréme
précédent. La cohomologie 1-différentiable étant triviale, le l-cocycle

T est nécessairement exact et T est une dérivation intérieure de L.

COROLLAIRE (TAKENS). - Toute dérivation de L est 1-différentiable,

done intérieure.

11 - DEFORMATIONS DIFFERENTIABLES DE L'ALGEBRE DE LIE DES CHAMPS DE
VECTEURS.

5 — DEFORMATIONS DE L'ALGEBRE DE LIE L.

-~

Rappelons, en les adaptant @ notre but et en les complétant,
certains éléments de la théorie algébrique des déformations due 3

Gerstenhaber.

a) Soit E(L;A) 1l'espace des fonctions formelles en le paramétre
réel A 3 coefficients dans L. Considérons une application bilinéaire

alternée L x L +E(L;\), qui donne une série formelle en A :

(5-1) [x,¥], = = AT ¢ (x,¥)
=0

ol CO(X,Y) = [X,Y] et ol les Cr(r > 1) sont des 2-cochalnes sur L.
Ces cochaines s'étendent naturellement 3 E(L ; A). Si S est la sommation

aprés permutation circulaire sur X,Y Z € L, on obtient :

(5-2) s[[x,7],,2], = 1 2% D(XY,2)
t=o

10
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oii 1'on a introduit les 3-cochalnes :

(5-3) D.(X,Y,2) = I s ¢ (C.(X,V),2) (r,s > o).
r+s=t
(5-1) définit une déformation formelle de 1'algébre de Lie L si 1'identité

de Jacobi correspondante est formellement satisfaite, soit :

s[[x,Y]A,z]A = 0.

1)o étant nul, cette condition peut se traduire par Dt =0 (t=1,2,...).

Posons

(5-4) Et(X,Y,Z)E I S CS(C (%,Y),2) (r,s 2 1).
r+s=t T

On vérifie immédiatement que :

§i (5-1) est tronquée a 1'ordre q, on dira que c'est une déformation

-~

g l'lordre q de L si 1' identité de Jacobi correspondante est satisfaite
a 1'ordre (q+1) prés. S'il en est ainsi, on sait, d'aprés Gestenhaber,
que Eq+I est un 3-cocycle de L. On peut trouver une 2-cochalne Cq+|
vérifiant

Dq+] = Eq+l - va+l =0 ,

si et seulement si Eq+1 est exact. La classe définie par Eq+l est
1'obstruction @ l'ordre (q+1) 3 la construction d'une déformation

formelle de L.

11
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Une déformation i 1'ordre | de L est dite une déformation
infinitésimale. Comme E, =0, on a seulement 3C, =0, c'est-a-dire
que C, doit @tre un 2-cocycle de L.

b) Considérons une série formelle en A

[+ o

(5-6) T.= £ AT =1Id. + £ 25T .
A [ s
$=0 s=1
Formons :
%t
(5-7) TALX,Y]A - [1,x, 1,Y] = tEO A" F (X,Y)
oi 1'on a introduit les 2-cochalnes
(5-8) F&GD = & T 6D - & [TXTY (r,5320)
r+s=t r+s=t

On a Fo = 0. Posons

-9 6V =1 T 6&D-:I [TXTY (553 1)
r+s=t r+s=t

On a immédiatement

(5-10) Ft = Ct - BTt+Gt

En évaluant de deux maniéres différentes § Tx[[x’YjA’ZJA on obtient :

LEMME. - Pour toute application biblinéairve (5-1) et série formelle
(5-6), on a l'identité
D (X,Y,2) + I T D (XY,2)
r+s=t

(5-12) = -0F (X,Y,Z) + r+§=t S{F_(X,(X,Y),2) + [Fr(X,Y),Tsz]}

aveec r, s 31 , t =1,2,... .

12
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Supposons (5-1) et (5-6) telles que l'identité

(5-12) T, [x,4, - [,x,1Y] =o
soit formellement satisfaite. On a Ft =0(t = 1,2,...), soit Ct = aTt - Gt'
vérifiant (5-12).

I1 en résulte que (5-6) détermine (5-1) de maniére unique.
Pour cette application (5-1), les relations (5-11) se résuisent 3 :
Dt(X,Y,Z) + I TS Dr(X,Y,Z) = 0 (r,8 2 1 ; t=1,2,...)
r+s=t
et entralnent par récurrence Dt = 0 pour tout t. L'identité de Jacobi

relative 3 (5-1) est satisfaite.

PROPOSITION. - Toute série formelle en A du type (5-6) engendre une
application bilinéaire unique du type (5-1) vérifiant 1'identité
(6=12). Cette application est une déformation formelle de
l'algébre de Lie L.

Nous sommes conduits 3@ la définition suivante :

DEFINITION., - Une déformation formelle de 1'algébre de Lie L est dite
triviale s'1l existe (5-6) telle que l'identité (5-12) soit
formellement satisfaite.

c) Considérons une déformation formelle de L(Dt =0 pour t = 1,2,...)
et supposons la triviale jusqu'd 1'ordre q ; par hypothése F_ = 0 pour

t=1, ...,q, c'est-d-dire

(5-13) C, + G, =T, (t=1,.0.,q).

13
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Pour t = (q+1), la relation (5-11) se réduit 3 :

(5-14) 8(Cq+l+Gq+l) = 0.
La déformation est triviale & l'ordre (q+1) si et seulement si le

2-cocycle (Cq+l + Gq+1) est exact. La classe définie par ce 2-cocycle
est 1'obstruction 4 la trivialité 4 1l'ordre (q+l) de cette déformationm.

6 — DEFORMATIONS FORMELLES DIFFERENTIABLES DE L'ALGEBRE DE LIE L.

Une déformation formelle (5-1) de L est dite différentiable si

les 2-cochalnes C. de L sont différentiables pour tout r.

Supposons le 2-cocycle Cl d~différentiable. D'aprés le théoréme du
§ 4, si la déformation envisagée est triviale 3 1'ordre 1, T] est
nécessairement un opérateur différentiel d'ordre d. Inversement d'aprés
le théoréme sur les 2-cocycles, tout 2-cocycle C] d-différentiable'est le

cobord d'un opérateur différentiel T, d'ordre d.

En procédant par récurrence, on démontre & partir de (5-9), (5-13)
et du théoréme Hz(d)(L) = 0, que toute déformation formelle différentiable
(5-1) est triviale et que les termes de la série (5-6) qui engendre (5-1)
sont nécessairement définis par des opérateurs différentiels. C'est ce

dernier fait que nous traduirons en disant que (5-1) est différentiablement
triviale.

14
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THEOREME. - Toute déformation formelle différentiable de 1'algébre

de Lie des champs de vecteurs d'une variété différentiable
est différentiablement triviale.

111 - ALGEBRES DE LIE ATTACHEES A UNE VARIETE SYMPLECTIQUE.
7 - VARIETES SYMPLECTIQUES.

Pour abréger un p-tenseur contravariant antisymétrique est
appelé dans la suite un p-temseur.

a) Etant donnée une variété différentiable W de dimension paire
m = 2n, une Sstructure symplectique est définie sur W par une 2-forme
F fermée telle que F© soit partout # 0 ; la structure symplectique est
dite exacte si F est exacte ; il n'en est jamais ainsi si W est compacte.
Tout fibré cotangent admet une structure symplectique exacte canonique

et ce fait joue un rdle fondamental en macanique analytique.

Nous notons u: TW +T™ 1'isomorphisme de fibrés vectoriels
défini par X€TW -+u(X) = -i(X)F (ol i(.) désigne le produit intérieur) ;
cet isomorphisme s'étend naturellement aux fibrés temsoriels. Soit G
le 2-tenseur u-l(F) de rang 2n ; ses composantes sont données par la
matrice inverse de la matrice des composantes de F. On sait que W admet
des atlas de cartes canoniques {xi} = {x*,x‘}(x = |,...0 ;_& = A + n)
telles que, sur le domaine U de la carte :

(7-1) F| = Idx'A dx'
A
Pour une telle carte, F et G ont des composantes constantes sur U.

15
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b) Une transformation infinitésimale (t.i.) symplectique est
définie par un vecteur X tel que, Z(X) étant 1'opérateur de dérivation
de Lie, on ait £ (X)F = 0. On note L 1'algébre de Lie des t.i. symplectiques
pour que X appartienne 3 L, il faut et il suffit que la I-forme u(X) soit
fermée ; X est aussi appelé un champ de vecteurs localement hamiltonien.

Pour X, Y€ L

(7-2) w([X,Y)) = di@) WX A wy)).

Si K est 1'espace vectoriel des 1-formes fermées, U définit un isomorphisme

de 1'algébre de Lie L sur 1'algébre de Lie déterminée sur K par le crochet
(7-3) [E,n] =di(@)(E An ) (&nek).

Soit K* 1'idéal de K défini par les l-formes exactes et posons L* = u-l(K').

Un élément de L* est souvent appelé un champ de vecteurs globalement
hamiltonien. On démontre que L* est 1'idéal dérivé de L (ou K* 1'idéal
dérivé de K) ; L/L* est abélien et de dimension b](W), premier nombre

de Betti pour la cohomologie de de Rham non restreints.

c) Un vecteur X définit une t.i. conforme symplectique si F(X)F = aF ;
pour n > 1, a est nécessairement une constante. Nous notons L¢ (algébre
de Lie des t.i. conformes symplectiques) 1'algébre de Lie des champs de

vecteurs pour lesquels il existe une constante Ky telle que

(7-4) ZPEX)F + KXF = 0.

Pour Xe€ LS , YL, on a :

(7-5) u([x,Y)) = 4i(6) (X A u(M) + K u(v).

16
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On déduit de (7-5) que L et L™ sont des idéaux de L. si xelS , (7-4)
peut s'écrire KeF = d u(x).

St F n'est pas exacte (en particulier si W est compacte) KX = 0 pour tout
Xe L€ et L® coincide avec L.

Si F est exacte F = du(Z) et Z€ LS avec KZ =1 ;o0nalf= L+Cz , ouC

Z
est le sous—espace de dimension 1 engendrée par Z. On déduit de cette

décomposition, de (7-5) et de L™ = [ L,L].

PROPOSITION. - 57 F est exacte, l'algébre LS admet L pour idéal dérivé
et dim L°/L = 1.

d) Nous notons N l'espace des fonctions c” (W;R). Soit N 1'espace
des classes de fonctions éléments de N modulo les constantes additives,

T : ué N> TeN la projection canonique de N sur N. L'isomorphisme naturel
de 1'espace vectoriel K* sur N induit sur N une structure d'algébre de
Lie définie de la maniére suivante : si 0, ve N, il résulte de (7-3) que
la fonction

(7-6) N = i(G)(du A dv)

définit une classe W qui est le crochet de G et V.
La fonction (7-6) définit la parenthése de Poisson, par rapport

d la structure symplectique, de U et V ou de deux représentants u et v
dans N. On note cette parenthése

{u,v} = {1,¥}= i(G)(du A dv)
On montre immédiatement que la parenthé&se de Poisson définit sur N une
gtructure d'algébre de Lie. On définit ainsi l'algébre de Lie dynamique

N de la variété symplectique envisagée.
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8 — DERIVATIONS.

a) On sait comment sont définies les cohomologies de Chevalley des
algébres de Lie infinies LC, L, ¥ et N. En ce qui concerne N, on é&tablit

de maniére assez analogue au cas des champs de vecteurs.

THEOREME. - S T est une I-cochaine de N telle que 3T soit une 2-cochatne
d-différentiable, la 1-cochalne T est d-différentiable.

En particulier toute dérivation loecale de N &tant un l-cocycle est

{-différentiable.

Si la variété W est non compacte, on peut &tablir que la localité

de ?T entralne la localité de T pour une l-cochaine. On en déduit

COROLLAIRE. - St (W,F)-est non compacte, toute l1-cochatne T de N telle
3T soit d-différentiable, est elle-méme d-différentiable. En
particulier les dérivations de N sont toutes 1-différentiables.

b) On établit immédiatement que les dérivatioms de Lc, L, ﬁ* sont
toujours locales. On montre, par des raisonnements non triviaux, que la
connaissance des dérivations locales de N entraine celle des dérivations
de N ou L* , puis de L et 1. Or les dérivations locales de N &tant 1-
différentiables sont données, en vertu de l'identité des dérivatioms,
par

D =L2) + Kg

oi Z€L® . Il vient ainsi :

18
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THEOREME. - Toute dérivation de Lc, L, L* est donnée par X + [z,x]
ot z€ 1%, Ainsi H] (Lc) =0, H1 (L) est isomorphe 4 L°/L et
i @*) a LS/1* . S F n'est pas exacte (en particulier si W
est compacte), dim H'(L) = 0 , dim H'(L*) = b (W).

Si F est exacte, dim H'(L) = 1, dim H' (') = 1+b (V).
En ce qui concerne 1'algébre de Lie N, on a :

THEOREME. - 1°) Si W est non compacte, toute dérivation de N est domnée
par £ (Z)+l<Z s Ou L€ LS et KZ est la congtante correspondante ;
dim B (N) = dim B @¥)..
2°) Si W est compacte, toute dérivation P de N est donnée par
par :
Qu = L(u+ Afun,

oi XéeL et L¢R ; dim Hl(N) = l+bl‘eW). Il existe des dérivations
non loecales.

9 -~ COHOMOLOGIE 1-DIFFERENTIABLE.

a) Pour une variété différentiable quelconque, Schouten et Nijenhuis
ont introduit un instrument intéressant : le crochet de Schouten sur les
tenseurs contravariants antisymétriques. Si A (resp. B) est un p-tenseur
(resp. q-tenseur), [A,B] est un (p+q-1)-tenseur défini de la maniére

suivante : on a pour tout (p+q-1)-forme fermée 8§ :

(9-1) 1([a,B]))8 = (-1)PT*Y(a)ai(B)s + (-1)7 i(B)Ai(ADB .
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Pour p = 1, [A,B] =% (A)B. On a
[A’B] = (‘l)pqLBsA]

De plus si C est un r-tenseur, on a la pseudo identité& de Jacobi :
(9-2) s(-1)PY[s,c] ,4] =0

Le crochet définit ainsi une structure d'algébre de Lie graduée

sur l'espace des tenseurs contravariants antisymétriques.

Sur une variété W de dimension 2n, une structure symplectique

peut étre définie par un 2-tenseur G, de rang 2n partout, vérifiant

(9-3) [c,6] =0

(9-3) exprime en fait que le crochet de Poisson défini par i(G) satisfait

1'identité de Jacobi. De plus si A est un p-tenseur, on a :

(9-4) u([G,A]) = dua)

b) Considérons la cohomologie 1-différentiable de Chevalley
de 1'algébre N d'une variété symplectique (W,F) (ou (W,G)). Une p-cochaine
cochalne C admet une décomposition de la forme C = A+B, ol A et B sont
respectivement définies par un p-tenseur et un (p~1)-tenseur de W, de telle

sorte que sur le domaine U d'une carte {xk} , on ait :

k,...k
=aAl P k
A(u],...,up)l = A akl Upeedy u (3, =3/8x")
p
. o Q@  kpeedk
Bu e =-;—_ ] p 2
( 1 ,up)l (p-1)! €. .p B Ya ak Y ak Yo
172 72 P p
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Une p-cochalne 1-différentiable dont la partie de type B est nulle

est dite pure. D'aprés (9-4) la cohomologie 1-différentiable de N

est isomorphe & la cohomologie définie de la maniére suivante :

si C = (A,B) est une p—cochalne de N, faisons lui correspondre
(u(A),u(B)). On obtient ainsi la représentation suivante : une p-cochaine

est l'ensemble (a,8) d'une p~forme et d'une (p-!)forme de N ; le cobord

est donné par :

(9-5) 3(a,B) = (-da+ FAB ,dB).

Si (a,B) est une autre cochaine, on peut en outre introduire le produit
extérieur

(9-6) (@,8) A (@,B) = (@ A3, B8 Aa+ (-1DP a A B).

Si on se limite aux cochalnes pures ( 8 = 0), on voit que le pf-espace
ﬁﬁl)(N) de cohomologie l-différentiable pure est isomorphe & H p(W;R).
En ce qui concerne le cas général introduisons 1'opérateur e([F]) défini
sur les classes de cohomologie réelles de W par le produit extérieur

par F. On obtient :

THEOREME. - Le p= espace de cohomologie 1-différentiable de Chevalley

Hp(]) (N) est isomorphe a
PP w;F) @ BP(WiR) /QP(W;F),

ou PP-I(W;F) est le noyau de 1'opérateur
e([F]) : Hp-l(W;R) > Hf“‘(WHR) et on QP (W;F) eat 1'image par
e([F]) de HP2(WR) dans WP(W;R) . Le produit extérieur (9-6)
induitt sur 1'espace des classes de cohoﬁologie 1-différentiable
de N une structure d'algébre de cohomologie.
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Si F est exacte pP  (W;F) = BTwR), QP(W,F) = {0} ; HP(,)(N) est
isomorphe i Hp-](W;R) ® B (W;R)

Pour p = 1, on trouve un résultat en accord avec 1l'étude des dérivations

St F® n'est pas exacte (c'est-i-dire si W est compacte), on a pour psn,
- -~ -2
PP wm = (0}, Pem ¥ B

¢) Pour L et L* on &tablit :

PROPOSITION. - Pour p 2 2 les p-cochatnes 1-différentiables de L
sont dommées par C(X,,-.. ,Xp) =y (dA(E ... .Ep)) s Ou
X L, Ea = u(xa) et ou A est un p-tenseur ; elles sont d

o
valeurs dans L+

Pour p=1 , on doit y ajouter les l-cochatnes K X, oil X€L

et od K est une constante.
Les p-cochatnes 1-différentiables de L' sont les restrictions

& 1*des p-cochatnes de L.

On en déduit :

THEOREME. - 1°) Pour p 2 3 le p° espace de eohomologie 1-différentiable
Hp(l)(L*) est isomorphe @ HP(W;R).

2°) Pour p = 2, H2 (1y @) est isomorphe & HE(W;R) /QC (W)

3°) Pour p = 1, Hl(l)(L* ) est isomorphe 4 PO(W;F) ] H](W;R)

Résultats identiques pour L sauf pour le 3° (=< P° (W;F)). Ceci

est en accord avec 1'étude des dérivations.
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10 -~ DEFORMATIONS 1-DIFFERENTIABLES.
a) Considérons une déformation formelle de 1'algébre de Lie N

(10-1) [u,v], = Cu,wt + 2 A7 c_(u,W)
r=l

(10-1) est dite l-différentiable si les Cr sont des 2-cochaines l-diffé-
rentiables. Cette restriction offre dans ce cas un cadre cohérent pour

les déformations d'aprés le lemme suivant.

LEMME. -~ 57 C, C' sont deux 2-cochatnes 1-différentiables de N, la
3-cochatne D définte par
D(u,v,w) = S C(C'(u,v),w) + S C'(C(u,v),w)
est Il-différentiable.

Il en résulte que, dans ce contexte, Et est une 3-cocycle

I-différentiable de N. Considérons une série formelle en A

(10-2) T =TId+ T A°T
s=1

ol T, est un opérateur différential d'ordre s. C'est pour ces opérateurs
que nous considérons la trivialité. Le théoréme du § 8, a montré la
cohérence de cette définition. Pour une déformation infinitésimale

triviale, le 2-cocycle C, est exact dans la cohomologie différentiable.
On a

PROPOSITION. - L'espace des déformations infinitéeimales 1-différentiables
de N, modulo les déformations triviales, est isomorphe d :

By @ nE) e BAWR) /0% (WiF)
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b) Considérons une série formelle en

©o

(10-3) G =G+ I e

r=1 r

ol les G_ sont des 2-tenseurs tels que 1'identité :

(10-4) [¢,,¢] =0

soit formellement satisfaite ; (10-3) définit une déformation formelle
de la structure symplectique G.
{u,v}G = i(GX)(du A dv)

A
définit une déformation formelle 1-différentiable de N déduite de 1la

déformation de la structure symplectique. Une déformation formelle

I-différentiable est dite Znessentielle s'il existe G, et T, tels que

(10-5) TA(u,v)A - {TAU’TXV} =0

%

3

définition analogue pour une déformation infinitésimale inessentielle.

On a

PROPOSITION. - L'espace des déformations infinitésimales 1-différentiables
de N, modulo les déformations inesgentielles, est isomorphe 4
1
P (W;F).

c) Supposons F exacte. On a

2

B (3N ~u'(wR) @ BE(W;R) B

(])(N) =4 HZ(W;R) ® HB(W;R)
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On a :

THEOREME. - Soit (W,F) wne variété symplectique @ F emacte. Si les

nombres de Betti de W vérifient b (W) ¢ 0, b, (W) = b, (W) =0,
l'algébre de Lie dynamique N admet les déformations formelles

1-différentiables inessentielles et, en particulier, non
triviales.

On peut mettre en &vidence dans ce cas des déformations &

1'ordre 1 qui sont en fait rigoureuses.
PROPOSITION. - Soit (W,F) une variété symplectique 4 F exacte (F = du,

u(Z) = w) et soit B wunel-forme fermée non exacte telle que

i(Z)B = const. 52 B =y l(B)-
[u,i]k = {u,v} + AC(u,v)

ou C = 7zA B,B) définit une déformation rigoureuse de N qui
est essentielle.

On a une telle situation pour w = T* M, avec bl(M) $ 0.

d) En ce qui concerne l'algébre de Lie K, on a

THEOREME. - L'espace des déformations infinitésimales I-différentiables

de 1'algébre de Lie K, modulo les déformations triviales, est
1somorphe d

W (®) 2 B (W;R)/Q” (W;F)
Une telle déformation est toujours symplectique.

U . *
Mémes résultats en ce qui concerne K .
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