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SUR LA STRUCTURE DE CERTAINS GROUPES DE DIFFEOMORPHISMES 

par Augustin BANYAGA 

« °° 
Soit M une variété differentiable de classe C paracompacte 

k 
et connexe et soit Diff (M) le groupe des difféomorphismes de M de 

k . k classe C , à support dans un compact fixe K de M, muni de la C -
k 

topologie. Le groupe des difféomorphismes de classe C à support compact 
k k k noté Diff (M), est la limite directe des Diff (M). Désignons par Diff (M) 

k ° 
la composante connexe de 1*identité dans Diff (M). 

00 

Pour toute forme différentielle a de classe C sur M, on note 
00 00 oo 

par Diff (M), resp. Diff (M) , le sous-groupe de Diff (M), resp. de 
00 ^ 

Diff formé des difféomorphismes qui laissent invariante la forme a 

Dans la suite, nous nous intéresserons au cas où a est une forme-volume, 

une forme symplectique ou une forme de contact. 

Rappelons qu'une forme-volume sur une variété différentiable 

de dimension n est une n-forme partout non nulle, qu'une forme 

symplectique sur une variété différentiable de dimension paire 2n est 

une 2-forme fermée Q telle que ftn = ft*. . . A Q soit une forme-volume et, 

enfin, qu'une 1-forme œ sur une variété différentiable de dimension 

impaire 2n+l s'appelle une forme de contact si (DA(dw) n est une forme-

volume. Soit a) une forme de contact sur une variété dif férentiable M. 
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On sait qu'alors sur M, il existe un champ de vecteurs X sans sin­

gularité tel que i(X)co = 1 et i(X)do) = 0, où i(X) désigne le produit 

intérieur par X. On dit que w est une forme de contact régulière si 

l'orbite de X est le cercle S* . 

Le but de cet exposé est d'énoncer quelques résultats sur la 

structure des groupes de difféomorphismes qui préservent une forme-

volume, une forme symplectique, ou une forme de contact régulière. 

Plus généralement, si g est une structure géométrique sur une 

variété différentiable M, on peut se poser le problème d'étudier la 

structure algébrique du groupe Diff (M) des automorphismes de cette 
ê 

structure. Les résultats obtenus dans ce domaine sont rares. Nous 

signalons ici un résultat sur la structure du groupe des automorphismes 

de Tn-fibrés principaux (Tn désignant le tore R n/# n de dimension n). 

Un groupe G est dit parfait s'il est égal à son sous-groupe des 

commutateurs [G,G] , c.à.d. si son abélianisé G/[p9G\ , noté Hj ( G ) , 

est trivial. Un groupe G est dit simple s'il ne possède pas d'autres 

sous-groupes normaux que les sous-groupes triviaux. 

Le résultat fondamental suivant est du à Mather [l] et à 

Thurston [ 2 ] pour le cas C°°. 

THEOREME. 1. - Soit M une variété diff érentiable paraoompacte et connexe 

de dimension n. Pour 0 ^ k £ « v , k ^ n + l . , Z e groupe Diff (M) Q 

est un groupe simple. 
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En adaptant judicieusement les techniques de démonstration 

du théorème 1 (cas C ° ) , Thurston [ 3 ] a obtenu le résultat suivant : 

THEOREME 2. - Si 9 est une forme-volume sur une variété dùfférentiable 
00 

ùlose et connexe M de dimension n3 alors si Diff (M) est le 
" o 

00 

revêtement universel du groupe Diff e(M) Q > on a : 

(Diff"(M) H n - 1(M , R ) et H, (Diff"(M) ) = quotient de H"* 1 ( M , R ) . 

r«j[Diffg(M)o jDiff^OOj est parfait et [Diff* (M) Q ,Diff*(M)J 

est simple» 

En raffinant encore les techniques de démonstration du théorème 2 

nous avons obtenu le résultat suivant [ 4 ] : 

THEOREME 3 . - Si ft est une forme symplectique sur une variété close et 

connexe M3 alors : 

(i) H1(Diff~(M)Q) = H^M.R) et HJ(Diff~(M)o) = quotient de H*(M,R); 

(ii) [Diff*(M)o,Diff*(M)o] est parfait et [Dif f~(M)Q,Dif f~(M)J 

est simple» 

Au cours de la démonstration du théorème 3, on obtient le résultat 

important suivant : 

THEOREME 4 . - Soit - dXjAdx^ + dx^Adx^ + ... + D X 2 n - i A D X 2 N ^a f o r m e 

symplectique canonique de R 2 n. On a : 

(i) H1(D?ff~(R
2n)o) = R et H^Diff^fct

211)) = quotient de (R 

(ii) [D?ff^(R2n)o,D7ff^(lR
2n)o] est parfait et[Diff~»2n)o,piff~(R

2n)J 

est simple. 
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Le résultat suivant se déduit du théorème 3 et du fait qu'une 

variété munie d'une forme de contact régulière est l'espace total d'un 

fibre S'-principal dont la base porte une forme symplectique à périodes 

entières. 

THEOREME 5. - St u est une forme de contact régulière sur une variété 

différentiable close et connexe M 3 on a : 

(i) H, (Diff°°(M) ) = quotient de S1 

1 0) o 
(ii) Diff00(M) = rDiff°°(M) ,Diff°°(M) 1 x B 

0 ) O L 0 > O * o> oJ 

(iii) [Diff°°(M) ,Diff°°(M) ] et [biff°°(M) 3Diff°°(M) 1 sont parfaits. 
1 0 ) O 0) 0 J L 0 ) 0 0 3 O J r J 

Soit G un groupe de Lie et soit TT : M -> B un fibre G-principal. 

Les difféomorphismes équivariants de M (i.e. les difféomorphismes qui 

commutent avec l'action de G sur M) se projettent sur les difféomorphismes 
k 

de la base. Soit Diff^(M)Q la composante connexe de l'identité dans le 
k 

groupe des difféomorphismes équivariants de classe C , on a un homo-
k k 

morphisme surjectif p : Diff G(M) Q Diff (B) q. En étudiant le noyau de 

cette projection et en utilisant le théorème I, nous obtenons le résultat 

suivant [5] : 

THEOREME 6. - Soit M -> B un T n fibre-principal^ où M et B sont des variétés 

différentiables closes et connexes. Supposons que M ~ 

(dimension de W soit supérieure ou égale à 2n. Alors* pour tout 

k ^ m - n + l j U < k N< » , on a ; 

k 

(i) Hj (DiffTn(M)Q) est isomorphe à un quotient d'un sous-groupe 

de H L ( B,Z). 
(ii) si le fibre M B est trivial* ou si -rr.CDiff ( B ) ) = 0 . 

k 0 

alors le groupe DiffTn(M>o est un groupe parfait. 
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