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UN MODELE POUR L'ESPACE DES SECTIONS D'UN FIBRE

par André HAEFLIGER

INTRODUCTION,

Le but de cet exposé est de montrer que le modéle de Sullivan
pour l'espace T des sections d'un fibré m donne bien une algébre qui
a le méme type d'homotopie que 1'algébre des formes différentielles
sur le complexe singulier de T, . Nous avons choisi la présentation du

modéle que nous avions présenté@e pour calculer la cohomologie de
Gelfand-Fuchs.

1. L'APPLICATION D’EVALUATION.

Soit B un complexe simplicial dont les sommets sont ordonnés.
Alors B peut étre considéré comme la réalisation géométrique d'un
ensemble simplicial B' dont les k-simplexes sont les applications

affines du simplexe standard Ak sur les simplexes de B préservant

1'ordre des sommets.

Considérons un fibré m : E > B au sens de Serre, et désignons

par I'(r) 1'espace des sections de E. Un k-simplexe singulier de T'(w)
est une application continue
o : B x Ak + E

commutant avec les projections sur B.
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Un modzle pour Y espace des sections d'un fibré

Nous désignerons par S''(m) 1'ensemble bisimplicial dont les

bisimplexes de type (p,q) sont les diagrammes commutatifs d'applicationms

continues
AP x 79 g
N
2P &g
ol $€ B*.

D'aprés l'exposé de P.P. Grivel, S"°(m) a le méme type d'homotopie

que le complexe singulier de E.

Désignons par B' x S'T'(n) 1'ensemble bisimplicial produit de B®

avec le complexe singulier S'T(w) de T'(m).
On a un morphisme canonique d'évaluation :
e : B x §T(w) > 8 " (m)

commutant avec les projections sur B et défini somme suit.

Sioc:AP>Bett:BxAlsE appartiennent 3 B" et S'T'(w),

p

alors e(o,t) : AF x A > E est défini par

e(o,1) (x,y) = t(0(x),y).

Désignons par A*(F(w)), A*(B) et A*(n) 1'algébre des formes
différentielles (3 coefficients rationnels) sur les ensembles sim-—
pliciaux S'T(m), B" et bisimplicial S°°"(m) respectivement. Les formes
différentielles sur B° x S'I'(r) s'identifient aux &léments de
A*(B) 8 A*(T'(m)).
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Un modéle pour 1'espace des sections d'un fibré

Ainsi 1'application e induit un morphisme d'algébresdifférentielles

graduées
e* : A%(m) > A¥(B) 8 A¥*(I'(m))

qui est un morphisme de A¥(B)-algdbresdifférentielles .

On se propose de construire un modéle (pas minimal) pour 1'algébre
A*(r,m) a partir d'un modéle pour A*(n) analogue 3 une décomposition
de Postnikov de .

2. DECOMPOSITION DE POSTNIKOV DE

Si V est un espace vectoriel gradué inférieurement, alors S¥%V)
désigne le dual de la coalgébre symétrique sur V ; cette algébre s'iden-
tifie 3 1'algdbre graduée des formes multilinéaires sur V et symétriques
au sens gradué. Si V est de dimension finie en chaque degré et si V.= 0
pour q < O alors s¥(V) s'identifie 3 1'algébre symétrique sur le dual

de V.

Pour les conventions de signes, nous renvoyoms 3 [2] .

Dans ce qui suit, on suppose donné
i) un espace vectoriel gradué V = {Vq} et une différentielle d
sur S*(V) qui en fait une algdbre différentielle graduée

ii) une différentielle sur 1'algébre A*(B) @ S¥*(V) de sorte que

d(a 8 1)
d(l @ s)

daéoel

b 4 .
1 8 ds + a; 0 v, ou deg a; > 1

iii) un morphisme de A* (B)-algébres différentielles graduées
o : A¥(B) 8 S(V) + A%(m)

induisant un isomorphisme sur la cohomologie.
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Un modele pour 1'espace des sections d'un fibré

Si Vq = 0 pour q £ | et si pour toutxrch , d(1 8 v) appartient
@ la sous—algébre engendrée par A(B) @ 1 et les A de degré < q ,
alors on dit que ¢ est une décomposition de Postnikov ou un modéle

minimal de la A*(B)—algébre A¥(m).

La seconde condition qui apparalt sous ii) est justifiée par
la remarque suivante. Considérons la filtration de A*(B) @ S*(V) pour
laquelle les €léments de filtration k sont ceux de la somme directe des
Ai(B) @ S*(V) avec i > k. Alors le terme Eg’q de la suite spectrale
associée est naturellement isomorphe & Hp(A(B))G Hq(S*(V)).

Une décomposision de Postnikov pour w existe toujours si la
fibre F de m est simplement connexe et si E est induit d'un fibré
sur une base simplement connexe (c'est le cas par exemple si E
admet un groupe structural connexe). (Pour une démonstration de ce

fait, voir par exemple la proposition de 1.3 et celle del.4de [2] ).

3. CONSTRUCTION D'UN MODELE ALGEBRIQUE (cf. [1) ,[2], et [3]).

Soit A une algdbre différentielle graduée positivement sur
un corps K de caractéristique O, et soit V un espace vectoriel gradué

(inférieurement) sur K. L'algébre A n'a pas forcément d'élément unité.

On suppose donnée sur A © S*(V) une différentielle d vérifiant
les mémes conditions que dans le paragraphe 2 ; autrement dit, avec
cette différentielle, A @ S*(V) est une A-algébre différentielle et
d(a @ s) =da®s +a®ds + termes de 1la forme a; 9 s, , avec
deg a; > 2. Munie de cette différentielle, A © S*(V) sera désignée

par A @T S*(V).
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Un modale pour ¥ espace des sections d'un fibré

Désignons par A 8 V 1'espace vectoriel gradué, ot
deg a ® v = deg v — deg a
Soit S¥(A @ V,A) 1'algébre graduée des formes multilindaires

symétriques au sens gradué sur A ® V i valeur dans A.

On a un merphisme naturel d'algébres graduées
e : A8 S*V) > s*A 8 V,A)
défini par
=% e e
e(a @ h)(a1 2] Viseesay 2] vk) aa akh(v!, ,vk)

Le signe étant déterminé par la permutation des variables
graduées (cf. [2], 1.1).

Désignons par C 1l'espace vectoriel gradué dual de A, le dual

de AY &tant noté Cq. Si ceC_ , alors dceC __

-1 est défini par

de(a) = —(-1)48% (da).

Si fe:S*(A @ V,A), alors cf\f désigne 1'élément de S‘(A e V)

obtenu en composant f avec la forme linéaire c.

Dans ce paragraphe, nous ferons les hypothéses suivantes :

Hl) : A est telle que A% =0 pour q > n et dim Ak est finie pour
tout k.

HZ) : Vq est de dimension finie pour tout q et V_ = O pour q < n.

I1 en résulte que (A ® V)q = 0 pour q < O et qu'il est de
dimension finie pour chaque q. De plus, S*(A @ V) s'identifie i

1'algébre symétrique sur le dual de A @ V, et S¥(A @ V,A) a
A®s*aev).
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Modele pour liespace des sections d'un fibré

PROPOSITION 1. - Il existe sur S™(A®V) wne différentielle unique

D]
2)

telle que 1'application

e:ABST(V)>s"(A8V,A) TABST(AGY)
commute avee les différentielles (le second membre étant mmi
du produit tensoriel des différentielles sur chaque facteur).
De plus, pour toute algébre différentielle graduée X et tout
morphisme de A-algébres différentielles graduées

¢ : A GTS*(V) > A®X,
11 existe un morphisme unique

o : S* (A8 V) >X
tel que

(1A ® ¢) o e= ¢.
La différentielle sur S*(A®V) et le morphisme & sont caractérisés
par les relations suivantes :

d(c N e(h)) ='de N e(h) Ten e(dh),

¢(c Ne(h)) =c N ¢(h)
(od cN¢(t) est L'image de ¢(h) par 1'application c®1 de A€X
dans KOX = X).

Cette proposition montre que 1'algébre différentielle S¥7A8V)

est la solution d'un preobléme universel qui est 1'analogue algébrique

du probléme universel que résout l'espace I'(n) des sections du fibré

L

E » B.

DEMONSTRATION. ~ Comme A®V est de dimension finie en chaque degré et

nul en degré < O, alors $*(AQV) s'identifie & 1'algébre symétrique sur
le dual COV' de A9V,
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Un modele pour ' espace des sections d'un fibré

Par cet isomorphisme, ¢ N €(18v) s'identifie & ¢®v , ol V€ V' = dual
de V.

Ainsi la formule 1) définit d sur COV' ; elle s'étend muniquement
suivant une dérivation de S*(A8V). De méme la formule 2) définit ¢

sur C8V' s'étend par multiplication de maniére unique & S*(A@V).

On va vérifier que les formules 1) et 2) sont encore satisfaites

pour tout h € A8S*(V). Il en résultera que d2 = 0 sur les générateurs
COV' de 1'algébre S*(AQV), donc pour tout &lément. De méme, 2) impli~

quera que 9 commute avec les différentielles.

Remarquons tout d'abord que 1) et 2) sont vraies pour h = a®v ,
v €V', car cela résulte de ce que A*@S(V) est une A-algdbre diffé-

rentielle et que € et ¢ sont des morphismes de A~modules.

I1 suffira ensuite de vérifier que si 1) et 2) sont vraies pour

des éléments h et h' et pour tout c, alors elles sont aussi vraies
pour hh' et pour tout c.

Dans ce but, introduisons quelques notations.

Si Y est une algébre graduée, posons pour des &léments aly et
a'@y' de A®Y.

3)  (a8y) o (a'®y') =¥ 2@ a' @ yy'e Aeney.

Comme A est de dimension finie, sa duale C est une coalgébre

dont 1'application diagonale A : C - C8C est la duale du produit

ABA > A. On a Ad = (dB1 + 18d)A .

Pour ¢, c' € C, posons

(c8c') N (aBa'ly) = z c(a) c¢'"(a")y €Y.
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Un modale pour 1'espace des sections d'un fibré

On a alors
4) Ac N (a @ y) o (a'8"') = c N[ (aBy).a'y') ]

Donc si Ac = Zci ] cg et si h,h'e A ® s*(V), alors

cMNeg(hh') =Ac N[eE) oeth") I=1 % (Ci N e(h)).(c" Ne(h'))

Si h et h' vérifient 1) pour tout c, alors

d(c Ne(hh")) = L & d(c} Ne(h)).(c] Ne(h')) + = £(ef N e(h))d(c! N eh")

£(cd! @ " e! 8 de'MN e (h) o e(h")
i i i i

I+

1+

z (c{ 8 c;) N[e(dh) o e(h') + e(h) o e(dh")]

A dec Ne(h) o e(h') + A c NI(e(dh) o e(h') +e(h) o e(dh")]

dc Ng(hh') + ¢ N ed(hh').

De méme si h et h' vérifient 2) pour tout c, alors
®(c Ne(hh') =2 £ ol (¢! Ne)) (cf Ne(h'))]
=1+ ¢(ci Ne(h)) ¢ (c; Ne(h'))

=z +lef Domllcy Notr") ]

A cné(h) o ¢p(h') =c N $(hh").

Y4, FONCTORIALITE DU MODELE

a) Relativement i la base.

Soit A une algébre différentielle graduée telle que A'Y =0 si
q >n et soit ¢ : A > A' un morphisme d'algébres différentielles graduées
(avec élément unité).
Soit ¢ = a8 id. : A ® S*(V) ~ A' 8 S5 (V)
On peut définir une différentielle sur A' @ S*(V) en posant
d(a' @ s) =da'@s + a'p d(1 @ s)
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Un modele pour 'espace des sections d’un fibré

Ainsi Y commute avec d.
La méme construction que précédemment donne une différentielle
sur S*(A' @ V) vérifiant les conditions de la proposition 1.
L'application
P : S*¥(A' @ V) > S*¥(A 8 V)
obtenue par dualité a partir de a@lv » est un morphisme d'algébres

différentielles graduées.

PROPOSITION 2. - Avec les hypothéses précédentes, si & induit un

1somorphisme en cohomologie, alors ¢ indutt aussi wun isomorphisme
en cohomologte.

Idée de la démonstration (pour plus de détails, cf. [2] ).

Un élément de S™(A @ V) sera de filtration k s'il appartient
a la somme directe des Sl(A ® V), avec 1 > k. On obtient ainsi une

filtration convergente sur S*(A @ V), et de méme sur S*(A' @ V).

L'application ¢ est compatible avec ces filtrations et 1l'on

montre qu'elle induit un isomorphisme sur les termes E, des suites

spectrales associées.

b) Relativement a la fibre.

Soit V' un espace vectoriel gradué tel que V& est de dimension
finie et est nul pour q < n.
Supposons donnée sur A @ S*(V') une différentielle comme dans
3 qui en fait une A-algébre différentielle notée A QT, S*(V‘).
Soit y : A @, s*(V') >4 e s*(V)
un morphisme de A-algébres différentielles graduées.
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Un modele pour Vespace des sections d'un fibré

La construction ci-dessus donne une différentielle sur S*(AQV')
et le morphisme d'algébress
v s*(aev') - S*(A8V)
défini par
V(e MNe'(h")) = ¢ N eyY(h)
commute avec les différentielles.

C'est le cas particulier de la proposition 1 avec X = S™(A@V) et
¢ = ey, '

PROPOSITION 3. -

Supposons que H°(A) = K et soit u : A > K une augmentation. Supposons
que ¥ induise un isomorphisme en cohomologie sur les fibres (c'est-d-dire
que 1'application de S$*(V') dans S*(V) appliquant s sur (u 8 id) o ¢
induit un isomorphisme en cohomologie). Alors ¢ induit un isomorphisme

en cohomologie.

Nous ne donnerons pas ici la démonstration de cette proposition.
L'idée est de filtrer S™(A8V) de sorte que fe:Sr(A@V) est de filtratiom
r si f(a1 8 Vi seees arevr) = 0, lorsque la somme des degrés des a; est

supérieure 3 k.

5. EXTENSION DE LA CONSTRUCTION POUR A DE DIMENSION INFINIE.

Dans le cas qui nous intéresse, A est 1'algébre des formes diffé-
rentielles polynomiales sur un complexe fini. Elle n'est pas de dimension
finie, et nous voulons généraliser la construction précédente pour pouvoir

1'appliquer & ce cas.
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Un modele pour ' espace des sections d’un fibré

L'hypothé&se H, sera remplacée par la suivante.

ﬂ;) L'algébre A est telle que Al =0 pour @ > n. Il existe de plus une

suite croissante de sous-espaces vectoriels gradués A(k) de

dimension finie, tels que dA(k)c: A(k) et A(k)'A(l) c A(k+l)'

Par exemple, si A est 1'algébre des formes polynomiales sur un

complexe fini, alors un &lément a de degré q appartient 3 A

) si,
sur chaque simplexe, la forme a peut

s'exprimer avec des coefficients
qui sont des polynOmes de degré g k-q.

L'hypothése H, de 3 sera remplacée par 1'hypothése plus forte suivante.
ﬂé) Vq est de dimension finie en chaque degré q et Vq = 0 pour q & n. De

Plus A GT S*(V) est la limite directe de sous-algdbres A ® S*(Vr)

différentielles graduées ol vE est un sous—espace gradué de V de

dimension finie.

Cette derniére condition sera certainement remplie si A 91 S*(V) est

un fibré de Postnikov.

PROPOSITION 1'. - Avec les hypothéses H; et H; la proposition 1 est encore

valable, st 1'on suppose que X est wne limite projective d'algébres

différentielles graduées X; et que ¢ est un morphisme de A -algébres
différentielles

6 : A8 S*(V)+A9X=13’._mA8XI
(c'est-d-dire une collection de A-morphismes compatibles
by 1 A8 S(V) »A8 XK.
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Un modgle pour !'espace des sections d'un fibré

Introduisons d'abord quelques notations.

(k)

Soit C le dual de A(k)' Alors le dual C de A est la limite

(k)

projective des C . Désignons par Oy la projection de C sur C(k) (qui

est aussi la restriction 3 A(k))’
Le dual C 8 C de A 8 A est &galement la limite projective des duaux
A = =
(C @8 C)(k) de (A @ A)(k) somme des A(r) 8 A(s) , avecr + s = k.
L'application diagonale 4 : C > C 8 C est aussi la limite des A c

A : C ->(C8C)(k).

k) ° “(k)

(k) (k)

Désignons par sPA @ V)(k) le dual du sous-espace de la puissance
symétrique p-éme Sp(A 8 V) engendré par les (a1 8 v])...(ap 2] vp), ol

a.€ A 2t la somme des k. est k.
i ) 1

(k,
Soit aussi Py 1'homomorphisme de restriction

. ¥ «
P ¢ S (AGV)—*S‘(AGV)(k).

Il est clair que S¥(A @ V) est la limite projective des s*aA @ V)(k)'

Soit S¥(A 8 V)° 1a sous—algdbre de S*(A @ V) formée des sommes finies
de produits de formes linéaires sur A @ V. La limite projective des inter-

sections de S*(A @ V)° avec les S*A @ V)(k) est aussi S¥(A 8 V).

On définit d sur le dual Sl(A @ V) de A 8 V par la condition 1) puis
on 1'étend multiplicativement 3 s*(A 8 V)°. On voudrait étendre d 3 s* e V)

tout entier.

LEMME. - Il existe un s tel que si £ GS](A 8 V) Ker Posk? alors df e Ker CI

pourvu que V soit de dimension finie.
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Un mod2le pour léspace des sections d'un fibré

On choisit s tel que d(1 ® v)e€ A(s) ® S*(V) pour tout v dans

le dual de V, ce qui est possible si V est de dimension finie.

I1 résulte du lemme que d : S*(A @ V)° » s¥(A @ V) se factorise
: : : . +* 4 ]
suivant des applications d S fA © ‘)(k+s) + S™MA ® V)(k)' En
passant 2 la limite des dk , on obtient une dérivation d sur S*(A @ V)

vérifiant encore la condition 1), car elle est vraie quand on compose
les deux membres avec Py
Dans le cas ol V n'est plus de dimension finie, mais ol la

condition Hé est vérifiée, on passe & la limite inductive.

La formule 2) définit @ sur Sl(A ® V). Supposons de nouveau V de

dimension finie. Pour un I donné, il existe un r tel que

¢I(l 8 S](V)) [ A(r)e XI' I1 en résulte que ¢ est la limite projective
d'applications de S](A 2] V)(r) > XI.

Si l'on étend multiplicativement & 3 s¥(A ® V)° , alors ¢ donne
aussi par passage aux quotients des applications de s¥(A ® V)(r) dans
XI' On obtient le morphisme ¢ en passant & la limite inductive. La
relation 2) est vraie pour he A ® S(V) puisqu'elle est vraie aprés

composition avec les projections X - X -

Pour un V vérifiant Hé , on passe 3 la limite inductive.

6. UNE SUITE SPECTRALE.

On va rétalir pour le modéle S*(A @ V) une suite spectrale
analogue 3 la suite spectrale de Serre de la fibration de 1'espace

des sections d'un fibré obtenue en se restreignant 3 un sous-espace.
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Un mod2le pour I’ espace des sections d'un fibré

On suppose que les hypothéses du paragraphe précédent sont
vérifiées.

Soit I un idéal différentiel de A, et considérons la suite
exacte

0~->1I->A~> AO -+ 0.
ol A = A/I.
o
Dans le cas qui nous intéresse, on prendra pour I les formes

différentielles qui s'annulent sur un sous—complexe.

On a une suite exacte correspondante de fibrés

# * *
0-~1 @T S*(V) - A QT ST(V) » Ao OTO S*(V) -0

Pour chacun de ces fibrés, on peut construire une algébre
différentielle graduée S*(I ® V), S¥(A 8 V) et s‘(Ao 8 V) comme
précédemment.

Un élément o de degré total r de S*(A @ V) sera de filtration
k ¢ r si o s'annule sur toute suite a, e Viseeesal @ v_ oli la somme
des degrés des termes a; e v, pour lesquels a; ® I est supérieure a
r-k.

On définit ainsi sur S*(A @ V) une filtration convergente,

compatible avec la structure d'algébre.

PROPOSITION 4. - Supposons que Ag = 0 pour q 3 n et que la cohomologte
de S*(1 8 V) svitde dimension finie en chaque degré.
La suite spectrale associée d la filtration précédente
de s*(a @ V) converge vers la cohomologie de S*(A 8 V). Son
terme E, est naturellement isomorphe d

Eg’q = Hp(s"(A0 8 v)) @ Hi(s*(1 8 V)).
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Un mod2le pour V'espace des sections d un fibré

DEMONSTRATION. ~ On vérifie d'abord que E est isomorphe a 1‘algébre
bigraduée des applications multilinéaires symétriques sur Ao @V 3
valeur dans 1'algébre S*¥(I @ V), la différentielle d0 correspondant

par cet isomorphisme 3 la différentielle définie par celle de S*¥( I @ V)

Donc le terme E] est isomorphe d& 1'algébre des applications
multilinéaires symétriques sur A0 @ V a valeur dans H¥(S¥(I @ V)).

Comme cet espace est de dimension finie en chaque degré, on a 1'iso-

morphisme

Ef’l - s*@a_ e V¥ o v (s*(1 e v))

ol S"‘(Ao (2] V)k désigne la composante de degré k dans S"(Ao e V).

On veut montrer que d] est la différentielle donnée par celle
de S‘(Ao ® V). Comme c'est une di{férentielle d'algébre, il suffit
de vérifier que, pour aeS"(Ao @ V) et B¢ HR'(S“‘(I @ V)), on a

d](a@l)=da@letdl(198)=0

La seconde égalité est &vidente, car d](l ® B) doit appartenir
asta ev)' e u'(IevV) ; mais s*(a, @ V)! = 0, puisque A_ @ V est
nul en degré < 1 par hypothése (Ag =O0Opour gz netV =0 pour q3 n).

Pour vérifier la premiére égalité, il suffit de filtrer S"(A0 e V)
par le degré et de remarquer que l'inclusion naturelle de S"(Ao V)

dans S¥*(A @ V) est compatible avec les filtrations.
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Un modele pour 1'espace des sections d un fibré

/. LE THEOREI'E PRINCIPAL.

THEOREME. - Soit 7 : E > B un fibré sur un complexe simplicial fint
B de dimension n, & fibre F mconnexe. On suppose que le fibré

est induit d'un fibré sur un espacel —connexe.

Soit T_ 1'espace des sections continues du fibré .
Soit V 1l'espace vectoriel gradué défint par Vq = nq(V) 8 Q.
Il existe une décomposition de Postnikov de ce fibré
¢ : A¥(B) 8 S* (V) > A*(E)
c'es-d-dire un morphisme de A* (B)—algébres différentielles
graduées induisant un isomorphisme sur la cohomologie.
Considérons A® (B) 8 V comme un espace vectoriel gradué en posant
deg(a ® v) = deg v - deg a. On peut construire sur L'algébre des
formes multilinaires symétriques S*(A(B))@ V) sur A*(B) @ V une
différentielle et un morphisme d'algébres différentielles graduées
o : s*A¥(B) e V) » A'(T)

induigsant un isomorphisme en cohomologie.

Tout est fonctoriel relativement aux restrictions aux SOus—
complexes de B.
S7 A' est une algébre différentielle gradude de dimension finie
et nulle en degré >n, et 8t o : A' > A*(B) est un morphisme
indutsant un isomorphisme sur la cohomologie, on peut construire
sur S‘(Ai ® V) une différentielle et un morphisme

s*(a*(B) 8 V) » s¥(a' 8 V)

induisant un isomorphisme sur la cohomologie.
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DEMONSTRATION. = Pour un sous-complexe B0 de B, on désignera par

~1
wBo . (BO) -> BO

La restriction de 7 & BO et par I‘TT 1'espace des sections de

ce fibré. En particulier, m = Mo ©
Notons ¢ : AY(B) 8_ S(V) +-A*(nB) le composé de ¢ avec 1l'inclusion

de AR (E) dans A*(wB) (cf. notation de 1). Par hypothése, ce morphisme

de A*(B)-modulesinduit un isomorphisme sur la cohomologie. (Dans ce qui

suit, il n'est pas nécessaire de supposer que c'est un modéle minimal,

mais seulement que le condition Hé de 5 est vérifiée).

Par restriction aux sous—complexes B0 de B, on obtient des morphismes
¢B : A*(Bo) 8 s*(v) » A"(wB ) qui induisent encore des isomorphismes en
cogomologie. Cela se voit enoremarquant que ¢B envoie la suite spectrale
mentionnée en 2 dans celle construite par Grivel dans son exposé.

Comme o8 induit des isomorphismes sur les aboutissements de ces suites
spectrales et sur les bases, un théoréme de comparaison implique qu'il
induit un isomorphisme sur la cohomologie des fibres. Autrement dit,
pour un sommet b, alors op ¢ s¥(v) » A(nb) induit un isomorphisme sur
la cohomologie. Remarquons que A‘(nb) est 1'algébre des formes diffé-
rentielles sur le complexe bisimplicial singulier de la fibre au-dessus

de b ; sa cohomologie est celle de la fibre.

Construisons comme dans 3 et 5 une différentielle sur S*(A*(B) o V).
On peut appliquer la proposition 1' de 5 (en premant X = A(F“) et ¢ égal 3

e*o ¢B), et 1'on obtient le diagramme commutatif
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A*(B) 8 A¥(T_ ) 4 A% (m)
m
B
1® oy by
€
A*(B) 8 S*(A*(B) ® V) & A¥(B) 8_ S¥*(V)

Le morphisme g ¢ s¥(a%(B) @ V) > A(I‘Tr ) est fonctoriel par
rapport aux restrictions aux sous—complexes go de B. Lorsqu'on se
restreint 3 un sommet b de B, alors Qb se réduit 3 efo ¢b s 11
induit donc un isomorphisme sur la cohomologie, car c'est vrai pour
¢,, comme on 1'a remarqué plus haut, et aussi pour e* qui est le
morphisme naturel faisant passer des formes différentielles sur le
complexe bisingulier aux formes différentielles sur le complexe

singulier.

Soit B0 un sous—complexe de B. Soit s une section de Te et 5,

sa restriction i Bo' Alors 1'application

obtenue par restriction a Bo est une fibration au sens de Serre ;

sa fibre au—-dessus de so notée T“ » est l'espace des sections
(B,B,)

de m, qui coincident avec s, sur Bo.

Par passage au complexe singulier, on obtient une fibration de

Kan, & laquelle on peut appliquer la suite spectrale de l'exposé de Grivel.
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Si Bo est de dimension < n-1 , alors la base F" de ce fibré
' B

est simplement connexe, de sorte que le terme E2 de la suite spectrale
x'écrit comme un produit tensoriel.

On va également considérer la suite spectrale de 6. Notons
A = A¥(B), A= A*(Bo) et (A,A ) le noyau de la restriction A¥(B) » A*(Bo),
(noté I dans 6). Les hypothéses de la proposition 4 sont vérifiées.
Pour voir que la cohomologie de S*(A,Ao) ® V) est de dimension finie,

on peut appliquer les considérations de 4.

Le morphisme @B : s¥Aa V) » A"(l"TT ) est compatible avec
B
les filtrations. Par passage au quotient, il induit un morphisme

*
% : ST((A,A ) © V) » A¥(T ).
(B,BO) o "(B,BO)
En passant au deuxiéme terme des suites spectrales, on obtient

un morphisme d'algébres

Hk(s*'(A0 ® V) ® HQ(S(A,AO) e V) » Hk(rTr y @ B (r )

m
BO (B,Bo)

Par les théorémes de comparaison de suites spectrales, on

salt que si deux des morphismes QB’ @B et ¢(B,Bo) induisent un

isomorphisme en cohomologie, c'est aussi vrai pour le troisiéme.

On va raisonner par induction sur la dimension des squelettes de B.

On a déja vu que ¢B induit un isomorphisme en cohomologie si
B est un point. C'est aussi vrai si B est un simplexe, car dans ce

cas T a le méme type d'homotopie que T ol b est un sommet de B
B b
d'autre part, l'application de S¥(V) dans S¥(A(B) © V) induite par

we

la restriction A*(B) + A*(b) = Q induit un isomorphisme sur la cohomologie

(proposition 2).
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Supposons que ¢B induise un isomorphisme sur la cohomologie
lorsque la dimension de B0 est < r <n. Si B est un r-simplexe et

B son bord, alors QB et ¢y induisent des isomorphismes sur la coho-
o

mologie. Il en est de méme pour & .
s PO ®(8,3))

En prenant ensuite pour Bo le squelette de dimension r~1 et
pour B le squelette de dimension r, alors ce qui précéde implique

que ®(B B ) induit un isomorphisme pour la cohomologie (par excisionmn).
’“o

I1 en est de méme pour @B par hypothése d'induction donc aussi pour QB.
o
La derniére partie du théoréme résulte de considérations analogues

i celles du paragraphe 4.
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