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INTEGRALES ITEREES
(d'aprés Chen)

par D. LEHMANN

1. Introduction.

-3

Soit V une variété C connexe, x, un point de base,et G un
groupe de Lie (réel). Il est bien connu que l'on peut construire un invariant
homotopique o : nl(V,xo) + G qui soit un homomorphisme de groupes, 3 partir
de n'importe quelle i-forme w sur V 3 coefficients dans l'algébre de Lie
g{ de G, vérifiant.l‘équation de Maurer-Cartan : cela n'a rien 3 voir

- ni avec les intégrales itérées,

- ni avec les modéles minimaux.

On obtiendra par contre les intégrales itérées de fagom trés naturelle,
en cherchant a expliciter p dans le cas particulier oi G est un sous-groupe

de Lie du groupe Nr des matrices g € GL(r,R) qui sont de la forme

Si 1'algébre de Lie gz est nilpotente, les cochaines sur 3[ for-
ment une algébre minimale qui - d'aprés Sullivan - est &gale au modéle d'un
espace classifiant K(m,1) pour un certain groupe =w, nilpotent. La théorie
de Sullivan permet alors d'interpréter topologiquement la donnée de w, du

moins si 1l'espace V est nilpotent.
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2 - Rappel sur £es formes de Mauwrenr-Cartan.

. - . . * o

Soit fy 1'algébre de Lie d'un groupe de Lie réel G, et C (j{) =-F
v

1'algébre extérieure construite sur \7*. Pour des raisons techniques qui apps

- . . . * . cpge .
raltront un peu plus loin, nous identifierons C (y) aux formes différentielles

sur G qui sont invariantes 3 droite (et non i gauche comme d'habitude). La dif-

férentielle sur C*(7) differe alors de la différentielle habituelle, par le

signe : si a € Cp(ﬁ) et si Ao""’Ap € 7, on définit da par la formmle

-7 (-1yitd N
(da)(A.--ohh) = L ¢ a([Ai,Aj] WA A,

PR ) J -
< 1 ’J’ ? P

Soit V une variété C connexe et w € AI(V) 2] y une !-forme
sur V 3 coefficients dans ? Il revient au méme de se donner une applica-
. P ~ * 1 .
tion linéaire w : 7 + A (V), laquelle se prolonge, de fagon unique, em

. - r\’ - -
un homomorphisme (encore noté w) d'algébres graduées

" * *
m:CE;’) > A (V)

-

* \
(oi A (V) désigne l'algébre des formes différentielles sur V). Dire que w
commute aux différentielles, équivaut alors 3 affirmer que w vérifie 1'&qua—

tion de Maurer-Cartan :

(*) dw—lw/\m 0

(le produit extérieur w A w é&tant défini relativement au crochet
y x % L]_» }" dans 7 ).
/ .

. 1 P
Exemgle : Soit 6G e A (G) 8 ;7‘ la I-forme sur G définie par
GG(A.g) = A (A€ y,g € G), et f : V>G une application différentiable :
la 1-forme f,(ec), notée parfois df.f_l vérifie 1'équation (#). De plus,

si ge G et si Rg désigne la tramslation i droite par g dans G,

* »
Ry 0 DY) = £(3y).
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Réciproquement, on a le

Théoneéme. -

Soit w € A‘(V) 8 gf une forme vérifiant 1l'équation (¢) de Maurer-

Cartan, et V B+ v le revétement universel de V.

(i) Il existe alors une application différentiable

telle que £ (8,) = P (w) 3

(ii) si f1 et fz sont 2 telles applications de V dans G, il

existe alors un élément g € G, (nécessairement unique), tel que

f2 = Rg o fl.

Pour la démonstration, on peut se reporter a Koszul [I] (3 1'adaptation

prés au cas des formes invariantes & droite).

Conollaine.- Soit w € AI(V) e 3{ une forme vérifiant 1'&quation

de Maurer-Cartan (), X

-~

un point de base dans V, et x, un point de base

dans V au-dessus de X permettant de considérer V comme un fibré princi-

pal de groupe nl(V,xo) et de base V.

I1 existe alors une (unique) application

£ :V - G telle que

o % O

£(8,) = p(w) et fo(:?o) - 15

11 existe en outre un (unique) homomorphisme de groupes,

o ﬂ|(V,xo) + G, tel que, Vze G,

VD] e m t0,x), £ (2. DD = £_(2).0(D0)-
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Remarque : L'utilisation de formes sur G invariantes i gauche aurait

-1 . . .
conduit 3 la formule f o (2 o [AJ) = (p[)\]) .£(z), qui nous aurait obligg,

i inverser des matrices au § suivant.

3. Cas d'une algebre de Lie nilpotente (Chen [2])

Supposons dans ce § 1'algébre de Lie % nilpotente.

Notons Nr le sous-groupe de Lie de GL(r,R), formé des matrices

triangulaires 1 % n'ayant que des | sur la diagonale, et des O

0

1

en dessous. Son algébre de Lie Nr est formé des matrices triangulaires

0 % n'ayant que des O sur la diagonale et en dessous.

0 0

Cette algébre de Lie est nilpotente, ainsi que toutes ses sous-algébres de Lie.

Réciproquement, d'aprés Jacobson ([3]), toute algébre de Lie nil-
potente réelle 7 est isomorphe 3 une sous-algébre de Lie de Nr (pour r
suffisamment grand), de sorte que toute forme w € A1 (V) o 7 peut étre com~

sidérée comme une forme 3 coefficients dans Nr' Ceci permet de toujours se

ramener au cas ou q= Nr s Ce que nous supposerons désormais (r = 2).

Notons Ai . la matrice ¢ %l(r,lR) ayant comme coefficients

- -~

1 a la i°°° ligne, jet_x_xe colonne, O ailleurs.

L'ensemble (A forme alors une base de Nr’ et un calecul

i,j)lsi<j5r

élémentaire donne :
[Ai,j’Ak,Z] =0 sauf si j=k ou i=2¢
et A. .,A. = A,
I i,j° J,kj A1,k
(les couples (i,j) considérés &tant toujours supposés vérifier 1 g i < j g ).

4
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)

»
Notons (ui,j lei<jer la base duale de (Nr)

* .
pe la formule (da) (A,B) = +a(EA,ﬂ]) pour o € Cl(Nr) = (Nr) , on déduit

dui,i+1 =0
dus ge2 T YiLien Vi, ie2
j=1
du = u, Au
1,] k=i+] 1oK k,J
r:l
du = ) u Au
L~ 5, Lk k,T

- 1 e i
Se donner par conséquent une forme w € A (V) © Nr vérifiant 1'écua-

tion de Maurer—Cartan (*) revient 3 se donner une famille (x

)

. . .. de
1,  lsiv)ysr

j-formes X, ; € A](V) vérifiant :
b4
J;l

dx, . = ) x, , A .
1,] k=it 1,k xk,J

Soient alors £ :V - N et p rn,(V,x ) » N définis comme
o] r 1 o r

au corollaire du § 1, 2 partir de w = (xi,j)lsi<jsr' On se propose de

calculer fo(z), et en particulier p([k]) = fo(§o.[X]). Soit donc

-~

C ip,lj -+ V une courbe différentiable par morceaux d'origine +(0) = x
et d'extrémité (1) =z et y=poy : E).l + V sa projection sur V.

sNotons gi,j(t) les coefficients de la matrice fo(y(t))

EG() - RS
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(i 1indice ligne, j 1indice colonne).

Plongeant Nr et Nr dans gl(r,R) = R(r ), la courbe t -+ £(y(t))

dans Nr admet comme vecteur tangent la matrice

0
4

1
gij(t)
' dt

(avec gi J.(t) = gij(t))

0

en les points t ot vy est différentiable. Posons aussi, en ces points t :

x ﬂ) -
I’J‘dt t 1]
»

- ‘ »
Puisque p*(x. .) L I X. . 3y s 1'équation p w = fo(eN )
1] dt/ t I \de/e r

;
]
~
las
~

implique alors 1'égalité matricielle (en les points t ol y est diffé-

rentiable)
0 I - 0
. [] '. .. . x. .{(t
8; () 81,J(t) ) , (v)
o} = *.
0 0 . o '.. i
0 1 n /
soit
o 0 1
! .. : . «(C
gi’j(t) X:, (t) 8; (v)
= . o ‘.
0 0 . 0 °.
0 0 1
\

(car 1la translation i gauche par fo(y(t)) est une application linéaire

dans gf(r,R), donc égale 3 son application linéaire tangente).

On en déduit, en les points t ol Yy est différentiable
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(
gi’i+](t) = 1,1+\(t)
g'1,1+2(t) 1,1+2(t) X ,i+l(t)'g1+l,i+2(t)
| -
g: .(t) = x. .(t) + ox, L (t) (v)
i,j s Keitl i,k &k

Notant Yy [._O,EJ + V la restriction de Yy 23 E).tj, et pour

tout I-forme y ¢ A] (V), notant )( y la fonction (continue) ¢ - J Y,

Y Yt

on obtient, compte tenu de ce que g5 j(0) =0 (fo(Y(O)) = fo(;(o) = Iy ),
’ r

les fonctions g; 3 par récurrence sur j-i = p :
»

Bi,i+1 T % X, i+l
Y

8,142 = T *i,ix2 * } ( } Xie1,i42) 55,00
Y Y Y

p-1
8;,i+plt) = J X jap ¥ L J 8ivk,ivp Xi,ivk
Te k=1 Ty,

On obtient en particulier fo(z) pour t =1 et O(D\]) pour

-~

z-xo. [A]

-

Exempfe : Pour r =3, se donner w consiste & se donner des

1-formes a, b et c € AI (V) vérifiant da = 0 = db, dc = a A b.

L'homomorphisme p : ﬂ‘(V,xo) + N, est alors donné par la formule :

3
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o () = 0 1 L‘b

(» désignant un lacet en x  sur V, différentiable par morceaux).

4. Interprétation en termes de modéles minimaux (Sullivan).

Supposons que T soit un groupe discret, nilpotent, de présentatiom
finie. Il existe alors un groupe de Lie nilpotent G, contractile, tel que

G =T "8" R (ce "produit tensoriel” a un sens parce que I est nilpotenmt,
: A

c'est-3-dire limite d'une suite finie d'extensions centrales par des groupes
abéliens ; la "tensorisation" se définit par récurrence sur chacune de ces

extensions, en tensorisant chacun des groupes abéliens). Notons alors

r‘o = r/(éléments d'ordre fini)
le groupe nilpotent limite de la suite finie d'extensions centrales obtenue
3 partir de celle de T en quotientant chaque groupe abélien de la suite
par sa torsion : on a encore G = Fo """ R, Po s'identifie alors a um

¥ A
sous-groupe discret de G, et G/I‘o = K(Fo,l). Puisque G est nilpotent,

1'algébre différentielle graduée C*ﬁg[) est nilpotente. Puisque l'on a
identifié C*( ) aux formes différentielles sur G qui sont invariantes

a droite, 1'inclusion naturelle 1 C*agf) - A*(G) se factorise 3 travers
A.(G/FO) (par des inclusions). D'aprés Sullivan.(Bﬂ), 1'inclusion 1

induit un isomorphisme en cohomologie, c'est-i-dire que
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A% (G)

c*23f>

A’(G/ro)

C*(f') est le modéle minimal de G/I‘o = K(I‘o,l)

[en outre, 1a variéte G/I‘o est compacttﬂ.

Exemple : r = l“o = (Nr)z (sous groupe de Nr formé des matrices
3 coefficients entiers) ; on a alors G = Nr’ K((Nr)z’]) = Nr/(Nr)l
et C*(Nr) s A*(Nr/(Nr)z) est une réalisation du modéle minimal de

(N, 1)

Supposons alors donné un revétement galoisien V- V, de groupe
structural I‘o ; ce révétement est associé 3 un homomorphisme de groupes
o : -nl(V,xo) > Fo (bien défini 3 conjugaison prés), et on peut toujours
choisir son application classifiante (bien définie 3 homotopie prés) diffé-

rentiable

Hhi

HEA A G/ro, d'oli le diagramme commutatif :

'\I ~
VvV 2 v £ ~ G
3 N
\ G/I‘o .

. 1
Soit alors w e A (V) © ; la forme de Maurer-Cartan définie par

la composition des applications
9
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C*(y) et Wy 2\ 2w .
L f

N
w

~'application fo : V + G déduite de w par le procédé du § 2
est alors égale 3 f o 5 (avec Eo = f), tandis que l'application
p v](V,xo) + G est la composée de o0 avec l'inclusion de Po dans G.
Lorsque w sera construite par ce procédé, on la dira "normalisée”. Dans ce

cas, on voit alors que p prend ses valeurs dans les sous—groupe Fo de G.

Exemple :

Supposons donné un revétement galoisien de groupe (N au-dessus

3)2'
de V, classifié par une application différentiable f : V - N3/(N3)L'
Soient a, b, ¢ les 1-formes, images par (f)* o 1 de la base
(ul’z,u2’3,u]’3) de N3. Pour tout lacet A de V en X s différentiable

par morceaux, les nombres réels [ a, J b et J c + J (} b)a sont em
A A A A YA

fait entiers.

Dans le cas général, il se peut que w mne soit pas normalisée.
Cependant, si 1l'espace topologique sous—jacent & V est nilpotent, la situatios
est la méme que dans le cas normalisé, aprés Q@Q-localisation. En effet, 1'homo-

. NPT
morphisme w défini par w

€2

* *
c (g) ="'7K(ro,1) > AWM

——
—
~

se reléve, de fagon unique 3 homotopie pré&s, en un homomophisme

€0

-~ - « . - «*
: 4?7K(Fo,l) —_ 427V 3d valeurs dans le modéle minimal ‘4z7v de A (V).

10
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Un tel homomorphisme entre modéles minimaux réels provient nécessairement d'un
homomorphisme entre modéles minimaux rationmnels (cf. par exemple Halperin-

Stasheff [5]), et par conséquent correspond, d'aprés la théorie de Sullivan,

3 une classe d'homotopie d'application

fq: Vg — [:K(l“o,l):lQ = K(G,,1)

Q

entre les espaces localisés (oi l'on a noté G, le sous-groupe

Q

r "e" @ de OC).
° ¥

Construction de formes w particuli2res :

(i) Si nl(V,xo) est un groupe nilpotent, de présentation finie,
sans éléments d'ordre fini, on peut prendre pour w la forme normalisée

correspondant 3 une application classifiante du revétement universel

E:v — K(n(V,x),1)

L'application p que l'on en déduit est alors 1'identité dans

wl(v,xo), d'ol le calcui de Dﬂ dans nl(v,xo) en termes d'intégrales
s

(ii) Dans le cas général, on considére la suite centrale descendante

de nI(V,xo)

TT](V,XO) = I‘o.‘.)l‘l 3I‘23...3Fn3

1a o' troncature nilpotente T(n) = I‘/I‘n de n‘(v,xo) et
an) = r(n)/(éléments d'ordre fini).
. (n) | (n) ' . . .
Soit o, : w](V,xo) -> Po 1'application canonique de passages

. n a . n . .
aux quotients ; et Vg ) - V le revetement galoisien de groupe Fi ) associé

11
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- (n } .
a oo ) 3 si 1'on prend pour w la forme normalisée correspondant 3 une

13 . Y (n) (n) . B . . o
application classifiante de V (FO étant supposé de présentation fimie),

(n)

1'application p que 1'on en déduit est égale a o, ; on sait ainsi cai-

culer an)(ﬁﬂ) en termes d'intégrales itérées, pour Dq € vl(V,xo).
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