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INTRODUCTION® -

Soit G un groupe localement compact ; désignons par C*(G) 1la C.;algébte
enveloppante de L](G). Le dual de l'espace de Banach C*(G) s'identifie &
1'espace vectoriel complexe B(G) engendré par 1'ensemble P(G) des fonctions
continues de type positif sur G. Comme P(G) est stable pour le produit
ordinaire des fonctions, B(G) est une algébre, et c'est méme une algébre

de Banach pour la norme de dualité avec C'(G).

Cette algébre B(G) a été étudiée par EYMARD [1] qui montre d'autre
part que l'ensemble A(G) des coefficients de la représentation régulidre
gauche de G dans LZ(G) est un idé&al fermé de B(G) (aépelé algébre de
Fourier de G) dont le dual s'identifie & 1'algébre de Von Neumann VN(G)
engendrée, dans 1'ensemble des opérateurs continus de LZ(G), par les opéra-

teurs de translation & gauche par G.

Aprés une premiére partie de notations et rappels, la deuxi®me partije
de ce travail généralise cette dualité@ au cas d'une représentaion unitaire
continue quelconque T de G : soit A,,r l'espace vectoriel fermé engendra
dans B(G) par l'ensemble des coefficients de ™ ; le dual de AL s'identifie
3 1'algébre de Von Neumann VN“ engendrée, dans 1'ensemble des opérateursg
de 1'espace de , par les opérateurs T(s) ol se€G. Ceci permet de carac-
tériser les €léments de A.1T comme sommes de certaines séries absolument

convergentes de coefficients de m et d'étudier les propriétés "fonctorielleg®
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de Aw ; comme application de cette derniére &tude, signalons en particulier
que si H est un sous-groupe fermé de G, 1'ensemble AWIH des restrictions

3 H des fonctions de A est toujours fermé dans B(H). Désignons d'autre
part, d'aprés EYMARD (loc. cit.), par B 1'ensemble des coefficients des
représentations unitaires continues de G qui sont faiblement contenues dans
7 . On étudie également dans cette deuxidme partie certaines propriétés

de B : les espaces B sont des espaces A_ particuliers, caractérisés parmi
les A par le fait qu'ils sont fermés pour la topologie faible de dualité

o(B(G), C*(G)). D'autre part, si ™ est C.C.R., on a A1T = B,

Ainsi, 2 toute représentation T de G sont associés deux espaces de
Banach A et B 3 la troisiéme partie de ce travail est comsacrée 3 l'étude
de la correspondance T v A . C'est ainsi que, aprés avoir montré que les
espaces A“ sont en bijection avec les classes de quasi-équivalence de
représentations de G, on étudie comment calculer A, lorsque T est une
somme hilbertienne, un produit tensoriel, une représentation induite, une
intégrale de représentations. La simplicité des résultats obtenus constitue
une justificafion a posteriori du choix de 1'objet ATr , en ce sens que
1'étude de la correspondance qui & T associe 1'ensemble de ses coefficients,
ou l'espace vectoriel qu'ils engendrent algébriquement, ne conduirait pas
3 des résultats aussi naturels qu'en fermant ce dernier espace pour la norme
de B(G) (ce qui conduit 3 Aﬂ) ou pour la topologie de la convergence compacte

(ce qui conduit 3 B"). On signale aussi au passage certaines propriétés de la
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correspondance T * B qui donne lieu en général i des résultats moins

simples : par exemple, lorsque m = @ ﬂi s alors que ATr est 1'ensemble
iel

des sommes de séries normalement convergentes de fonctions appartenant

aux A, un contre-exemple montre que, lorsque I est infini, il n'en est

i
pas de méme pour B .

L'étude de A1T » lorsque T est une intégrale de représentations, conduitg
d ce qui est sans doute l'application principale de cette troisidme partie s
1'extension au cas des groupes de type I (non nécessairement unimodulaires)
de certaines résultats relatifs 3 la transformation de Fourier inverse,
classiques dans lelcas abélien. En particulier, le tﬁéoréme de BOCHNER pour
les fonctions de B(G) est déduit d'un résultat plus précis (3. 53) qui carac-
térise les espaces A1r comme images isométriques, par la transformation de

-

Fourier, d'espaces d'opérateurs & trace intégrables sur le dual.

Diverses autres applications sont données au cours de cette troisisme
partie. Tout d'abord, on redémontre en 1'améliorant le résultat suivant,
obtenu par d'autres méthodes par C. HERZ [2] : 1'algébre de Fourier d'up
sous-groupe fermé H de G n'est autre que 1'ensemble des restrictions a H
des fonctions de A(G) ; on étend ensuite au cas d'une représentation induite
quelconque en l'améliorant, un résultat démontré par le méme auteur pour la
représentation réguliére : il s'agit d'un principe de "domination" » pour
toute représentation induite 3 partir d'un sous-groupe fermé H, des coeffi-

cients de cette représentation par ceux de la représentation quasi-régulidre
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2 . s . . NP
dans L (G(H)). Cette idée a des applications au comportement 3 1'infini

des coefficients des représentations induites.

Certains résultats, connus pour la représentation réguliére gauche,
sont également généralisés 3 une représentation quelconque : c'est ainmsi
que l'on montre que tout espace ATT admet un unique supplémentaire topolo-
gique dans B qui soit de la forme An' . Dans le cas ol G est moyennable
(amenable) et ol T est la représentation réguliére gauche de G, on retrouve
ainsi une décomposition de B(G) obtenue par FLORY [l] s avec une nouvelle
caractérisation du supplémentaire de A(G) qui permet des calculs explicites.
On donne aussi une condition nécessaire et suffisante pour que la repré-
sentation triviale de dimension un de G soit faiblement contenue dans une
représentation m : il faut et il suffit, pour cela, qu'il existe une unité
approchée "externe' de A(G) constituée de fonctions de ATT ,» ce qui redonne,
quand T est la représentation réguliére gauche, le résultat de LEPTIN [l]

sur l'existence d'une unité approchée de A(G) quand G est moyennable.

Sur un plan plus général, cette troisiéme partie permet d'établir,
pour une représentation inéductible, la réciproque d'une propriété signalée
dans la deuxiéme partie : si A“ = B,’r , alors m est C.C.R.. On obtient
également une caractérisation des espaces A, parmi les sous-espaces vectoriels

fermés de B(G) : ce sont ceux qui sont stables par tranmslation & gauche

et 3 droite.
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Dans un prochain article, nous donnerons diverses applicationms,
exemples et contre-exemples, ainsi que la démonstration de certaines
résultats, annoncés dans les notes aux compte-rendus de 1'Académie des

Sciences, qui n'ont pas trouvé place ici.

PREMIERE PARTIE : NOTATIONS ET RAPPELS.

(1.1) ESPACES DE HILBERT. - Tous les espaces de Hilbert dont il sera
question seront des espaces de Hilbert complexes. Soit X un tel espace ;

la norme d'un vecteur £ ¢X sera notée |&|, et celle d'un opérateur linéaire

continu T : X + X sera notée [Tl

(1.2) MESURE DE HAAR. MESURES ET FONCTIONS SUR UN GROUPE. - Soit G un

groupe localement compact. On désignera par ds une mesure de Haar 3 gauche
sur G choisie une fois pour toutes ; si G est compact et infini, ds sera
supposée normalisée : f ds = 1. On désignera par J(G) l'ensemble deg
fonctions continues i suppgrt compact et & valeurs complexes définies sur

G. Plus généralement, si E est un espace topologique localement compact

quelconque, X (E) désignera l'ensemble défini de maniére analogue.

. PR . v ~
Pour toute fonction complexe f sur G, on définit f et f par les
formules suivantes, ol s¢G :

) = £y, F(s) = £(x )
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On désigne par A (ou A, si aucune confusion n'est 3 craindre) le
module de G. Pour toute mesure p sur G, les mesures || et {; sont définies

par les relations suivantes, valables pour toute fe X(G)

JEe) ali) = [ £G6Thauts) . f £(s) dils) = [E(s) du(s)
G G G G

Enfin, on désigne par Jq](G) 1'algébre de Banach involutive des
mesures complexes bornées sur G pour le produit de convolution, la norme

||u||l = .é d|u](x) et 1'involution isométrique y » p* ol p* = E .

(1.3) REPRESENTATIONS. ~ Par représentation de G, on désignera toujours

une représentation unitaire continue de G dans un espace de Hilbert. Soit

m une telle représentation, on notera X1T 1'espace de Hilbert dans lequel
elle s'effectue ; si £ et n appartiennent i XTT , on notera §¢nn la fonction

continue d valeurs complexes définie pour tout se¢ G par :

(1.4) (€% n)(s) = < m(s)g|n>.

* [} ® 1 -
(1.5) NOTATIONS F , c*(6), N , N', c, B(G), B, P , P(G), N..

Soit 7 une représentation de G ; les fonctions g.“n sont les '"coef-
ficients" de m ; elles engendrent lin&airement un espace vectoriel complexe
que l'on notera F_ . On sait que les fonctions du type g.ﬂg sont des fonc-—

tions de type positif dites "associées" 3 7. Elles engendrent également

F“ .
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(1.6) Les représentations unitaires continues de G sont en bijection

avec les représentations non dégénérées de 1'algébre involutive L](G)

et avec les représentations non dégénérées de la C*-algébre de G ; elles

se prolongent également en représentations de 1'algébre involutive JﬂI(G).
Si T est une représentation de G, on notera toujours T ces divers prolom-
gements. Pour les propriétés de ces prolongements, cf. DIXMIER [2] » 13.3.5.
et 13.9.3. On notera Ker T, N1T et N% les noyaux de T considérée respec—
tivement comme représentation de G, de LI(G), de C*(G). On sait que le
quotient de C*(G) par N% est encore une C*-algdbre, isométrique 3 n(c’(c))
d'aprés les propriétés des c*-algébres. On notera C; cette C*~-algdbre

que 1'on identifiera le plus souvent & ﬂ[C'(G)] qui, elle, est une C*-

algdbre "concréte" d'oprateurs dans l'espace de Hilbert Xﬂ.

Comme on 1'a vu 3 1l'introduction, l'espace vectoriel B(G) des combi-
naisons linéaires complexes de fonctions continues de type positif sur @
(qui est aussi 1'ensemble des coefficients de toutes les représentations
de G) s'identifie au dual de 1'espace de Banach c*(G) par la formule sui-

vante :

(1.7) si ueB(G) et chl(G)cC’(G), on a : <f,u> = f f(x)u(x)dx.
G

Dans la suite, B(G) sera toujours considéré comme muni de la norme
de dualité avec C¥*(G), notée Ilull, qui en fait un espace de Banach, et
méme une algébre de Banach, 1'algébre de Fourier-Stieltjes de G, cf.

EYMARD [1].

10
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Comme C% est un quotient de C™(G), son dual s'identifie & un sous-
espace fermé de B(G), que 1'on notera B_, la norme de dualité avec C;
étant la norme de B(G), restreinte 2 Bn. Si 1l'on identifie C; a n(C'(G)),

1a formule de dualité entre u eBTT et m(f) ¢ C; , ou fe¢ L] (G), devient

(1.8) <m(f),u> = [ u(x) £(x) dx.
G

D'aprés EYMARD [1], 2.1 et 2.6, BTr peut etre encore étre défini de
1a maniére suivante : soit Pn 1'ensemble des fonctions sur G, limite
uniformes sur tout compact de sommes de fonctions de type positif associées
i T ; alors BTT est 1'espace vectoriel engendré par Pw , et Pn s'identifie
4 1'ensemble des formes linéaires positives sur C; ..L'ensemble des formes
linéaires positives sur C*(G) s'identifie, lui, 3 1'ensemble P(G) de toutes

les fonctions continues de types positif sur G.

(1.9) Soit T une représentation de G et S un ensemble de représentations
de G. Désignons par Né 1'intersection des Né pour we€S. D'aprés JMG. FELL [l]
on dit que T est faiblement contenue dans S si NéC:N% . 81 S se réduit a un

seul &lément T', on dit que T est faiblement contenue dans 7' (au lieu de :

7 faiblement contenue dans {n'}). Ceci signifie donc : N, C N® .

Si N* = N%. » on dit que T et 7' sont faiblement &quivalentes, il

revient au méme de dire que chacune est faiblement contenue dans 1'autre.

11
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DEUXIEME PARTIE : DEFINITION DE L'ESPACE A, . PROPRIETES GENERALES DE A,
ET DE B, .

A - (2.1) DEFINITION DE A1r . - Soit T une représentation de G, on désigme
par A l'espace vectoriel fermé engendré dans B(G) par les coefficients

de m, e'est-d-dire l'adhérence dans B(G) de F“.

REMARQUE 1. - Si T est la représentation réguliére gauche p de G dans Lz(c).
alors A, n'est autre que l'algébre de Fourier A(G) ; l'espace A est donc

en quelque sorte 1' "espace de Fourier" de 7. Mais dans le cas de 7 = p,

une simplification-importante intervient : 1l'ensemblé des coefficients est

déj3d un espace vectoriel fermé : cf. EYMARD [l] » p. 218.

REMARQUE 2. - Dans la suite, ATr sera toujours considéré comme un espace de

Banach muni de la norme induite par B(G).

S . . -
REMARQUE 3. L'inclusion E"c:BTr entraine que A.Tr est un sous-espace de Banach

de B".

B - LE DUAL DE A, . - Pour toute représentation T, on notera VN1T 1'algebre
de Von Neumann engendrée par w(G) (ou, ce qui revient au méme, par ﬂ(Ll(c))
dans 1'ensemble JZKX“) des opérateurs bornés de 1l'espace de Hilbert X, -

Cette algébre est le bicommutant de T(G) (ou de ﬂ(Ll(G))) ; c'est aussi

12
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1'adhérence dans 5?(X“), pour l'une quelconque des topologies faible,
forte, ultrafaible, ultraforte, de W[Ll(G)] ou de l'espace vectoriel

engendré algébriquement par m(G).

On sait (EYMARD [l]) que le dual de Ap = A(G) s'identifie 3 VNp qui
est notée habituellement VN(G). Le théoréme suivant généralise ce résultat.
I1 a été d'abord &té obtenu dans le cas d'une représentation quasi-régulidre
par P. NOUYRIGAT [l] - La méthode de démonstration utilise le produit

tensoriel topologique dont 1'introduction pour 1'é@tude de A(G) est due

a c. HERZ [1].

(2.2) THEOREME (i).- - Le dual de l'espace de Banach A s'identifie d
l'espace de Banach VN, et A s'identifie au prédual de N,
c'est-d-dire d l'ensemble des formes linéaires ultrafaiblement
eontinues sur VN_; la formule d'identification est la suivante :
lorsque ueATT et feLl(G), on a:

(2.3) <u,m(f)> = 4; £(x)u(x)dx.

(ii). = L'espace ATT est l'ensemble des u¢ B(G) qui sont de la forme
+0

u = § En*n Ny o# &, n_ appartienment d X et

o n=1

LlE nyl< + =

n=1

(iii) Soit uc A, la norme de u est la borme inférieure des
400

P lEnllnn| pour toutes les décompositions posgibles de u sous
n=1

la forme (ii).

13
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DEMONSTRATION. - On va utiliser d'abord le lemme suivant dont nous donnons

une démonstration, pour la commodité du lecteur :

(2.4) LEMME. - Soit X un espace de Hilbert, X 1l'espace de Hilbert
conjugué, X ® X le produit tensoriel projectif de X et X. Alors le
dual de 1'espace de Banach X ® X s'identifie d l'ensemble PL(X) des
opérateurs bornés de X et, sur £ (X), la topologie faible de dualité
avec X 8 X est la topologie ultrafaible, alors que la topologie faible

de dualité avee X 8 X est la topologie faible des opérateurs.

DEMONSTRATION DU LEMME . - Il est bien connu que 1e‘dua1 de X & X est
LX) (cf. TREVES [l], 4.3.8) la formule de dualité étant :

(2.5 <£8n,T>=<TEg|n (EeX, neXk, Te LX)

Le dual de X ® X muni de la norme induite par X ® X est encore Z(X)
puisque X 6 X est dense dans X ® X. La formule (2.5) montre que la topologie
faible de dualité o(L(X), X & X) est la topologie faible des opérateurs.

A -

D'autre part, comme tout &lément ze¢X ® X s'écrit :

+ +o0
z= L g ®n odI |g [[n] <+« (TREVES [1], théoréme 4.5.1), 1la
n=1 n=1

topologie faible o(£(X), X ® X) est la moins fine de celles qui rendent
+oo +oo
continues les formes linéaires T~ §=1< Tgnlnn> ol gnc X, n,€ X,§_1|gn||nn< o

14
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+
Montrons que l'on peut remplacer la condition I I.Enltnul <+ o
n=|

2 2 . . -
ar Z| £ | <+ @ et Zln l < + o, Cette nouvelle condition entralne
p n n

+o0
gvidemment la premiére ; réciproquement, si z = I En (] n, avec
n=|
< 4 © = > = e
L | |£n||nn| » posons £ =X x_ avec A 20 et Ixnl | et de méme
n-
> = 1
n = M, ¥, avec Mo >o et ]yni 1. Alors An uoo= ‘Enllnnl' Posons enfin

L = ! = \/ 1
3 Viusx etn Anunyn' On obtient

n nnn n §
+00 +0 , ¥ s ¥
z =1L E' ®n'_ avecI [E' |°=Z In' |“=I A u <+e
R n n n n
n=1 n=1 n=] n=|

Par définition, la topologie faible o(ZL(X), X o i) est donc bien la

topologie ultrafaible.

a

DEMONSTRATION DE (1) . - Désignons par § 1'application linfaire de X8 i“
dans B(G) qui 3 z GX“G i" assoclie P(z) définie par : [ﬁ(z)](s) = <z,7(s)> ,
(8€G). Soit p la restriction de p a X, ® i“ ; comme p(§ & n) = ¢ s N
on a p(X; © i") = F. . D'autre part, les formules [1E “n|l < gl Inl
(EYMARD, [1], 2.14) et ||E @ n|] = || |n| montrent que P est une applica-
tion continue de X, ® X" dans B(G).

Le dual de l'espace normé quotient X, ® XH/Ker p s'identifie au polaire
(Rer p)° de Ker p dans #(X). Or Ker p est, d'aprés la définition de p,

1'orthogonal de T(G), c'est-d-dire le polaire de 1'espace vectoriel M engendré

par T(G).

15
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Donc, (Ker p)° est 1'adhérence de M pour g(f(xﬁ), X1T e )_(TT) c'est-

a-dire 1'adhérence faible de M (cf. Lemme) ; On en déduit que (Ker p)° = ¥N
w

et le méme raisonnement montre que le dual de X_” ) )_(H/Ker P s'identifie
également i VN1T (on utilise cette fois=-ci la dualité entre X‘rr ® X et LX)

m ]
et (Rer p)° est 1'adhérence ultrafaible de M).

Soit uan et soit ze XTT ® Xﬂ tel que p(z) = u ; désignons par z et

/z’\ les classes de z dans XTr ® )‘(W/Ker p et XTr ® )_(W/Ker P respectivement ;
on va montrer que |lull = llz]l = ll21l . Tout d'abord on a :
|1z]]= sup |<z,T>] et ||2]|] = sup l<z,T>|.
rew 11 ll< rew |z f¢
Mais, il résulte de la définition de la dualité entre X_rr ® in/Ker P
et VN que <é,'1‘> = <z,T> et, de méme, <;,T> = <z,T> d'ol ||z]| = ||;H
D'autre part, de l'inclusion Tr(L] )CVN'n s on déduit :
| z| > sup <z,n(f)>|. On va démontrer 1'inégalité

£ LY@, || |n) || |<!
contraire en utilisant le théoréme de densité de Kaplansky (DIXMIER []]
th. 3, p. 46) : d'aprés ce théoréme, la boule unité de N(L](G)) est dense
dans celle de VN fortement, donc faiblement. Il en résulte que pour tout
. . . 1
<
TeVN_" tel que |||T||| 1, 11 existe une famille (fi)iel dans L (G)

vérifiant pour tout i€1, IHTT(fi)I H < 1 et telle que pour tout z exTr ® in

on ait <z,T> = lim <z, -n(fi)> , d'oli le résultat :
i

\1z]) = sup | <z, m(£)>]
fe LI(G),|||m(D)]] |1

16
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Pour en conclure que ||z|| = ||u]], il suffit de calculer <z, x(f)>
n=N +N

soit z = I & ® n,, on a, d'aprés (2.5),< z, 7(f)> =3 < q(f) En[nn >
n=} n=1

N

N
= I f <Tr(S)£n|nn> f(s)ds = J- < ¢ m(s)g |n> f(s)ds = fu(s)f(s)ds.
n=1 G G n=l G

l2l| - | [ we)E@ax |.

sup
£eL1(@), || |n(D]|[s! G

On reconnait au deuxi®me membre 1'expression de ||u|| dans la dualité
entre CT’: et BTT donc ||z|| = ||u|].

I1 en résulte que la bijection linéaire entre X 6 X/Ker p et F'rr = p(X 8 X)
est une isométrie, donc le dual de F" s'identifie aussi & VNTT et il en est
de méme du dual de f‘-ﬂ = A_ . La formule d'identification est la suivante :
si ue:FTT et feL](G), on a <u, w(f)> = <z, w(f)> ol z est un élément quel-

-1 - . . P
conque de p (u). D'aprés le calcul fait ci-dessus, on en déduit que

cu, 1(£)> = [ u(x) £(x)dx. Si maintemant u€A_, soit (u) _, une suite
c T n‘nelN
d'éléments de F1T telle que lim ||u - unll =0.0n a:

o

n
<u, w(f)>» = lim < us w(f) > = 1lim f u_ (x) f£(x) dx.
c 0

Mais d'aprés la formule de dualité (1.8) entre C; et 13Tr on a

f un(X)f(X)dX = <m(f), u > donc lim f un(x)f(x)dx = <q(f), > = fu(x)f(x)dx
G G G

ce qui achéve la démonstration de (i).

17
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DEMONSTRATION DE (ii) ET DE (iii) . - D'aprés l'expression des éléments
de X, 8 iﬂ sous forme de série rappelée plus haut, il suffit de montrer que

A= P(X, ® in) pour démontrer (ii). Or, désignons par E l'ensemble des

-~

Z od z décrit X_® in et par P la bijection linéaire continue de X_ 8 X /Rex $
m ™

~

A . P
sur 1’5(XTr ] Xn) induite par p. L'espace vectoriel E est évidemment denze dans

X, é in/Ker p, ona P(E) =F_ et la restriction de P 2 E est une isométrie

(ceci résulte de 1'égalité |ul] = ||;|| vue plus haut). Par conséquent, §

est une isométrie, donc E(XTr 6 iﬂ) est 1'adhérence de P(E) c'est-a-dire Aw .
+00

Soit zeX ® X ; ona |lz]] = inf §=1 |£ 1In] od 1'inf est &tendu

+00
i toutes les suites (En), (nn) de X telles que ngllﬁ nllnnl < +o et

400
= i : . - .~
z = Z] En ® n- D'autre part, on vient de voir que, grdce 3 p, la norme
n=

de A s'identifie 3 la norme quotient de X ® X/Ker p. L'assertion (iii) en

résulte.

(2.6) REMARQUES. - 1°) La démonstration de (i) et (ii) montre que A_ est
m™
isométrique a X 6 X /Rer p = X ® X“/(VNW)°. En particulier, si 7 est
. - . . - - ~ ~ - o _
irréductible, A est isométrique 3 X 8 X car (N )" = {o}.
2°) Lorsque ueF , P. NOUYRIGAT [1] a démontré que pour
calculer la norme de u, il suffit de considérer les décompositions finies

de u dams (2.2) (ii).
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On va maintenant montrer que, en fait, la borne inférieure introduite

en (iii) est atteinte. Pour cela, on rappelle quelques définitions :

(2.7) RAPPEL. - Soit M une algébre de Von Neumann et M, son prédual, on

peut munir My d'une structure de M-module & gauche (resp. 3 droite) de la
fagon.suivante : soit TeM , ueMy , on définit T.u (resp. u.T) par l'égalité}
valable pour tout SeM, <T.u,S$> = <u,ST> (resp.< u.T,S$> = «i,TS>)

(cf. SAKAI, [l] » 1.8.1). On vérifie que si

40 +o +o0
u=2 En i.n.nn(OGZ IEnllnn< + ©) on a T.u =L Tgn qnn“et
n=1 n=1 n=|
400 .
*
wT= I E « T n. (cf. NOUYRIGAT [1]).

n=1

Lorsque T est de la forme T(u), ot U € ./Ill(G), ces expressions s'inter-

prétent comme des produits de convolution :

2.8) PROPOSITION. - Soit u € .,I(] (G) et ucA1T on a :
T(U.u = u * Al et u.m(y) = Iau,
et, en particulier, si he:Ll(G) :

m(h).u = ukh et u.m(h) = (A" 'B) w u.

DEMONSTRATION. - Supposons d'abord u(s) = <'rr(s)£|n>. D'aprés ce qui a été
rappelé ci-dessus, on a ("(p).u)(s) = < m(s)MWE|n> = <1r(u)£|1r(s_l)n> =

= fc <1r(t)€l1r(s-l)n> du(t) = ./; <m(st)E|n> dp(t) = qu(st) du(t) =

= IG u(st—]) A(t-])A(t)dﬂ(t) = (usAl)(s). On a de méme :
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[u.ra] () = <m(8)E|mU*In> = < 1) T(s)E|n> = f <m(E)T(s)E|n> du(t) =
G

= [ uts) au(e) = [ u(t™'s) afi(t) = (ixu)(s). Par linkarité, on en
G G

déduit les formules annoncées, pour tout ucFTr. On remarque ensuite que leg
. . \4 v o . . ¢ . .

applications u » ux Ap et u » u%u, qul sont des applications linéaires et

continues de A dans B(G) (cf. EYMARD [1], (2.18)), coincident sur F_ avec

ur m(y).u et u u.m(u) d'ol le résultat. ec.q.f.d.

Ceci va nous permettre de préciser la définition de la norme de A
w

donnée par (2.2) (iii).

+o0 m +c0

dans X telles que u =L En *q Ny ot llu]] == 1 IEnHWnl-

(2.9) PROPOSITION. - Pour toute ue€A , il existe deuxr suites (gn),(nn)

DEMONSTRATION. - On utilise la décomposition polaire des éléments du prédual
d'une algébre de Von Neumann (cf. par exemple DIXMIER [2] , page 240, th. 2.2+
pour toute ueAn, il existe un opérateur partiellement isométrique Ve VN

et un &lément |u| ¢ A . tels que :

- |u| définit une norme linéaire positive normale sur VNTT et |||u||| - “““'
-u=V. |u].
Comme la forme |u| est positive, il existe une suite (') dans X
L§

400
telle que Ju|l = g * g'  (cf. DIXMIER [1], th. 1, page 54).
n=1

20



D'autre part,

n(Ll(G)) donc
L'égalité u =

400

2
or, £ |&']

n=1

donc de poser

Sur l'espace de Banach....

comme |u| est positive sur VNN, elle est positive sur
+00

sur C*ﬁ ; ainsi |u| €B et |||u]|] = Jul(e) = Z- Ig'nlz.

+00 +oo n=l +oo 2

§=1 veg' du “E'n entraine ||u|| g izl IVE'nlli'nlé §=l|5'n| .
+0o

= ||lull] = ||u]] d%0b [|u|| = = 1 [ve' 1g', |- IL suffit
n=

€ = Vg'n et n_ = g', pour obtenir la décomposition annoncée.

C - PROPRIETES FONCTORIELLES.

L'essentiel de ces propriétés se trouve dans la thése de P. EYMARD [I1] ;

la proposition qui suit apporte seulement quelques précisions sur le cas des

espaces Aﬂ (énoncé (i)), et permet d'améliorer quelque peu le théoréme (2.20)

de EYMARD [1]

(énoncé (ii) et remarques suivant la démonstration).

On reprend les notations de [l] : soient Gl et G deux groupes localement

compacts et o Gl + G un homomorphisme de groupes ; on suppose de plus ¢

continu. Pour

toute fonction f sur G on note j(f) la fonction fog sur G‘.

(2.10) PROPOSITION. - Soit M une représentation de G. Alors

(i) A,

= j@).

(1) Pour toute ve ATT g > 1l existe ueA" telle que v = j(u)

et ||v||

= llul] .

21
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DEMONSTRATION. - L'8galité (i) résulte de l'expression des &léments de A._'l

sous forme de séries : ATr dtant 1'ensemble des u€ B(G) qui s'Bcrivent sous

la forme u(s) = ;w < (s)gn]nn> , ol (gn) et (nn) sont deux suites, dans
n=1 oo
1'espace xTT de m, vérifiant E=II£ n||nnl < + », il en résulte que j(A")
+oo0
est 1'ensemble des fonctions v sur G, telles que v(s) = §=1< “(0(91))5n|ﬂn> ;

on reconnait que J(Aﬂ) = Anec'

. . - . .
SOlt\ICAh.O, et d'aprés (2.9) soit (gn) et (nn) des suites dans X

+o0 +oo w
telles que v(s;) = I <n[o(s])]§n|nn> avec ||v|| =1 | Enllnnl' On

n=1 n=1

: +o

reconnait que v est de la forme j(u) avec ||u|| < |gn||nn|, c'est-a-dire

1

z
n=
|| est toujours vérifige

[ul] € |lj)]]|. Comme 1'inégalité ||j(uw)|| <« ||u

(cf. EYMARD [1], théoréme 2.20) on en déduit (ii).

REMARQUE 1. - D'aprés (i), j(A") est toujours fermé dans B(Gl)’
On verra en (2.23) que pour toute représentation 7, il existe une repré-
sentation 7' telle que Bﬂ = Aﬂ, donc les j(B,) (y compris j(B(G)) somnt

tous fermés dans B(G‘).

REMARQUE 2. - La proposition exprime en particulier que Aroc est isométrique

a A“/Ketj. Ce résultat est 1ié 3 la proposition (2.37) de P. NOUYRIGAT [}].
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REMARQUE 3. - Comme toute u €B(G) appartient 3 un espace Aﬂ , 1'énoncé
(ii) implique en particulier que pour toute v¢ j(B(G)); il existe u¢ B(G)

telle que j(u) = v et ||v]| = ||u]].

(2.11) EXEMPLE 1. - En choisissant pour G, le méme groupe que G muni d'une
topologie plus fine en faisant toujours un groupe localement compact (par
exemple la topologie discréte), et pour ¢ l'application identique de G on
obtient le résultat suivant : soit T une représentation de G ; 1'espace de
Banach A“ ne change pas quand on remplace la topologie de G par une topo-

logie plus fine.

(2.12) EXEMPLE 2. - Soit H un sous-groupe fermé de G. Soit ¢ l'injection
canonique H + G. En faisant jouer 3 H le r8le de G],on obtient des relations
entre ATr et j(A“) qui est ici 1'ensemble An/H des restrictions 3 H des
fonctions de Aﬂ. En particulier, A"/H est fermé dans B(H) pour toute T,

par exemple B(G)/H est fermé dans B(H).

p - EXEMPLES D'ESPACES ATT : CAS D'UN GROUPE ABELIEN, CAS D'UNE REPRESENTATION

QUASI-REGULIERE.

(2.13) EXEMPLE 1. - Supposons G abélien séparable et supposons que 7 est une

représentation sans multiplicité dans un espace séparable. Alors, il existe

une mesure positive u sur le groupe dual G de G telle que, 3 une équivalence
- . - . 2 - P

prés, T solt la représentation de G dans L°(G,u) définie par

-~

[n(s)f](z) = <s,z> £(z). Si f et g appartiennent 3 LZ(G,U) on a donc :

<n(s)f|g> = fé <s,z> £(z)g(z)du(z), formule qui signifie que fo“g est la
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transformée de Fourier inverse de la mesure bornée (fg).u. Comme toute
fonction thJ(G,u) s'écrit sous 1la forme fg, ol f et g appartiennent

l -

a LZ(G,u), et comme l'application h s~ h.y est une isométrie de L' (G,u)

- -~

dans JV'(G), on voit finalement que L](G,u) est isométrique a A“ par

1'application qui 3 h associe la transformée de Fourier inverse de h.u.

On verra plus loin, (3.1), que le fait de se limiter aux représen-
tations sans multiplicité n'est pas génant, car toute représentation d‘'un
groupe abélien est quasi-&quivalente 3 une représentation sans multiplicité
(DIXMIER [2], 5.4.6). On généralisera la caractérisation de A1r au cas
des groupes de type I en(3.53) et on donnera une caractérisation de B"

dans ce méme cas ((3.41) et (3.56)).

(2.14) EXEMPLE 2. - Supposons G localement compact quelconque et soit H
un sous—groupe fermé de G; On reprend les notations classiques suivanteg
(cf. par ex. Bourbaki [2]) : on désigne par p une fonction continue (ou
éventuellement borélienne localement bornée) sur G, vérifiant, pour tout

s€G, p(s) > o et satisfaisant 3 1'équation fonctionnelle :

(h)
(2.15) p(xh) = ) p(x) , quels que soient x€G, heH.
G

(AH et AG désignent les modules de H et G respectivement). On sait qu'il
existe une mesure A, sur 1l'espace G/H des classes x = xH, quasi-invariante

par 1l'action de G c.a.d. telle que l'on ait, pour toute fe L](G/H,x).
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(2.16) f f(sk)dr(x) = f x(s~1 R E(RAAK) (5 ¢C, xeG/H).
G/H G/H

La mesure A dépend du choix de p. Dans la suite, lorsque G et H
seront fixés, on supposera que p a &té choisie une fois pour toutes (dans
certains cas, ce choix sera explicité) et on emploiera les notations

Lle/m) et L2(G/H) au lieu de L'(G/H,A) et L2(G/H,1).

On notera T, la représentation quasi-réguliére de G dans L2(G/B)

définie par :

@17 (1) = VL0 £ (sc6, ferlo/m)

On sait que la classe d'équivalence de 7, ne dépend que de H et nom

H

du choix de p, ce qui justifie la notation.

On emploiera les notations AH’ BH’ VNH ... etc. au lieu de

A , B, VN“ .+. etc.

B H H

Si H est distingué, AH est une algébre, qui s'identifie canoniquement
3 1'algébre de Fourier A(G/H) (cf. NOUYRIGAT [1]). On verra dans la
quatriéme partie un certain nombre de proprié&tés de AH dans des cas par-
ticuliers (H compact, H facteur semi~direct non distingué) et une réci-
proque de la propriété précédente.
+00
z

On notera que, dans ce cas, si z = fn ] g, appartient i

. n=1
s 2
L2(c/H)8 L°(6/H) avec lefn[|2||gn||2 < +©) on a :
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+00
2.18) [p(2)](s) = J Ve @ £ (s B ()G,

G/H n=1

En effet, posons hn(:'c) = Vx(vs_l,i) fn(s-li) én(i), alors

1 .
hneL (G/H) et th||1 < ||fn”2||gnl|2 ; la série (hn)ncﬂ converge domc
40

normalement dans L](G/H) et si 1'on pose h= I hn on a
n=1

400 :
f h(x) dA(x) = I f h_(x) dA(x) et, pour presque tout X,
G/H n=1 "G/H "

400

h(x) = L hn(:'(), ce qui démontre la formule. Il en résulte en particuljer
n=l

que, si zGLZ(G/H)OLZ(G/H). La fonction SH/ \/x(g-],i) z(s_lfc,f() dA(x)

G/H

appartient 3 A_,r et réciproquement.

E - RELATIONS ENTRE A-" ET B“.

D'aprés EYMARD [l] » (2.25), la boule unité de B(G) est fermée dams
1'espace ¥ (G) muni de la topologie de la convergence simple. On donnera en
(3.42) un contre-exemple montrant que ce résultat est faux pour B

m

qui posséde cependant la propriété& suivante :

(2.19) PROPOSITION. - La boule unité de B est fermée dans l'espace (@)
de toutes les fonctions continues sur G, muni de la topologie de lq

eonvergence compacte.
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DEMONSTRATION. - Soit u, une famille de fonctions de BTr indexée par un
ensemble préordonné filtrant I et vérifiant pour tout iel, ||ui|| s1;
soit u e €(G) telle que u = lim u; , pour la convergence compacte. D'aprés
1a formule de dualité entre C; et BTr rappelée en (1.8), on a, pour toute
fe Ll(G) et tout ieI, IJGf(x)ui(x) dx| RS | I I‘n’(f) | I]

Or les hypothéses entralnent que uy tend vers u faiblement dans Lw(G),

pour la dualité avec L'(6) (car on a Hui[ | < l|u1|| < 1), donc :

1lim |Jf(x)ui(x) ax | = | f f(x)u(x) dx|. En rassemblant ces deux résultats,
i :

on obtient, pour toute feLl(G), | ff(x)u(x)dx| < [1Ime)|]]. Ceci montre

que ueB," et que HuH < 1. c.q.f.d.

(2.20) PROPOSITION. - B_ est l'ensemble des limites, pour la convergence
compacte sur G, de fonetions de ATr bornées en norme ; c'est aussi

1 'adhérence de A, pour la topologie faible de dualité o(B(G), c*(G)).

DEMONSTRATION. - Remarquons que B1T est fermé pour G(B(G), C*(G)) car B“,
étant le dual de C*(G)/N;r est le polaire de N'r'r . D'autre part, d'aprés
(2.19), toute limite, pour la convergence compacte sur G, de fonctions
de B bornées en norme, appartient 3 B_" . I1 suffit donc de montrer que

toute u € B1r est limite de fonctions de ATr pour les deux convergences

envisagées.
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Soit tout d'abord ue P d'aprés la définition (1.5) de P, la

T’
fonction u est limite, pour la convergence compacte, d'une famille de
fonctions de type positif, ui(i € 1), appartenant i Ar. On a :

u(e) = lim ui(e) = 1im ||u1|| La famille HulH étant convergente, on

peut, quitte 3 la remplacer par une famille cofinale, la supposer bornée.

. ~ - .. + + -

Si u = u, la décompositionu =u - u ol u € PTr , U € P'n (cf. EYMARD [I]

(2.6), 2°) fournit le méme résultat. Enfin, si u est quelconque, la décom
ey u+u . 1l - iu .

position u = 5 + 1 — permet de se ramener au cas précédent.

Ainsi toute ue B." est limite pour la convergence compacte sur G
d'une famille u, de fonctions de ATr bornées en norme. On a déj3d vu au cours
de la démonstration de (2.19), que ce type de convergence entraine que l'om

1 .

a, pour toute fel (G), llmf ui(x)f(x)dx = ,f u(x)f(x)dx. Autrement dit,
les ug convergent vers u simplement sur Ll(G), qui est une partie dense
de C*(G). Comme les ||u1|| sont bornés, 1'ensemble {ui, i€ I}V {u} est

équicontinu, donc u = lim u; pour o(B(G), C*(G)).

(2.21) THEOREME. - Supposns que pour toute fe L|(G), L'opénateur m(f)
soit compact, autrement dit supposons que la représentation T soit

C.C.R. Alors A'rr = Bﬁ.

DEMONSTRATION. - Soit Zc (X“) la C*-algébre des opérateurs compacts de

t ~
X, sonam(lL (6))cFc(X) d'od C; ¢ Zc(X). On va en déduire que
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1'on peut appliquer 3 C; et VNTr le résultat 12.1.1. de J. DIXMIER [2]
pour que le dual C;’ de C; s'identifie au prédual de VN, il suffit

L . . & .
que toute forme linéaire normiquement continue sur C1T solt ultrafortement

continue.

Or, d'aprés le théoréme de Hahn-Banach, toute forme linéaire normi-
quement continue sur C; est la restriction d'une forme linéaire normi-
quement continue sur.#C ( XﬂJ et 1'on sait qu'une telle forme est toujours
ultrafortement continue. (J. DIXMIER [2] 12.1.2.). Par conséquent, 1'appli-
cation qui 3 tout élément ¢ du prédual de VN“ associe sa restriction i
C; est un isomorphisme du prédual de VN1T sur C; '. Cet isomorphisme
jnduit un isomorphisme de ATr sur B, qui 3 toute ue€ ATT associe e(u)e.En
telle que 1'on ait, pour tout Tec;'r :

<T, 8(u) > =< T,u> ;

d'oi pour T = M(f) avec fe X'(G)

/fe(u)] (x) f(x) dx = f u(x) f£(x) dx.
G G

Ainsi 8(u) = u c.a.d. B = A .

(2.22) REMARQUES. -~ 1) La proposition précédente s'applique en particulier

dans les cas suivants :

ler cas : G est liminaire et T irr&ductible : dans ce cas, par définition,
les hypothéses de (2.21) sont toujours réalisées. C'est le cas si G est

un groupe compact ou un groupe de Lie réel connexe, nilpotent ou semi-simple.
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2-éme cas : G est quelconque et T est la représentation quasi-réguliére

Ty associée 3 un sous—-groupe fermé H tel que 1'espace homogéne G/H soit
compact : d'aprés SCHOCHETMAN [1] 1'hypothése de (2.21) est vérifiée domc
AH = BH. Le probléme de 1a réciproque reste ouvert : 1'égalité AH = BB
entraine t-elle que G/H soit compact ? Une réponse affirmative constituerait
une autre démonstration et une généralisation du résultat suivant de

RICKERT [1] : si AG)c1%(C), G est compact. En effet, si A(G) e1(c),

on montre, grace au théoréme du graphe fermé, qu'il existe une constante

C telle que l'on ait pour toute ucA(G) , ||ul] s € ||u]], d'od 1%on
déduit, griace a (2.20), BD (G)CL2(G) et enfin, en utilisant DIXMIER [2]

13.8.6 , A(G) = Bp(G).

2) On démontrera en (3.24) que la réciproque de (2.21) est exacte

si X est irréductible.

(2.23). - On sait, (cf. par exemple DIXMIER [2]) que, 3 toute ug¢ P(G),

on peut associer une représentation L de G et un vecteur gue X ,totali-
T

sateur pour T , tels que u(s) = <1ru(s) gulgu> pour s€G, et

<ug?>= <1ru(g) £u|€u> pour g€C*(G). La représentation w = @ .
ucP(c) ©

considérée comme représentation de C*(G), est le représentation "universel)e"
de c*(G).
Pour toute représentation m de G, on notera W la sous-représentation

é i i = o L] é 1 : .
de w définie par W, o& Pﬂ LA On a le résultat suivant :
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(2.24) PROPOSITION. - Pour toute représentation T de G, on a B =B =A

W,
wﬂ'

DEMONSTRATION. - Il suffit essentiellement de remarquer que, en tant que

- . #* = : .
représentation de C"(G), la représentation W se factorise en W =0 e

ol o, est la représentation universelle de C; = n(C‘(G)). On sait en

effet que si ue:P1T » le noyau N'TT de T dans C*(G) contient le noyau
u

N% de T, donc ™, se factorise en ﬂ'uon ol ﬁ'u est une représentation

o’ P
de C_dans X . Comme w_= ® T , on en déduit que w_ = ( ® 7' )gm
T kL) m u m u
u uebP ué P
™ m
Posons o, = ® ' et montrons que 0_ est équivalente i la repré-
uCPTT m

sentation universelle de C; . Pour cela, désignons par ¢u la forme
e .. P -
1inéaire positive définie sur C; par u. On a pour tout ge C (G),

6, (m(8) = <gyu> = <m (g [£ > = <" [n(e)]E |E >-

Par conséquent, pour toute ue Pﬂ, n'u est une représentation de

c; dans X.1T , liée 3 ¢u par la formule précé&dente dans laquelle {u

u
désigne un vecteur totalisateur pour n'u. Par définition, o, est donc,
- . -~ - . . 3 .
3 une équivalence prés,la représentation universelle de CTr . On sait

que G posséde les proprié&tés suivantes (cf. DIXMIER [2] 2.7.6 et 12.1.3).

a) o, est une isométrie. On en déduit que Kerw“ = Ker 1 c.3.d.

N' =N' d'oi B =B (1.5).
wﬂ m w," K
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b) Comme dans la proposition (2.21), le prédual de VNm s'identifie
T

au dual de C:) : en effet VNm est 1'algébre de Von Neumann engendrée
m b

par C; = a_"(C; ) donc on peut appliquer le corollaire 12.1.3 de

J. DIXMIER [2] . On en déduit A, =B, . c..f.d

i ™
REMARQUE. ~ D'aprés les propriétés de la représentation universelle d'une

C‘—algébre (DIXMIER [2] » 12.1.3), on sait aussi que toute forme linéaire

ultrafaiblement continue sur VNu) est faiblement comtinue ce qui
i)
signifie que toute u€ Aw =B s'écrit sous la forme u(s) = <wﬂ(s)£|n>
m
(s€G, Ecxw ,ncxw ).

ki m
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TROISIEME PARTIE : ETUDE DE LA CORRESPONDANCE ™ > A,

A - ETUDE DE L'EGALITE A_ = A
W M

(3.1) PROPOSITION. - Soit T et T, deux représentations de G.

(1) Pour que u sott faiblement contenue dans Ty s 1l faut et 7l

suffit que Bn] C an.
(i1) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

- T est quasi-équivalente d m,

DEMONSTRATION. - B , étant le dual de 1'espace de Banach C* = C*(G)/N’
™ ™ ™

est le polaire, dans B(G), du sous-espace vectoriel fermé N% de C'(G) :
1
= 1 P st s pe t yoo _ N1
(3.2) B1Tl (NW]) d'ou BTrl (Nﬂ]) N“l.

Ainsi, 1'inclusion B ¢ B est équivalente 3 B_ °>B_ ° , c.3.d.

1 "2 LR TP
3 N'“ o N'n » ce qui démontre (i). On en dé&duit aussi que m est faible-
1 2 1
ment équivalente 3 m, si et seulement si B_ =B .
M
Pour démontrer que ATT = ATr si et seulement si # est quasi-équi-
1 2 1
valente 8 T , on va utiliser le résultat suivant (DIXMIER [3}, 5.3.1)
2
m, est quasi-équivalente i T, si et seulement s'il existe un isomorphisme
¢ de VNTr sur VNTr tel que : nz(f) = ¢(nl(f)) pour toute fc'Ll(G).
1 2
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Supposons A1r = ATr . Alors A% = A% » donc il existe un isomorphisme
1 2 1 2
d'espaces de Banach, ¢ , de VN (qui s'identifie 2 A'n ), sur VN (qui
1 1 2
s'identifie 3 A'“ ). A tout opérateur T appartenant i VNTr » ® associe

2
$(T) défini par 1'égalité suivante :

1

Pour toute UCATT s <U,T> = <u,d(T)> ;

d'ol :< u,ﬂl(f)> = <u,®[wl(f)]>.

mais : <u,m, (£)> = J'Gu(s) 2(e) do = <um (5>

d'ol : m,(f) = @[ ﬂl(f)]

On en déduit que, pour T, T', éléments de nl(Ll(G)), on a :
®(T T') = &(T) o(T').

Or, ﬂ(Ll(G)) est ultrafaiblement dense dans VN1T » 1'application
1
(T,T') + TT' est séparément continue pour la topologie ultrafaible,

et ¢ reste continue quand on munit VNn et VNTT de leurs topologies ultra-
] 2
faibles puisque ces topologies sont les topologies faibles de dualité avec

A et A“ - On en déduit que ¢ est un isomorphisme d'algébres, donc

™ 2

) et W, sont quasi-équivalentes.

Réciproquement, supposons m™, etm, quasi-équivalentes. Soit ¢ 1'igo-

morphisme d'algébres de VN sur VN vérifiant ¢(m, (£)) = m,(£) pour

1 2
toute fGLI(G). Comme VN1T et VN1T sont isomorphes, leurs préduals A
1 2 L
et A1T sont isomorphes : il existe une isométrie O : A.Tr > ATr définie

2
par la propriété suivante :

1 2
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pour toute ueATT et tout TGV’NTr on a : <u,T> = <@(u), ¥(T)>.
1 1

On en déduit que <u,ﬂ](f)> = <e(u),®(n](f))> = <@(u), "z(f)> , autrement

dit
Jr u(s) f(s) ds = .f [e(u)] (s) f(s) ds.
G G
Cette &égalit&, valable pour toute fcI)(G), entraine u = 6(u) puisque
u et 6(u) sont continues. Ainsi A_ =A_ . c.q.f.d.
™ Ty

REMARQUE. - L'inclusion A1T c A,TT sera étudiée en (3.14).
1 2

(3.3) APPLICATION !. = Pour tout cardinal ¢, les représentations T et

e sont quasi-équivalentes donc AC1T = Aﬂ. En particulier, soit « le

cardinal du dénombrable, on a ATr = Aoon et, plus précisément, A, est

exactement l'ensemble des coefficients de ®m ; en effet, toute u€ A"
s'exprime sous la forme
400

u(s) =L < ﬂ(s)En|nn> oi les vecteurs En et n appartiennent i Xﬂ et
n=1|

ou 1l'on peut supposer, comme dans la démonstration de (2.4), que

2 2 . e eps . .
zlgnl < + ® et Zlnnl < + o ce qui signifie que u est un coefficient de om

- g - ' I3 .
La réciproque résulte de 1'inclusion Fw“C'Aum.

(3.4) APPLICATION 2. - Soit H] et H, deux sous-groupes fermés de G. S'il

existe a€G tel que Hy = a H] a_1 , on vérifie facilement que TI’H et “H
1
sont équivalentes, d'ol Ay = Ay Mais la réciproque est fausse : il
1 2

existe des exemples de sous-groupes fermés propres H tels que AH = A(G).

(cf. G. ARSAC [2], th. 4).
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(3.5) APPLICATION 3. - Désignons par K_" (resp. A:r) 1'ensemble des u

(resp. des %) ot u décrit An' On a le résultat suivant :

(3.6) PROPOSITION. - Soit T la représentation conjuguée de m. On a
A = N = - ' ; = A - v 3 .
A=A =A-et 1'égalité A.ﬂ ATr Ah est réalisée si et seulement

si T est quasi-équivalente 4 T.

DEMONSTRATION. - Rappelons que T est la représentation de G dans 1'espace
de Hilbert X , conjugué de 1'espace X de 7, définie par W(s) = w(s) pour
tout s€G. Désignons par < | >5 et < l >y les produits scalaires dans

H et H respectivement. Soit u un coefficient de T: u(s) = <m(s)g|n >5 -
D'aprés la définition du produit scalaire dans H, u(s) = ﬂr(sTlmH =
= <'n(s-l)n|€>H- On déduit de ceci que GG,F_'T et ﬁch donc par linéarité
Fﬁc i‘n et FT'r cl‘;.". En remplagant m par T on obtient : F“c f‘ﬁ et I~‘_"cE"‘_.'.r

- v -
d'oti finalement Fﬁ = FTr = F'rr . Comme les applications u > u et u »

(4]

sont des isométries de B(G) on obtient en définitive Ae = Kn = A:" et la

conclusion de la proposition résulte de (3.1).

EXEMPLE. - Si ¥ la représentation quasi-_\réguliére de G dans L2 (G/H), ou
H est un sous-groupe fermé de G, la formule #(s)f = T(s)f valable pour
s€G, fth(G/B) montre que T est &quivalente 3 m grice i 1'isométrie

f > f de LZ(G/H) sur LZ(G/H). Ainsi AH = KH = A'H En revanche, pour une

représentation non quasi-réguliére, il est possible que A"n AF = {0} ;
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c'est le cas, par exemple, si G est abélien et si T est définie par un

caractére non trivial y de G. Alors T est définie par Yy = Y_l et A_ et
. . . - -1

Aﬁ sont les espaces vectoriels de dimension 1 engendrés par y et Yy :

leur intersection est réduite 3 {o}.

(3.7) APPLICATION 4. GENERALISATION DU RESULTAT DE LEPTIN SUR LES UNITES
APPROCHES DE A(G). -

D'aprés l'assertion (i) de la proposition (3.1) la représentation
1! est faiblement contenue dans T si et seulement si on a 1'inclusion
n"'c,BTr . Lorsque T esf la représentation réguliére de G et 7' la repré-
gentation triviale de dimension 1, LEPTIN [l] a démontré que ceci équivaut
3 1'existence, dans 1'algébre de Banach A(G), d'une unité approchée bornée.
La proposition suivante généralise ce résultat. Elle montre en particulier
que la représentation triviale de dimension 1 est faiblement contenue
dans T si et seulement si il existe, dans ATT , une unité approchée

"externe" bornée pour A(G) ; de fagon précise :

PROPOSITION. - Soit 7' une représentation d'un groupe localement compact
G, admettant wn vecteur totalisateur E'. Soit u <P, la fonetion
sur G définie par u(s) = <n'(s)E'|g'>. Powr que w° soit faiblement
contenue dans une représentation w de G, il faut et il suffit qu'il

existe une suite généralisée (ui)

. de fonctions de A_ bornées en
iel b

norme telle que, pour toute ve A(G) , on ait lim| |ui v=uv|| = 0.
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DEMONSTRATION. - Si 7' est faiblement contenue dans T, on sait par
définition que u est limite uniforme sur tout compact de fonctioms
(ui)ie 1 ol les u; sont des sommes de fonctions de‘type positif associ@es
a 7, donc des éléments de A_". On a lit; ui(e) = u(e), ce qui s'écrit aussi
lim ||“1H = ||u|l| ; quitte 3 remrlicer la famille (ui)icI par une
famille cofinale, on peut donc supposer les ||u1|l bornés. On sait alors

(cf. la démonstration de (2.19)) qu'il en résulte, pour toute f eL] G
),

lim f ui(x) f(x) dx = f u(x) f(x) dx. On applique alors le résultat
I G G

suivant dii & MAC KENNON [1], théoréme (5.5) page 47 :

LEMME. - Soit ueP(G), et soit (ui)iel une suite généralisée dans B(G)
vérifiant :
() lim ||u1|| = ||u||,
L 1
(i2) Pour toute fe L (G), lim f “i(x) f(x) dx = f u(x)f(x)dx.
G G
Alors, pour toute veA(G), on a lim ||uiv ~ uv|| = o.

Réciproquement, supposons qu'il existe dans ATr une famille (u,). I
i‘ie

possédant les propriétés de 1'énoncé et montrons qu'alors u = lim u.

pour 0(B(G), C*(G)), ce qui entrafnera u€B (2.20), donc ue P car

Bﬂn P(G) = P (ceci résulte de EYMARD [1], remarque (2.6),2°).

Comme la famille des ||u1|| est bornée, il suffit de montrer que

u = lim u; pour o(B(G)), X(G)). Soit f€ H(G), et soit K le support de
I
f ; soit ve A(G) telle que v(x) = 1 lorsque x¢ K de sorte que vf = £, on a

.
.
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J{ (u, (x) - u(x)) f(x) dx = .r (u,(x) - u(x)) v(x) f(x) dx = <u.v-uv,p(f)>
¢ & c ¢ i

dans la dualité (B(G), C*(G)). On en déduit que u appartient 3 Pn ce

qui signifie que 7' est faiblement contenue dans T (cf. DIXMIER [?] 3.4.9).

B - ETUDE DE A'n’ QUAND m EST UNE SOMME HILBERTIENNE.

(3.8) LEMME. - Sott ™, une sous-représentation de m,. Alors, An

!

2
est un sous-espace de A -
2

DEMONSTRATION. - Il suffit de remarquer que, du fait de 1‘inclusion

){1r C.X1r , tout coefficient de

1 est un coefficient de "2 ; on a donc
1 2

1'inclusion FTT c E"

et, par passage 3 l'adhérence dans B(G), ATr c A" .
1 2

1 2
(3.9) THEOREME. - Soit (ni)icl’ une famlle de représentations de G.

Soit T = i gI LA leur somme hilbertienne. Alors :

(1) A, est L'ensemble des ue€ B(G) qui s'éerivent u = . L. u. ou
ig¢ i

u.€A et I ||u.] <+,
T ier 1
(i) Pour toute u¢ A, on a |lu|| = inf I Hux” ou l'inf est
iel
étendu d toutes les familles (ui)icl avee u; € A"i s telles que
z ||ui|| <+®et u= I u,. Deplus, cette borne inférieure
i€l ier *

est atteinte.

39



Sur l'espace de Banach....

(127) S1 1 est fini, B'rr est la somme algébrique des B1r et, pour
i
tout uéB , on a [lu]| = inf 121 Hu”l ou l'inf est étendu 4 toutes

les familles u.(i1€I) quec u.€B_ et u= I |u..
1 1 m. . 1
1 1el
De plus, cette borme inférieure est atteinte.

DEMONSTRATION DE (i) ET (ii). - D'aprés le lemme (3.8), pour tout i, A

est un sous—espace de A“, de sorte que toute famille (ui) i€l vérifiant

uiG An et I} IuiH < + o est une famille sommable dans A'n 3 toute fonc-
i
tion de la forme envisagée dans (i) appartient donc 2 An°

Réciproquement, soit ueATr, 11 existe deux suites (gn). (nn), dans

+c0
X_" , vérifiant I lEann|< +o , et telles que pour tout s ¢ G, on
+oo n=1
i = < >,
ait u(s) nEl 1T(s)$;n|nn

Comme X = @ X‘n » on peut écrire :

iel i
En= . L & ,avee g &X et |€n|2 = I g |2
i6I i i€l
et deméme : n_ =L n_ ., avecn .€X et]nl =Z|n,|.
e P nioomy n ie1r ©°i
On a alors : m(s)§ = .3 m.(s)E . et <w(8)E |n_> = I < m.,(s) N
n 1€ 1 nil n'n Tei 1 Eni'“ﬁ
4+
d'ot u(s) = I ( Z< w () _.|n_. >).
n=l jer + WM m
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Or la famille de nombres complexes (< T, (S)Ennl n1>)iGI* est abso-
neN
lument sommable car | < Tri(s)gni|nni I |£ ||n | et
2.1/2 2 ~
e ling <z le D2z 1e 1HY2 <1 |In | aton -
iel i€l i€l
+o 400
(2 fggling D ez e fin | <+ o
n=1 i€l n=1 n n
+<c0
On en déduit que u(s) = I < mw. (s)E In . Posons
i€ I n=Il
400 400
u (s) = ro<m(s)E ln > comme I Igni||nni| <t+e, u6A et
n=1 n=1 { i
+o +o0
u.]l sz g JIn_.]. On en déduit £ Ilu Il <z |& |In. ce qui
Il 1 n=l nl ni ieI =1 n n
démontre (i).
D'autre part, pour toute décomposition u = u, avec u.€ An et
i€l t i
£ Jlyll <+e onalluf] s = [lu;l], ce qui montre déja que 1'on a :
i€l iel
[lul| « inf I I{uill. Mais on sait ((2.2), iii) que ||u|| = inf Z IIE L
i€1I

et la démonstration de (i) montre que, 3 toute décomposition de u sous la

+ +o0
forme u = i=] gﬁ?n n, » avec §=1 lgnllnnl < + », on peut associer une
décomposition de u de la forme u = § u., avec ui€ A et
oo iel T
T ||ui|| £z IEnIIn |. Ceci montre que ||u|| est bien la borne
jel n=1 n
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inférieure des iez':I |lu;]], et comme on peut choisir (£ ) . et O en
+o

tels que ||u]] = I |g ||n | (2.9), 1la borne inférieure est atteinte.
n=1

DEMONSTRATION DE iii : Comme I est fini, pour prouver que B est la somme

algébrique des By , on peut se limiter au cas o T= T & T, et

1 2
i
X =X, ® X; : le résultat général s'en déduit par récurrence. Rappelons
1
que 1'on note C:r , C; et C:r les C‘-algébres T(c*(G)), TT](C‘ (G)) et
1 2
T a4 . . * . <
2(C (G)). Si geC (G) et si 51 Xﬂl et 526 X"2 on a

[r@) &, + &) =1 @F, + 1,08 &,
et |Im@ 1= maxclm @], 117yl 13

I1 en résulte que 1'on peut définir une application linéaire

& 5
¢ :Cp C:r x C; par la formule #(T(g)) = (7,(g), ",(8)), et que ¢ est
1 2
une isométrie quand on munit C; I3 C} de la norme
| 2

l |(T1,T2) l | = Max(‘ l ‘T‘l l l ,\ ‘ ‘Tzl l l) qui en fait un espace de Banach.
On va utiliser le fait que le dual de cet espace de Banach s'identifie 3

la somme des duals de C:Tl et C;Z » ¢'-3-d. 3 l'espace de Banach B_" ® ]3.1r
! 2
obtenu en munissant B,“I1 B.nzde la norme H(u‘,uz)ll = Hulll + Hu2|| s

au moyen de la formule suivante :

<(TI’T2))(ul’u2) > = <T])u]> + < T2,112> .
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Le dual B'n de C; , 8'identifie au dual de ¢(C:T) c.a.d. 4u quotient

L .
de B_ ® B par 1'orthogonal E de ¢(C‘1T) dans B.'T ® BTT . Autrement dit,

1 2 1 2
pour tout (u],uz) € B x B , il existe ue B tel que 1'on ait, pour
1 2
tout ge C* (G)

<m(g),u> <(ﬂl(g),ﬂ2(g)), (ul,u2)> = < 1rl(g),ul >+ < 1r2(g),u2 >.

En appliquant cette formule 34 g = feLl(G), on obtient pour toute
1
feL (G)

jf(x)u(x)dx = f f(x)u, (x)dx +f f(X)u, (x)dx = f f(x) [u (x)+u (x)]dx
1 2 i 2
G G G G
d'oii 1'on déduit u = u *u, et, comme il s'agit d'une identification, tout

i = + .
ué B‘n est de ce type, autrement dit, B B‘rr‘ sz

Quant a la formule sur la norme, elle résulte de (ii), puisque,

d'aprés (2.23), tout B, est un espace A_IT particulier.

(3.10) REMARQUES. - 1°) M@me dans le cas ol I est un ensemble fini, on

n'a évidemment pas une décomposition en somme directe de Aﬁ. Si, par

exemple, ﬂl et 1r2 sont équivalentes, alors A'rr = A1T et A“ P A“ +A_" =
] 2 1 2 1 2
=A = A1r . Dans le paragraphe suivant, on verra que, si les m. sonmt
1 2
deux 3 deux disjointes, la décomposition u = X u; est unique -
igI
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2°) sim= & W, , onaN' = N N » donc B_ , qui est le
. 1 . m. m
iel 1€l 1
polaire de N;T , est 1'enveloppe convexe faiblement fermée (pour o(B(G),
c*@G))) de U Bﬂ_ . Autrement dit, B‘n est 1'adhérence pour cette méme
i€l i
topologie de dualité, de la somme algébrique des B,ﬂ , ensemble des
i

u= X u; oli pour tout i, u € B‘rr et ol les u, sont nuls i 1'exception
i€l i
d'un nombre fini. En général, cette adhérence est strictement plus grande
que 1'ensemble des }_ u;, ol la famille ui(uie B ) vérifie
iel i

3 ||u1|| < + o (cf. Ci-aprés (3.15)).
i€l

C - ETUDE DE A"lf\ Anz.

(3.11) RAPPEL. - D'aprés DIXMIER [2] , (5.7.2), &tant donné deux repré-
sentations 'rr] et m, de G, on peut les dé&composer en o= 'rr'] & Tr"l et
T, -1H2 ] ""2 de fagon que n'l soit équivalente 3 "'2’ que n'l soit dis-

jointe de n“l, que "'2 soit disjointe de ""2 et que ﬂ"] soit disjointe

de n"z.

(3.12) PROPOSITION. - Soit T, et m, deux représentations de G. On q,

avec les notattons de (3.11), Aﬂ]f\ A.Trz = Ar; = Awé' D'autre part,

pour que A“ N Aw = {0}, 1 faut et il suffit que ™ et T, sotent
| 2

disjointes.
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DEMONSTRATION. -~

On va d'abord démontrer que A“n A = {0} si et seulement si

I 2

T, et W

i , sont disjointes.

Si m et “2 sont non disjointes, il existe une sous-représentation
w de ™ dans un espace non nul équivalente 3 une sous-représentation de

w., . Alors, d'aprés (3.8), on a

1] 1z
ch A“{\ Aﬂ2 et, 1'espace de w n'étant

2
pas nul, Aw n'est pas raéduit a {0}.

Réciproquement, si T, et T, sont disjointes, posons T = m ] Tye
On sait déji, d'aprés (3.9), que ATr est la somme algébrique de Aw et

1

AL - On va montrer de plus que cette somme est directe. Pour cela,
2

on remarque que, puisque T, et m, sont disjointes le projecteur P| de

X1T sur an appartient 3 VNTT (DIXMIER [2] , 5.2.4). Si T] et T2 sont

deux opérateurs dans Xn et X“ respectivement, notons (TI’TZ)
1 2
1'opérateur sur X“ défini par

(T;,Ty) (&, + E)) =T, &, + T, £, (ol £,€ x1T1 et £,€ xnz).

Alors P, = (I],O) , ol I, est 1'opérateur identique de X" . Comme

1

PEVN_, il existe une suite généralisée (Ti) d'opérateurs

ie€1’
appartenant & l'ensemble E des combinaisons linéaires d'éléments de
7(G) telle que (Il,O) = lim Ti’ ultrafaiblement. Soit s¢ G, la conti-

nuité séparée de 1'application (S,T) + ST pour la topologie ultrafaible

permet d'écrire, dans cette topologie :
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(m,(s),0) = (ﬂ](s),ﬂz(S))(Il, 0) = li? (ﬂ](s),wz(s)) T..

Or (‘rrl(s),‘rrz(s))Ti appartient i E car E est évidemment une algdlr e.
I1 en résulte que ('n](s),o) appartient 3 VNTT . Soit u = up +uy€ A-,, avec

u,¢ A et u,€ A et calculons <u, (m (s),0) > =< u, ,(7r, (s),0)> +
® 2 Ty 1 1 1 $o0
< uz,('rr](s),o) >. Soit gn s Ny des vecteurs de X_’T tels que §=]|£n' |ﬂn|<+ -

et tels que
40 +00
=z

u](s) = i, < nl(s)gnlnn> <1r(s)gn|nn>. On a, dans la dualité (A",V'N')’

| n=l}
+o0 +o0
<up,(m (s),0) = I <(ﬂ](S),0)EnInn >= 7 < n](s)gnlnn> = u,(s). On
n=1 n=1
trouve de méme <u2,(1rl(s),o)> =0 d'ol ul(s) = < u,('rr](s),o)> , ce

qui assure l'unicité de u,. On en déduit Aﬂ(\ ATT = {0}.

! 1 ™

Pour achever de démontrer (ii), il suffit d'appliquer (3.11) : soit

: = ! n = ! n
m, et T, quelconques et soit mo=T 10 Thyetmy, =T, 8 T o leurs

décompositions suivant (3.11). En désignant par A 1'espace Aﬂ, (égal
A _,),onaA =A+ A, et A =A+A, d'oi ACA N A .
Los ™ ™ ™, ™, LETN

Réciproquement, soit x¢ A NA ; puisque x¢ A sOnax=a + a"
"l 112 'rrl 1 1

" . 2 - " " .

(a,C A, aIGA-n"])’ de méme, x = a, + ay (a2€ A, achnz), On en daduit
-g mg''—-a" 3 - "o oan .

| "37aj7a; ol a; - aeAetal, -a" e A“..] + Aﬂ,,z. Mais n'l est

disjointe de ‘lT“l et de 1r"2 donc ﬂ'] est disjointe de n"l 8 ""2 d'ot 1'om

a

- . = . . - =z g" =" =
déduit que A"'ln (A""l + A",,z) {o} et ainsi, aj-a, = a"-a", = 0.
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Comme An"]n Aﬂ,,2 = {o} on a a"l = a"2 =o0etx=a €A c.q.f.d.
REMARQUE. - On pourrait dé&duire de 1'appartenance i VNﬂ des opérateurs
(nl(s),o) et (O,NZ(S)), que VNTT = VNn]x VNTT2 » Ce qul est bien connu,

au moins dans le cas séparable, (cf. AUSLANDER et MOORE [1] , p. 40),

et que 1'on retrouve ci-aprés :

(3.13) COROLLAIRE 1. - Soit w = @ 7, ou 1 un ensemble quelconque
iel
d'indices. Si les T, sont deux d deux disjointes, toute ue ATT

s'éerit d'une maniére unique sous la forme d'une famille absclument

convergente u = L u, , ol u.€A et on ade plus ||u]| = £ [lu.]].
. 1 1 m. . 1
1€1 1 el

L'algébre de Von Neumann VN est le produtt des algébres de Von

Neumann VNﬂ .
i

DEMONSTRATION. - Soit i€ I. On a1 = m. & (@
je L,j#i
implique que T. est disjointe de ﬂj pour tout j # i, donc que T, est

m.), et 1'hypothése

disjointe de ﬂ'i = @ m.. D'aprés (3.9) et (3.12), on a une décom-
je I,j#i
position en somme directe ATT = ATT o An' SOitllGAh 3 pour toute décom—
i i
position de u sous la forme u = I u, (3.9), la fonttion u'i = 3 u.
jet d jeI,j#i J

appartient 3 Aﬂ,.
i
celle de la décomposition u

et u = U, o+ u'i, on en déduit l'unicité de us c.3a.d.

z u, . D'aprés (3.9), (ii), nécessairement

ieI

||u|| = I ||ui|| ; ainsi ATT est isomorphe 3 1'espace de Banach des
iel

familles (ui)iel’ ol u. € An. et I ||ui|| < + o, muni de la norme

i
[J )l = £ |lu||. Par dualité on en déduit que A' s'identifie i
1 iel t m
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l'espace de Banach des familles (Ti)iGI’ ol TiE'VNﬂi, sup!llTi||| < +
|, c.a.d. a I'algdbre de Von Neumann

munl de la norme sup icI‘lITi

I VNTr (cf. DIXMIER [l] n® 2, p. 21). Par conséquent, il existe un

icI i

isomorphisme de VN1T sur iJE]Z VNTT . I1 suffit de vérifier que cet

isomorphisme est 1l'identité. Soit 'I‘GVNTr et soit (Ui) GHVNTT 1'élément
i

associé définissant la méme forme lindaire sur Av' Soit u un coefficient

de m; il existe deux vecteurs £ et 1 de XTT tels que u(s)=<n(s)§[n>

Posons § = I Ei etn= I n; oli, pour tout i, gi et n, appartiennent
i€l 161
a X . D'aprés la démonstration de (3.9) on a, u = L u. ol
i el T
. = <7, .in.> . ité i
ul(s) wl(s)glln1 Dans la dualité (A“,VN“), cli a
<u,T> = <TE|n> = IX< Tgilni> (car Xﬂ est stable par m(G) donc
icl i

1 3 a .
par VN“). D'autre part, dans la dualité (Aﬂ, igI VN“i), on a :

. .)> = < uw.,U.> =, . . N.>s
< i§I uj» (Ul) ifI ul’U1> 1§I< Ul E1|n1>

La comparaison de ces deux formules de dualité montre que les U. sont
i
les restrictions de T aux espaces des T. , autrement dit que

VNTr = igI VNTri .

(3.14) COROLLAIRE 2. - On q l'inelusion A“ic ATr st et seulement si 1w

2 1

est quasi—-équivalente d une sous-représentation de Moo

DEMONSTRATION. - Ceci résulte de (3.1) , de (3.8) et de (3.11) et (3.12).
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D - APPLICATIONS DES RESULTATS PRECEDENTS.

(3.15) APPLICATION 1. ~ Un contre-exemple pour B @ .. On va déduire
icI
de ce qui précé&de que, comme il a &té annoncé en (3.10), 2°, il est

possible de trouver un groupe G et un ensemble S de représentations de G,

tels que B @ 17 soit différent de 1'ensemble des T u_ ol, pour
€S mT€esS W
toute T, u  €B, et od Trzc-S ||U7T| | <+ ®. En effet, soit G un groupe

liminaire non compact tel que le dual G, ensemble des classes de repré-

sentations irréductibles de G, soit non discret pour la topologie de

Fell. Soit S une partie non fermée de G et soit W€ S ,w ¢ S. La condition

-

wé€S , qui exprime que w est faiblement contenue dans S, se traduit par

N'2 () N'_ ou encore par N' > N' & T c'est-a-dire B CR @& 7
w s 7 w W
mTE TS we S

La condition w ¢ S, qui exprime, vu 1'irréductibilité des représentations

en question, que W est disjointe de toutes les M€ S ou encore que w est

disjointe de ® T , se traduit par A nA @& 1w = {0} . Comme G est
w
Te&S mTée S
liminaire, Am = Bw v et A= BTr pour toute e S (cf. 2.21). On en déduit
que B @ T est différent de A ® T, ce qui est exactement le
mTE S mTeSs

contre—exemple cherché.
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APPLICATION 2. - Caractérisation des sous—espaces de B(G) qui sont de la

forme ATr ; décomposition de Lebesgue des représentations.

Les énoncés qui suivent caractérisent les sous-espaces vectoriels
fermés de B(G) qui sont de la forme ATT (théoréme 3.17. Ils apalysent plus

précisément la situation d'un espace A sous-espace d'un A (propesitions 3.1t
1
et théoréme 3.18 ) |, Ces résultats sont liés 3 un résultat de TAKESAKI [l]
»

th. 1, sur les sous—espaces invariants du prédual d'une algébre de

Von Neumann.

(3.16) PROPOSITION. - Sott m et T deux représentations d'un groupe
localement compact G telles que An d A‘rr' Pour tout Te VN'rr , on a
1
T.A“]C A“] et A“].TcAﬁ]et 1l existe un unique projecteur P qui
soit dans le centre de VN_ et tel que A_ = P.A_ = A_.P
i L v T

Réciproquement, tout sous-—espace vectoriel fermé de ATT qui est un

sous VN“—moduZe de A d gauche et 4 droite, est de la forme A
™

1
pour une certaine représentation T

1

DEMONSTRATION. - 1°) Supposons A"1C A . D'aprés (3.11), il existe deux

sous-représentations disjointes, ﬁ'l et m,, de 7 telles que ™ = v'] o n
= 1 3 '

et An'l A"l. Quitte 3 remplacer ﬁ] par ™', on peut donc supposer que

To=T, o m, avec T, disjointe de m, i ona alors XTr = an ® }(“2 et on

2

400
sait d'aprés (3.13) que VN_ = VN_ ¥ VN_ . Soit u = I
L ™ TT2 n=1 n TT] n T, °
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+00
avec Ene xﬂl > N € le , et i_] Iinllnnl < + » et soit T = (T‘,Tz)e VN_
+o0
avec Tlc VNTT et T2e VNTT ; comme on a aussl bien u = % gn % N, » On
1 2 n=1
400
a, d'aprés les formules rappelées en (2.7), T.u = % Tan-i“ n, =
n=1
400 +
= i—] TIE N = §=] Tlg * ™ n, = T,-u, et de méme u.T = u.Tl donc

T.u et u.T appartiennent a ATr .
1

Soit I, 1'application identique de X dans X 1'opérateur
1 I

P = (Il,o) est un projecteur central de VN1T vérifiant la condition de
1'&noncé. D'autre part, comme VNTT2 est le polaire de ATrl dans la dualité
(A“,VNﬂ), pour qu'un projecteur P vérifie cette condition, il faut et il
suffit que Van soit 1'ensemble des opérateurs TeVN" tels que PT = TP = 0 ;

or VNTr est un idéal ultrafaiblement fermé de VNTT donc, d'aprés DIXMIER
2

[1], p. 45, cor. 3, il n'existe qu'un seul projecteur central répondant
i la question.

2°) Réciproquement, soit A un sous-espace vectoriel fermé de ATr qui
goit un sous VN"—module de ATr a gauche et 3 droite. D'aprés TAKESAKI [l}
th. 1, le polaire A® de A dans VNTT est un idéal ultrafaiblement fermé de
VNTr ; 11 existe donc, d'aprés DIXMIER [1](10c. cit.), un projecteur
central P de VN_ tel que A® soit 1'ensemble des Te VN vérifiant
PT = TP = 0 c.3.d. tel que A = P.A1T = A“.P. Soit Xl = P(X") et soit X

2
1'orthogonal de Xl dans X1T ; les sous-espaces Xl et X2 sont stables par
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et définissent deux sous-représentations T, oetm, de M, qui sont dis-

jointes puisque P est central (DIXMIER [2], 5.2.4), telles que

o=, ®m,. D'aprés la partie directe, on a Aﬂ] = P.ATT donc A1Tl = A.
c.q.f.d.

Le théoréme suivant améliore la caractérisation des ATT s 11 a

d'abord été démontré, par une autre méthode, par P. LEFRANC [l] .

(3.17) THEOREME. - Les espaces ATr sont exactement les sous—espaces
vectoriels fermés de B(G) stables par translations d gauche et @

droite.

DEMONSTRATION. - a) Désignons par w la représentation universelle de G,
de sorte que B(G) = Aw . Pour toute u € B(G) et tout s&G, on sait d'aprés
(2.8) que w(s).u (resp. u.w(s)) est la translatée a droite (resp. 3 gauche)
de u par s (resp. s—l). 11 en résulte que tout ATT est stable par transla-
tions puisque c'est un VNw—module 3 gauche et a droite.

b) Réciproquement, soit A un sous—espace fermé de B(G)
stable par translations 3 gauche et a droite. D'aprés (3.16) il suffit
de montrer que A est un sous VNw—module i gauche et 3 droite.

Soit TeVNw, et ue A, il s'agit de prouver que T.u€ A et u.TeA.

Du fait que A est stable par translations, on sait déja d'aprés a) que
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ceci est exact lorsque T appartient & la sous & -algébre B de VNw
engendrée algébriquement par w(G). Si maintenant T est quelconque dans
va, il existe des suites généralisées (Ta) et (SB) dans B telles que :

T = lim Ta,'r'= lim S_..

B

On a T,.u¢A et lim||T.u - T .u|| = O (P. NOUYRIGAT, [1], 2.19)
donc T.u&A. D'autre part, la méme démonstration que celle de NOUYRIGAT
(loc. cit.) permet aussi de montrer que lim||u.T-u.S;|| = 0 donc que
u.T€ A.

c.q.f.d.

(3.18) THEOREME. - Soit moetw deux représentations d'une groupe

localement compact G telles que A'rr C A1T :
1

1) Il existe un unique sous—espace vectoriel supplémentaire de ATT

1
dans A_ qui soit de la forme A_ .
m T,
2) A est L'espace vectoriel engendré algébriquement par les
2

coefficients des représentations de G contenues dans m et disjointes

de wl.

DEMONSTRATION. - 1°) L'existence d'un supplémentaire de A tésulte de
1
et A , répondent 3 la
2 T2
1 = = t e
question, on a A.TT A“] ® A“z A“| ® AW,2 donc, d'aprés (3.9) et (3.1 ),

o T, est quasi-équivalente i ™ o "'2' Soit w une sous-représentation

1a démonstration de (3.16). Supposons que An

L]
1
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de T, ; comme T, est disjointe deﬂl, w est disjointe de m - Si

était disjointe de ﬂ'z elle serait disjointe de ™ ] ﬂ'z donc de ™ @ T,
ce qui est absurde. Ainsi, aucume sous-représentation de My n'est
disjointe de n'z. En &changeant les rdles de T, et “'2 » On en conclut

que T, est quasi-équivalente 3 1'.’2 (DIXMIER [2], 5.3.1) d'oi A = A , .
u L
2
2°) Soit E 1'espace vectoriel engendré algébriquement par les
coefficients des représentations de G disjointes de T, et contenues dans

T . Pour toute telle représentation 7', on a A ,C A et A NA = {0}.
b T m il

m
n 1
en effet, soit u= I Aiui , ol u; est un coefficient d'une repré-
i=1

sentation w'i disjointe de m, ; alorS11<Ah, +...+tA =

A
] 1 LA “'lo"‘O"'n
et, W'IO...onln étant encore disjointe de T, on a Aﬂ;\ AW'IO...OH' = {0}
n

d'ol le résultat. Remarquons enfin que la représentation défini
P Tos nie au

éduit immédi c + ECA .
On en déduit immédiatement E ATT donc A E A1T De plus, Er\A"l = {0},

1°), est disjointe de m, et quasi-équivalente 3 une sous-représentation
w dew, d'ol l'on déduit, en utilisant le résultat (3.3) , A ¢ E
w

c.i.d. A CEd'oi A + EOA ; c.q.f.d.
Ty U ™

- D! 3 1 ° - .
(3.19) REMARQUE 1. - D'aprés (3.9), l'espace A"z du 1°) est nécessairement
un supplémentaire topologique de ATr dans An'

1
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(3.20) REMARQUE 2. - On peut appliquer le théoréme (3.18) en choisissant

pour T, la représentation réguliére gauche de G, et pour T la représen-

tation universelle de G, de sorte que ATr = A(G) et-ATT = B(G).
1

On démontre ainsi que A(G) admet un supplémentaire dans B(G) qui est

de la forme Am et qui est l'ensemble des combinaisons linéaires des
coefficients des représentations de G disjointes de la représentation
réguliére. Lorsque G est moyennable ( = amenable), FLORY [1] a donné une
caractérisation directe des fonctions de Am laquelle généralise la
condition donnée par R. DOSS [I] dans le cas abé&lien pour les transformées
de Fourier-Stieltjes des mesures singuliéres (cf. FLORY [l], la coinci-
dence entre notre espace Aw et celui de FLORY résulte immédiatement de
1'unicité du projecteur P de la proposition (3.17)). Ainsj, lorsque G

est abélien, Aw n'est autre que l'ensemble des transformées de Fourier

~

des mesures bornées sur le dual G de G qui sont étrangéres i la mesure
de Haar de E (mesures singulidres). En quelque sorte, 1'égalité

B(G) = A(G) & A pourrait s'appeler décomposition de Lebesgue de B(G)
et notre théoréme (3.18) étend cette décomposition au cas des représen-
tations unitaires les plus générales. En particulier, si m est une

représentation unitaire, puisque B" est un A"I contenant An , O a une

unique '"décomposition de Lebesgue" BTr = A" ] Aw.
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APPLICATION 3. - Le théoréme de restriction pour A(G). On va retrouver
par une méthode plus simple, tout en 1'améliorant légérement en ce qui
concerne la norme, le résultat de C. HERZ [2] selon lequel pour tout

sous—groupe fermé d'un groupe localement compact G on a A(G)IH = A(H).

Pour cela, on démontre d'abord le lemme suivant.

(3.21) LEMME. - Soit T une représentation de G. Supposons que A1r sott
une sous-algébre de A(G) autoadjointe et séparant les points de G.
Supposons de plus que :

- 81 G est localement compact non compact, pour tout a€ G, i1
existe ueA,"n.Jl’(G) telle que u(a) # 0.
- S G est compact, ATr contient les constantes.

Alors A" = A(G).

DEMONSTRATION. - Supposons ATr # A(G) : il existerait TeVN(G), non nul,
et tel que, pour tout vé& A_", on ait <v,T> = 0.
Soit f et g deux fonctions de X¥'(G) ; pour toute ve A'rr’ d'aprés 3.16),
p(f# g).v appartient 3 A_", donc :
<v,T.p(feg) > = <p(fyg).v,T> = 0.

Ainsi, Tl = T.o(f s g) est encore un élément de VN(G) orthogonal &
A". Calculons Tl(h) : si he X(G), on a : Tl(h) = T[p(fsg)(h)] =
= T(fugeh) = T(fug)e h car T commute aux convolutions 3 droite par les

h ¢ X(G) (cf. EYMARD [l] > (3.9)). D'autre part, on peut choisir f et g
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de sorte que T(f# g) # O puisque 1l'ensemble des f» g, ol f et g appar-

tiennent 3 X (G), est dense dans L2 (G). Ainsi, on peut supposer T, non

1
nul.

Lorsque wé& A(G) %(G), <W’Tl> a une expression simple ; en effet,
d'aprés EYMARD [1] , (3.17), 2° et 3°, on a

< w,T]> = [T](;v)] (e) = [T(fl g) 4 v'.'.r] (e) c.a.d.
(3.22) <w,T> = fG[T(fx ) (s) w(s) ds.

D'aprés EYMARD [l], (3.17), 3°, on sait que T(f¢g) ¢ A(G)n LZ(G),
en particulier T(f « g) est une fonction continue. Soit a¢ G tel que
['r(faz g)] (a) # O, par hypothése, il existe u¢ A'I\X(G) telle que
u(a) ¥ 0, posons k = u T(f« g), alors k¢ ¥(G) et pour toute v¢ A_" on a,

d'aprés la formule (3.22)

f k(s)v(s)ds = f u(s)v(s) T(fag)(s)ds = <uv, T,> =0,
G G

en effet, uvtA"f\ XA (G). Comme, d'aprés le théoréme de Stone-Weierstrass,
A“ est uniformément dense dans Co(G) on en déduit, puisque k est 3 support
compact, que l'on a, pour toute vé Co(G), f k(s)v(s)ds = 0. Ceci est

G

absurde car k n'est pas nulle (en effet k(a) n'est pas nul). c.q.f.d.

(3.23) PROPOSITION. -  Soit G un groupe localement compact, H un 8ous-
groupe fermé de G. On a A(G)|H = A(H) et, powr toute fonction ue A(H)

il existe vé A(G) telle que v|H = u et ||v|| = ||u]].
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DEMONSTRATION. - D'aprés (2.10), A(G)IH est de la forme ATT od T est une
représentation de H (on peut prendre pour T la restriction i H de la
représentation réguliére gauche de G). D'autre part, on a 1'inclusion
A(G) [HCA(G) ; en effet, si uc P(G)N XH(G) sa restriction 3 H appartient
3 P(H)N X (H) donc a A(H). Comme P(G)N H#(G) engendre un sous—espace
dense de A(G), on en déduit le résultat par lin@arité@ et continuité de
1'application restriction. Enfin, comme pour tout compact K de G, il
existe ue A(G)N H(G) telle que u(x) = 1 lorsque x&¢K, 1l'espace

Aﬂ = A(G)IH vérifie la condition imposée par le lemme (3.21) ; il en

résulte que A(G)|H = A(H). Le reste de la proposition provient de (2.10).

(3.24) APPLICATION 4 : Etude de 1'@galité A'rr = B_" lorsque 7 est irréductible.
Les résultats qui viennent d'€tre &tablis sur la correspondance

e A“ permettent de démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION. - Soit w une représentation irréductible d'un groupe loca-
lement compact séparable G. Il y a équivalence entre :
() A =B
(i7) {n} est fermé dans 6pour la topologie de Fell ;
(i11) C"Tr est la C* -algébre des opérateurs compacts de 1'espace de x
(iv) toute représentation m' faiblement contenue dans m est multi-

ple de .
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DEMONSTRATION. - i)= ii). En effet, soit 7' une représentation irré-
ductible de G faiblement contenue dans . On a Bﬂ, 4 B", d'ol Aﬂ,c ATr
puisque A“ = Bﬂ. Ainsi 7' est quasi-8quivalente 3 une sous-représentation
de m d'oli 1'on déduit, d'aprés 1'irréductibilité de 7 et de 7', que T et
n' sont équivalentes.

ii)=p iii). Comme C'(G) est séparable, C' qui est
isomorphe a C‘(G)/N% (1.5) est aussi séparable. On va démontrer que le
spectre de C; se réduit 3 un point, ce qui entrainera déji
(DIXMIER [2](4.7.3)) que C; est isomorphe 3 la C"-algébre des opérateurs
compacts d'un certain espace de Hilbert. Pour cela, soit w une représen-
tation irréductible de C; dans un espace de Hilbert Xw (nécessairement
géparable), alors WoT est une représentation de C*(G), faiblement contenue
dans T donc &quivalente 3 T. Ainsi, il existe une isométrie U dé X
sur 1'espace X'rr de T telle que 1l'on ait, pour tout x€ C‘(G),
m(x)oU = Uou)['n(x)] ; autrement dit, on a pour tout yGC:' » YoU = Usuw(y)
donc w est équivalente i la représentation identique de C; . Le Spectre
de C,'r étant réduit 3 un point, il existe (DIXMIER loc. Cit.) un espace
de Hilbert X et un isomorphisme O de C; sur 1'algébre A des opérateurs
compacts de X. En tant que représentation de C; dans X, © est irréductible
puisque le commutant de A est réduit aux scalaires, © est donc équivalente

3 1a représentation identique de C; ce qui signifie qu'il existe une

igométrie V : X + X1T telle que l'on ait, pour tout y€ C;, y = VoO(y)oV

On en déduit le résultat.

59



Sur l'espace de Banach....

iii) = i) : cf. proposition (2.20).

i)==% iv). En effet, on montre, comme dans la démons-
tration de i)% ii) que T' est quasi-équivalente & une sous-représen-
tation de m, donc multiple de T d'aprés 1l'irréductibilité de m.

iv) =5 (ii) évident.

REMARQUE. - Lorsque mn'est pas irréductible, il se peut que A'n = B" sans
que T soit C.C.R.. Soit par exemple T, la représentation triviale de
dimension 1, et soit T = ® T, ol « est le cardinal du dénombrable.

Alors A1r est de dimension 1, donc Aﬂ = BTr (2.20), et les m(f) non nuls,
qui sont des homothéties d'un espace de dimension infinie ne sont pas

compacts.

E - ETUDE DE A_ QUAND T EST PRODUTT TENSORIEL DE DEUX REPRESENTATIONS.

(3.25) PROPOSITION. - Soit T = ™ ] Toe Alors A1r est l'espace vectoriel

fermé engendré dang B(G) par les fonctions de la forme u g, ,

ou ulG An] et uZGAﬂz.

DEMONSTRATION. - On utilisera les notations suivantes : si El et E2 sont
deux sous-espaces vectoriels de B(G), 1'espace vectoriel engendré algé-

briquement par les produits u; Uy ol ulG El et u2c E2 sera noté El E2 :

pour toute partie E de B(G), la notation E désignera 1l'adhérence de E

dans B(G) ; enfin X1T ® Xﬁ désignera le produit temsoriel hilbertien de
1 2

X et X"r de sorte que X.,T =X @ X_lT .

™ 2 ™ 2
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° . i = * €
1°) On a F"] F"zc Fﬂ En effet, soit u 51 "] nIG F“] (glG Xn{ n, xﬂl)

et u, = ‘52 *"2 nze FTT2 (Ezsxﬂz, n26xﬂ2)' Alors

(uguy) (8) = <m ()E |n><<m (8)E,[n,> = <[r, 8 1 ()] (5, 8 £,)[n, @ n,>

c'est-3-dire que (E]‘.ﬂl nE, *"2 n,) = (E,.l ®£,)4_(n, &n,). Par

linéarité, on en déduit le résultat, on peut méme préciser que F'rr F'fr est
1 2

exactement 1l'espace vectoriel engendré par les Eﬁ'n oli £ et n appartiennent

au produit tensoriel algébrique de X etX .
1 2

o . . . - ~
2°) On a : ch F“1 Fﬂz. En effet, soit ue Fﬂ. Siu=¢§ a" oua ¢
et N appartiennent i X“] @ X,“2 , soit (En)n‘u et (nn)mN deux suites

d'éléments du produit tensoriel algébrique de XTT et XTr telles que
1 2
, R - 14 ' .
E = I;m En s N 1:11m n,: Alors Elnn lim Endﬂ n dans B(G) car 1l'appli
cation (E,n)* Etwn de X« 3'(“ dans B(G) est bilinéaire continue. On en

déduit que E# N€F_ F_ | gridce i la caractérisation de F. F_ donnée
s 1T] ‘ﬂ’2 nl 1[2
en 1°), puis le résultat général par linéarité.

-] : . -
3°) Les inclusions F’n c A," et F‘rr C A_rr entralnent Fﬂ F‘Tr C A_" A“
1 1 2 2 1 2 1 2
d'oli, en utilisant 2°), FCF_ F CA A_ et, par passage a 1'adhérence,
Tow, o, o,

A_CA_ A .
noomy T,

Réciproquement, comme B(G) est une algébre de Banach, on a

¥ F CF_ F_ c.a.d.A A CF_ F_ ; d'autre part, d'aprés le 1°),
T2 M ™ Ty T ™M
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on a FTTI F"2C ATr d'oli Aﬂ] A"ZC Aﬂ et, par passage 3 l'adhérence,
A_ A_C A_, ce qui achéve de démontrer 1'égalité A. A = A .
LA P o, ™

APPLICATION : Condition nécessaire et suffisante pour que A1T soit une

algebre.

On sait que, pour certaines représentations m, l'espace ATT est une
sous—algébre de B(G) ; il en est ainsi par exemple de la représentation
réguliére de G et plus généralement de la représentation quasi-réguliére
L associée a un sous-groupe H distingué fermé. Dans ce cas, 1'algdbre
Ay est isomorphe & 1'algébre de Fourier A(G/H) (cf. P. NOUYRIGAT,[I],
prop. 3.8). Ce résultat admet une réciproque lorsque H est compact

(cf. G. ARSAC [1] et [2]). Lorsque H n'est pas distingué, Ay n'est pas

en général une algébre (cf. G. ARSAC loc. cit.).

Si maintenant T est une représentation quelconque, pour que A soit
m

une algébre, il faut et il suffit que 1'on ait ATT A"C A“. Ceci &quivaut

a A“ A“C Aﬂ c.a.d. A“ o “CAh ; tenant compte de (3.14), on peut done

énoncer_:

(3.26) PROPOSITION. - Soit w ume représentation de G. Pour que A soit
n
wne sous-algébre de B(G), 1l faut et il suffit que m ® 1 soit

quast-équivalente d une sous-représentation de T.
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(3.27) REMARQUE. -~ On retrouve immédiatement que A(G) est une algébre :
en effet, la représentation réguliére gauche p de G posséde la propriété

suivante : pour toute représentation m, la représentation p®r est

équivalente 3 (dimm)p (ceci résulte de FELL [2], lemme 4.2, page 260).

F - PROPRIETES DE A’rr LORSQUE n EST UNE REPRESENTATION INDUITE.
Dans tout ce paragraphe, on suppose donnés un groupe G localement
compact séparable (c.id.d. dont la topologie admet une base dénombrable

d'ouverts) et un sous-groupe fermé H de G. On utilise les notations

définies en (2.14).

(3-28) RAPPELS : Soit w une repré@sentation de H dans un espace de Hilbert
géparable X On définit la représentation induite U“ de G de la manidre
gsuivante : soit X 1'ensemble des applications mesurables f de G dams Xm
yérifiant, pour tout s€G et tout h¢H, f(sh) = m(h_‘i(f(s)] , et telles
que s v <£(s)|£(s)> soit sommable pour la mesure quasi-invariante A ; si
1'on convient d'identifier deux fonctions &gales presque partout (pour

1a mesure de Haar de G), on peut faire de X un espace de Hilbert en

définissant le produit scalaire <f|g> par : <f|g> = S <f(s)|g(s)> dr(8).
G/H

La représentation ¥ est 1a représentation de G dans X définie par la

formule : [U‘D(s)f] @ = Vxts™h0 £,
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.. w .5 .
On peut donner une forme &quivalent de U de la maniére suivante ;
les hypothéses faites sur G entrainent qu'il existe une section borélienne
de 1'application canonique G G/H, c.id.d. qu'il existe une application

- 13 :
borélienne o: G/H - G, telle que pour tout § € G/H, o(§) = £. Ainsi,

[ -l . - P i

pour tout s€ G, o(s) s appartlent a4 H, on peut donc définir une appli-

. o 1 . .
cation © : G— H par la formule 6(s) = g(s) s et cette application est
évidemment borélienne ; dans la suite, on utilisera fréquemment la formule

suivante, évidente sur la définition de 6 :

(3.29) 6(sh) = 6(s)h (se€G, heH).

1T résulte des propriétés de ¢ et de © que 1l'application f > fog
est une isométrie de X sur 1l'espace de Hilbert L2(G/H, Xm) des applica-
tions mesurables et de carré sommable pour A de G/H dans Xw. Par trans-
port de structure, on obtient une représentation 1 de G dans LZ(G/H,xm),

équivalente 2 U” et donnde par la formule
(3.30) [n(e)g) o = Vxs™ L0 wfet oG D @t ).

On peut également, en utilisant ©, préciser le choix de ). En
effet, d'aprés MACKEY [2], on peut choisir ¢ telle que, pour tout
compact K de G, KHNg(G/H) soit relativement compact. Posons alors,

(6(s))

pour s&¢ G, @(s) = ZE?@?ETT ; la fonction p, &videmment borélienne,

est localement bornée grace aux choix de ¢ et vérifie (2.15) gréce a

la formule (3.29).
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I1 existe donc une mesure quasi-invariante A sur G/H, associée a p.

L'expression de la fonction ¥ est, dans ce cas :

-\ _ p(sx) =AH[GQSX)] _ 8 (0] _ -1 -1
X2 =56y TR EG0] T R Em] " ety (O8G0 .

Or la définition de 6 montre que 6(:{)9(5}()-1 = e(so(;:))-l

On en déduit que :

(330 xR =8, 87 @G oG

)
EXEMPLE : produit semi-direct. - Supposons que G = HN soit produit semi=~
direct topologique des deux sous-groupes fermés H et N, N &tant distingué.

La formule (3.30) se simplifie notablement, que u soit une représentation

de H ou de N.

(3.32) l-er cas). = w est une représentation de H.

L'espace homogéne G/H s'identifie 3 N au moyen de 1'application qui
3 tout S €G/H associe n¢ N tel que s = nh(hé B). Une fois cette iden-
tification faite, on peut choisir pour ¢ 1l'injection canonique N + G :
1'application © est alors 1'homomorphisme =2 groupes G+ Hqui 3 s = h
associe h. La mesure } sur G/H associée 3d ce choix de g comme il a &té
dit plus haut, s'identifie 3 une mesure de Haar 3 gauche sur N. Pour
appliquer la formule (3.30), on pose s = n, h] et x = n ; on a
3-lo(i) = s-]n = hl‘lnl—ln d'ot 9(5_] o(x)) = hl.-l ce qui montre d'aprés

-1 . -
(3.31) que x(s ,x) = AG AH l(hl), donc que la mesure de Haar de N est

65



Sur 1'espace de Banach ....

relativement invariante par l'action a gauche de G sur N, de multipli-

-1
cateur AG AHoe.
Le transport de structure G/H - N définit une action & gauche de G

sur Nqui 3 s =n hGG (ol n, €N eth ¢ H) et n&N, associe

1 1
-1

s.n = n, h, nh . On obtient ainsi [Tr(s)g (n) = VAG AH (h )m(h )g(s -n)-

1 1
En particulier, en choisissant pour w la représentation triviale
de dimension 1, on trouve que '"H se réalise dans L (N) par la formule
[ﬂu(s)g] (n) = V )g(s .n . Si p est quelconque, soit g' 1la
représentation équivalente 3 7 qui se réalise dans le produit tensoriel
hilbertien LZ(G/H) ® Xw grice 3 1'isométrie ¢ : L2(G/H) © Xw > LZ(G/H, X)
w

définie sur les éléments décomposés par [<I>(f ® 5)] (8) = £(S)E. On trouve :

(r ()] (£ ® &) = my()E ® whE = m(s)E ® [weB(s)] (D).

Cette formule exprime que ' = Ty ®(wo8) (ceci est un cas parti-
culier de la formule 4.2 de J.M.G. FELL'.[Z]). Ainsi, avec les notations

= = ' ~

de (3.25), A_lT Amoe et A(Me Am o8 est l'ensemble des uo® ol

ué Aw (cf. 2.10). Si 1'on applique ceci en choisissant pour w la repré-

sentation réguliére gauche de H on obtient le résultat suivant :

13.33) PROPOSITION. - Soit G = NH un produit semi~direct topologique ou
N est digtingué. Si s = nh€ G ou ne N et h ¢H, posons 6(s) = h.Alors,
1'ensemble des fonctions u.(v.8), ou ““AH et ve€ A(H), engendre un

sous—-espace vectoriel partout dense de l'algébre de Fourier A(G).
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(3.34) - 2-éme cas). - w est une représentation de N.
Dans ce cas G/N s'identifie 3 H : & tout s €G/N on associe he H

tel que s = nh = hn' (n¢N, n'€ N). On peut choisir pour g 1'injection
canonique H > G ; 3 tout s=hn', © associe n' : ainsi 6(nh) = h-lnh.
D'autre part, la mesure quasi-invariante )\ sur G/H s'identifie i une
mesure de Haar a4 gauche sur H, et, dans ce cas, elle est en fait inva-
riante par l'action de G. Pour appliquer la formule (3.30), on pose

s=nlhl (ot n €N et hlsH) et x = heH ; on a :

") dot 8(s o)) = h'n TTh.

s Vo) =s'h=n n,"'h=h “ha |

1 1
N\

P =1 . ces a ~1 . . .
L'élément s .x = s x s'identifie 3 hI h et on obtient ainsi :

(3.35) [Tr(s)g] (h) = w(h-]nlh) g(hl—]h) (s = n]h‘,chz(H,Xw)),
PRINCIPE DE MAJORATION. - L'utilisation de la premiére définition des
représentations induites permet d'obtenir le résultat suivant

(dG 3 HERZ [3] lorsque w est la représentation triviale de H).

(3.36) PROPOSITION. - Soit G un groupe localement compact, H un sous-
groupe fermé de G, w une représentation de H, m la représentation
de G induite par w. Alors, pour toute ue A il existe ve Ap telle
que l'on ait :

(2) vl < [lal] 5

(i) pour tout seG, |u(s)| € v(s).
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DEMONSTRATION. - (notations de (3.28)). Soit tout d'abord

u(s) = <m(s) f|g> oli £€ X, gé X. Définissons f] et g, par fl(;c) = |f(x)|
et g](;;) = |g(x)] , d'aprés la définition de X, les fonctions f] et g
appartiennent a LZ(G/H) ; soit ve A

- définie par v(s) = <1rH(s)f]|g]>

On a :

u(s) = f VX(S-l.k) <f(s-lx)|g(x)> dr(x) d'ob :

G/H
u(s)l f V(s ol ') ]gx)] dA() c.a.d. lu(s)] < v(s).
G/H
Soit maintenant u quelconque dans A1T » On peut trouver deux suites
+0

(fn) et (g ) dans X telles que u(s) = I <'rr(s)fn|gn> et

n=!

+00
Hull =2 £ [lgl-
n=1
Soit fn ] et & les éléments de L2(G/H) définis comme ci-dessus. On a

”fn,l”Z = Ifnl et ”gn’le = |g |, on peut donc définir VGA par la

form"le:
hle -
Vi) = L < VTR :";glllfnlllzlli;n,ll2 c.a.d

||v| Isl |u|| et le calcul donne, d'aprés le premier cas :

40 +00 +o
li-l <1r(s)fn|gn> | is]l ~(1r(s)fn|gn> | € §=1< nH(s)fnllgn]> ’

c.i.d. lu(s)| €v(s) c.q.f.d.
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RELATION ENTRE ATr ET Aw' L'utilisation de la deuxiéme définition (au moyen

d'une section borélienne) permet d'obtenir le résultat suivant (analogue

au résultat de HERZ [4], § 7)

(3.37 PROPOSITION. - Il existe une application bilindaire continue L :
(L (@/H) ® L°(G/M) » A+ A telle que ||L|| < 1 définic par :
(L, w] ) = f Vxs™hi ¢ ¢7'%00 u[e(s"o(i))"]dx(i).

L'espace vectorzel engendré par les L(¢,u) outbcl.(G/H)o L2 (G/H),

et u€ Am » est dense dans A“.

DEMONSTRATION. - On suppose toujours T réalisée dans LZ(G/H,Xw) au moyen
de (3.30). L'application (f,£) » UfsE de LZ(G/H) ¥ X dans LZ(G/H,%m)
définie par Uf’g(%) = f(i)g est une application bilinéaire de LZ(G/H)Y %ﬂ
dans L2(G/H,X ) mais aussi de L°(G/H) x 'iw dans LZ(G/H,Xm). Elle est de

norme 1 car ||U £||2 ||f|| |&£|. Par linéarisation, on en déduit deux

applications linéaires L (G/H) 0 Xw* L2(G/H,Xm) et LZ(G/H) ° Xw - LZ(G/H,Xw).
Enfin, par produit tensoriel, on en déduit une application linéaire con-

tinue :

2 - 2 2 27 2 ~ 2
(L (G/n) ® Xw) 8 (L"(G/n) & X)L (G/H’Xm) &L (G/H,Xm)

On désignera par & le morphisme d'espaces de Banach obtenu a partir

du précédent en identifiant (LZ(G/H) 3 Xm) 3 (LZ(G/H)O Xw) i
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2 A 2 ~
(L"(G/H) & L"(G/H)) e (Xw 8 Xm) (par "commutativité et associativita"™
du produit tensoriel projectif). On a donc :

ofcteg) o (Eon) =U_,00U

£, gsN
[le]] ¢
Désignons par P 1'application canonique LZ(G/H,Xm) 3 LZ(G/H,Xm) -+ Au
et par p l'application analogue Xm 6 §; > Aw . La démonstration va

résulter du lemme suivant :

LEMME. - Soit ¢ € L2(G/H) 8 LZ(G/H),th)%)a Xm , ona:

(2)[Pot( ® ¥))(s) =

-] VAT 8 T ) e i@ ™ av

G/H
(<2) || ps2(o @ W) « [lol] [Ip)]].

DEMONSTRATION. - Si ¢ = fO gety =£8n, ona o6 ® y) = U, Y
’ g-n
et [Po¢(¢ ) wﬂ (8) = <t()U; ,|U n> -
{gl J ,x)f(s x)g(X)«n[e(s o(x)) l](£)|n>d}\(:'c) ce qui est, dang

H
ce cas, la formule (i). Si ¢ = n=] £ 8g avec 1| fn||2||gnl|2 < +a

on a par linéarité et continuité :

400
Po¢[¢ e (£ e n)] =1 o¢[( &g ) & (£ 6 n)] d'ol :

S n
@a(o 0 € o) =1 S e 70, 6 (peem) ¢o6s g i)y g
n=

1 G/H
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40
Comme I f \/x(s-],k) lfn(s-li)llgn()'c)l dk(;c) existe pour tout s

n=1 G/H

(c'est la valeur en s d'un &lément de A'H) le théoréme de Fubini (ou de
+

Lebesgue) permet d'intervertir les signes f et I ce qui donne,
G/H n=1
dans ce cas, la formule (i). Enfin, si ¢ et Y sont quelconques, soit
400 4o
p =2z F,nﬂnnavec pX IEnIInnI < +®ona:
n=1 n=|
4+ +0
P0 (96 2 E.8n) =T .2 (00 (£ o))
n=1 n=1
et, en utilisant le résultat précédent :
et Vo eo! -1 -1 <1
(20 ® W) () = 3 X(s™ .36 (s” %, %) (P(E_ @ n ) (0 0 ())Har ()
n=l G/H

Un raisonnement analogue au précédent montre que l'on peut, cette
+00

fois aussi, intervertir les signes I et f : i1 suffit essentiellement
n=] G/H

de remarquer que pour tout s€G, on a

e S HPIUES N

|z ] [pe_ @ n)] e oG ™h|s = ]| ElIn| <+ o

n= =

La formule (i) s'en dé&duit. Soit maintenant ' telle que p(y') = p(¥) ;
d'aprés (i) on a Pod(d © V) = P.o(p 8 ¢) d'od ||Pade®)|]| <« |]o]|]lv']]-
Comme ||p(p)|| est la borne inférieure des [l9']] lorsque p(¥') = p(W).

(ii) s'en déduit.
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FIN DE LA DEMONSTRATION DE (3.37). - Soit ¢& LZ(G/H) ® L2 (G/H) et

u€ A , soit Y6 X © X tel que p(¥) = u ; on pose L($,u) = P.(¢ @ ).
La formule (i) montre que cette définition est cohérente (L(¢,u) ne
dépend que de ¢ et u et non dew et que [L(¢,u)](s) est donné par la

formule annoncée. L'application L est évidemment bilinéaire et 1'omn a

HL@,oll s [elll]ul].

Enfin, il est connu que 1'espace vectoriel engendré par les Uf,g
est dense dans LZ(G/H,Xm). Par produit tensoriel il en résulte que ¢
est un épimorphisme (c.id.d. que son image est partout dense dans
L2(G/H.Xm) 3 L2(G/H,%»)) . Comme P est surjective, P,d est encore un

épimorphisme donc 1'espace vectoriel engendré par les Pod (¢ ® ),

c.d.d. par les L(¢,u), est dense dans Aﬂ.

REMARQUE. - Lorsque G = NH est un produit semi-direct topologique et g
une représentation de H, il résulte du calcul fait en (3.32) que

-l . -l - - .
8(s o0(x)) = hl (oi s = n]hl)ne dépend pas de x et [L(¢,u)](s)
apparait comme un produit v(s)u(h]) ol v est un élément de AH : on
retrouve le résultat (3.33). On pourrait d'ailleurs voir que c'est 13

le seul cas ol e(s-lo(i)) ne dépend pas de x.
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G - ETUDE DE A, QUAND ™ EST UNE INTEGRALE DE REPRESENTATIONS.,

Dans ce qui suit, G désignera toujours un groupe localement compact
séparable (c.a.d. admettant une base dénombrable d'ouverts). On utilisera
la terminologie suivante (cf. DIXMIER [2] , appendice B) :

- un espace borélien (Z,B) est un ensemble Z muni d'une tribu B de
parties de Z appelées parties boréliennes de Z. En général, B sera sous-
entendu et on parlera simplement de 1'espace borélien Z ;

- si Z et Z' sont deux espaces boréliens, une application f : Z— 2
est dite borélienne si 1'image inverse de toute partie borélienne de Z'
est une partie borélienne de Z.

= une mesure positive sur un espace borélien (Z,B) est une mesure
positive sur la tribu B qui est en outre o-finie : il existe ume suite
de parties boréliennes Bn de Z telles que Z = UJ Bn et vérifiant pour

nelN
tout n, U(Bn) < + o,

- soit Z et Z' deux espaces boréliens, P une mesure sur Z. Une appli-
cation f : Z—Z' est dite p-mesurable (ou mesurable si aucune confusion
n'en résulte) si 1'image inverse de toute partie borélienne de Z' appartient
3 la tribu complétée de la tribu des boréliens de Z pour la mesure e
Les éléments de cette tribu complétée sont appelés parties u-mesurables

(ou mesurables) de Z.

(Pour toutes ces définitions, on peut aussi se reporter 3 MACKEY [ﬂ

p. 61-55 ou AUSLANDER et MOORE [1] ).
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~ Pour tout ce qui concerne les définitions et propriétés &lémentaires
des intégrales de représentations ou d'algébres de Von Neumann, on utilisera
DIXMIER [2] Appendice A.

Afin d'obtenir, dans ce paragraphe, des énoncés analogues au cas
abélien, en particulier le théoréme de BOCHNER pour les groupes de type I,
on utilisera, lorsque X est un espace de Hilbert complexe, 1'isométrie

»
entre X ® X et l'espace J(X) des opérateurs a trace sur X: i tout
¢ < +oo

¢= I £ €mn €XO0X (donc tel que I ]gnllnn| <+ ® ) on associe
n=] n=1
1'opérateur i trace T¢ défini par :
400

L'application ¢+ T, est une isométrie de X ® X sur 1'espace

¢

de Banach obtenu en munissant Z(X) de la norme-trace notée ||.||l :

Hell= Tyl = exdlTyD
+o0
On a de plus la formule tr(T¢) = n§|< £ n|nn> d'od, plus généralement,
pour tout opérateur borné U sur X : tr(UT¢) = I < Ugnlnn>
=]

n

(cf. par ex. TREVES [l] ) formule qui identifie le dual topologique

de 1'espace de Banach J(X) 3 l'ensemble (X) des opérateurs bornés

sur X (cf 2.4).
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S1 m est une représentation unitaire continue de G, on peut donc
caractériser ATT de la maniére suivante : une fonction u : G - € appartient
aA si et seulement si il existe T € J(X) tel que 1'on ait pour tout
s8eG :

_ u(s) = tr(m(s)T).

On a alors, plus généralement, si S€VN, , <u,S> = tr(ST) = tr(TS).
De plus, si T est irréductible, 1'opérateur T est unique et 1'on a
Hall = [Tl], (£ 2.6, 1),

Nous aurons & utiliser dans la suite diverses notions de mesurabilité.

Leur équivalence résultera en général du lemme suivant :

(3.38) LEMME. - Soit X un espace de Hilbert complexe séparable. Tout

opérateur bormé U sur X est limite ultrafaible d'une suite d'opérateurs

de rang fint.

DEMONSTRATION. - Soit .2(X) 1'ensemble des opérateurs bornés sur X, et

A la sous #-algébre de £(X) constituée par l'ensemble des opérateurs

de rang fini. Le commutant de A est réduit aux homothéties, donc son bi-
commutant est &gal 3 Y¥(X) ; d'autre part, l'ensemble des Tx pour T€A,

x € X est évidemment &gal 3 X. Il en résulte que A est fortement dense dans
Y (X) (cf. DIXMIER {I] ch. 1, §3 , cor. 1 du th. 2). D'aprés le théoréme
de densité de APLANSKY (loc. cit th. 3), la boule unité de A est fortement

dense dans celle de ¥(X) et, comme X est séparable, cette dernidre est

métrisable (loc. cit, prop. 1).
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Ainsi, pour tout U € %(X), il existe une suite (Un) dans A telle
que U = lim U_ pour la topologie forte avec de plus lllUnlll < [||U||l_
Cette derniére condition implique que 1'on a aussi U = lim Un pour la
topologie ultraforte car celle-ci coincide avec la forte sur les parties
bornées de £(X). Enfin, comme la topologie ultrafaible est moins fine

que l'ultraforte, on a U = lim Un ultrafaiblement c.q.f.d.

Soit (Z,u) un espace borélien mesuré, et z - X, un champ mesurable
d'espaces hilbertiens sur Z ; on désignera par Ll(Z,u)g 1'ensemble
des champs mesurables T : z > Tz d'opérateurs 3 trace tels que
‘f||T2||] du(z) < + ® et par L7(2,1)® 1'ensemble des champs mesurables
d'ipérateurs bornés tels que ess sup|||T2||| < + ® c.a.d. 1l'ensemble des
"opérateurs décomposables'" (dans ces définitions, on identifie deux

champs égaux J-presque partout).

Cas d'un champ constant. - Soit Z un espace borélien, U une mesure posi~
tive sur Z ; un champ mesurable z +> Xz d'espaces de Hilbert sur Z est
appelé champ constant si

(1) il existe un espace de Hilbert s&parable X tel que, pour tout g
*

L
(ii) Les champs de vecteurs mesurables associés au champ z + ¥ sont
z
les applications mesurables Z + X (c.a.d. puisque X est séparable, leg

f : Z > X telles que, pour tout a ¢ X, z » <f(z)| a > soit mesurable)
@
Dans ces conditions, 1'intégrale hilbertienne f deu(z) est

simplement 1'espace de Hilbert L2(Z,u,x).
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Avec les mémes hypothéses, un champ z ~ T, de représentations d’un
groupe G dans X est un champ mesurable de représentations si et seulement
si, pour toute f mesurable Z + X et tout s €G, l'application z + nz(s)[f(z)]
est mesurable. La représentation w = Ie nzdu(z) de G dans L2(Z,u,X) est

2
alors définie par :

(3.39) (1))@ = [1()]) (=) (seC, zc2z, £el?(Z,u,X).

EXEMPLE. - Cas d'un groupe abé&lien séparable. -

Soit G un groupe abélien séparable. On choisit pour Z le groupe
dual é muni de la structure borélienne déduite de sa topologie ; on
choisit X = C. Si z cé, la représentation m, est la représentation de
G dans C définie par le caractére z. Pour toute mesure positive m sur G,

ce champ de représentations est mesurable et la représentation

0 ~
T o= J ﬂzdu(z) s'effectue dans L2(G,u) par la formule :

~

(3.40) [ﬂ(s)f] (z) = <s,z> £(z) (ol s€G, 2z ea et fe Lz(a,u)).

On a déja utilisé en (2.13) le fait que toute représentation sans
multiplicité de G est &quivalente 3 une représentation ainsi définie et on
en a déduit une caractérisation de ATr . On peut également caractériser
B, par un procédé analogue. Pour cela, si m' est une représentation de G
dans un espace de Hilbert séparable disons qu'une mesure p positive sur

cx s 4 s AP - - .
G est associée a T' si 7' est quasi-&quivalente 3 la représentation m de
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G dans Lz(a,u) définie par (3.40) (1'ensemble des mesures positives
associées & W' constitue une classe d'équivalence de mesures : cf.
DIXMIER [2]). D'aprés FELL ([2] , th. 3.3), la représentation 7' est
faiblement équivalente & 1'ensemble des représentations irréductibles de G
appartenant au support de U noté supp(u). Il en résulte que si u et y,
sont associées 3 n'] et W'Z , la représentation n'l est faiblement
contenue dans "‘2 si et seulement si supp Uy C SUPP Uy (ceci résulte

par exemple de DIXMIER [2], 18.1.5). On déduit de ce qui précdde le

résultat suivant :

(3.41) PROPOSITION. - Soit T une représentation d'un groupe abélien

localement compact séparable G dans un espace de Hilbert séparable

-~

et | une mesure pogitive sur G associée d m. Alors B7T est l'ensemble

-~

des transformées de Fourier inverses des mesures bornées sur G dont

le support est contenu dans celui de u.

~

DEMONSTRATION. - Soit V une mesure bornée sur G celle que supp Vv csupp |

H
on peut supposer, quitte 3 décomposer V, que V est une mesure positive.
Soit w la représentation de G dams LZ(E ;v ) définie comme en (3.40),
cette représentation est faiblement contenue dans T, on a donc 1'inc1usi§n
chB,n . Or, IGLI(E,\)) donc ﬁ(l.\)) = f(\))eAw (2.13) ; on en déduit

FM)e B_".
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Réciproquement, soit u aBn. D'aprés EYMARD [l], (2.1), il existe une
représentation w faiblement contenue dans 7w telle que u(s) = <w(S)£|n> .
ot £ et n sont des vecteurs de X , donc u appartient i Aw . En remplacgant

W
xw par le sous—espace stable engendré par les 7(s)f ol seG, oun se

raméne au cas oi Xw est séparable. Soit Vv une mesure positive sur 6
associée ‘3 w et soit w' la représentation correspondante de G dans

Lz(a,v) . Alors uelﬁu' , puisque Aw' = Aw , donc (2.13) il existe helﬂ(a,v)
telle que u = Z(hv). On a supp(hv) ¢ supp(v), et comme w est faiblement
contenue dans T, supp(v) csupp(u) d'old supp(hv) ¢ supp(u). c.q.f.d.

Ce résultat sera généralisé aux groupes de type 1, pour une repré-

sentation quelconque en (3.56).

(3.42) UN CONTRE-EXEMPLE POUR LA BOULE UNITE DE B_ . = Nous alloms pouvoir,
grdce 3 ce qui précéde, montrer que, contrairement 3 ce qui se passe pour
B(G) la boule unité de B n'est pas en général fermée dans 1'espace des
fonctions continues sur G, muni de la topologie de la convergence simple

(cf. (2.19)). Le contre-exemple qui suit m'a &té communiqué par R. SPECTOR :

Soit G =R et G = R. Soit T une représentation de R dans un espace

de Hilbert séparable dont le support (c.a.d. le support d'une mesure

associde 3 7) soit W".
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(par exemple la somme hilbertienne des représentations définies par les
caractéres t eimt hn > 0). Nous allons voir qu'il existe une suite
généralisée de mesures bornées de norme 1 sur & = R , & support contenu
dans 6 ® , dont les transformées de Fourier, qui constituent umne suite
généralisée dans la boule unité de B, , convergent simplement vers 1.
Or 1 transformée de Fourier inverse de la mesure de Dirac en O, n'appar-
tient pas a B“ .

Pour construire la suite généralisée en question, nous utiliserons

le résultat suivant :

LEMME. - Pour tout € > O et toute partie finite ACR il existe un entier

peN* tel que 1l'on ait, pour tout t €A ; |eipt -1 s €.

Ceci résulte d'un théoréme de DIRICHLET (cf. KAHANE et SALEM, [1],
page 177).

Pour tout € > O et toute partie finie AcR, soit pe,A le plué petit
entier strictement positif satisfaisant au lemme. Soit I 1'ensemble des
couples (€,A) ordonné par la relation : "(€,A) < (¢',A') ssi €' € € et

AcA' ". Cet ensemble est ordonné filtrant et, d'aprés le lemme, la suite

généralisée des mesures de Dirac GP répond & la question.
£,A
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Revenons maintenant & un champ constant quelconque. L'espace LI(Z,U)0
s'identifie alors i 1'espace Ll(Z,Lu.ﬁTX)) des classes de fonctions
Zz > J(X) intégrables au sens de BOCHNER pour la mesure j. Car, soit
T : 2 >9(X), nous allons voir qu'il revient au méme de dire que T est
y-mesurable au sens de BOCHNER, ou que T est un champ d'opérateurs,
mesurable relativement au champ constant défini par p et X.

En effet, puisque X est séparable, X 3 X donc J(X), est séparable.
Ainsi, T est mesurable au sens de BOCHNER ssi il vérifie :

(C]) : Pour tout U € AX), la fonction z & tr(TzU) est p-mesurable.

Alors que T définit un champ mesurable d'opérateurs ssi il vérifie

(CZ) : Pour toute fonction p-mesurable f : Z + X, la fonction
zr+ Tz[f(z)] est encore mesurable.

Mais, en considérant une base hilbertienne de X, on voit que cette
derniére condition équivaut 3 :

(C3) : Pour tout couple (§,n) €X*X, la fonction z+~ <Tz(g)|n> est
mesurable.

Cette derniére condition s'écrit aussi :

(Cé) : Pour tout ¢ = £ 81 , la fonction z v tr(TzT ) est mesurable.

gén
Elle é&quivaut donc i (Cl) d'aprés le lemme (3.38) puisque la topologie

ultrafaible sur &£ (X) est la topologie de dualité o(L(X), F(X)) (cf. 2.4).
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D'apres SAKAL [1] , (1.22,13), le dual de L'(Z,u, JTX)) est 1'algebre

de Von Neumann Lm(Z,u, #(X)) des applications U : Z + £(X) qui vérifient :
1%) (CA) : Pour tout T € 9(X), la fonction z » tr(TUz) est mesurable.
2°) Le champ U est essentiellement borné.

La formule de dualité est :< T,U> = f tr(TzUz)du(z).
Z

Autrement dit, Ll(Z,u,ﬂ'(X)) est le prédual de Lm(Z,u,_C[(X)). La
condition (C4) est équivalente 3 (C3) du fait de 1'expression des éléments
de X & X , donc de J(X), sous forme de séries ; elle &quivaut donc
finalement a (CZ) et exprime ainsi que U est un champ mesurable d'opérateurs.

. @
Finalement, L”(z,u,g’(X)) = Lm(Z,u) dans le cas d'un champ constant.

Les considérations précédentes vont permettre d'étendre au cas d'un
groupe de type I les résultats obtenus en (2.13) dans le cas abélien
c.a.d. de caractériser A'rr quand T est une intégrale de représentations
irréductibles. Lorsque G est quelconque, je ne connais en revanche que

le résultat suivant :

(3.43) PROPOSITION. - Soit Z un espace borélien, u une mesure positive
sur Zetzwm, unochamp u-mesurable de représentations irréductidles
de G. Soitt m = f nzdu(z). Alors, pour toute ue€ A‘rr s 1l existe

YA
'l'sLl(z,u)o tel que :

(7) Pour tout s€G , u(s) = j tr(nz(s)Tz)du(z).
Z
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(11) Soit fze ATT définie par fz(s) = tr(nz(s)Tz) Alors pour tout
2
sec*®@), on a :

< S,u> = j;<S,fz> du(z).
(ii1) om a |lu]] « f HTZHl du(z), et on peut choisir le champ
Z
Te LI(Z,U)@ de fagon a4 avoir 1'égalité.

+o0

DEMONSTRATION. - Soit dans A_ la fonction s u(s) = I <mw(s)E lnk> od
T k=1 k
+o00

(gk) et (nk) sont des suites de vecteurs de X telles que Z_l|£k|lnk| <t

@
Comme XTr = S XTr du(z), il existe des champs de vecteurs de carré
z
Z ® )
sommable z " & (2) et z v n, (z) tels que & =jzgk(z)du(z),|£kl =

® @
2
= J;IEk(Z)I du(z), Ny = IZ nk(z)du(z), Inklz = Iz|nk(z)|2du(z). Avec

ces notations, on trouve que :

+00
(3.44) u(s) = I f<ﬂz(5)£k(2)]nk(2) > du(z).
k=1 Z

On va montrer, en utilisant le théoréme de Fubini, que 1'on peut,
dans (3.44), permuter I et f. Pour cela, on pose : vk(z,s)=-<nz(s)gk(z)]nk(z)>.
On salt que z vk(z,s) est mesurable, donc (k,z) v vk(z,s) est une appli-
cation mesurable N x Z - C. D'autre part, on a |vk(z,s)| S ng(z)||nk(z)|
et, comme z V> IEk(z)I et z & Ink(z)[ sont de carré sommable,
z ng(z)||nk(z)| est intégrable et, de méme que pour vk(z,s). L'application

(k,z) V¥ IEk(Z)Ilnk(z)| est mesurable. On a alors successivement :
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jzlsku)llnk(z)]du(z) € ( le £, 2@ 2 [ In (2)]2auz))}/?
Z .

+00

§

d'od : fZ g @ In (@ |duz) < = | g |In| < + =

z
k=1

™

=1

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini aux fonctions |Ek(z)||nk(z)|

et vk(z,s), ce qui donne :
+o0

ws) = [ @ <1 ()E (@) n (2)%) du)
Z k=1
400
ou en posant f (s) = I < ﬂz(s)Ek(z)lnk(z)> » quantité qui est finie
k=1

pour presque tout z :

us) = [ £ (s) auca).
Z

Le théoréme de Fubini montre aussi que :

+00 +c0

+o0
(3.45) ( T | @]||n(2)]| ducz) = ¢ d .
'fz oy K (2] el J2 15 @] In @ w@s gl Ingls

=]

+co
en particu}ier, pour presque tout z, I |£k(z)[|nk(z)| est fini, ce qui
400 k=1
A =
montre que ¢z =X Ek(z) ® nk(z) < Xz ® X, pour presque tout z et que

k=1
fz(s) = tr("z(s)T¢,)' On obtient donc 1'égalité (i) en posant TZ = T

¢

On, a de plus : z

7,

400

+-00
1, = ||k§l E () 8 (2)]] < ]l £, (2|, (2)]

z
z k=

d'ol 1'on déduit, d'aprés (3.45) que z » Iszlll est intégrable et vérifje

@40 U1, w ¢ slgling-

Ainsi, Terl(z,n®.

84



Sur l'espace de Banmach,...

On va montrer maintenant que, pour tout Se€C¥*(G), on a :

<§,u> = f <S,fz>du(z). Pour cela, supposons d'abord que S est une fonction
Z

geLl(G). On a :

<g,u> = f g(s)u(s)ds = f g(s) [ f f (s)du(z)]ds = f dyu(z) f g(s)f_(s)ds

z z
G G Z Z G

ce qui est bien, dans cas, la formule désirée. En effet, 1'application du

théoréme de Fubini est justifiée par les considérations suivantes. Tout

d'abord, on sait que pour tout z€ Z, l'application s» vk(z,s) est continue

et que pour tout s€ G, l'application z & vk(z,s) est mesurable, il en

résulte que v, est une application mesurable : Z x G - C (cf. MACKEY {1],

+o0

lemme 9.2) et il en est de méme de 1'application : (z,s) » ¥ vk(z,s)=fz(s).

k=1
On a d'autre part

400
lg(s)| ds [£_(s) |du(z) < gs)| (|t ) ds < + oo
[ [ e [le@! @ lelinD e

d'aprés (3.45)).

Si S est un &lément quelconque de C*(G), il existe une suite (gn)n‘_IN

dans Ll(G) telle que lim Hs—gnH = 0, d'od
<s,u> = lim <gn,u> = lim }; <gn,fz> du(z). Or, pour tout z¢2,

lim <g,f > = <S,f >. D'autre part, soit A un majorant de 1'ensemble des
! +

||gn||. On a : | <gn,fz>l < A||fz|| <A i- | Ek(z)l lnk(z)l)et ce majorant

est intégrable d'aprés (3.41).
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L'application du théoréme de Lebesgue donne 1lim j' <gn,fz> du(z) =

Z
‘; <S,fz> du(z), ce qui est le résultat (ii) annoncé.
VA
D'aprés le résultat (ii), on a donc, pour tout SecC*(G)
I<s,u >ls [ 1<s.e > lau < |Isl] [ 11e, | [aue
Z Z
cad. sl slisl [ 1In)] .
Z
aor lull € [lIT]1, auco.
Z
40
Soit (Ek) et (nk) telles que u(s) = I <m (s)gklnk> et
o k=1
lul| = = |£k||nk] (2.9) ; on a vu en (3.46) que :
k=1
f 40
Hr I, au@y sz g |In, |
" z''1 k=1 k k
On en déduit que, gr3ce a ce choix particulier des suites (gk) et (nk)
on obtient un champ T tel que : ||u|| = J Isz||l du(z). C.Q.F.D.
Z

REMARQUES. 1) - On peut généraliser ce résultat au cas d'une décomposition
intégrale en représentations non irréductibles 3 condition d'abandonner
le langage des opérateurs i trace (cf. ARSAC [2] )

2) La portée de cet &noncé est limitée par le fait qu'il ne
permet pas de calculer <u,$> quand SC'VNTr (sauf si S em(C*(G)) : formule
(ii)). Ceci provient du fait que 1'on ne connait pas la relation entre v“n
et VN“z . Au contraire, si G est de type I, cette relation existe. VN est
1'intégrale des VN, ; c'est 1'idée de 1'énoncé suivant qui traite le cas

z
d'un champ constant.
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(3.47) PROPOSITION. -  Soit (Z,u) un espace borélien, u une mesure

positive sur Z, X un espace de Hilbert complexe séparable. Pour tout
zel, soit T une représentation irréductible de G dans X. Supposons
que le champ T, soit mesurable relativement au champ constant d'espaces

®
de Hilbert défini par (Z,u,X) et sortm = _{ T du(z) . Supposons en
Z

VN du(z) (ce qui est toujours vrai pour les groupes
Z

de type 1). AZors les espaces de Banach A et L! (Z,u, (X)) sont

outre que VN

isométriques. De fagon plus précise, pour tout T eLl(Z,u, FX));

11
existe une unique ueA_ telle que :
(7) Pour tout s& G , u(s) = J' tr(nz(s)Tz)du(

Z

et L'on a de plus :
Se
(i1) Pour tout S = Szdu(z) € VN“
<u,S$> = Itr(T 8 )du(z)

(iit) |lul] = furuau(z)

DEMONSTRATION. - Puisque VN‘n’ = Z(X) pour tout z, 1'hypothése

z
VNﬂ = r VN'n dp(z) signifie que VNTT = Lw(Z,u,.?’(X))‘ Ainsi, le prédual
Z z

de VN_ qui s'identifie 3 A'rr » s'identifie aussi 3 Ll(Z,u,f(X)), ce qui

prouve que ces deux espaces sont isométriques par 1'application qui i

1 . . . . -~
tout T€L (Z,u, (X)) associe la fonction uGATr définissant la méme forme

®
{inéaire sur VNTT c.a.d. telle que, pour tout § = I Szdu(z) on ait :
z
<u,$> = f tr(T_S )du(z).
7 2 2z
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Comme il s'agit d'une isométrie, on a de plus

[lul] = fZIITzH] du(z).
Enfin, en choisissant S = T(s) avec s €G, on a :
u(s) = <u,m(s)> = r tr(m, (s)T )du(z).
YA

et cette derniére relation définit u sans ambiguité.

C.Q.F.D.

On va maintenant déduire de cet &noncé, par un procédé classique,

1'énoncé général pour un groupe de type I :

GROUPES DE TYPE I ~ RAPPELS. - Soit G un groupe de type I et G 1'ensemble

des classes de représentations irréductibles de G. Pour tout n = 1,2,...
(oG = désigne le cardinal du dénombrable) soit Gn 1l'ensemble des ch;

-~

qui sont de dimension n ; on sait que G est muni canoniquement d'une

structure borélienne standard (d'ailleurs déduite de la topologie de Fell)

-

pour laquelle chacun des Gn est borélien. Pour tout n, on désigne par X
n

un espace de Hilbert fixé de dimension n.

(3.49) Toute mesure positive W sur G définit un champ mesurable d'espaces
hilbertiens sur G de fagon suivante : pour tout n, soit o (resp. u' ),
- -~ n
la mesure sur Gn (resp. sur G) induite par U (resp. égale 3 xa -} ol xa
est la fonction caractéristique de Gn) ; pour tout zG'Gn soit X =X :
2
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un champ de vecteur z > x(z) oli, pour tout z, x(z) eX.z , sera dit mesurable

8i sa restriction i Gn est une application un-mesurable Gn > xn. On a la

formule évidente :

® - -~ -
(3.50) | X du(z) = 12@G,u',x,) @ L2(G,u",,X,) @ ... oL (G,u" ,X.).
G z 1’771 2’72 az e

De plus, chacun des espaces de Hilbert qui figurent dans cette formule est

-~

séparable, puisque G est standart.

(3.51). 11 existe un champ z -+ Bz de représentations de G dans Xz tel
que Bz appartient a la classe z pour tout z. Ce champ est mesurable rela-
tivement au champ d'espaces de Hilbert défini par n'importe quelle mesure

positive M sur G Dans la suite, on ne se préoccupera que de ce champ

d'espaces hilbertiens.

(3.52). Pour toute représentation M de G dans un espace de Hilbert séparable

X, il existe une mesure positive U sur G telle que T soit équivalente a

0
I,.cszdu(z) ol, pour tout z, c, est un cardinal. On adoptera dans la
G

®
suite la notation simplifiée j c,z du(z). Réciproquement, toute mesure
y définit une telle représentation a une quasi-équivalence prés. Les sous-
espaces Lz(a,u'n,xn) de l'espace de T sont évidemment invariants par 7 donc
1a décomposition (3.50) induit une décomposition de T : T = w'lOﬂ'ZO...On;

oii pour tout n, ﬂ'n = IZ czzdu'n(z).
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Les mesures u'n étant concentrées sur les Gn sont deux & deux Etrangéres
donc les représentations n'n sont deux 3 deux disjointes (DIXMIER [2],
8.4.7). La représentation n'n est trivialement équivalente i
LN Jf czzdun(z) ol 1'intégrale est relative au champ constant défini

-~ Gn
par Gn > U et Xn' L'application 3 m lorsque c, = I pour tout z, de
la proposition (3.47) va permettre de démontrer le ré&sultat suivant :
(3.53) THEOREME. - On garde Les notations précédentes : soit m une

représentation d'un groupe de type 1 dans un espace de Hilbert

. A » -

géparable, soit u une mesure sur G associée d w. Alors, les espaces

de Banach A et L](G,u)‘B sont isométriques. De fagon plus précise,

pour tout 'l.‘ﬁLl(G,u)0 » Ll existe un unique u GATr tel que l'on att -

(1) pour tout s€G, u(s) = f‘ tr(Bz(s)Tz)du(z).

G

et l'on a de plus :

(ii) Pour tout S&VN_, il existe un unique U¢L”(Z,u)®

tel que :

<u,S$> = I- tr(T U )du(z).
G z z
(i27) La correspondance définie en (i1) est une isométrie de VN
o

sur Lm(Z,u)o.

(o) Vall = Jll7 1] auo.
G
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i ]
DEMONSTRATION. - On sait que la représentation w = J.- z dy(z)

G
est quasi- équivalente a m (DIXMIER [2] 8.4.4). On a donc A, = Ay .

A} e \i = ’
o » o0 w' IZZ dy n(z)

® 1
= - = = =A
et W g; zdun(z) donc Aw, Aw ATT n
n

On a, comme en (3.52), w =

|
S
+
+
E‘
+
+
€

Remarquons d'autre part que siTGLl(G,u)0 et si Tn désigne sa
-~ +00

. e - 1,7 @
restriction 3 G, on a T €L (G ,u )" et r)i_lHTuHl = T, -

Réciproquement, si (Tn) est une suite de champ mesurables telle que,
PS +o0
1 ® g .
pour tout m, Tne L (Gn,un) , vérifiant de plus E—]||Tn|‘ < + wmet s1 T

- -

désigne le champ d'opérateurs sur G qui coincide sur chaque Gn avec

T ona:
n

rer (G, et ]|T||1

-z izl

n=1

~

Or, on peut appliquer 3 W la proposition (3.47) car on a

0 8

= - ' =

vy, _[G Ny du' (2) (DIXMIER [2] , 8.4.1) donc VN_ f- VN du (2).
n z n G z

-

Ainsi, L (Gn’ un) est isométrique 3 A“h = A“, . On en déduit, en utilisant
n -

(3.13) et la caractérisation de L](G,u)0 en fonction des Ll(Gn-Un) donnée

-

-~

ci-dessus, que A1T = Aw est isométrique 3 L](G,u). D'autre part, on a
~ VNg du(2) (d'aprés DIXMIER [2], 8.41) et comme N,
G z

SO
an =
z

ceci signifie que an = Lm(G,u)g. Ainsi le dual de 1l'espace de Banach

= £(x)

A, s'identifie d'une part 3 VN7T , d'autre part a ﬁm(G,u)O, ce qui prouve

que ces deux espaces sont isométriques.
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I1 reste 3 préciser ces isométries :

A tout TGLI(G,U)Q, on associe d'aprés ce qui précéde la fonction

uGATr définie de la maniére suivante : & T, on associe d'abord 1la

suite des Tn comme ci-dessus, puis & chaque Tn on associe uncA grice
w

n
a (3.47) ; autrement dit :

(3.54) u_(s) = IA cr(Bz(s)Tn(z))dun(Z) = f—tr(Bz(s)Tz)xan(s)du(s).

G G
n

Enfin, 34 la suite (un) on associe u = U tugte .ty ol la série

converge dans B(G), donc uniformément. On en déduit :

u(s) = u, (s)+u2(s)+. . .+u°°(s) .

donec, d'aprés (3.54)

u(s) = f. tr(Bz(s)Tz) du(z).
G

ce qui démontre (i) et (iv) (car on sait que la correspondance ainsi

définie est une isométrie),

Soit maintenant StVN." » on lul associe UGLOO(G,]J)Q = VNw tel que

S et U définissent la méme forme linéaire sur ATT = Aw :

<u,S8> = <y,U> .
Dans cette formule, <u,U> est calculé dans la dualité (Am’VN ), donc,
W

d'aprés (3.13) on a :

1

<u,U> = <y,,U.> +,..,4< um,Uo'o>

ol U'n = Unxa ol <ul,U'l>...<u°°,U°'°> sont calculés dans les dualitég
n

w

(A“"n »VN ,n). On a ensuite : <u ,U' > = <u,U,> ol U désigne le champ
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~

sur G défini par restriction de U et ol le crochet cun,Uny est calculé
n

dans la dualité (Au ,VN“’) ce qui donne finalement :
n n

cu U » = fa te(T (2)U (2)dy (2) =fatr(TzUz)xan(z)du(2)
n

d'olu 1'on déduit (ii) et (iii) (car on sait déjd que la correspondance

ainsi définie est une isométrie). C.Q.F.D.

(3.55) COROLLAIRE 1 : THEOREME DE BOCHNER. - GSoit G un groupe de type I.
1) Pour toute u €B(G), 1l existe wune mesure positive u sur G et un
champ d'opérateurs T eL](G,u)0 tels que :

u(s) = Jfa tr (B, (s)T, )du(z)
G - -
2) Pour toute mesure positive U sur G et tout‘I‘cLl(G,u)o vérifiant
u(s) =fatr(BZ(Z)Tz)du(z) ,ona |lu]] = f; 7,11, ducz).
3) Soit (u,T) et (u',T') deux cowples vérifiant les conditions de 1).
Supposons de plus que l'on ait T, # O u-pp et T', # o0 v ’‘pp; alors

les mesures u et W sont équivalentes. Soit h u'-mesurable telle

que W = hu' ; on a alors T'z = h(z)Tz u'pp.
DEMONSTRATION. - Soit u € B(G), soit T une représentation telle que

u(s) = <n(s)E|n> avec (E’”)‘)ﬂr‘ XTr (par exemple, la représentation

universelle de G). En remplagant XTr par le sous—espace stable engendré
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par les T(s)f ol seG , on se raméne au cas ol XTT est séparable. On

obtient alors 1) en appliquant le théordme précédent.

Soit (u,T) tel que u(s) = fa tr(Bz(s)Tz) du(z) avec TcLl(a,u)'.

@
Soit T = f. z du(z) ; alors, d'aprés le th8oréme précédent, on a ue A
G

et lull = LTI, quz) da'on 2).
G

Soit (u',T') un autre couple vérifiant les mémesconditions et

™ = ff 2z du'(z). On a ugA _+A , =
G T
Xﬂ ® X", qul est séparable comme X." et X‘rr' . Soit vV 1la mesure positive

sur G associée 3 mén' . Comme T et T' sont des sous-représentations de

A et + 1 !
o’ T T s effectue dans

mén' , les mesures U et u' sont de base y (DIXMIER [2]8.4.5) : il existe

f et f' v-mesurables telles que uy = fv et u' = f'v d'od :

u(s) = fa tr[Bz(S)(f(Z)Tz)]d\)(z) = f&trrsz(s)(f'(Z)T'z)]d'\)(Z) d'ou

daprésle théoréme précédent, puisque f(z)'l'z eLl(a,\))‘D et f'(z)'l"z ¢Ll(€;.“). :
f(z)'l’z = f'(z)T'z VP.p.
d'o £ |1, = £ @[T, [, vp.p.
On a donc 1'égalité de mesures :
T, f@ev = ||| £ @ v

c.a.d. Hr 1] ez = []T°_[], du'@).
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Si 1'on suppose de plus Tz # 0 yp-p.p et T'z # O u'-pp la mesure y

est équivalente 3 IITZI|] du(z) et la mesure u' est équivalente i

||T* lll du'(z). D'aprés 1'égalité précédente, ces deux mesures sont
z
donc équivalentes; On a plus précisément du(z) = h(z) du'(z) o

[zl
h(z) = TT——ETTL (on sait par hypothése que ||Tz||1 # 0 upp. donc
T
z''1
! | est défini p.pp et, ce qui revient au méme, u'pp). On en déduit
T
7,1, f(2)

grﬁce aux égalités obtenuescu cours du calcul : h(z) = F7(z) WHPP: ou u'pp

d'ou T', = h(z)T, c.q.f.d.

REMARQUE. - Les résultats (3.53) et (3.55) constituent une généralisation
au cas des groupes de type I de la théorie de la transformation de Fourier
inverse dans les groupes abéliens, la fonction u(s) = jltr(Bz(s)Tz) du(z)

G

~ . . - 1
étant la "transformée de Fourier inverse" du couple (T,u) o0 T L

- €
G,u)
(intuitivement c'est la transformée de Fourier inverse de la "mesure

vectorielle bornée"” de densité T par rapport i u). Comme dans le cas abélien,

on peut caractériser B

(3.56) COROLLAIRE 2. - Soit T wne représentation wnitaire continue d'un
grouwpe de type 1. Alors B est l'ensemble des "transforméee de Fourier

inverses"” des couples (T,v) o V est une mesure positive d support

eontenu dans celui de m et ot Te Ll(G,\))O.
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DEMONSTRATION. - Rappelons que le support S de m est par définition
1'ensemble des représentations irréductibles faiblement contenues dans .
C'est un fermé de E; qui coincide, lorsque 1'espace de T est séparable,
avec le support de toute mesure associée 3 m (FELL [2], th. 3.3), »

-~

Soit V une mesure positive sur G telle que supp v cS. Soit y = ae dv(z)
z

on a suppw = suppV ¢S donc w est faiblement contenue dans w ce qui implique
. . < 1,5 ®
1'inclusion ch. B_" ; d'aprés (3.53), pour tout T €L (G,v) , la transformie
de Fourier inverse de (T,v) appartient a Aw , donc 3 BTT.
Réciproquement soit U‘B'rr’ et soit w comme en (3.41) une représentatiom
dans un Hilbert séparable, faiblement contenue dans 7 et telle que

u(s) = <w(s)£|n> ; soit v une mesure positive sur G associde 3 y et soit

!‘0
w' =1 B dv(z).
G 2

= 1)
On a suppVv suppw € S, d'autre part ue¢ Au) et Au) = Aw. donc u est bien

de la forme annoncée. c.q.f.d.

REMARQUE. - On sait que 1'ensemble des B est en bijection avec 1'ensemble

-~

des fermés de G par 1'application qui 3 tout B associe le support de
(cf. EYMARD [l], 1.2.4). L'énoncé précédent permet de définir directement

-

1'espace B_" a partir du fermé correspondant de G.
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