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INTRODUCTION' -

Soit G un groupe localement compact ; désignons par C*(G) la C*-algèbre 

j 

enveloppante de L (G). Le dual de l'espace de Banach C*(G) s'identifie à 

l'espace vectoriel complexe B(G) engendré par l'ensemble P(G) des fonctions 

continues de type positif sur G. Comme P(G) est stable pour le produit 

ordinaire des fonctions, B(G) est une algèbre, et c'est même une algèbre 

de Banach pour la norme de dualité avec C*(G). 

Cette algèbre B(G) a été étudiée par EYMARD [l] qui montre d'autre 

part que l'ensemble A(G) des coefficients de la représentation régulière 

2 
gauche de G dans L (G) est un idéal fermé de B(G) (appelé algèbre de 

Fourier de G) dont le dual s'identifie à l'algèbre de Von Neumann VN(G) 

2 

engendrée, dans l'ensemble des opérateurs continus de L (G), par les opéra­

teurs de translation à gauche par G. 

Après une première partie de notations et rappels, la deuxième partie 

de ce travail généralise cette dualité au cas d'une représentaion unitaire 

continue quelconque ÏÏ de G : soit l'espace vectoriel fermé engendré 

dans B(G) par l'ensemble des coefficients de *iï ; le dual de s'identifia 

à l'algèbre de Von Neumann VN^ engendrée, dans l'ensemble des opérateurs 

de l'espace de TT, par les opérateurs T T ( S ) OÙ se G. Ceci permet de carac­

tériser les éléments de A^ comme sommes de certaines séries absolument 

convergentes de coefficients de TT et d'étudier les propriétés "fonctoriell**11 
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de A^ ; comme application de cette dernière étude, signalons en particulier 

que si H est un sous-groupe fermé de G, l'ensemble A^JH des restrictions 

à H des fonctions de A^ est toujours fermé dans B(H). Désignons d'autre 

part, d'après EYMARD (loc. cit.), par l'ensemble des coefficients des 

représentations unitaires continues de G qui sont faiblement contenues dans 

TT . On étudie également dans cette deuxième partie certaines propriétés 

de : les espaces B^ sont des espaces A^ particuliers, caractérisés parmi 

les A^ par le fait qu'ils sont fermés pour la topologie faible de dualité 

a(B(G), C*(G)). D'autre part, si TT est C.C.R., on a A^ = B^. 

Ainsi, à toute représentation ÏÏ de G sont associés deux espaces de 

Banach A^ et B^ ; la troisième partie de ce travail est consacrée à l'étude 

de la correspondance TT H- . C'est ainsi que, après avoir montré que les 

espaces A^ sont en bijection avec les classes de quasi-équivalence de 

représentations de G, on étudie comment calculer A^ lorsque TT est une 

somne hilbertienne, un produit tensoriel, une représentation induite, une 

intégrale de représentations. La simplicité des résultats obtenus constitue 

une justification a posteriori du choix de l'objet A^ , en ce sens que 

l'étude de la correspondance qui à TT associe l'ensemble de ses coefficients, 

ou l'espace vectoriel qu'ils engendrent algébriquement, ne conduirait pas 

à des résultats aussi naturels qu'en fermant ce dernier espace pour la norme 

de B(G) (ce qui conduit à A^) ou pour la topologie de la convergence compacte 

(ce qui conduit à B^). On signale aussi au passage certaines propriétés de la 
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correspondance ir B^ qui donne lieu en général à des résultats moins 

simples : par exemple, lorsque TT = (D ÏÏ. , alors que A est l'ensemble 
ici 1 71 

des sommes de séries normalement convergentes de fonctions appartenant 

aux A^ , un contre-exemple montre que, lorsque I est infini, il n'en est 
i 

pas de même pour . 

L'étude de A^ , lorsque TT est une intégrale de représentations, conduit 

à ce qui est sans doute l'application principale de cette troisième partie ; 

l'extension au cas des groupes de type I (non nécessairement unimodulaires) 

de certaines résultats relatifs à la transformation de Fourier inverse, 

classiques dans le cas abêlien. En particulier, le théorème de BOCHNER pour 

les fonctions de B(G) est déduit d'un résultat plus précis (3. 53) qui carac­

térise les espaces A^ comme images isométriques, par la transformation de 

Fourier, d'espaces d'opérateurs à trace integrables sur le dual. 

Diverses autres applications sont données au cours de cette troisième 

partie. Tout d'abord, on redémontre en l'améliorant le résultat suivant, 

obtenu par d'autres méthodes par C. HERZ [ 2 ] : l'algèbre de Fourier d'un 

sous-groupe fermé H de G n'est autre que l'ensemble des restrictions à H 

des fonctions de A(G) ; on étend ensuite au cas d'une représentation induite 

quelconque en l'améliorant, un résultat démontré par le même auteur pour la 

représentation régulière : il s'agit d'un principe de "domination" , pour 

toute représentation induite à partir d'un sous-groupe fermé H, des coeffi­

cients de cette représentation par ceux de la représentation quasi-régulière 
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dans L (G(H)). Cette idée a des applications au comportement à l'infini 

des coefficients des représentations induites. 

Certains résultats, connus pour la représentation régulière gauche, 

sont également généralisés à une représentation quelconque : c'est ainsi 

que l'on montre que tout espace admet un unique supplémentaire topolo­

gique dans qui soit de la forme A^t . Dans le cas où G est moyennable 

(amenable) et où TT est la représentation régulière gauche de G, on retrouve 

ainsi une décomposition de B(G) obtenue par FLORY [l^ » avec une nouvelle 

caractérisation du supplémentaire de A(G) qui permet des calculs explicites. 

On donne aussi une condition nécessaire et suffisante pour que la repré­

sentation triviale de dimension un de G soit faiblement contenue dans une 

représentation TT : il faut et il suffit, pour cela, qu'il existe une unité 

approchée "externe" de A(G) constituée de fonctions de A^ , ce qui redonne, 

quand TT est la représentation régulière gauche, le résultat de LEPTIN [l] 

sur l'existence d'une unité approchée de A(G) quand G est moyennable. 

Sur un plan plus général, cette troisième partie permet d'établir, 

pour une représentation inéductible, la réciproque d'une propriété signalée 

dans la deuxième partie : si A^ = B^ , alors ÏÏ est C.C.R.. On obtient 

également une caractérisation des espaces A^ parmi les sous-espaces vectoriels 

fermés de B(G) : ce sont ceux qui sont stables par translation à gauche 

et à droite. 
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Dans un prochain article, nous donnerons diverses applications, 

exemples et contre-exemples, ainsi que la démonstration de certaines 

résultats, annoncés dans les notes aux compte-rendus de l'Académie des 

Sciences, qui n'ont pas trouvé place ici. 

PREMIERE PARTIE : NOTATIONS ET RAPPELS, 

(1.1) ESPACES DE HILBERT. - Tous les espaces de Hilbert dont il sera 

question seront des espaces de Hilbert complexes. Soit X un tel espace ; 

la norme d'un vecteur ÇcX sera notée et celle d fun opérateur linéaire 

continu T : X X sera notée | | | T | | | . 

(1.2) MESURE DE HAAR. MESURES ET FONCTIONS SUR UN GROUPE. - Soit G un 

groupe localement compact. On désignera par ds une mesure de Haar à gauche 

sur G choisie une fois pour toutes ; si G est compact et infini, ds sera 

supposée normalisée : J ds = 1. On désignera par JT(G) l'ensemble des 
G 

fonctions continues à support compact et à valeurs complexes définies sur 

G. Plus généralement, si E est un espace topologique localement compact 

quelconque, JT(E) désignera l'ensemble défini de manière analogue. 

Pour toute fonction complexe f sur G, on définit f et f par les 

formules suivantes, où scG : 

f(s) « f ( s H ) , f( S) = f(x~
J) ! 
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On désigne par JSQ ( O U A, si aucune confusion n'est à craindre) le 

module de G. Pour toute mesure y sur G, les mesures y et y sont définies 

par les relations suivantes, valables pour toute f*jT(G) : 

/ f(s) dy(s) = / f (s"!)du(s) , / f (s) dy(s) « /f(s) dy(s) 
G G G G 

Enfin, on désigne par M^{G) l'algèbre de Banach involutive des 

mesures complexes bornées sur G pour le produit de convolution, la norme 

= j d|y|(x) et l'involution isométrique y y* où y* * y . 
G 

(1.3) REPRESENTATIONS. - Par représentation de G, on désignera toujours 

une représentation unitaire continue de G dans un espace de Hilbert. Soit 

ir une telle représentation, on notera X l'espace de Hilbert dans lequel 

elle s'effectue ; si £ et n appartiennent à X , on notera r# n la fonction 

TT TT 

continue à valeurs complexes définie pour tout se G par : 

(1.4) ( Ç * /i)(s) = < T T ( S ) Ç | T I > -

(1.5) NOTATIONS F^, C * (G), N^ , N^ , C* , B(G), , P^ , P(G), N^. -

Soit TT une représentation de G ; les fonctions F # n sont les "coef-

ficients" de TT ; elles engendrent linéairement un espace vectoriel complexe 

que l'on notera F^ • On sait que les fonctions du type sont des fonc­

tions de type positif dites "associées" à TT • Elles engendrent également 
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(1.6) Les représentations unitaires continues de G sont en bijection 

avec les représentations non dégénérées de l'algèbre involutive L ' ( G ) 

et avec les représentations non dégénérées de la C*-algèbre de G ; elles 

se prolongent également en représentations de l'algèbre involutive jét^ (G)• 

Si ÏÏ est une représentation de G , on notera toujours ÏÏ ces divers prolon­

gements. Pour les propriétés de ces prolongements, cf. D I X M I E R [2] , 13.3 %5 % 

et 13.9.3. On notera Ker ÏÏ, et les noyaux de ïï considérée respec­

tivement connne représentation de G , de L * ( G ) , de C * ( G ) . On sait que le 

quotient de C * ( G ) par est encore une C*-algèbre, isométrique à ïï(C*(6)) 

d'après les proprié-tés des C*-algèbres. On notera C* .cette C*-algèbre 

que l'on identifiera le plus souvent à ïï[c*(G)j qui, elle, est une C * -

algèbre "concrète" d'opérateurs dans l'espace de Hilbert X^. 

Comme on l'a vu à l'introduction, l'espace vectoriel B ( G ) des combi­

naisons linéaires complexes de fonctions continues de type positif sur 6 

(qui est aussi l'ensemble des coefficients de toutes les représentations 

de G ) s'identif ie au dual de l'espace de Banach C* ( G ) par la formule sui^ 

vante : 

(1.7) si u c B ( G ) et f c L 1 ( G ) c C * ( G ) , on a : <f,u> = f f(x)u(x)dx. 
J G 

Dans la suite, B ( G ) sera toujours considéré comme muni de la norme 

de dualité avec C * ( G ) , notée ||u||, qui en fait un espace de Banach, et 

même une algèbre de Banach, l'algèbre de Fourier-Stieltjes de G , cf. 

EYMARD [l] . 
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Comme C* est un quotient de C * ( G ) , son dual s'identifie à un sous-

espace fermé de B ( G ) , que l'on notera B^, la norme de dualité avec C* 

étant la norme de B ( G ) , restreinte à B^. Si l'on identifie C* à T T ( C * ( G ) ) , 

la formule de dualité entre u € B^ et TT(f ) c C* , où f C L ' ( G ) , devient : 

(1.8) <7T(f),u>= / u(x) f(x) dx. 
G 

D'après EYMAKD [l], 2 .1 et 2 . 6 , B^ peut être encore être défini de 

la manière suivante : soit P l'ensemble des fonctions sur G , limite 
TT 

uniformes sur tout compact de sommes de fonctions de type positif associées 

à TT ; alors B^ est l'espace vectoriel engendré par P^ , et P^ s'identifie 

à l'ensemble des formes linéaires positives sur C* . L'ensemble des formes 

ïï 

linéaires positives sur C * ( G ) s'identifie, lui, à l'ensemble P ( G ) de toutes 

les fonctions continues de types positif sur G . 

(1.9) Soit TT une représentation de G et S un ensemble de représentations 

de G . Désignons par Ni l'intersection des N' pour O J G S . D'après J M G . FELL fil 

on dit que TT est faiblement contenue dans S si Ni C N' . Si S se réduit à un 
o TT 

seul élément TT', on dit que TT est faiblement contenue dans TT' (au lieu de : 

TT faiblement contenue dans {TT'}). Ceci signifie donc : N^ C . 

Si s N^, , on dit que TT et TT' sont faiblement équivalentes, il 

revient au même de dire que chacune est faiblement contenue dans l'autre. 
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DEUXIEME PARTIE : DEFINITION DE L'ESPACE . PROPRIETES GENERALES DE A^ 

ET DE ^ . 

A - (2.1) DEFINITION DE . - Soit TT une représentation de G , on désigne 

par A^ l'espace vectoriel fermé engendré dans B ( G ) par les coefficients 

de TT3 c'est-à-dire l'adhérence dans B ( G ) de F . 

REMARQUE 1. - Si ^ est la représentation régulière gauche p de G dans L ^ ( G ) , 

alors A,. n'est autre que l'algèbre de Fourier A ( G ) ; l'espace A est donc 
P • TT 

en quelque sorte 1' "espace de Fourier" de TT. Mais dans le cas de TT « 

une simplification importante intervient : l'ensemble des coefficients est 

déjà un espace vectoriel fermé : cf. EYMARD [l] , p. 218. 

REMARQUE 2. - Dans la suite, A^ sera toujours considéré comme un espace de 

Banach muni de la norme induite par B ( G ) . 

REMARQUE 3. - L'inclusion F^CB^ entraine que A^ est un sous-espace de Banach 

de V 

B - LE DUAL DE A^ • - Pour toute représentation TT, on notera VN^ l'algèbre 

de Von Neumann engendrée par TT(G) ( O U , ce qui revient au même, par T T ( L * ( G ) ) 

dans l'ensemble JS?(X̂ ) des opérateurs bornés de l'espace de Hilbert X̂ . 

Cette algèbre est le bicommutant de TT(G) ( O U de ÏÏ(L*(G))) ; c'est aussi 
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l'adhérence dans S£(X^), pour l'une quelconque des topologies faible, 

forte, ultrafaible, ultraforte, de i r f l J cG) ] ou de l'espace vectoriel 

engendré algébriquement par T T ( G ) . 

On sait (EYMARD [î ] ) que le dual de « A ( G ) s'identifie à VN^ qui 

est notée habituellement V N ( G ) . Le théorème suivant généralise ce résultat. 

Il a été d'abord été obtenu dans le cas d'une représentation quasi-régulière 

par P. N0UYR1GAT [l] . La méthode de démonstration utilise le produit 

tensoriel topologique dont l'introduction pour l'étude de A ( G ) est due 

à C. HERZ [l]. 

(2.2) THEOREME (i) . - Le dual de l'espace de Banach A^ s'identifie à 

l'espace de Banach V N ^ 3 et A^ s 'identifie au prédual de VN^ , 

c'est-à-dire à l'ensemble des formes linéaires ultrafaiblement 

continues sur V N ^ ; la formule d'identification est la suivante : 

lorsque u € A^ et f £L* (G)3 on a : 

(2.3) <u,7T(f)> = f f(x)u(x)dx. 

G 

(ii). - L'espace A est l'ensemble des u c B ( G ) qui sont de la forme 
+ 0 0 

u = E E * n où Ç 3 n appartiennent à X et 
y n Ti n n n ^ c

 TT 

V | ? J | n n | < * - . 
n«l 
(iii) Soit u c A . la norme de u est la borne inférieure des 

£ | Ç n l l ^ n l V°w toutes les décompositions possibles de u sous 
n= 1 
la forme (ii). 
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DEMONSTRATION. - On va utiliser d'abord le lemme suivant dont nous donnons 

une démonstration, pour la commodité du lecteur : 

(2.4) LEMME. - Soit X un espace de Hilbert, X l'espace de Hilbert 

conjugué3 X S X le produit tensoriel projectif de X et X. Alors le 

dual de l'espace de Banach X i X s 'identifie à l'ensemble JSf(X) des 

opérateurs bornés de X et, sur <£ (X)^ la topologie faible de dualité 

avec X 0 X est la topologie ultrafaible, alors que la topologie faible 

de dualité avec X 8 X est la topologie faible des opérateurs. 

DEMONSTRATION DU LEMME . - Il est bien connu que le dual de X è X est 

J^(X) (cf. TREVES [l], 4.3.8) la formule de dualité étant : 

(2.5) < Ç 0 ri,T > = < T £|n> (ÇcX, r]€X, T€ J?(X)) 

Le dual de X G X muni de la norme induite par X Q X est encore ^ ( X ) 

puisque X ê X est dense dans X Q X. La formule (2.5) montre que la topologie 

faible de dualité a(JSf(X), X 8 X) est la topologie faible des opérateurs. 

D'autre part, comme tout élément zcX Q X s'écrit : 

+ OO + 0 0 

z ' 1 * n n ° Ù 1 l £ i J l n i J < + " ( T R E V E S P ] » théorème 4.5.1), l a 
n=I n=1 

topologie faible a(JÎ?(X), X 8 X) est la moins fine de celles qui rendent 
+ 0 0 +oo 

continues les formes linéaires T+ I < TF |TÎ > où £ € X, n € X,Z Ir 1 1 ^ ^ ^ 

n=l
 n n n n

 n=:i
 n l , n n 
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Montrons que l'on peut remplacer la condition Z | 'E j J I^ J < • 0 0 

n«l 

oar Ï | £ I <+ 0 0 et Z |T] | < + <». Cette nouvelle condition entraîne 
r n n 

+oo 

évidemment la première ; réciproquement, si z 5 E £ • n n avec 
n*l 

+*> 
E IÇ ||ri | < + co^ posons £ = X x avec X » o et |x | • 1 et de même 

n n n n n n n 

n * U y avec y > o et |y I » 1. Alors X y • |Ç Mil |- Posons enfin 
''n n Jn n I ;n' n n 1 n 1 1 n 1 

F» » V' X y x etn' = V̂ X y y . On obtient : 
s n n n n n n n^n : 

+oo + 0 0 + 0 0 + 0 0 

z = Z V • n' avec Z |Ç' | 2 = Z |n' | - £ X u < * <p 
, n n , t i ' . 1 n 1 , n n 

n=l n=l n«l n«l 

Par définition, la topologie faible o(j£f(X), X • X) est donc bien la 

topologie ultrafaible. 

DEMONSTRATION DE (i) . - Désignons par p l'application linéaire de X^ • X^ 

dans B(G) qui à z e X^i %^ associe p(z) définie par : [p(z)] (s) « <z,*rr(s)> , 

(séG). Soit p la restriction de p à ̂  • ̂  ; comme p(£ O n ) ~ Ç * ï ï n , 

on a p ( \ • \ ) s Fïï • D'autre part, les formules | | Ç * ffn| | ^ | Ç | | n | 

(EYMARD, [l] , 2.14) et I U « n|| * U | \r\\ montrent que p est une applica-

tion continue de 3 ^ • ̂  dans B(G) . 

Le dual de l'espace norme quotient • 3^/Ker p s'identifie au polaire 

(Ker p)° de Ker p dans JS?(X). Or Ker p est, d'après la définition de p, 

l'orthogonal de T T ( G), c'est-à-dire le polaire de l'espace vectoriel M engendré 

par * ( G ) . 
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Donc, (Ker p)° est lfadhérence de M pour o(i?(X ) , X 0 X ) c'est-

ïï 7T ïï 

à-dire l'adhérence faible de M (cf. Lemme) ; On en déduit que (Ker p)° « V N 
TT 

et le même raisonnement montre que le dual de X 9 X /Ker p s'identifie 
ïï ÏÏ 

également à VN^ (on utilise cette fois-ci la dualité entre X^ © X et if(X ) 

et (Ker p)° est l'adhérence ultrafaible de M). 

Soit ucF et soit ze X G X tel que p(z) = u ; désignons par z et 

ïï ïï ïï o r 

z les classes de z dans X 8 X /Ker p et X 6 X /Ker p respectivement : 
ÏÏ ÏÏ ïï ÏÏ » 

on va montrer que ||u II = Hz II = IUII . Tout d'abord on a : 
I U I I » I < £ > T > I E T I U l I =

 S U P | < 2 , T > | . 
T C V N ^ ^ I I I T I I I ^ I T € V N ^ , | | | T | | | S < I 

Mais, il résulte de la définition de la dualité entre X 8 X /Ker d 
ÏÏ ÏÏ * 

et VN^ que <z,T> = <z , T > et, de même, <z , T > = <z , T > d'où ||z|| = ||z||. 

D'autre part, de l'inclusion ÏÏ(L^ ) c V N , on déduit : 
ÏÏ 

I \ z\ |> sup I < z,7r(f)>| . On va démontrer l'inégalité 
f c L ' C O . H I r t f ) 

contraire en utilisant le théorème de densité de Kaplansky (DIXMIER p j 

th. 3 , p. 4 6 ) : d'après ce théorème, la boule unité de ïï(L^(G)) est dense 

dans celle de VN^ fortement, donc faiblement. Il en résulte que pour tout 

T E V N ^ tel que | | I T | | | < 1 9 il existe une famille (
f £ ) £ € I dans L ' ( G ) 

vérifiant pour tout ici, ||| 7 T(f - ) l l l ^ 1 et telle que pour tout z c X A y 
1 * \ 

on ait <z,T> = lim <z, ïï(f.)> > d'où le résultat : 
i 

I U I I - , sup | < z, ïï(f)>| . 
f€Ll(G),|||ïï(f)|||«l 

1 6 
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Pour en conclure que ||z|| = ||u||> il suffit de calculer <z, ^(f)> : 
n=N +N 

soit z = E ^ • r ^ , on a, d'après ( 2 . 5 ) , < z, Tr(f)> = l < ïï(f) £ ^ 1 ^ > 
n=l n=l 

* Z ! < Ï Ï ( S ) E | n > f(s)ds = J" < E T T ( s ) Ç J T ^ > f(s)ds - Ju(s)f(s)ds. 
n=l G G n=l G 

||z|| = sup I f u(s)f(x)dx I . 
£cLl(G ) , | | |Tr(f)|||<l JG 

On reconnaît au deuxième membre l'expression de ||u|| dans la dualité 

entre Cj et donc ||z|| = ||u||. 

Il en résulte que la bijection linéaire entre X G X/Ker p et F « p(X G X) 
TT 

est une isométrie, donc le dual de F s'identifie aussi à VN et il en est 
ïï ïï 

de même du dual de F = A .La formule d'identification est la suivante : 
ïï ÏÏ 

si u eF et f c L ^ G ) , on a <u, ïï(f)> = <z, ïï(f)> OÙ z est un élément quel-
ÏÏ 

conque de p (u). D'après le calcul fait ci-dessus, on en déduit que 

<u, ïï(f)> * I u(x) f(x)dx. Si maintenant ueA , soit (u ) A T une suite J Q ÏÏ n ncIN 

d'éléments de F telle que lim ||u - u || = 0. On a : 
n 00 m 

<u, ïï(f)> • lim < u n , irCf) > - lim / u

n ^
x ^ f^ x^ d x * 

G 
Mais d'après la formule de dualité (1.8) entre C* et B on a 

ïï ïï 
f u (x)f(x)dx = <ïï(f), u > donc lim / u (x)f(x)dx » <Tr(f),u> = fu(x)f(x)dx 

J G n n G n JG 

ce qui achève la démonstration de (i). 
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DEMONSTRATION DE (ii) ET DE (iii) . - D'après l'expression des éléments 

de 8 X^ sous forme de série rappelée plus haut, il suffit de montrer que 

A^ « PCX^ • X^) pour démontrer (ii). Or, désignons par E l'ensemble des 

z où z décrit X 8 X et par p la bijection linéaire continue de X 6 X /Km* £ 

sur {KX^ 6 X^) induite par p. L'espace vectoriel E est évidemment denxe dans 

X^ é X /Ker p, on a p(E) = et la restriction de p à E est une isométrie 

(ceci résulte de l'égalité j|u|| = vue plus haut). Par conséquent, p 

est une isométrie, donc p(X^ G X^) est l'adhérence de p(E) c'est-à-dire A 

+oo 

Soit z e X^ è X^ ; on a | |z| | = inf E U J h J où l'inf est étendu 
n=l 

+00 
à toutes les suites (£ ), (n ) de X telles que Z I Ç I In I < + 0 0 et 

n n TT , 1 n 1 1 n 1 

n=l 
z « Z Ç 9 n . D'autre part, on vient de voir que, grâce à p, la nor - M 

n n *̂ 5̂ 
n=l 

de A^ s'identifie à la norme quotient de X $ X/Ker p. L'assertion (iii) en 

résulte. 

(2.6) REMARQUES. - 1 ° ) La démonstration de (i) et (ii) montre que A est 

S* — A — 

isométrique à ^ • \ / R e r P = \ • 3^/ CVN > . En particulier, si TT est 

irréductible, A^ est isométrique à X^ $ X^ car (VN )° = {O}. 

2°) Lorsque ucF^, P. NOUYRIGAT [l] a démontré que pour 

calculer la norme de u, il suffit de considérer les décompositions finies 

de u dans (2.2) (ii). 



Sur l'espace de Banach 

19 

On va maintenant montrer que, en fait, la borne inférieure introduite 

en (iii) est atteinte. Pour cela, on rappelle quelques définitions : 

(2.7) RAPPEL. - Soit M une algèbre de Von Neumann et M« son prédual, on 

peut munir M* d'une structure de M-module à gauche (resp. à droite) de la 

façon suivante : soit Te M , ucM^ , on définit T.u (resp. u.T) par l'égalité^ 

valable pour tout S € M , <T.u,S> = <u,ST> (resp.< u.T,S> = <u,TS>) 

(cf. SAKAI, [l] , 1 . 8 . 1 ) . On vérifie que si 

+ 0 0 + 0 0 + 0 0 

« - Z , Ç n * * \ ( o ù 1 , I * J ! n n < + "> ° n a T - U = 1 , T « n - / > n e t 

n=l n= 1 n=l 

+ 0 0 

u.T « E Ç * T* n n - (cf. NOUYRIGAT [l]). 
n-1 

Lorsque T est de la forme ïï(y), où y e ^ ^ G ) , ces expressions s'inter­

prètent comme des produits de convolution : 

2 . 8 ) PROPOSITION. - Soit y e JfX (G) et u c on a : 

7r(y).u = u * Ay et u.TT(y) = y nu, 

et3 en particulier, ai hcL'(G) : 

ïï(h).u = u*h et u.ir(h) » (A h) * u. 

DEMONSTRATION. - Supposons d'abord u(s) » < 7 T ( S ) Ç | T I>. D'après ce qui a été 

rappelé ci-dessus, on a (*rr(y).u)(s) = < ^(s)TT(y)Ç|n> • <TT(y)Ç|TT(S""1 )n> * 

« / G <'iï(t)Ç|Tr(s"1)Ti> dy(t) = fG <7T(st)S|n> dy(t) « fQ u(st) dy(t) « 

/
-1 -1 v V 

G u(st ) A(t )A(t)dy(t) = (u*Ay)(s). On a de même : 
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fu.TT(y)](s) « <7T(s )Ç|7T(y 1 l )n> - < TT(U) 7T(s)Ç|n> = / <7T(t )7T(s )C |n> du(t) * 

G 

= f u(ts) dy(t) = / u(t 's) dy(t) = (y*u)(s). Par linéarité, on en 
G G 

déduit les formules annoncées, pour tout u«F^. On remarque ensuite que l e s 

applications u*âjj et u«- y* u> qui sont des applications linéaires e t 

continues de A dans B(G) (cf. EYMARD [il, (2.18)), coïncident sur F avec 

TT 7f ^ 

u ir(y).u et U H - u.ir(y) d foù le résultat, c.q.f.d. 

Ceci va nous permettre de préciser la définition de la norme de A 

donnée par (2.2) (iii). 

(2.9) PROPOSITION. - Pour toute uek y il existe deux suites (£ ),(n ) 

dans ^ telles que u = Z Ç n * n n et | | u| | = E U J I n J . 
n=l n=l 

DEMONSTRATION. - On utilise la décomposition polaire des éléments du p r ë d u a l 

d'une algèbre de Von Neumann (cf. par exemple DIXMIER [2] , page 240, th. 2.2.* 

pour toute u € A , il existe un opérateur partiellement isométrique V ç V N 

et un élément |u| c A^ . tels que : 

- |u| définit une norme linéaire positive normale sur VN^ et |||u||| • 

- u * V. |u|. 

Comme la forme |u| est positive, il existe une suite (£' ) dans X 
+co n TT 

telle que |u| « Z Ç' « Ç f (cf. DIXMIER [l] , th. 1, page 54). 
n-1 n TT n 
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D'autre part, comme |u| est positive sur VN , elle est positive sur 
+ 0 0 

ira1 (G)) donc sur ; ainsi |u| c ̂  et |||u||| = |u|(e) = Z | Ç ' J • 
n=l ^ 

+ 0 0 + 0 0 +oo -

L'égalité u = I ( V Ç ^ ) * ^ ^ entraine | |u| | v< E K'JU'nk Z U'J • 
n=l n=l n=l 

+oo _ + 0 0 

Or, ï U'J 2
 " |||»||| " ||u|| d'où ||u|| - S | V Ç ' J | Ç ' J - H suffit 

n=l n=l 

donc de poser £ = VF' et n 88 £ f pour obtenir la décomposition annoncée, 
n n n n 

C - PROPRIETES FONCTORIELLES. 

L'essentiel de ces propriétés se trouve dans la thèse de P. EYMARD [l] ; 

la proposition qui suit apporte seulement quelques précisions sur le cas des 

espaces A^ (énoncé (i)), et permet d'améliorer quelque peu le théorème ( 2 . 2 0 ) 

de EYMARD [l] (énoncé (ii) et remarques suivant la démonstration). 

On reprend les notations de [l] : soient Gj et G deux groupes localement 

compacts et a: -+ G un homomorphisme de groupes ; on suppose de plus a 

continu. Pour toute fonction f sur G on note j(f) la fonction f©a sur G^. 

( 2 . 1 0 ) PROPOSITION. - Soitft une représentation de G. Alors 

(ii) Pour toute v e A . il existe u € A telle que v = j(u) 

•* I M I - ||u|| . 
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DEMONSTRATION. - L'égalité (i) résulte de l'expression des éléments de A 

sous forme de séries : A^ étant l'ensemble des ucB(G) qui s'écrivent sous 
«H» 

la forme u(s) = E <ïï (s)£ In > > où (£ ) et (n ) sont deux suites, dans 
, n' n n n 

n=l 
+ 0 0 

l'espace X de TT, vérifiant E | £ | |n | < + °°> il en résulte que j (A ) 
TT , n n U 

n ~ l + 0 0 

est l'ensemble des fonctions v sur G telles que v(s.) = £ < T K O C S . ) ) * In > ; 
1 1 n=l 1 n l * 

on reconnaît que j(A ) » A ^ . 
TT TT°C 

Soit v € A , et d'après (2.9) soit (£ ) et (n ) des suites dans X 
i r # 0 +co 1 1 1 1 +oo 

telles que v ( S J ) - I <TT [ O ( S ] )] Ç j n n> avec | |v| | = l | Ç n||n n|• On 
n» 1 n=l 

+ 0 0 

reconnaît que v est de la forme j (u) avec | |u| | ̂  Z |ç | |n |, c'est-à-dire 
n=l 

I M I < llJ(")||' Comme l'inégalité | | j (u) | | ̂  ||u|| est toujours vérifiée 

(cf. EYMARD [l], théorème 2.20) on en déduit (ii). 

REMARQUE 1. - D'après (i), j (A ) est toujours fermé dans B(Gj). 

On verra en (2.23) que pour toute représentation TT, il existe une repré­

sentation TT' telle que B^ » A^, donc les j (B^) (y compris j(B(G)) sont 

tous fermés dans B(Gj). 

REMARQUE 2. - La proposition exprime en particulier que est isométrique 

à A^/Kerj. Ce résultat est lié à la proposition (2.37) de P. NOUYRIGAT % 
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REMARQUE 3. - Comme toute u eB(G) appartient à un espace A , l'énoncé 

(ii) implique en particulier que pour toute v* j(B(G)); il existe ucB(G) 

telle que j(u) = v et ||v|( = ||u||. 

(2.11) EXEMPLE 1. - En choisissant pour Gj le même groupe que G muni d'une 

topologie plus fine en faisant toujours un groupe localement compact (par 

exemple la topologie discrète), et pour a l'application identique de G on 

obtient le résultat suivant : soit TT une représentation de G ; l'espace de 

Banach A^ ne change pas quand on remplace la topologie de G par une topo­

logie plus fine. 

(2.12) EXEMPLE 2. - Soit H un sous-groupe fermé de G. Soit a l'injection 

canonique H •+ G. En faisant jouer à H le rôle de Gj,on obtient des relations 

entre A^ et J(A^) qui est ici l'ensemble A^/H des restrictions à H des 

fonctions de A^. En particulier, A^/H est fermé dans B(H) pour toute TT, 

par exemple B(G)/H est fermé dans B(H). 

D - EXEMPLES D'ESPACES A^ : CAS D'UN GROUPE ABELIEN, CAS D'UNE REPRESENTATION 

QUASI-REGULIERE. 

(2.13) EXEMPLE 1. - Supposons G abélien séparable et supposons que TT est une 

représentation sans multiplicité dans un espace séparable- Alors, il existe 

une mesure positive y sur le groupe dual G de G telle que, à une équivalence 

près, TT soit la représentation de G dans L (G,y) définie par 

[ir(s)f](z) = <s,z> f(z). Si f et g appartiennent à L 2(0,y) on a donc : 

<lf(s)£|g> = / - <s,z> f (z)g(z)dy(z), formule qui signifie que f# g est la 
G 
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transformée de Fourier inverse de la mesure bornée (fg).y. Comme toute 

fonction hcL*(G,y) s'écrit sous la forme fg, où f et g appartiennent 

2 ~ i ~ 

à L (G,y), et comme l'application h h.y est une isométrie de L (G,y) 
1 ~ i ~ 

dans J( (G), on voit finalement que L (G,y) est isométrique à par 

l'application qui à h associe la transformée de Fourier inverse de h.y. 

On verra plus loin, (3*1), que le fait de se limiter aux représen­

tations sans multiplicité n'est pas gênant, car toute représentation d'un 

groupe abélien est quasi-équivalente à une représentation sans multiplicité 

(DIXMIER [ 2 ] , 5.4.6). On généralisera la caractérisation de A^ au cas 

des groupes de type I en G,. 53) et on donnera une caractérisation de B 

dans ce même cas ((3.41) et (3.56)). 

(2.14) EXEMPLE 2 . - Supposons G localement compact quelconque et soit H 

un sous-groupe fermé de G; On reprend les notations classiques suivantes 

(cf. par ex. Bourbaki [ 2 ] ) : on désigne par p une fonction continue (ou 

éventuellement borélienne localement bornée) sur G, vérifiant, pour tout 

scG, p(s) > o et satisfaisant à l'équation fonctionnelle : 

(2.15) p(xh) * ^ ^ ) P( x) » quels que soient xeG, h € H. 
G 

(AJJ et Ag désignent les modules de H et G respectivement). On sait qu'il 

existe une mesure À, sur l'espace G/H des classes x - xH, quasi-invariante 

par l'action de G c.à.d. telle que l'on ait, pour toute f€L*(G/H,A). 
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(2.16) / f(sx)dX(x) = / X(s"1,x)f(x)dX(x) (s(G, xçG/H). 
G/H G/H 

La mesure X dépend du choix de p. Dans la suite, lorsque G et H 

seront fixés, on supposera que p a été choisie une fois pour toutes (dans 

certains cas, ce choix sera explicité) et on emploiera les notations 

L !(G/H) et L2(G/H) au lieu de L!(G/H,X) et L 2(G/H,X). 

On notera ÏÏh la représentation quasi-rêguliève de G dans L (G/H) 

définie par : 

(2.17) (irH(s)f](x) = V x(s-\x) f(s"1x) (se G, f*L 2(G/H)) 

On sait que la classe d'équivalence de ÏÏu ne dépend que de H et non 

du choix de p , ce qui justifie la notation. 

On emploiera les notations A u, B__, VN„ ... etc. au lieu de 
H ri ri 

A_. , B , VN ... etc. 
H U H 

Si H est distingué, est une algèbre, qui s'identifie canoniquement 

â l'algèbre de Fourier A(G/H) (cf. NOUYRIGAT [l]). On verra dans la 

quatrième partie un certain nombre de propriétés de dans des cas par­

ticuliers (H compact, H facteur semi-direct non distingué) et une réci­

proque de la propriété précédente. 

+ 0 0 

On notera que, dans ce cas, si z = E f » g appartient à 
_ n-1 n n 

L

2(G/H)« L2(G/H) avec Z| |fj | 2| | g j | 2 < +•) on a : 
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(2.18) [p(z)](s) = / \ / X(s~\x) (Z fn(s"'x) L(x))dX(x). 

G/H n=l n n 

En effet, posons h n(x) = \ Z X(s _ 1,i) fR(s 'x) § n(x), alors 

^ C L ' C G / H ) et H h J I , « I l f

n l l 2 l l g n M 2 î l a s ê r i e ( V n « N converge donc 

1 
normalement dans L (G/H) et si l'on pose h = Z h on a 

J h(x) dX(x) = Z J h (x) dX(x) et, pour presque tout x, 
G/H n=l G/H n 

h(x) • Z h (x), ce qui démontre la formule. Il en résulte en particulier 
n=l n  

que, si zGL 2(G/H)«L 2(G/H). La fonction SI-> / \Jx(s~] ,x) z(s"1x,x) d\(i) 
G/H 

appartient à et réciproquement. 

E - RELATIONS ENTRE A ET B . 

D'après EYMARD [l] , (2.25), la boule unité de B(G) est fermée dans 

l'espace <#(G) muni de la topologie de la convergence simple. On donnera en 

(3.42) un contre-exemple montrant que ce résultat est faux pour B 
ïï 

qui possède cependant la propriété suivante : 

(2.19) PROPOSITION. - La boule unité de B^ est fermée dans l'espace Y ( G ) 

de toutes les fonctions continues sur Gy muni de la topologie de la 

convergence compacte. 
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DEMONSTRATION. - Soit i k une famille de fonctions de indexée par un 

ensemble préordonné filtrant I et vérifiant pour tout ici, ||u^|| 4 1 ; 

soit u € #(G) telle que u = lim u^ , pour la convergence compacte. D'après 

la formule de dualité entre et rappelée en (1.8), on a, pour toute 

f£L'(G) et tout i c i , |/f(x)u.(x) dx| ̂  |||ir(f)|||. 
G 

oo 

Or les hypothèses entraînent que u^ tend vers u faiblement dans L (G), 

pour la dualité avec L^(G) (car on a | |u. | | | |u. | | 1), donc : 

lim |«/f(x)u.(x) dx | = | J f(x)u(x) dx|. En rassemblant ces deux résultats, 

i j 
on obtient, pour toute f €. L (G) , | J f(x)u(x)dx| ̂  | | |ir(f ) | | | . Ceci montre 
que u € B^ et que ||u|| <: 1. c.q.f.d. 

(2.10) PROPOSITION. - B^ est l'ensemble des limites^ pour la convergence 

compacte sur Ĝ  de fonctions de A^ bornées en norme ; c 'est aussi 

l'adhérence de A^ pour la topologie faible de dualité a(B(G), C"*(G)). 

DEMONSTRATION. - Remarquons que B^ est fermé pour a(B(G), C*(G)) car B^, 

étant le dual de C*(G)/N^ est le polaire de N^ . D'autre part, d'après 

(2.19), toute limite, pour la convergence compacte sur G, de fonctions 

de B_ bornées en norme, appartient à B .11 suffit donc de montrer que 

toute ucB^ est limite de fonctions de A^ pour les deux convergences 

envisagées. 
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Soit tout d'abord u€P ï ï ; d'après la définition (1.5) de P^ , la 

fonction u est limite, pour la convergence compacte, d'une famille de 

fonctions de type positif, u ^ i c l ) , appartenant à A^. On a : 

u(e) » lim u^(e) « lim | |uj | . La famille ||u^|| étant convergente, on 

peut, quitte à la remplacer par une famille cofinale, la supposer bornée. 

Si u « ïï, la décomposition u = u* - u où u +6 P^ , u Ç P^ (cf. EYMARD [l] 

( 2 . 6 ) , 2 ° ) fournit le même résultat. Enfin, si u est quelconque, la dëcovr-

... u+ïï A . iu - iu . , 
position u = — j — + î ^ permet de se ramener au cas précèdent. 

Ainsi toute u€ B ^ est limite pour la convergence compacte sur G 

d'une famille u^ de fonctions de A^ bornées en norme. On a déjà vu au cours 

de la démonstration de ( 2 . 1 9 ) , que ce type de convergence entraîne que l fon 

a, pour toute f € L \ G ) , lim / u^(x)f(x)dx • J u(x)f(x)dx. Autrement dit, 

les u^ convergent vers u simplement sur L \ G ) , qui est une partie dense 

de C * ( G ) . Conme les | j | | sont bornés, l'ensemble {u^, ic l}U {u} e s t 

équicontinu, donc u - lim u^ pour a ( B ( G ) , C * ( G ) ) . 

( 2 . 2 1 ) THEOREME. - Supposns que pour toute f € L J ( G ) , l'opérateur tr(f) 

soit compact, autrement dit supposons que la représentation TT soit 

C.C.R. Alors A^ « B F T . 

DEMONSTRATION. - Soit 1£c (X^) la C*-algèbre des opérateurs compacts de 

; on a ir(LI(G))C C(X^) d'où C* C if c Q ^ ) . On va en déduire que 
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l'on peut appliquer à C* et VN^ le résultat 1 2 . 1 . 1 . de J. DIXMIER [ 2 ] : 

pour que le dual C* ' de C* s'identifie au prêdual de VN^ , il suffit 

que toute forme linéaire normiquement continue sur C* soit ultrafortement 

continue. 

Or, d'après le théorème de Hahn-Banach, toute forme linéaire normi­

quement continue sur C* est la restriction d'une forme linéaire normi­

quement continue suri^C ( X^) et l'on sait qu'une telle forme est toujours 

ultrafortement continue. (J. DIXMIER [ 2 ] 1 2 . 1 . 2 . ) . Par conséquent, l'appli­

cation qui à tout élément <f> du prédual de VN^ associe sa restriction à 

est un isomorphisme du prédual de VN^ sur C* '. Cet isomorphisme 

induit un isomorphisme de sur B^, qui à toute u€ A^ associe 0(u) c B^ 

telle que l'on ait, pour tout Tcc* : 

< T, 6(u) > = < T,u > ; 

d'où pour T — TT(f) avec f c Jf (G) : 

/(B(u)J (x) f(x) dx = f u(x) f(x) dx. 
G G 

Ainsi 0(u) • u c.à.d. B = A . 
TT TT 

( 2 . 2 2 ) REMARQUES. - 1 ) La proposition précédente s'applique en particulier 

dans les cas suivants : 

1er cas : G est liminaire et TT irréductible : dans ce cas, par définition, 

les hypothèses de ( 2 . 2 1 ) sont toujours réalisées. C'est le cas si G est 

un groupe compact ou un groupe de Lie réel connexe, nilpotent ou semi-simple. 
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2-ème cas : G est quelconque et TT est la représentation quasi-régulière 

TT associée à un sous-groupe fermé H tel que l'espace homogène G/H soit 

compact : d'après SCHOCHETMAN [l] l'hypothèse de (2.21) est vérifiée donc 

s B^. Le problème de la réciproque reste ouvert : l'égalité * 

entraîne t-elle que G/H soit compact ? Une réponse affirmative constituerait 

une autre démonstration et une généralisation du résultat suivant de 

RICKERT [l] : si A(G)CL 2(G), G est compact. En effet, si A(G)CL 2(G), 

on montre, grâce au théorème du graphe fermé, qu'il existe une constante 

C telle que l'on ait pour toute ucA(G) , | |u| | 2 ^ C ||u||, d'où l'on 

2 

déduit, grâce à (2.20), B p (G) C L (G) et enfin, en utilisant DIXMIER [ 2 ] 

13.8.6 , A(G) » Bp(G)-

2) On démontrera en (3.24) que la réciproque de (2.21) est exacte 

si it est irréductible. 

(2.23). - On sait, (cf. par exemple DIXMIER [2]) que, à toute ucP(G), 

on peut associer une représentation TT de G et un vecteur Ç c X . totali-

u U TT 

u 
sateur pour ir̂ , tels que u(s) • <^u(s) P o u r s * G f et 

< u,g > » <TT (g) Ç |Ç > pour g€C*(G). La représentation a) - 0 w  

U U U ucP(G) u 

considérée comme représentation de C*(G), est le représentation "universelle* 

de C #(G). 

Pour toute représentation TT de G, on notera o>̂  la sous-représentation 

de 0) définie par a> TT . On a le résultat suivant : 
R TT u c P u 

TT 
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(2.24) PROPOSITION. - Pour toute représentation TT de G^ on a B = B - A 
TT TT 

DEMONSTRATION. - Il suffit essentiellement de remarquer que, en tant que 

représentation de C * ( G ) , la représentation u)^ se factorise en 0)^ = o t

7 r °
T T 

où OLLT est la représentation universelle de C* « T T ( C * ( G)). On sait en 

effet que si u€P ï ï , le noyau N'^ de TT^ dans C * ( G ) contient le noyau 
u 

N f de TT, donc ir se factorise en TT' 0TT OÙ TT' est une représentation 
TT * u u u r 

de C* dans . Comme U) = © TT , on en déduit que CJ = ( © T T ' ) Ô T T 
TT TT ïï ^ ̂  u TT > - n u 

u u c P utf P 
TT TT 

Posons = © TT' et montrons que a est équivalente à la repré-
U C P U 1 1 

TT 

sentation universelle de C* . Pour cela, désignons par <j>u la forme 

linéaire positive définie sur C* par u. On a pour tout g€ C * ( G ) / 

• t t(»<g» = <8.u> • <\(8)Ç U|Ç U> " ̂ 'J^KJV' 
Par conséquent, pour toute u€P^ f TT'^ est une représentation de 

dans X^ , liée à è par la formule précédente dans laquelle E 
TT TT u u 

u 

désigne un vecteur totalisateur pour 7 T' U* ^
a r définition, est donc, 

à une équivalence près,la représentation universelle de C 4 . On sait 
TT 

que possède les propriétés suivantes (cf. DIXMIER [2] 2.7.6 et 12.1.3). 

a) CL. est une isométrie. On en déduit que Keroo * Ker TT cà.d. 

TT TT 
H f * Ni d'où B = B (1.5). 

O) TT (jj TT 
TT TT 



Sur 1 espace de Banach .... 

b) Comme dans la proposition ( 2 . 2 1 ) , le prédual de VN s'identifie 

TT 
au dual de C : en effet VN^ est l'algèbre de Von Neumann engendrée 

^TT TT 

par C* = a (C* ) donc on peut appliquer le corollaire 1 2 . 1 . 3 de 
TT 

J. DIXMIER [ 2 ] . On en déduit A = B„ . c.q.f.d. 
TT TT 

REMARQUE. - D'après les propriétés de la représentation universelle d'une 

C*-algèbre (DIXMIER [ 2 ] , 1 2 . 1 . 3 ) , on sait aussi que toute forme linéaire 

ultrafaiblement continue sur VN est faiblement coitinue ce qui 

signifie que toute u € A = B^ s'écrit sous la forme u(s) = <u) (s)Ç|rç> 

TT 

(s€ G, X , n * X )• 
TT TT 

3 2 
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T R O I S I E M E PARTIE : ETUDE DE LA CORRESPONDANCE * - \ 

A - ETUDE DE L'EGALITE A = A 

(3.1) PROPOSITION. - Soit TT^ et TT 2 deux représentations de G. 

Pour que TT^ s<?it faiblement contenue dans ÏÏ^ , tî faut et il 

suffit que B c B . 
1 2 

T i i > ) Les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

- TTj est quasi-équivalente à TT^ 

- A^ = A . 

DEMONSTRATION. - B , étant le dual de l'espace de Banach C* = C*(G)/N' 

est le polaire, dans B(G), du sous-espace vectoriel fermé N^ de C*(G) : 

(3.2) B W j = ( ^ f d - o ù B ^ = 

Ainsi, l'inclusion B c B est équivalente à B °D B ° , c.à.d. 

a N' ^ N 1 , ce qui démontre (i) . On en déduit aussi que TT est faible-ïïj ÏÏ2 ( 

ment équivalente à ÏÏ0 si et seulement si B - B 
2 ir, ir2 

Pour démontrer que A = A si et seulement si ÏÏ est quasi-équi-

valente à ÏÏ , on va utiliser le résultat suivant (DIXMIER [3], 5.3.1) : 
2 

ïïj est quasi-équivalente à ÏÏ2 si et seulement s'il existe un isomorphisme 

$ de VN sur VN tel que : ïï9(f) = $(ïï.(f)) pour toute f c (G). 
i i I 'i 2 £ I 
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Supposons A = A . Alors A' = A T , donc il existe un isomorphisM 

TT « TT TT « TT 

1 2 1 ^ 

d'espaces de Banach, $ , de VN (qui s'identifie à A' ), sur VN (qui 

s'identifie à A' )• A tout opérateur T appartenant à VN , $ associe 

$ ( T ) défini par l'égalité suivante : 
Pour toute X I Q A , <u,T> = <u,$(T)> ; 

d'où :< u,7T1(f)> = < U , * [ T T , (f)]>. 

mais : <u,7r.(f)> = I u(s) f(s) ds » <U,TT (f)> 
1 J G 2 

d'où : ir2(£) = *( Tr,(f)) 

On en déduit que, pour T , T', éléments de TTj(L*(G)), on a : 

$ ( T T ' ) « # ( T ) $(T'). 

Or, TT(L ( G ) ) est ultrafaiblement d ense dans VN , 1 application 

( T , T ' ) -> T T ' est séparément continue pour la topologie ultrafaible, 

et $ reste continue quand on munit VN et VN de leurs topologies ultra~ 

faibles puisque ces topologies sont les topologies faibles de dualité avec 

A et A • On en déduit que $ est un isomorphisme d'algèbres, donc 

TTj et TT2 sont quasi-équivalentes. 

Réciproquement, supposons TTj et quasi-équivalentes. Soit $ l 1 iso­

morphisme d'algèbres de VN sur VN vérifiant $(TT.(f)) • ïï0(f) pour 

TT « TT rs 1 2 
1 

toute f £ L ( G ) . Comme VN et VN sont isomorphes, leurs préduals A 
*1 * 2 » | 

et A sont isomorphes : il existe une isométrie 0 : A + A définie 
W 2 ^ 1 ÏÏ2 

par la propriété suivante : 

34 
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pour toute u c A ^ et tout TCVN^ on a : <u,T> = <e(u), *(T)>. 

On en déduit que <u,ir](f)> = < 9(u) (f ))> = <e(u), ir 2(f)> , autrement 

dit 

J u(s) f(s) ds = f [e(u)) (s) f(s) ds. 
G G 

Cette égalité, valable pour toute f A ' ( G ) , entraîne u - 6(u) puisque 

u et 9(u) sont continues. Ainsi A = A c.q.f.d. 

REMARQUE. - L'inclusion A c A sera étudiée en (3.14). 
1 2 

(3.3) APPLICATION 1 . - Pour tout cardinal c, les représentations TT et 

cTT sont quasi-équivalentes donc A ^ = A ï ï > En particulier, soit « i e 

cardinal du dénombrable, on a A^ = A ^ et, plus précisément, A^ est 

exactement l'ensemble des coefficients de «m ; en effet, toute u î A 

s'exprime sous la forme 
+ 0 0 

u(s) - E < * ( s ) £ n | n n > où les vecteurs Ç et n n appartiennent à X et 

où l'on peut supposer, comme dans la démonstration de (2.4), que 

2 2 

< + 0 0 et Z | n n | < + « c e q u i S i g n i f i e q u e u e s t u n coefficient de «ÏÏT 

La réciproque résulte de l'inclusion F C A . 

(3.4) APPLICATION 2. - Soit H, et H 2 deux sous-groupes fermés de G. S'il 

existe a € G tel que H 2 = a H a"1 , on vérifie facilement que TT et TT 
H L H 2 

sont équivalentes, d'où A f l = a . Mais la réciproque est fausse : il 
1 2 

existe des exemples de sous-groupes fermés propres H tels que A - A(G). 
H 

(cf. G. ARSAC [2] , th. 4). 
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(3.5) APPLICATION 3. - Désignons par A^ (resp. A^) l'ensemble des u 

(resp. des u) où u décrit A . On a le résultat suivant : 

(3.6) PROPOSITION. - Soit TT la représentation conjuguée de n. On a 

— y — v 

A - A » A- et lfégalité A = A = A est réalisée si et seulement 

si TT est quasi-équivalente à TT. 

DEMONSTRATION. - Rappelons que TT est la représentation de G dans l'espace 

de Hilbert X , conjugué de l'espace X de TT, définie par T F ( S ) = T T ( S) pour 

tout se G. Désignons par < | >— et < | >^ les produits scalaires dans 

H et H respectivement. Soit u un coefficient de TT: U ( S ) * <TT(s )Ç |n > - • 
H 

D'après la définition du produit scalaire dans H, u(s) = < T T ( S ) Ç | T I > • 

H 
- l i y 

* <TT(S )r||Ç>u. On déduit de ceci que ueF et u c F donc par linéarité 
ri TT TT 
* _ . . tf 

F-CF et F-CF . En remplaçant TT par TT on obtient : F c F- et F c F-
TT TT TT TT TT TT TT TT 

d'où finalement F- * F « F . Comme les applications u •+ u et u u 
TT TT TT 

sont des isometries de B(G) on obtient en définitive A- = A = A et la 
TT TT TT 

conclusion de la proposition résulte de (3.1). 

o 
EXEMPLE. - Si * la représentation quasi-régulière de G dans L (G/H), où 

H est un sous-groupe fermé de G, la formule Tr(s)f - Tr(s)f valable pour 

2 
s c G, f CL (G/H) montre que TT est équivalente à TT grâce à l'isométrie 

- 2 2 — * 
f + f de L"(G/H) sur L (G/H). Ainsi AJJ = A^ = A^. En revanche, pour une 

représentation non quasi-régulière, il est possible que A^O A- * {o} ; 
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c'est le cas, par exemple, si G est abélien et si ïï est définie par un 

caractère non trivial y de G. Alors ïï est définie par y « y"1 et A^ et 

A - sont les espaces vectoriels de dimension 1 engendrés par y et y"1 : 

leur intersection est réduite à {o}. 

(3.7) APPLICATION 4 . GENERALISATION DU RESULTAT DE LEPTIN SUR LES UNITES 

APPROCHES DE A(G). -

D'après l'assertion (i) de la proposition (3.1) la représentation 

irf est faiblement contenue dans TT si et seulement si on a l'inclusion 

B ï ï,CB 7 r . Lorsque ïï est la représentation régulière de G et TT' la repré­

sentation triviale de dimension 1, LEPTIN [l] a démontré que ceci équivaut 

à l'existence, dans l'algèbre de Banach A(G), d'une unité approchée bornée. 

La proposition suivante généralise ce résultat. Elle montre en particulier 

que la représentation triviale de dimension 1 est faiblement contenue 

dans TT si et seulement si il existe, dans A^ , une unité approchée 

"externe" bornée pour A(G) ; de façon précise : 

PROPOSITION. - Soit TT' une représentation d'un groupe localement compact 

G, admettant un vecteur totalisateur Soit ucP^, la fonction 

sur G définie par u(s) « <ÏÏ'(s)Ç'|Ç'>. Pour que ÏÏ' soit faiblement 

contenue dans une représentation ÏÏ de G> il faut et il suffit qu'il 

existe une suite généralisée (u.). _ de fonctions de A bornées en 

1 1 £ I ïï 

norme telle que, pour toute v*A(G) , on ait lim||u. v-uv| | « 0. 
I 1 
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DEMONSTRATION. - Si TT 1 est faiblement contenue dans ïï, on sait par 

définition que u est limite uniforme sur tout compact de fonctions 

( u ^ ) ^ e I où les u^ sont des sommes de fonctions de type positif associées 

à TT , donc des éléments de A . On a lim u.(e) = u(e), ce qui s'écrit aussi 
TT i 1 

lim ||ujj| » | | u| | ; quitte à remplacer la famille ( u p ^ ç j P a r u n e 

famille cofinale, on peut donc supposer les ||u^|| bornés. On sait alors 

(cf. la démonstration de (2.19)) qu'il en résulte, pour toute f €L^(G), 

lim J u.(x) f(x) dx s f u(x) f(x) dx. On applique alors le résultat 
I G 1 G 

suivant du à MAC KENNON [l] , théorème (5.5) page 47 : 

LEMME. - Soit ucP(G)., et soit (u^)^€l

 u n e suite généralisée dans B(G) 

vérifiant : 

(i) lim ||u.|| - ||u||, 

(ii) Pour toute f€L*(G), lim J u.(x) f(x) dx * J u(x)f(x)dx. 
G 1 ^G 

Alors, pour toute v«A(G), on a lim | |u.v - uv| | » 0. 
I 1 

Réciproquement, supposons qu'il existe dans A une famille (u.). 
71 i I C I 

possédant les propriétés de l'énoncé et montrons qu'alors u = lim u. 

pour a(B(G), C*(G)), ce qui entraînera u € B w (2.20), donc u e P car 

B^H P(G) - P^ (ceci résulte de EYMARD [l] , remarque (2.6),2°). 

Comme la famille des | | | | est bornée, il suffit de montrer que 

u - lim u. pour o(B(G)), jf(G)). Soit f€ Jf (G), et soit K le support de 
I 

f ; soit vc A(G) telle que v(x) s 1 lorsque x€ K de sorte que vf » f 9 o n m : 
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f (u.(x) - u(x)) f(x) dx = / (u.(x) - u(x)) v(x) f(x) dx = <u.v-uv,p(f)> 
J G

 1 G 1 1 

dans la dualité (B(G), C (G)). On en déduit que u appartient à ce 

qui signifie que TT' est faiblement contenue dans TT (cf. DIXMIER [ 2 ] 3 . 4 . 9 ) . 

B - ETUDE DE QUAND ïï EST UNE SOMME HILBERTIENNE. 

(3.8) LEMME. - Soit ïïj une sous-représentation de Alors, A^ 

est un sous-espace de A 

DEMONSTRATION. - Il suffit de remarquer que, du fait de l'inclusion 

C X ï ï , tout coefficient de ïï^ est un coefficient de » on a donc 

l'inclusion F et, par passage à l'adhérence dans B(G), A C A 

1 2 ïïl ^ 2 

(3.9) THEOREME. - Soit ( T R ^ ) ^ € L J we famille de représentations de G . 

Soit ÏÏ = , | T ÏÏ, leur somme hilbertienne. Alors : 

(i) A^ est lfensemble des ucB(G) qui s'écrivent u = ^ 1^ u^ où 

u.c Aïï et S ||u.|| < + oo . 
i i €1 

(ii) Pour toute uf À 3 cri a | |u| | - inf 2 | |u.| | où Z'inf est 
* i€ I 1 

étendu à toutes les familles (u.).^- avec u.€A . telles que 
w i ici i ^i 

Z | | u . | | < + » e t u » E u.. De plus* cette borne inférieure 
i € l 1 i d 1 

est atteinte. 
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(iii) Si I est fini, B est la somme algébrique des B et, pour 
ÏÏ ÏÏ^ 

tout u S B ^ on a | |u| | = inf x | |uj| | où £'inf est étendu à toutes 

les familles u.(i G I) avec u. € B et u = E u.• 
i i ÏÏ. . 1 

i i G I 
Z t e plus, cette borne inférieure est atteinte. 

DEMONSTRATION DE (i) ET (ii). - D'après le lemme ( 3 . 8 ) , pour tout i, A 

est un sous-espace de A^, de sorte que toute famille ( u j ) ^ ! vérifiant 

u.*A et Z||u.|| < + « est une famille sommable dans A ; toute fonc-
i ÏÏ^ i ÏÏ 

tion de la forme envisagée dans (i) appartient donc à A . 
ïï 

Réciproquement, soit uÇA , il existe deux suites (Ç ) , ( n ) , dans 
-h» 7 1 n n 

X , vérifiant I |Ç ||ri l< + 0° > et telles que pour tout s c G, on 
n=l 

+00 
ait u(s) » l < ÏÏ(S)Ç | n > . 

, n n 
n*l 

Comme X » • X , on peut écrire : 
ïï • ̂  T ïï. 1(1 1 

l 61 i i€ I 

et de même : n Q - 2 n n i , avec n n i « X et |nj = E | n | 2 . 
n»l i i 6 I i 

On a alors : ir(s)Ç - .1 ir.(s)£ . et < T T ( S ) Ç |n > = I < T T . ( S ) F | n > 
n ici i ni n 1 n Ici 1 n i ' 

+00 
d*où u(s) - l ( Z < T T . ( S ) Ç . In . , . > ) • 

n-1 i«I 1 m n i 
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Or la famille de nombres complexes (< T T . ( S ) £ . | л .>). T est abso-
i ni ni ^̂ "»-̂  

n€N 
ltiment sommable car I < T T . ( S ) £ . |n . > I ^ I£ . I I л . I et 

i ni1 m 1 1 m 1 1 m 1 

. J l ï j l n * « < I I S j 2 > " 2 < S | « J 2 ) " 2 - i g i n j d-où : 
l€ I 1« 1 \€ I 

T c i \KJh D < T igirg < . . . 
n sl îfl n= 1 

On en déduit que u(s) = E (E < ïï.(s)Ç . |n .>). Posons 
i * I n=l 1 1 1 1 m 

+oo +oo 

u.(s) - S < V ^ n i K i * ' c o m m e Z l^ni'lnnil < + °°' ui* Air e t 

1 11=1 n=l # L 
+oo +oo 

||u.||<ï | C n i | | n n i | . On en déduit E ||u||.<Z |Çjh n ce qui 

n=i iei n=i 

démontre (i). 

D'autre part, pour toute décomposition u = E u. avec u.C A et 
ici i 

S | | | | < + °°» on a | | u| | E | | u. | | , ce qui montre déjà que l'on a : 
ici 1 ici 1 

+ 0 0 

||u|| %< inf E MuJI. Mais on sait ((2.2), iii) que ||u|| =* inf E | | C j | n J 
ici n»l 

et démonstration de (i) montre que, à toute décomposition de u sous la 
+ 0 0 + 0 0 

forme u - E Ç * n n > avec E |Ç | \ r\ \ < + », on peut associer une i n TT n n n n=l n=l 

décomposition de u de la forme u - E u., avec u.C A et 

+oo 1 

E llu;ll ^ ^ |Ç I|n |. Ceci montre que ||u|| est bien la borne 
i€ I n=l 

41 
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inférieure des Z llu. Il, et comme on peut choisir (£ ) et (n ) 
jci n n n c w 

+ 0 0 

tels que | |u| | • Z |Ç n l l rl n| (2-9), la borne inférieure est atteinte. 
n=l 

DEMONSTRATION DE iii : Comme I est fini, pour prouver que B^ est la somme 

algébrique des B^ , on peut se limiter au cas où TT • TT̂  Q ^ et 
i 

• 0 X^ : le résultat général s'en déduit par récurrence. Rappelons 

que l'on note^J , C J et C* les C*-algèbres T T ( C * ( G ) ) , TT ( C * ( G ) ) et 

1 2 

^ ( C ^ G ) ) . Si gCC*(G) et si et Z * X on a 
l 1 1

 z 2 

h(g))(Ç, • C 2) - V g ) C l * V g )
 Ç 2 

et |||ir(g)|||- Max(|||ir1(g)|||i|||ir2(g)|||» 

Il en résulte que l'on peut définir une application linéaire 

• : C* + * C* par la formule <f>0*(g)) - (^(g), ^ ( g ) ) , et que 4> est 
] 2 

une isométrie quand on munit C* A C^ de la norme 
1 2 

||(T 1,T 2 ) U » Max(| | lljl I I ,| | |T 2 I I I ) qui en fait un espace de Banach. 

On va utiliser le fait que le dual de cet espace de Banach s'identifie à 

la somme des duals de C* et C* , c'-à-d. à l'espace de Banach B • B 

1 2 * 2 

obtenu en munissant * B^ de la norme | | ( U j , u 2 ) | | * ||uj|| + ||u 2|| , 

au moyen de la formule suivante : 

<(T,,T 2),(u 1,u 2) > = ^ p u ^ + < T 2,u 2> • 
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Le dual de C* , s'identifie au dual de Ф(С*) c.à.d. au quotient 

de B^ 9 В par l'orthogonal E de ф(С* ) dans В ® В Autrement dit, 
*1 ^2 7 1 Л 1 U 2 

pour tout (u,,u2) e B^ x B^ , il existe u e B^ tel que l'on ait, pour 

tout g € C* (G) : 

<TT(g ) ,U> = < ( T T 1(g ) , 7 T 2(g)), ( U L , U 2 ) > - < ïï1(g),U1 > + < 7 T 2 ( g ) , U 2 > . 

En appliquant cette formule à g = f C L ' ( G ) , on obtient pour toute 

fcL*(G) 

/ f(x)u(x)dx = / f(x)u (x)dx + f f(x)u9(x)dx = f f(x)[u1(x)+un(x)ldx 
G G J G 1 JG 1 2 

d foù l'on déduit u = u ] + u

2

 e t > comme il s'agit d'une identification, tout 

u C B ^ est de ce type, autrement dit, В = В + В . 7 7 ïï тт̂  ÏÏ2 

Quant à la formule sur la norme, elle résulte de (ii), puisque, 

d faprès (2.23), tout B^ est un espace A particulier. 

(3.10) REMARQUES. - 1°) Même dans le cas où I est un ensemble fini, on 

n'a évidenment pas une décomposition en somme directe de A^. Si, par 

exemple, ÏÏ et v sont équivalentes, alors A = A et A A = A +A » 
1 L ïïj ÏÏ2 ïïj 6 TT 2 ÏÏ^ тт2 

« A _ S A . Dans le paragraphe suivant, on verra que, si les ÏÏ. sont 
2 i 

deux à deux disjointes, la décomposition u = JL u. est unique • 
i d 1 
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2 ° ) Si TT « $ ÏÏ. , on a N̂ . = C\ 1T , donc B^ , qui est le 
ie I i € I i 

polaire de , est l'enveloppe convexe faiblement fermée (pour a(B(G) t 

C * ( G ) ) ) de U B Autrement dit, B^ est l'adhérence pour cette même 
i€l i 

topologie de dualité, de la somme algébrique des B^ , ensemble des 
i 

u = L u. , où pour tout i, u. c B et où les u. sont nuls à l'exception 
ici i 

d'un nombre fini. En général, cette adhérence est strictement plus grande 

que l'ensemble des V u., où la famille u.(u.e B ) vérifie 
n -r 1 1 L ïï. 

i 6 I i 
T ||u.|| < + oo (cf. Ci-après ( 3 . 1 5 ) ) . 
i 61 1 

C - ETUDE DE A H A . 
ïï1 ïï2 

( 3 . 1 1 ) RAPPEL. - D'après DIXMIER [2] , ( 5 . 7 . 2 ) , étant donné deux repré­

sentations ïïj et de G , on peut les décomposer en ÏÏJ = ÏÏ'J <B 7rf,j et 

ïï2 mJÏ>2 * ^"l d e f a Ç ° n ^ u e 1 1 \ s o^- t équivalente à ÏÏ'2, que ÏÏ'J soit dis-

jointe de ÏÏ"J, que ÏÏ'2 soit disjointe de ÏÏ"2 et que ÏÏ"J soit disjointe 

de ÏÏ"2-

( 3 . 1 2 ) PROPOSITION. - Soit ÏÏ} et ÏÏ2 deux représentations de G . On a , 

avec les notations de (1*11). A n A = A t - A d'autre vart 

ïïj ïï2 ïïj ïï^ TR***1 «'J 

pour que A n A « {0}, il faut et il suffit que ÏÏ, et ÏÏ0 soient ÏÏ | ÏÏ2 1 ^ 

disjointes. 



Sur l'espace de Banach • • • • 

45 

DEMONSTRATION. -

On va d'abord démontrer que À ^ A = (o) si et seulement si 

TTj et sont disjointes. 

Si T ï j et TT^ sont non disjointes, il existe une sous-représentation 

0) de TT j dans un espace non nul équivalente à une sous-représentation de 

ir2 . Alors, d'après (3.8), on a A^C A ^ H A^ et, l'espace de u) n'étant 

pas nul, A^ n'est pas réduit à {o}. 

Réciproquement, si ïï^ et ïï^ sont disjointes, posons IT « TT̂  9 TT^. 

On sait déjà, d'après (3.9) K que A^ est la somme algébrique de et 

A . On va montrer de plus que cette somme est directe. Pour cela, 

on remarque que, puisque ïï1 et ïï^ sont disjointes le projecteur P^ de 

sur appartient à VN^ (DIXMIER [2] , 5.2.4). Si T ] et T 2 sont 

deux opérateurs dans X et X respectivement, notons (T,,T0) 
ïïj ^2 

l'opérateur sur X^ défini par 

(T,,T2) (ç, + ç 2) - T, Ç, + T 2 K l (où ç,€ et Ç 2C X ^ ) . 

Alors Pj * (IpO) , où Ij est l'opérateur identique de X^ . Comme 

PjGVN^ , il existe une suite généralisée (^)^j, d'opérateurs 

appartenant à l'ensemble E des combinaisons linéaires d'éléments de 

TT(G) telle que (lj,0) = lim T^, ultrafaiblement. Soit se G , la conti­

nuité séparée de l'application (S,T) •+ ST pour la topologie ultrafaible 

permet d'écrire, dans cette topologie : 
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(WjCs^o) - (7T1(s),ïï2(s))(I1, o) = lim ( 7 T 1 ( S ) , Ï Ï 2 ( S ) ) T i-

Or (TT I (s) (s) )T^ appartient à E car E est évidemment une algèbre* 

Il en résulte que (T T . ( S ) , O) appartient à VN . Soit u = u, + u 0C A avec 

1 TT 1 Z 7f 

U j € A ^ et u

2

€ \ e t calculons <u, (TT (s),o) > = < U j , (TT J ( S ) ,0)> + 
1 2 +<» 

< u 0, (TT, ( S ) , O ) >. Soit Ç , N des vecteurs de X tels que E If lin !<• « 
/ 1 n n TT , , 1 n 1 1

 I I ' 

et tels que 
+<x> +oo 

u.(s) * l < TT (s)E | N > = I < T T ( S ) Ç | N >. On a, dans la dualité ( A ,VN K 
• t i n n . n n TT w * 

n*l n-1 M w 

+ 0 0 + 0 0 

< u l » < i r i ( s ) » o ) = E < < i r i < 8 ) » ° > Ç n l T L N

 > = 1 < ^ ( s ) Ç J N > - Uj(s). On 
n=l n=l 

trouve de même <u 2 > (TT J ( S ) , O ) > = 0 d foù Uj(s) = < u, (TTJ ( S ) ,O)> , ce 

qui assure l'unicité de u.. On en déduit A O A = {0}. 

Pour achever de démontrer (ii), il suffit d'appliquer (3.11) : soit 

TTj et TT 2 quelconques et soit TTj » TT ' J ® TT"J et TT 2 * T T ' 2 © TT" 2 leurs 

décompositions suivant (3.11). En désignant par A l'espace A f (égal 
TT 

à A I ) , on a A - A + A et A * A + A „ d'où AC A 0 A . 
*2 ïïl ïï 1 ïï2 ïï 2 * i * 2 

Réciproquement, soit x€ A ^ A ; puisque xc A , on a x * a + a" 
TT I TT 2 TT J 1 1 

(a .G A , A Y C A ^ , , ) ; de même, x « a £ + a'2 (a 2€ A , a^CA^ ). On en déduit 

aj "«2* A Ï" a2 o ù ai " a 2 e A e t a"2 a " l € \" + \ " • M a i s ^'i e s t 

disjointe de TT , ! J et de TT" 2 donc TT ' J est disjointe de TT"^ © TT" 2 d'où l'on 

déduit que A , f\ ( A „ • A „ ) • {o} et ainsi, a.-a2 » a".-a" « 0. 
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Comme A „ A A „ = {o} on a a" = a" 9 = o et x - a,&A. c.q.f.d. 

REMARQUE. - On pourrait déduire de l'appartenance à VN^ des opérateurs 

(ïï ( S ) , O ) et (0, Ï Ï O ( S)), que VN = VN * VN , ce qui est bien connu, 
x 1 L ïï ïï | TT^ 

au moins dans le cas séparable, (cf. AUSLANDER et MOORE [l] , p. 40), 

et que l'on retrouve ci-après : 

(3.13) COROLLAIRE 1 . - Soit ÏÏ - © TT. OÙ I un ensemble quelconque 
i <SI 1 

d'indices. Si les TT. sont deux à deux disjointes, toute U C Â 
1 TT 

s'écrit d'une manière unique sous la forme d'une famille absolument 

convergente u = Z u. ^ où u^c A et on a de plus | |u|| * Z | ju^||. 
i€l 1 1 7 T i i €• I 

L'algèbre de Von Neumann VN^ est le produit des algèbres de Von 

Neumann VN . 
TT., 

i 

DEMONSTRATION. - Soit ic I. On a ÏÏ * n. 9 ( • ÏÏ.), et l'hypothèse 

implique que ïï^ est disjointe de TT^ pour tout j ï i, donc que TT^ est 

disjointe de ïï'. = © ÏÏ.. D'après (3.9) et (3.12), on a une décom-

Position en somme directe A = A 9 A , . Soit uGrA ; pour toute décom-
^ ÏÏ ÏÏ . ÏÏ . ïï 

i i 

position de u sous la forme u = E u . (3.9), la fonction u'. = Z u. 

j€l J 1 J 

appartient à A^, et u = u. + u'., on en déduit l'unicité de u. c.à.d. 
i 

celle de la décomposition u = Z u.. D'après (3.9), (ii), nécessairement 
ici 1 

||u|| s £ l l u - | | l ainsi A est isomorphe à l'espace de Banach des 
i^I 1 7 7 

familles (ui)i€j> °û A et Z ||u.|| < + <», muni de la norme 
i 

||(u-)|| = £ | | u j | . Par dualité on en déduit que A' s'identifie à 
1 i*I 7 1 
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l'espace de Banach des familles ( T

i) i c I>
 o ù T i C V N

7 T » S U P I I I T - I I I < + « > 

i 
muni de la norme sup I I I ^ I I I > c.à.d. à l'algèbre de Von Neumann 

II VN (cf. DIXMIER [l] n° 2 , p. 2 1 ) . ?ar conséquent, il existe un 
ici *i 

isomorphisme de VN sur .11 T VN . Il suffit de vérifier que cet 
ïï 1 € I ïï . n 

1 
isomorphisme est l'identité. Soit T C VN^ et soit (u\) C IIVN l'élément 

i 

associé définissant la même forme linéaire sur A . Soit u un coefficient 
ïï 

de *rr; il existe deux vecteurs £ et ri de tels que U ( S ) = < Ï Ï ( S ) £ | r|> 

Posons Ç = Z £. et ri = Z r|. où, pour tout i, Ç . et ri. appartiennent 
i€l ici 1 1 1 

à X . D'après la démonstration de ( 3 . 9 ) on a, u = I u. où 
ÏÏ . I 

u.(s) - <7T. (s)Ç. | n - > • Dans la dualité (A ,VN ), E N a 
1 L 1 1 ïï ïï 

<u,T> * < T ^ | n > = Z < T Ç . | n . > (car X est stable par ÏÏ(G) donc 
• _ L 1 ïï • 
I C I 1 

par VN ). D'autre part, dans la dualité (A , .11- VN ) , on a : V ïï r ïï 1€-I ïï . 
1 

< . Z T u., (U.)> - Z < u.,U.> = . Z T < U . I n - > • 
ici i i . _ i* i i*I i s i ' 'i 

I C I 

La comparaison de ces deux formules de dualité montre que les u\ sont 

les restrictions de T aux espaces des ÏÏ^ , autrement dit que 

VN * . n T VN . 

ïï ICI TTj 

(3.14) COROLLAIRE 2 . - On a Vinclusion A C A si et seulement si ir 
ÏÏ^ ÏÏ2 1 

est quasi-équivalente à une sous-représentation de ÏÏ2« 

DEMONSTRATION. - Ceci résulte de (3.1) , de (3.8) et de (3.11) et (3.12). 
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D - APPLICATIONS DES RESULTATS PRECEDENTS. 

( 3 . 1 5 ) APPLICATION 1. - Un contre-exemple pour B G ïï.. On va déduire 
i&I 1 

de ce qui précède que, comme il a été annoncé en ( 3 . 1 0 ) , 2 ° , il est 

possible de trouver un groupe G et un ensemble S de représentations de G, 

tels que B $ ïï soit différent de l'ensemble des Z . u où, pour 
l € S ïï € S ïï 

toute ïï, u^ e B ^ et où g | [uj | < + ». En effet, soit G un groupe 

liminaire non compact tel que le dual G, ensemble des classes de repré­

sentations irréductibles de G, soit non discret pour la topologie de 

Fell. Soit S une partie non fermée de G et soit U)€ S ,u) é S . La condition 

0) c S , qui exprime que o> est faiblement contenue dans S , se traduit par 

N\ D ^ N F ou encore par N' ^ N' S ïï c'est-à-dire B C B G ÏÏ 
^ 6 B ÏÏCS ïïô S 

La condition a) * S, qui exprime, vu l'irréductibilité des représentations 

en question, que w est disjointe de toutes les ïï6 S ou encore que u) est 

disjointe de ® ïï , se traduit par A n a Ô ÏÏ « {o} . Comme G est 

ïï€S W ïï € S 
liminaire, A^ = B ^ F et A^ = B ^ pour toute ÏÏ€ S (cf. 2 . 2 1 ) . On en déduit 

que B » ÏÏ est différent de A 0 ÏÏ, ce qui est exactement le 
TÎÉ" S ïï € S 

contre-exemple cherché. 

4 9 
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APPLICATION 2. - Caractérisation des sous-espaces de B(G) qui sont de la 

forme A^ ; décomposition de Lebesgue des représentations. 

Les énoncés qui suivent caractérisent les sous-espaces vectoriels 

fermés de B(G) qui sont de la forme A^ (théorème 3.17. Ils analysent plus 

précisément la situation d'un espace A^ sous-espace d'un A ^ (propositions 3»lt 

et théorème 3.18 ) . Ces résultats sont liés à un résultat de TAKESAKI 

th. 1, sur les sous-espaces invariants du prédual d'une algèbre de 

Von Neumann. 

(3.16) PROPOSITION. - Soit et TT deux représentations d'un groupe 

localement compact G telles que A^ C A^. Pour tout T$VN^ , on a 

T.A C A et A -TeA et il existe un unique projecteur P qui 

soit dans le centre de VN et tel que k = P.A = A .P 

TT TT j TT TT 

Réciproquement, tout sous-espace vectoriel fermé de A^ qui est un 
sous VN -module de k à gauche et à droite, est de la forme A 

^ TT W 

pour une certaine représentation TT ^. 

DEMONSTRATION. - 1°) Supposons A C A . D'après (3.11), il existe deux 
TT j TT 

sous-représentations disjointes, T T ' J et -n^, de TT telles que TT » T T 1 ^ 9 ^ 

et A^ t • A^ . Quitte à remplacer TTj par T T ' J , on peut donc supposer que 

TT = T T . 0 T T 0 avec T T 0 disjointe de T T. ; on a alors X = X $ X et on 
1 2 2 1 TT T T . T T 9

 O N 

+ 0 0 2 

sait d'après (3.13) que VN = VN * VN Soit u = E E « n * a 

TT TTj T T 2 n H *n TT ) V TT j • 
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avec S C X , N * X , et E | Ç | H | < + » et soit T = (T ,T )Q VN_ / 
1 1 n=l 

+ 0 0 

avec T. S VN et T ?c VN ; comme on a aussi bien u = Z £ « R, , on 
1 2 n=l 

+ 0 0 
a. d'après les formules rappelées en (2.7), T.u = Z T£ * n = 
* r r n TT n 

n=l 
4.00 + 0 0 

= Z T,£ * n = Z 4k- n = T..u, et de même u.T = u.T. donc 
, l n TT n . 1 n TT . n 1 1 

n=l n=l 1 

T.u et u.T appartiennent à A 
*1 

Soit Ij l'application identique de dans X^ , l'opérateur 

P = (Ij,o) est un projecteur central de VN^ vérifiant la condition de 

l'énoncé. D'autre part, comme VN est le polaire de A dans la dualité 
U 2 711 

(A ,VN ) , pour qu'un projecteur P vérifie cette condition, il faut et il 
ÏÏ ÏÏ 

suffit que VN soit l'ensemble des opérateurs TcVN tels que PT = TP = 0 ; 
ÏÏ ^ ÏÏ 

or VN est un idéal ultrafaiblement fermé de VN donc, d'après DIXMIER 
^2 ÏÏ R 

[l]9 P* 45, cor. 3, il n'existe qu'un seul projecteur central répondant 

à la question. 

2°) Réciproquement, soit A un sous-espace vectoriel fermé de A^ qui 

soit un sous VN^-module de A^ à gauche et à droite. D'après TAKESAKI [l] 

th. 1> le polaire A° de A dans VN^ est un idéal ultrafaiblement fermé de 

VN^ ; il existe donc, d'après DIXMIER [l](loc. cit.), un projecteur 

central P de VN^ tel que A° soit l'ensemble des T a VN^ vérifiant 

P T * TP = 0 c.à.d. tel que A = P.A = A .P. Soit X, = P(X ) et soit X 0 

ïï ïï 1 ïï 2 
l'orthogonal de Xj dans X^ ; les sous-espaces X^ et sont stables par ÏÏ 

51 
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et définissent deux sous-représentations TT, et TT^ de TT, qui sont dis­

jointes puisque P est central (DIXMIER [ 2 ] , 3 . 2 . 4 ) , telles que 

TT • TTj 0 TT^. D'après la partie directe, on a = P.A^ donc A^ = A. 

c.q.f.d. 

Le théorème suivant améliore la caractérisation des A ; il a 
TT 

d'abord été démontré, par une autre méthode, par P. LEFRANC [l] . 

(3.17) THEOREME. - Les espaces A^ sont exactement les sous-espaces 

vectoriels fermes de B(G) stables par translations à gauche et à 

droite. 

DEMONSTRATION. - a) Désignons par a) la représentation universelle de G, 

de sorte que B(G) = A^ . Pour toute u € B(G) et tout scG, on sait d'après 

(2.8) que u)(s).u (resp. u.o>(s)) est la translatée à droite (resp. à gauche) 

de u par s (resp. s V II en résulte que tout A^ est stable par transla­

tions puisque c'est un VN^-module à gauche et à droite. 

b) Réciproquement, soit A un sous-espace fermé de B(G) 

stable par translations à gauche et à droite. D'après (3.16) il suffit 

de montrer que A est un sous VN^-module à gauche et à droite. 

Soit TCVN^, et usA, il s'agit de prouver que T.uc A et u.T«A. 

Du fait que A est stable par translations, on sait déjà d'après a) que 
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ceci est exact lorsque T appartient à la sous * -algèbre B de VN^ 

engendrée algébriquement par 0)(G). Si maintenant T est quelconque dans 

VN , il existe des suites généralisées (T ) et (S Q) dans B telles que : 
0) a p 

T ^ lim T , T r= lim S ô.. 
ex P" 

On a T a . u * A et lim| | T . U - T .u| | - 0 ( P . NOUYRIGAT, [l], 2-19) 

donc T.u«A. D'autre part, la même démonstration que celle de NOUYRIGAT 

(loc. cit.) permet aussi de montrer que lim||u.T-u.S*|| * 0 donc que 

u.T« A. 

c.q.f.d. 

(3.18) THEOREME. - Soit -n et TT deux représentations d'une groupe 

localement compact G telles que A C A : 

1) Il existe un unique sous-espace vectoriel supplémentaire de A 

dans A qui soit de la forme A . 
TT 2 

2) A est l'espace vectoriel engendré algébriquement par les 
2 

coefficients des représentations de G contenues dans TT et disjointes 

de iTj. 

DEMONSTRATION. - 1°) L'existence d'un supplémentaire de A^ résulte de 

la démonstration de (3.16). Supposons que A et À , répondent à la 
ÏÏ2 TT 2 

question, on a « A^ $ \ m \ * Airf d o n c * d' aP rès (3.9) et (3.1 ) , 

iTj • ^ 2 est quasi-équivalente à TT^ 9 T T ^ * Soit u> une sous-représentation 
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de ir2 ; comme TT2 est disjointe d e i T j f a) est disjointe de TTj . Si & 

était disjointe de TT' 2 elle serait disjointe de TTj 0 TT' 2 donc de TT̂  9 ^ 

ce qui est absurde. Ainsi, aucune sous-représentation de ^ n'est 

disjointe de TT' 2. En échangeant les rôles de TT2 et TT' 2 , on en conclut 

que 7TN est quasi-équivalente à TÏ 1 0 (DIXMIER [2] , 5.3.1) d'où A « A . 
2 TT2 Tr'j* 

2°) Soit E l'espace vectoriel engendré algébriquement par les 

coefficients des représentations de G disjointes de TT| et contenues dans 

TT . Pour toute telle représentation TT 1, on a A ,c A et A * to\ 
TT TT TT TT j ^ j • 

On en déduit immédiatement E C A donc A + EcA .De plus, E A A m 

n 1 0 * » 

en effet, soit u = E À.u. , où u. est un coefficient d'une repré-
i=l 1 1 

sentation tt'. disjointe de TT, ; alors u « A . +...+A . = A , ̂  

et, tt',9.. .©rr1 étant encore disjointe de TT, , on a A A A , ̂  « 
1 1 n 

d'où le résultat. Remarquons enfin que la représentation TT^» définie au 

1°), est disjointe de TTj et quasi-équivalente à une sous-représentation 

a) de TT, d'où l'on déduit, en utilisant le résultat (3.3) , A c E 

c.à.d. A C E d'où A + E ̂ A ; c.q.f.d. 

(3.19) REMARQUE 1. - D'après (3.9), l'espace A du 1°) est nécessairement 
TT 2 

un supplémentaire topologique de A dans A • 
TT j TT 
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(3.20) REMARQUE 2. - On peut appliquer le théorème (3.18) en choisissant 

pour ïïj la représentation régulière gauche de G, et pour тг la représen­

tation universelle de G v de sorte que A^ - A(G) et A^ = B(G). 

On démontre ainsi que A(G) admet un supplémentaire dans B(G) qui est 

de la forme A^ et qui est l'ensemble dues combinaisons linéaires des 

coefficients des représentations de G disjointes de la représentation 

régulière. Lorsque G est moyennable ( s amenable), FLORY [l] a donné une 

caractérisation directe des fonctions de A^ laquelle généralise la 

condition donnée par R. DOSS [l] dans le cas abélien pour les transformées 

de Fourier-Stieltjes des mesures singulières (cP. FLORY [l] , la coïnci­

dence entre notre espace A^ et celui de FLORY résulte immédiatement de 

l'unicité du projecteur P de la proposition (3.17)). Ainsi, lorsque G 

est abélien, A^ n'est autre que l'ensemble des transformées de Fourier 

des mesures bornées sur le dual G de G qui sont étrangères à la mesure 

de Haar de G (mesures singulières). En quelque sorte, l'égalité 

B(G) e A(G) Ф A^ pourrait s'appeler décomposition de Lebesgue de B(G) 

et notre théorème (3.18) étend cette décomposition au cas des représen­

tations unitaires les plus générales. En particulier, si тг est une 

représentation unitaire, puisque B^ est un k^> contenant A^ , on a une 

unique "décomposition de Lebesgue" B^ = A^ % A^. 
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APPLICATION 3 . - Le théorème de restriction pour A ( G ) . On va retrouver 

par une méthode plus simple, tout en l'améliorant légèrement en ce qui 

concerne la norme, le résultat de C. H E R Z [ 2 ] selon lequel pour tout 

sous-groupe fermé d'un groupe localement compact G on a A ( G ) I H * A(H). 

Pour cela, on démontre d'abord le lemme suivant. 

( 3 . 2 1 ) LEMME. - Soit ÏÏ une représentation de G. Supposons que A soit 
ÏÏ 

une sous-algèbre de A (G) autoadjointe et séparant les points de g. 

Supposons de plus que : 

- si G est localement compact non compact, pour tout acG, il 

existe ucA^OJfXG) telle que u(a) Ф 0 . 

- Si G est compact, A^ contient les constantes. 

Alors A^ » A (G) . 

DEMONSTRATION. - Supposons A^ Ф A(G) : il existerait TeVN(G), non nul, 

et tel que, pour tout v^A^, on ait <v,T> « 0 . 

Soit f et g deux fonctions de JT(G) ; pour toute vçA^9 d'après ( 3 . 1 6 ) , 

p(f * g)-V appartient à Â ., donc : 

<v,T .p(f*g) > - < p(f*g).v,T > = 0 . 

Ainsi, Tj » T.p(f • g) est encore un élément de VN(G) orthogonal à 

A^. Calculons Tj(h) : si h * Jf(G), on a : Tj(h) = T[p(f # g) (h)] « 

» T(f • g * h) « T(f « g) « h car T commute aux convolutions à droite par les 

h 6 Jt\G) (cf. EÏMARD [l] , ( 3 . 9 ) ) . D'autre part, on peut choisir f et g 
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de sorte que T(f# g) ^ 0 puisque l'ensemble des f • g, où f et g appar-

tiennent à JT(G), est dense dans L (G). Ainsi, on peut supposer Tj non 

nul* 

Lorsque w€ A(G)n Jf(G), <w,T]> a une expression simple ; en effet, 

d'après EYMARD [l] , (3.17), 2° et 3°, on a 

< v,Tj> = (Tj(w))(e) = [T(£ * g ) * w)(e) c.à . d . : 

(3.22) < w,T t> = J [i(f« g)) (s) w(s) ds. 

G 

D'après EYMARD [l], (3.17), 3°, on sait que T(f«g)« A(G)OL 2(G), 

en particulier T(f * g) est une fonction continue. Soit a c G tel que 

[T(f* g)] (a) ̂  0, par hypothèse, il existe uC k^f\X(G) telle que 

u(a) ^ 0, posons k = u T(f « g), alors kc X(G>) et pour toute vc A on a, 

ïï 
d'après la formule (3.22) : 

f k(s)v(s)ds = / u(s)v(s) T(f *g)(s)ds « <uv, T . > « 0, 
G G 1 

en effet, uvcA^rt jf (G). Comme, d'après le théorème de Stone-Weierstrass, 

Air C 8 t u n i f o r m é m e n t dense dans Co(G) on en déduit, puisque k est à support 

compact, que l'on a, pour toute v « C 0 ( G ) , f k(s)v(s)ds » 0. Ceci est 
^G 

absurde car k n'est pas nulle (en effet k(a) n'est pas nul), c.q.f.d. 

(3.23) PROPOSITION. - Soit G un groupe localement compact, H un sous-

groupe fermé de G. On a A(G)|H » A (H) et, pour toute fonction u*A(H) 

il existe vC A(G) telle que v|H » u et \ |v| | » | |u| | . 
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DEMONSTRATION. - D'après (2.10), A ( G ) ) H est de la forme A^ où TT est une 

représentation de H (on peut prendre pour ÏÏ la restriction à H de la 

représentation régulière gauche de G ) . D'autre part, on a l'inclusion 

A ( G ) friCA(G) ; en effet, si u4P ( G)A jf(G) sa restriction à H appartient 

à P(H)/1 jf(H) donc à A(H). Comme P(G)fl Jf (G) engendre un sous-espace 

dense de A ( G ) , on en déduit le résultat par linéarité et continuité de 

l'application restriction. Enfin, comme pour tout compact K de G , il 

existe uCA ( G)0 JT(G) telle que u(x) = 1 lorsque xfrK, l'espace 

A^ * A ( G ) | H vérifie la condition imposée par le lemme (3.21) ; il en 

résulte que A (G)|H • A(H). Le reste de la proposition provient de ( 2.10). 

(3.24) APPLICATION 4 : Etude de l'égalité A^ = B^ lorsque ÏÏ est irréductible* 

Les résultats qui viennent d'être établis sur la correspondance 

ÏÏ h- A^ permettent de démontrer le résultat suivant. 

PROPOSITION. - Soit ÏÏ une représentation irréductible d'un groupe loca­

lement compact separable G. Il y a équivalence entre : 

(i) ̂  - B,; 

A 

(ii) { Ï Ï } est fermé dans G pour la topologie de Fell ; 

(Hi) C*^ est la C* -algèbre des opérateurs compacts de l'espace de * 

(iv) toute représentation ÏÏ' faiblement contenue dans TT est multi­

ple de ÏÏ. 
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DEMONSTRATION. - i)=^ ii) • En effet, soit ïïf une représentation irré­

ductible de G faiblement contenue dans ïï. On a B , C B , d'où A ,C A 

ïï ÏÏ ÏÏ ïï 

puisque A^ s B^. Ainsi ïï' est quasi-équivalente à une sous-représentation 

de ïï d'où l'on déduit, d'après l'irréductibilité de ïï et de ïï', que ïï et 

ïï1 sont équivalentes. 

ii)=£ iii). Comme C f(G) est séparable, C * qui est 

isomorphe à C*(G)/N^ ( 1 . 5 ) est aussi séparabl*. On va démontrer que le 

spectre de C* se réduit à un point, ce qui entraînera déjà 

(DIXMIER [ 2 ] ( 4 . 7 . 3 ) ) que C^ est isomorphe à la C ""-algèbre des opérateurs 

compacts d'un certain espace de Hilbert. Pour cela, soit o) une représen­

tation irréductible de C* dans un espace de Hilbert X^ (nécessairement 

séparable), alors U)OÏÏ est une représentation de C*(G), faiblement contenue 

dans ÏÏ donc équivalente à ÏÏ. Ainsi, il existe une isomêtrie U de X 

sur l'espace X^ de ïï telle que l'on ait, pour tout x*C*(G), 

ir(x)©U - Uo(i)(ÏÏ(x)] ; autrement dit, on a pour tout y C C* , y 0 U » UOTU(y) 

donc U) est équivalente à la représentation identique de C* • Le Spectre 

de C^ étant réduit à un point, il existe (DIXMIER loc Cit.) un espace 

de Hilbert X et un isomorphisme 9 de C* sur l'algèbre A des opérateurs 

compacts de X. En tant que représentation de C* dans X, 9 est irréductible 

puisque le commutant de A est réduit aux scalaires, 9 est donc équivalente 

â la représentation identique de C* ce qui signifie qu'il existe une 

isomêtrie V : X + X^ telle que l'on ait, pour tout yc C* f y « V 0 9 ( y ) 0 V " 1 . 

On en déduit le résultat. 
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iii) = ^ i) : cf. proposition (2.20). 

i ) = ^ iv). En effet, on montre, comme dans la démons­

tration de i)=^ii) que ÏÏ' est quasi-équivalente à une sous-représen­

tation de ÏÏ, donc multiple de ÏÏ d'après l'irréductibilité de ïï. 

iv)n^(ii) évident. 

REMARQUE. - Lorsque ÏÏ n'est pas irréductible, il se peut que A « B sans 
ÏÏ ïï 

que ïï soit C.C.R.. Soit par exemple ïï0 la représentation triviale de 

dimension 1, et soit ÏÏ « «> ÏÏO OÙ • est le cardinal du dénombrable. 

Alors A^ est de dimension 1, donc A^ « B^ (2.20), et les ïï(f) non nuls, 

qui sont des homothëties d'un espace de dimension infinie ne sont pas 

compacts. 

E - ETUDE DE A^ QUAND ïï EST PRODUIT TENSORIEL DE DEUX REPRESENTATIONS. 

(3.25) PROPOSITION. - Soit ÏÏ = ÏÏ} ê ÏÏ2. Alors A^ est l'espace vectoriel 

fermé engendré dans B(G) par les fonctions de la forme U j , 

où u. C A_ et u 0 e A_ . 
1 ïïj 2 

DEMONSTRATION. - On utilisera les notations suivantes : si Ej et Ej sont 

deux sous-espaces vectoriels de B(G), l'espace vectoriel engendré algé­

briquement par les produits Uj u 2 où Uj« Ej et E 2 sera noté Ej E^ ; 

pour toute partie E de B(G), la notation E désignera l'adhérence de E 

dans B(G) ; enfin X • X désignera le produit tensoriel hilbertien de 
1 *2 

X et X de sorte que X « X S X . 
ïïj ïï2 ïï ïïj ïï2 
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n On a F^C Fr En effet, soit u, = Ç, ^ n , * ^ { ^ \ ) 

E T U 2 ^ Ç 2 % 2

 N 2 * F T T 2

 ( ^ 2 € X T T 2 > ^ " . ^ A 1 ° R S 

(u,u2)(s) - <ir j ( s) Ç j | n j >«ir 2 ( s ) Ç 2 | n 2 > - < [ * , * ÏÏ2(S))(Ç] « C 2 > | n , * n 2 > 

c'est-à-dire que C ^ * ^ V ( Ç 2 % V = ^ * ^ * TT ( ni * n 2 ) ' P a r 

linéarité, on en déduit le résultat, on peut même préciser que F F est 

exactement l'espace vectoriel engendré par les Ç * o ù Ç et n appartiennent 

au produit tensoriel algébrique de et X^ . 

2 ° ) On a : F C F^ F^ • En effet, soit u# F . Si u » Ç « où Ç 
1 2 TT 

et n appartiennent à X^ * \ » s ° i t ^ n ^ n ^ u
 e t ^n^ntN d e u x s u ^ t e s 

d'éléments du produit tensoriel algébrique de X^ et X^ telles que 

£ « lim Ç , n = lim T\ . Alors E* n • lim Ç 4 n dans B(G) car l'appli-
^ n n TT n TT n 

n n 

cation de X^ * X^ dans B(G) est bilinéaire continue. On en 

déduit que T I # F F , grâce à la caractérisation de F F donnée 
1 2 1 2 

en 1°)> puis le résultat général par linéarité. 

3°) Les inclusions Fff C A et F C k entraînent F F C A A 

*1 _ I ± _ U 2 *2 *i ïï2 *l *2 
d'où, en utilisant 2°), F C F F C A A et, par passage à l'adhérence, 

1 ^2 ^ 1 2 
A C A A . 

Réciproquement, comme B(G) est une algèbre de Banach, on a 

T " 71 c K K c.à.d. A A C F F ; d'autre part, d'après le 1°), 
»1 *2 *1 *2 111 » 2 *1 *2 
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on a F F C À w d'où À A_ C A_ et, par passage à l'adhérence. 
TTj ^ ÏÏ ÏÏ j 2 

A A C A , ce qui achève de démontrer l'égalité A A = A . 

APPLICATION : Condition nécessaire et suffisante pour que A soit une 
ïï 

algèbre. 

On sait que, pour certaines représentations TT, l'espace A est une 
ïï 

sous-algèbre de B(G) ; il en est ainsi par exemple de la représentation 

régulière de G et plus généralement de la représentation quasi-régulière 

ïïH associée à un sous-groupe H distingué fermé. Dans ce cas, l'algèbre 

A^ est isomorphe à l'algèbre de Fourier A(G/H) (cf. P. NOUYRIGAT, [l], 

prop. 3 . 8 ) . Ce résultat admet une réciproque lorsque H est compact 

(cf. G. ARSAC [l] et [2]). Lorsque H n'est pas distingué, ̂  n'est pas 

en général une algèbre (cf. G. ARSAC loc. cit.). 

Si maintenant ÏÏ est une représentation quelconque, pour que A soit 
ïï 

une algèbre, il faut et il suffit que l'on ait A A C A . Ceci équivaut» 
ÏÏ ÏÏ ÏÏ N 

à Aïï Aïï C Aïï c # à # d # \ « ïï

CA

7r

 ; t e n a n t compte de (3.14), on peut donc 

énoncer^: 

( 3 . 2 6 ) PROPOSITION. - Soit ÏÏ une représentation de G. Pour que A soit 
ÏÏ 

une sous-algèbre de B(G), il faut et il suffit que ÏÏ G ÏÏ soit 

quasi-équivalente à une sous-représentation de ÏÏ. 
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(3.27) REMARQUE. - On retrouve immédiatement que A(G) est une algèbre : 

en effet, la représentation régulière gauche p de G possède la propriété 

suivante : pour toute représentation тг, la représentation р*тг est 

équivalente à (dinm)p (ceci résulte de FELL [2], lemme 4.2, page 260). 

F - PROPRIETES DE A^ LORSQUE тг EST UNE REPRESENTATION INDUITE. 

Dans tout ce paragraphe, on suppose donnés un groupe G localement 

compact separable (c.à.d. dont la topologie admet une base dénombrable 

d'ouverts) et un sous-groupe fermé H de G. On utilise les notations 

définies en (2.14). 

(3.28) RAPPELS : Soit a) une représentation de H dans un espace de Hubert 

separable X^. On définit la représentation induite de G de la manière 

suivante : soit X l'ensemble des applications mesurables f de G dans X 
0 ) 

vérifiant, pour tout sfcG et tout hcH, f(sh) =* uKh" 1 )[(f (s)] , et telles 

que s »•*• <f(s)|f(s)> soit sommable pour la mesure quasi-invariante X ; si 

l'on convient d'identifier deux fonctions égales presque partout (pour 

la mesure de Haar de G ) , on peut faire de X un espace D E H U B E R T en 

définissant le produit scalaire <f|g> par : <f|g> » / <f(s)|g(s)> DX(s). 

G/H 

La représentation l/0 est la représentation de G dans X définie par la 

formule : s)f)(x) = v / x U " 1 , ^ ) f(s~lx). 
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On peut donner une forme équivalent ¿le de la manière suivante ; 

les hypothèses faites sur G entraînent qu'il existe une section borélienne 

de l'application canonique G'-* G/H, c.à.d. qu'il existe une application 

borélienne a : G/H G, telle que pour tout Ç Q G/H, a ( Ç ) = £. Ainsi, 

pour tout se G, a(s) ^s appartient à H, on peut donc définir une appli­

cation 0 : G—>H par la formule 6(s) = a(s) *s et cette application est 

évidemment borélienne ; dans la suite, on utilisera fréquemment la formule 

suivante, évidente sur la définition de 0 : 

(3.29) 0(sh) = 0(s)h (s € G, h c H ) . 

II résulte des propriétés de a et de 0 que l'application f f 0g 

2 

est une isométrie de X sur l'espace de Hilbert L (G/H, X^) des applica­

tions mesurables et de carré sommable pour X de G/H dans X . Par trans-
0) 

2 
port de structure, on obtient une représentation TT de G dans L (G/H,X ) 

(A) * 
0) 

équivalente à U et donnée par la formule 

(3.30) (iT(s)g](k) = V/x(s"1^)(a)(0(s",a(k))"1])(g(s"1k)). 

On peut également, en utilisant 0, préciser le choix de \. En 

effet, d'après MACKEY [2], on peut choisir a telle que, pour tout 

compact K de G, KHHa(G/H) soit relativement compact. Posons alors, 

V e ( s ) ) 

pour s 6 G, p(s) * , a r ; la fonction p, évidemment borélienne 
G * 

est localement bornée grâce aux choix de o et vérifie (2.15) grâce à 

la formule (3.29). 
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Il existe donc une mesure quasi-invariante X sur G / H , associée à p. 

L'expression de la fonction x est, dans ce cas : 

, - x p(sx) A H [ 9 ^ > ) * J 9 < « > ) , a a - l W f t , w 

x ( « » x > = £ F Û T = A G [ e ( S x ) ]
 = Y E ^ J • <*c *H ) ( E ( X ) 9 ( S X ) >• 

Or la définition de 6 montre que 0(x)6(sx) • 6(sa(x)) 

On en déduit que : 

(3.31) X(s~
l,x) = A G A ^ 1 (e(s" 1a(x))" 1) 

EXEMPLE : produit semi-direct. - Supposons que G = HN soit produit semi-

direct topologique des deux sous-groupes fermés H et N, N étant distingué. 

La formule (3.30) se simplifie notablement, que oj soit une représentation 

de H ou de N. 

( 3 . 3 2 ) 1-er cas). - a) est une représentation de H . 

L'espace homogène G / H s'identifie à N au moyen de l'application qui 

à tout s e G / H associe n C N tel que s • nh(hCH). Une fois cette iden­

tification faite, on peut choisir pour a l'injection canonique N G : 

lfapplication 0 est alors 1'homomorphisme a groupes G H qui à s * h 

associe h. La mesure ) sur G / H associée à ce choix de a comme il a été 

dit plus haut, s'identifie à une mesure de Haar à gauche sur N . Pour 

é 

appliquer la formule (3.30), on pose s s hj et x 8 n ; on a 

g~'<j(x) = s *n = hj *n^ *n d'où 0(s * cr(x)) = hj 1 ce qui montre d'après 

( 3 . 3 1 ) que x ( s
 * > X ) = A Q '(h^), donc que la mesure de Haar de N est 
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relativement invariante par l'action à gauche de G sur N, de multipli­

cateur * ^ Л ° В Ж 

Le transport de structure G/H -+ N définit une action à gauche de G 

sur N qui à s = nj hj€ G (où € N et hj Ç H) et n £N, associe 

s.n n ] h ] nhj" 1. On obtient ainsi [rr(s)g) (n) = N / ^ 1 (hj)u(h} )g(s~
! . n ) . 

En particulier, en choisissant pour ш la représentation triviale 

de dimension 1, on trouve que ттд se réalise dans L (N) par la formule 

[îrH(s)g](n) » \/д с Д н '(h^gCs '.n). Si o) est quelconque, soit тг1 la 

représentation équivalente à TT qui se réalise dans le produit tensoriel 

hilbertien L 2(G/H) • X grâce à l'isométrie ф : L2(G/H) € X + L 2(G/H, X ) 

définie sur les éléments décomposés par ^(f 9 Ç ) ] (s) * f(s )Ç . On trouve : 

F I R'(s ) ) ( F • Ç ) - irH(s)f • o)(hj)Ç - ïïH(s)f * ( ш о в ( 8 ) ) ( С ) . 

Cette formule exprime que TT' = тт̂  § ( 0)06) (ceci est un cas parti­

culier de la formule 4.2 de J.M.G. FELL [ 2 ] ). Ainsi, avec les notations 

de (3.25), A = A„ A .et A л = A oQ est l'ensemble des u 06 où 

u C (cf. 2.10). Si l'on applique ceci en choisissant pour ш la repré­

sentation régulière gauche de H on obtient le résultat suivant : 

13.33) PROPOSITION. - Soit G * HH un produit semi-direct topologique où 

N est distingué. Si s » nh«G où n« N et h с H, posons 0(s) » h.dîore, 

l'ensemble des fonctions u.(v 0 e) , où ut et v«A(H)j engendre un 

sous-espace vectoriel partout dense de l'algèbre de Fourier A(G). 
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(3.34) - 2-ème cas). - 0) est une représentation de N. 

Dans ce cas G/N sTidentifie à H : à tout seG/N on associe h* H 

tel que s = nh = hn' (nCN, n f € N). On peut choisir pour a l'injection 

canonique H -> G ; à tout s=hnf , 6 associe n f : ainsi 8(nh) * h ^nh. 

D'autre part, la mesure quasi-invariante X sur G/H s'identifie à une 

mesure de Haar à gauche sur H, et, dans ce cas, elle est en fait inva­

riante par l'action de G. Pour appliquer la formule (3.30), on pose 

s = n^hj (où iijÇ N et Ç H) et x = h É H ; on a : 

8**000 - s~*h = h j - ' n . " 1 ! ! = h ^ ' h O i ^ n "'h) d'où 0(s"1o(x)) = if'n^'h. 

L'élément s .x = s x s'identifie à ĥ  h et on obtient ainsi : 

(3.35) (ïï(s)g](h) « a K h ^ n . h ) g O i ^ h ) (s = n.hj.gcL^H.X )), 

PRINCIPE DE MAJORATION. - L'utilisation de la première définition des 

représentations induites permet d'obtenir le résultat suivant 

( d u à HERZ [3] lorsque 00 est la représentation triviale de H) . 

(3.36) PROPOSITION. - Soit G un groupe localement compact> H un sous-

groupe fermé de G} OA une représentation de H, TT la représentation 

de G induite par 00. Alors> pour toute u c A^ il existe v*Ap telle 

que l'on ait : 

d) I M | N< | | u | | ; 

(ii) -pour tout se-G, |u(s)| £ v(s). 
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DEMONSTRATION. - (notations de (3.28)). Soit tout d'abord 

u(s) = <ir(s) f |g> où f C X, g4 X. Définissons î} et g} par fj(x) = |f(x)| 

et g|(x) - |g(x)| , d'après la définition de X, les fonctions fj et 

2 
appartiennent à L (G/H) ; soit v€ A définie par v(s) = <7T„(s)f I g_> . 

n ri 1 1 
On a : 

u(s) - / ^ x U " 1 . * ) <f(s Hx ) | g(x)> dX(i) d'où : 
G/H 

|u(s)| v< / V^((s"1,#x)|f(s"1x)||g(x)| dX(x) c.à.d. |u(s)| ̂  v(8). 

Soit maintenant u quelconque dans A , on peut trouver deux suites 
+ 0 0 ^ 

(f ) et (g ) dans X telles que u(s) = I <7r(s)f |g > et 
n n , n' n 

+ 0 0 n = 1 

n«l 

2 

Soit f^ i e t ^ n i *
e s éléments de L (G/H) définis comme ci-dessus. On a 

" f n 1 N 2

 9 l f J e t H ^ ^ I U = l g J ' ° n p e u t d o n C d é f i n i r v C A

H P « la 
» 

formile : 

v ( s ) - S < 1 r ( 8 ) f n , | g n l > ; on a | | v| | ̂  E I I « N L I I 2 I I ^ I l 2

 c - à ' d -
x\m

 1 n* 1 

l|v||^||u|| et le calcul donne, d'après le premier cas : 

\T ^ o f j v U i I t i r W f J v I « £°° < V ) f n i l « n i > ' 

n«l n*l n=l 

c.à.d. |u(s)| ^v(s) c.q.f.d. 
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RELATION ENTRE A^ ET A^. L'utilisation de la deuxième définition (au moyen 

d'une section borélienne) permet d'obtenir le résultat suivant (analogue 

au résultat de HERZ [ 4 ] , § 7 ) . 

(3.37 PROPOSITION. - II existe une application bilinéaire continue L : 

( L 2 ( G / H ) • L 2 ( G / H ) ) » A

U \ telle que | | L | | 4 : 1 définie par : 

( L ( * , U ) ) ( S ) = / s / x(s~\x) <j) (s'^.k) u(e(s' ,a(x))" ,)dX(x). 

G / H 2 , " 2 

L'espace vectoriel engendré par les L(((>,u) où <J>CL (G/H)§ L (G/H), 

et uc A . est dense dans A . 
U) ÏÏ 

2 

DEMONSTRATION. - On suppose toujours ÏÏ réalisée dans L (G/H,X^) au moyen 

de (3.30). L'application ( f f Ç ) u R de L2(G/H) * X dans L2(G/H,X ) 

I , ç , G) 
• 2 

définie par U f r(x; = f(x)Ç est une application bilinéaire de L (G/H) * X 
£ > s U) 

2 - 2 
dans L (G/H,X ) mais aussi de L (G/H)* X dans L (G/H,X ). Elle est de 

(1) C0 u) 

norme I car | | u ^ g - l ^ = l l ^ l ^ l ^ l ' P a r linéarisation, on en déduit deux 

applications linéaires L2(G/H) % X L2(G/H,X^) et L 2(G/H) S X^ + L 2(G/H,X^). 

Enfin, par produit tensoriel, on en déduit une application linéaire con­

tinue : 

(L2(G/H) 0 X ) * (L2(G/H) % X ) + L2(G/H,X ) « L2(G/H,X ) 

0) U) u) u) 

On désignera par $ le morphisme d'espaces de Banach obtenu à partir 

du précédent en identifiant (L2(G/H) • X ) % (L2(G/H)5 X ) à 

CO 03 
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2 2 >\ 
(L (G/H) • L (G/H)) « (X 3 X^) (par "commutâtivité et associativité" 

du produit tensoriel projectif). On a donc : 

( *[(f • g) • (Ç • n)) Ä U f 0 U 

l 11*11 « I . 

2 ys 2 

Désignons par P l'application canonique L (G/H,X ) • L (G/H,X ) -* A 
w (i) TT 

et par p l'application analogue X^ • -»• . La démonstration va 

résulter du lemme suivant : 

LEMME. - Soit <j> «• L2(G/H) 9 L 2(G/H) J C- X^ S X^ , on a : 

rî;(p0*(<i> « *)) (s) = 

= / y/xis'l,k) (j) (s~,i,x)[pGJ>)i(e(s~1a(k))~I) dX(x) 
G/H 

(U) 11 PO$(<{. • I * I |4>| i i \?m\ I • 

DEMONSTRATION. - Si <J> = f«)getifi = £;9n»ona<ï>(<|>» Wj) = U © u 

et [Po$((J> « 4»)J (s) = < T T ( S ) U , J u > = 

- / Vx(s" 1»i)f(s" 1x)g(x )< W [E(s' 1a(x ) )" 1 J(Ç)| n>dX( x) ce qui est, dans 

G/H +oo 

ce cas, la formule (i). Si <j> » E f Ä g avec Z l l f l L l l ß M < + ~ 
n=l 

on a par linéarité et continuité : 
+ 0 0 

Po*(<fr • (Ç • n)) - Z P ° * [ ( f

n • 8 N ) • (Ç • n)) d'où : 
n=l +<» . / j 

<P.*(<J> • (Ç • n)))((s) = Z J >/x(s . * ) f N < S ~ ^ ^ ( p ^ ) ) ( E C S ' ^ C I ) ) - 1 ^ 

n=1 G/H 
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Comme ¿ \Zx(s_1,k)|f (s"'k)||g (x)| d,(k) existe pour tout s 
n=l G/H n n A 

(c'est la valeur en s d'un élément de A„) le théorème de Fubini (ou de 

Lebesgue) permet d'intervertir les signes J et E ce qui donne, 
G/H n=l 

dans ce cas, la formule (i). Enfin, si <j> et sont quelconques, soit 
+ O 0 + 0 0 

• = 1 Ç n * n n a v e c Z l nn' < * °° ° n a : 

n=l n=l 

+<x> + 0 0 

P O $ h* z z s n J = z P O $ h* ( r « x )] 
^ 1 n n* ^ n n * 

n=l n= 1 

et, en utilisant le résultat précédent : 

ÍPo$(<t> • *)](s) - Z / \ZX(s"'
1,x)(})(s"lx,i)(p(Ç § n n ) ) ( e ( s " 1 a ( i ) ) ) , ) d \ ( i ) 

1 n-1 G/H n n 

Un raisonnement analogue au précédent montre que l'on peut, cette 

+°° f 
fois aussi, intervertir les signes Z et J : il suffit essentiellement 

n=l G/H 
de remarquer que pour tout s € G, on a 

\T [p(Çn • V j o í s ^ a í i ) ) " 1 ) ! * T I ç | | t i J < + » . 
n* 1 n= 1 

La formule (i) s'en déduit. Soit maintenant ^' telle que pOJ;') » pOjO ; 

dfaprès (i) on a P0»(<|> • 40 - P0$(<t> « i|0 d'où | |Poft(<W0| | * | |<f>| I I I I • 

Conme | | p G | / ) | | est la borne inférieure des | | i p f | l lorsque p ( i | ; ' ) « p ( i p ) . 

(ii) s'en déduit. 
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FIN DE LA DEMONSTRATION DE (3.37). - Soit <f>£L2(G/H) ¿ L2(G/H) et 

u€ A , soit tJjC Í tel que pOJO - u ; on pose L(c|>,u) = P0$(((> • ip). 

La formule (i) montre que cette définition est cohérente (L(<|),u) ne 

dépend que de <J> et u et non de* et que (L(<}) ,U)] ( S ) est donné par la 

formule annoncée. L'application L est évidemment bilinéaire et l'on a 

| | L ( < J > , U ) | | « ||4||||u||. 

Enfin, il est connu que l'espace vectoriel engendré par les U. 

2 
est dense dans L (G/H,X^). Par produit tensoriel il en résulte que $ 

est un épimorphisme (c.à.d. que son image est partout dense dans 

2 * ~~? 

L (G/H|X^) 9 L (G/H,X^)) . Comme P est surjective, P c$ est encore un 

épimorphisme donc l'espace vectoriel engendré par les P0$(<¡) ® \¡)) , 

c.à.d. par les L(<j),u), est dense dans A^. 

REMARQUE. - Lorsque G = NH est un produit semi-direct topologique et a) 

une représentation de H, il résulte du calcul fait en (3.32) que 

9(s ^o(x)) = hj 1 (où s = njhj)ne dépend pas de x et [L(<J>,u)J (s) 

apparait comme un produit v(s)u(h.) où v est un élément de A„ : on 

retrouve le résultat (3.33). On pourrait d'ailleurs voir que c'est L À 

le seul cas où 6(s *a(x)) ne dépend pas de x. 
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6 - ETUDE DE /V QUAND * EST UNE INTEGRALE DE REPRESENTATIONS• 

Dans ce qui suit, G désignera toujours un groupe localement compact 

separable (c.a.d. admettant une base dénombrable d'ouverts). On utilisera 

la terminologie suivante (cf. DIXMIER [ 2 ] , appendice B) : 

- un espace borélien (Z9B) est un ensemble Z muni d'une tribu !B de 

parties de Z appelées parties boréliennes de Z. En général, B sera sous-

entendu et on parlera simplement de l'espace borélien Z ; 

- si Z et Z f sont deux espaces boréliens, une application f : Z -» Z' 

est dite borélienne si l'image inverse de toute partie borélienne de Z 1 

est une partie borélienne de Z. 

- une mesure positive sur un espace borélien (Z,_B) est une mesure 

positive sur la tribu B qui est en outre G-finie : il existe une suite 

de parties boréliennes B de Z telles que Z = \ J B et vérifiant pour 
n n c W n 

tout n, y(B n) < + 0 0. 

- soit Z et Z' deux espaces boréliens, p. une mesure sur Z. Une appli­

cation f : Z—»Z' est dite ^-mesurable (ou mesurable si aucune confusion 

n'en résulte) si l'image inverse de toute partie borélienne de Z' appartient 

a la tribu complétée de la tribu des boréliens de Z pour la mesure JJ . . 

Les éléments de cette tribu complétée sont appelés parties U-mesurables 

(ou mesurables) de Z. 

(Pour toutes ces définitions, on peut aussi se reporter à MAC KEY [l] 

p. 61-55 ou AUSLANDER et MOORE [l] ). 
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- Pour tout ce qui concerne les définitions et propriétés élémentaires 

des intégrales de représentations ou d'algèbres de Von Neumann, on utilisera 

DIXMIER [ 2 ] Appendice A. 

Afin d'obtenir, dans ce paragraphe, des énoncés analogues au cas 

abélien, en particulier le théorème de BOCHNER pour les groupes de type I , 

on utilisera, lorsque X est un espace de Hilbert complexe, l'isomêtrie 

entre X S X et l'espace ^(X) des opérateurs à trace sur X: à tout 

» +00 

4>= Z Ê n G H n € X G X (donc tel que Z | ç j |n | < + <*>) 
on associe 

n=l n=l 

l'opérateur à trace défini par : 
+00 

T (x) = ï. < x | V Ç n • 
n=l 

L'application (j) 1—>T est une isomêtrie de X $ X sur l'espace 

de Banach obtenu en munissant jf(X) de la norme-trace notée | | . | | ̂  : 

•H» 

On a de plus la formule trCT^) = E < Ç J n n > d'où, plus généralement. 
n=l 

pour tout opérateur borné U sur X : tr(UT ) = Z < UÇ |n > 
' n=l n n 

(cf. par ex. TREVES [l] ) formule qui identifie le dual topologique 

de l'espace de Banach à l'ensemble ^(X) des opérateurs bornes 

sur X (cf 2 . 4 ) . 
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Si ïï est une représentation unitaire continue de G, on peut donc 

caractériser A de la manière suivante : une fonction u : G C appartient 

à A si et seulement si il existe T c J(X) tel que l'on ait pour tout 
ÏÏ 

se G : 

u(s) = tr(ïï(s)T). 

On a alors, plus généralement, si SCVN^ , <u,S> = tr(ST) - tr(TS). 

De plus, si ÏÏ est irréductible, l'opérateur T est unique et l'on a 

| | u | | = I J T l l , ( c f . 2.6, 1°). 

Nous aurons à utiliser dans la suite diverses notions de mesurabilité. 

Leur équivalence résultera en général du lemme suivant : 

(3.38) LEMME. - Soit X un espace de Hilbert complexe séparable. Tout 

opérateur borné U sur X est limite ultrafaible d'une suite d'opérateurs 

de rang fini. 

DEMONSTRATION. - Soit ^f(X) l'ensemble des opérateurs bornés sur X, et 

A la sous *-algèbre de OSF(X) constituée par l'ensemble des opérateurs 

de rang fini. Le commutant de A est réduit aux homothëties, donc son bi-

commutant est égal à J^(X) ; d'autre part, l'ensemble des Tx pour T € A, 

x C X est évidemment égal à X. Il en résulte que A est fortement dense dans 

^ ( X ) (cf. DIXMIER [l] ch. 1, §3 , cor. 1 du th. 2). D'après le théorème 

de densité de ApLANSKY (loc. cit th. 3), la boule unité de A est fortement 

dense dans celle de i^(X) et, comme X est séparable, cette dernière est 

métrisable (loc cit, prop- 1). 
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Ainsi, pour tout U €j5f(X), il existe une suite (U ) dans A telle 

que U = lim pour la topologie forte avec de plus | | |ü n| | | <c | | |ü| | |. 

Cette dernière condition implique que l'on a aussi U = lim pour la 

topologie ultraforte car celle-ci coïncide avec la forte sur les parties 

bornées de jSf(X). Enfin, comme la topologie ultrafaible est moins fine 

que 1'ultraforte, on a U = lim ultrafaiblement c.q.f.d. 

Soit (Z,y) un espace borélien mesuré, et z X z un champ mesurable 

1 $ 
d'espaces hilbertiens sur Z ; on désignera par L (Z,y) l'ensemble 

des champs mesurables T : z -> d'opérateurs à trace tels que 

/ L L T J L I
 dy( z) < + 0 0 et par L°(Z,\i)® l'ensemble des champs mesurables 

Z 

d'opérateurs bornés tels que ess sup|||T ||| < + » c.a.d. l'ensemble des 

"opérateurs décomposables11 (dans ces définitions, on identifie deux 

champs égaux y-presque partout). 

Cas d'un champ constant. - Soit Z un espace borélien, y une mesure posi­

tive sur Z ; un champ mesurable z •+ X z d'espaces de H u b e r t sur Z est 

appelé champ constant si 

(i) il existe un espace de H u b e r t separable X tel que, pour tout Z 

X z = X ; 

(ii) Les champs de vecteurs mesurables associés au champ z -+ x sont 
Z 

les applications mesurables Z X (c.a.d. puisque X est separable, les 

f : Z + X telles que, pour tout a c X, z ̂  <f(z)| a > soit mesurable) 

Dans ces conditions, l'intégrale hilbertienne J X dy(z) est 
z 

2 
simplement l'espace de H u b e r t L (Z,y,X). 
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Avec les mêmes hypothèses, un champ z TTz de représentations d'un 

groupe G dans X est un champ mesurable de représentations si et seulement 

si, pour toute f mesurable Z + X et tout scG, l'application z + TT (s)ff(z)] 
« z ) 
Г 2 est mesurable. La représentation тт = J TT dy(z) de G dans L (Z,y,X) est 

Z Z 

alors définie par : 
(3.39) (TT(s)f)(z) = [>2(s))(f(z)) ( S € G , z c Z , f e L2(Z,y,X)) . 

EXEMPLE. - Cas d'un groupe abélien separable. -

Soit G un groupe abélien separable. On choisit pour Z le groupe 
A 

dual G muni de la structure borëlienne déduite de sa topologie ; on 

choisit X = С Si z cG, la représentation ïïz est la représentation de 

G dans С définie par le caractère z. Pour toute mesure positive TT sur G, 

ce champ de représentations est mesurable et la représentation 

1Г - j ^ zdy(z) s'effectue dans L 2(G,y) par la formule : 
JG 

(3.40) [ir(s)f)(z) = <s,z> f(z) (ou scG, z«G et fcL 2(G,y)). 

On a déjà utilisé en (2.13) le fait que toute représentation sans 

multiplicité de G est équivalente à une représentation ainsi définie et on 

e n a déduit une caractérisâtion de A^ . On peut également caractériser 

par un procédé analogue. Pour cela, si TT' est une représentation de G 

dans un espace de Hubert separable disons qu'une mesure y positive sur 

G est associée à тг' si ïï' est quasi-équivalente à la représentation тг de 
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G dans L (G,y) définie par (3.40) (l'ensemble des mesures positives 

associées à ÏÏ' constitue une classe d'équivalence de mesures : cf. 

DIXMIER [ 2 ] ) . D'après FELL ( [ 2 ] , th. 3.3), la représentation ÏÏ' est 

faiblement équivalente à l'ensemble des représentations irréductibles de G 

appartenant au support de y noté supp(y). Il en résulte que si ŷ  et 

sont associées à ÏÏ'J et ÏÏ'2 > la représentation ÏÏ1j est faiblement 

contenue dans ïï'2 si et seulement si supp ]jj c supp y 2 (ceci résulte 

par exemple de DIXMIER [ 2 ] , 18.1.5). On déduit de ce qui précède le 

résultat suivant : 

(3.41) PROPOSITION. - Soit ÏÏ une représentation d'un groupe abélien 

localement compact séparable G dans un espace de Hilbert sêparable 

et y une mesure positive sur G associée à ÏÏ. Alors B^ est lfensemble 

des transformées de Fourier inverses des mesures bornées sur G dont 

le support est contenu dans celui de y. 

DEMONSTRATION. - Soit v une mesure bornée sur G celle que supp vcsupp y ; 

on peut supposer, quitte à décomposer v, que v est une mesure positive. 

2 " 
Soit 0) la représentation de G dans L (G ; v ) définie comme en (3.40), 

cette représentation est faiblement contenue dans ÏÏ, on a donc l'inclusion 

1 ~ 

A U ) C B Ï Ï ' 0 R »
 ] € L ( G , V ) d o n c « ^ ( K v ) = ^ v ) € A

( J l ) (2-13) ; on en déduit 

^(v)ôB T f. 
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Réciproquement, soit ucB^. D'après EYMARD [l], (2,1), il existe une 

représentation a) faiblement contenue dans TT telle que u(s) = <u)(s)Ç|n> f 

où Ç et r) sont des vecteurs de X , donc u appartient à A .En remplaçant 

(JL) W 

X par le sous-espace stable engendré par les T T ( S ) Ç où s c G, on se 

ramène au cas où X^ est séparable. Soit v une mesure positive sur G 

associée à oo et soit a)f la représentation correspondante de G dans 

L (G,v) • Alors u€ A^' , puisque A , = A^ , donc (2.13) il existe h€L (G,v) 

telle que u =i^(hv). On a supp(hv)C supp(v), et comme a) est faiblement 

contenue dans TT, supp(v) c supp(y) d ?où supp(hv) C supp(y). c.q.f.d. 

Ce résultat sera généralisé aux groupes de type 1, pour une repré­

sentation quelconque en (3.56). 

(3.42) UN CONTRE-EXEMPLE POUR LA BOULE UNITE DE B^ . - Nous allons pouvoir, 

grâce à ce qui précède, montrer que, contrairement à ce qui se passe pour 

B(G) la boule unité de B^ n'est pas en général fermée dans l'espace des 

fonctions continues sur G, muni de la topologie de la convergence simple 

(cf. (2.19)). Le contre-exemple qui suit m'a été communiqué par R. SPECTOR : 

Soit G = R et G = R. Soit TT une représentation de R dans un espace 

de Hilbert séparable dont le support (c.a.d. le support d'une mesure 

associée à TT) soit (N*. 
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(par exemple la somme hilbertienne des représentations définies par les 

caractères t e i m t |vn > 0)• Nous allons voir qu'il existe une suite 

généralisée de mesures bornées de norme 1 sur G = R , à support contenu 

dans IN* , dont les transformées de Fourier, qui constituent une suite 

généralisée dans la boule unité de B^ ^ convergent simplement vers 1. 

Or 1 transformée de Fourier inverse de la mesure de Dirac en 0, n'appar­

tient pas à B 

ïï 

Pour construire la suite généralisée en question, nous utiliserons 

le résultat suivant : 

LEMME. - Pour tout e > 0 et toute partie finie A c R existe un entier 

pcN* tel que l'on aitj pour tout t cA ; | e l p t - l| 4 e. 

Ceci résulte d'un théorème de DIRICHLET (cf. KAHANE et SALEM, 

page 177). 

Pour tout e > 0 et toute partie finie AcR, soit p A le plus petit 

entier strictement positif satisfaisant au lemme. Soit I l'ensemble des 

couples (e,A) ordonné par la relation : "(e,A) < (e',A') ssi e' e et 

AcA' ". Cet ensemble est ordonné filtrant et, d'après le lemme, la suite 

généralisée des mesures de Dirac 6 répond à la question. 
pe,A 
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1 ® 

Revenons maintenant à un champ constant quelconque. L espace L (Z,y) 

s 1 identifie alors à l'espace L* (Z,y, .^(X)) des classes de fonctions 

Z + $XX) integrables au sens de BOCHNER pour la mesure y. Car, soit 

T : Z -*.^~(X), nous allons voir qu'il revient au même de dire que T est 

y-mesurable au sens de BOCHNER, ou que T est un champ d'opérateurs, 

mesurable relativement au champ constant défini par y et X. 

En effet, puisque X est séparable, X % X donc ^"(X), est séparable. 

Ainsi, T est mesurable au sens de BOCHNER ssi il vérifie : 

(Cj) : Pour tout U € J£tx), la fonction z tr(TzU) est p-mesurable. 

Alors que T définit un champ mesurable d'opérateurs ssi il vérifie : 

( C 2 ) : Pour toute fonction ^-mesurable f : Z X, la fonction 
Z K T |f(z)L est encore mesurable, 

z *• * 

Mais, en considérant une base hilbertienne de X, on voit que cette 

dernière condition équivaut à : 

(C 3) : Pour tout couple ( £ , n ) € X * X , la fonction z <T z(Ç)|n> est 

mesurable. 

Cette dernière condition s'écrit aussi : 

(Ci) : Pour tout <j> = Ç 0 n , la fonction z h- tr(T ) est mesurable. 
J Z t,9T\ 

Elle équivaut donc à (Cj) d'après le lemme (3.38) puisque la topologie 

ultrafaible sur ¿?(X) est la topologie de dualité a(i^(X), ̂ (X)) (cf. 2.4). 
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D'après SAKAI [l] , (1.22,13), le dual de L*(Z,y, SIX)) est l'algèbre 

de Von Neumann L°°(Z,y, 3?(X)) des applications U : Z i?(X) qui vérifient : 

1°) (C^) : Pour tout T c f ( X ) , la fonction z H> tr(TUz) est mesurable» 

2°) Le champ U est essentiellement borne. 

La formule de dualité est :< T,U> = J tr(T U )dy(z)• 
Z 

Autrement dit, L 1 (Z,y, ̂ "(X)) est le prêdual de L°°(Z,y, ̂ (X)) • La 

condition (C^) est équivalente à (C^) du fait de l'expression des éléments 

de X à X , donc de ^~(X), sous forme de séries ; elle équivaut donc 

finalement à (C^) et exprime ainsi que U est un champ mesurable d'opérateurs* 

OO 00 $ 

Finalement, L (Z,y,J^(X)) = L (Z,y) dans le cas d'un champ constant. 

Les considérations précédentes vont permettre d'étendre au cas d'un 

groupe de type I les résultats obtenus en (2.13) dans le cas abëlien 

c.a.d. de caractériser A^ quand ïï est une intégrale de représentations 

irréductibles. Lorsque G est quelconque, je ne connais en revanche que 

le résultat suivant : 

(3.43) PROPOSITION. - Soit Z un espace borélien, y une mesure positive 

sur Z et z tt un champ \x-mesurable de représentations irréductihlee 

f * 

de G. Soit tt * J tt dyfeX Alors, pour toute u € A , il existe 

7 Z 7f 

1 9 
T € L (Z,y) tel que : 

(i) Pour tout scG , u(s) * J tr(ïï (s)T )dy(z). 
2 Z 2 

file:///x-mesurable
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(ii) Soit f € A définie par f (s) = tr(ïï (s)T ) .Alors pour tout 

Z 7 í w r Z Z Z 
Z 

S€ C*(G), on a : 
< S,u> = / <S,f > dy(z). 

z 2 

( i i i J on a | ]u| | %< f ||T ( L dy(z), et on peut choisir le champ 
z z 

1 ® 
T € L (Z,y) de façon à avoir l'égalité. 

+ 0 0 

DEMONSTRATION. - Soit dans A la fonction s u(s) = Z < i r( s)Çj c|i\
> o i i 

+ 0 0 

(£^) et (n^) sont des suites de vecteurs de telles que E IC^IIn^l < • 00 

Comme X^ = I X^ dy(z), il existe des champs de vecteurs de carre 

Z z 

f e 2 

sommable z £ k(z) etz*+ n k(z) tels que £ k = J £k(z)dy(z),| = 

= í |C k(z)|
2dy(z), n k - J nk(z)dy(z), |r,k|

2 = J |nk(z)|
2dy(z). Avec 

z z Z 

ces notations, on trouve que : 

-h» R 

( 3 . 4 4 ) u(s) « Z J <TT ( s ) Ç , ( z ) | T I V ( z ) > dy(z). 
k=l Z * 

On va montrer, en utilisant le théorème de Fubini, que l'on peut, 

dans ( 3 . 4 4 ) , permuter E e t / . Pour cela, on pose : vk(z,s)» <TT z(s)Ç k(z) |r)k(z)> . 

On sait que zh- v^(z,s) est mesurable, donc (k,z) h* v^(z,s) est une appli­

cation mesurable H * Z C. D!autre part, on a |v k(z,s)| < U k (
z ) | |n^(z) | 

et, comme z H * |^(z)j et z h» |nk(z)J sont de carré sommable, 

z I C^Cz) I |n^(z) I est integrable et, de même que pour v^(z,s). L'application 

(k,z) H- I Ç (̂z) j jri^(z) j est mesurable. On a alors successivement : 

8 3 
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J U k(z)||n k(z)|dy(z) >< ( / | Ç k(z)|
2dy( 2))

, / 2( J [^(z) | 2 d y ( z ) ) , / 2 

z z z 
+ 0 0 + 0 0 

d'où: E / |L(z)||n, (z)|dy(z) ¿ E | Çj |nj < + 
k=l Z k k=l * k 

On peut donc appliquer le théorème de Fubini aux fonctions |Ç, ( z ) | | n ( z ) I 
k k • 

et v, (z,s), ce qui donne : 

u(s) = J (Z < TT (s)L (z) |TV(Z)>) dy(z) 
Z k=l 2 k k 

+ 0 0 

ou en posant f z(s) = Z < ïïz(s)£k(z)|nk(z)> , quantité qui est finie 
k=l 

pour presque tout z : 

u(s) = f f (s) dy(z). 
Z Z 

Le théorème de Fubini montre aussi que : 
+ 0 0 + 0 0 

( 3 . 4 5 ) f ( E |Ç k(z)||T l k(z)| dy(z) = E Jz \^(z) | |nk(z)dy(z)« E |Ç k||T^|; 
Z le 1 le 1 sb J 

+ 0 0 

en particulier, pour presque tout z, Z | ̂ (z) | |nk(z) | est fini, ce qui 
+ 0 0 k=l 

montre que <J>z = Z £ k(
z) • \ < z ) c x

z ® x

z P o u r presque tout z et que 
k - 1 

f z(s) - tr(7Tz(s)T ). On obtient donc l'égalité (i) en posant T T 
^ Z (J) 

On a de plus : 
- H » + 0 0 

Il T. I l, « Il 2 C k(z) 9 r, (z)|| ,< E I Ç, ( z ) | k ( z ) | 
• 9 z k=l K K k=l k k 

d'où l'on déduit, d'après ( 3 . 4 5 ) , que z ->• ||Tz||j est integrable et vérifie : 

( 3 . 4 6 ) J L L T J L J dy(z) N< Z | Ç k | | n k | . 

Ainsi, T €lJ(Z,y) e. 

84 
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On va montrer maintenant que, pour tout StC'(G), on a : 

<S,u> = / <S,fz>dy(z). Pour cela, supposons d'abord que S est une fonction 

1 Z 

g e L (G). On a : 

<g,u> = / g(s)u(S)ds = / g ( s ) [ / f (s)dU(z)]ds = / du(z) / g(s)f (s)ds 
G G z Z JG z 

ce qui est bien, dans cas, la formule désirée. En effet, l'application du 

théorème de Fubini est justifiée par les considérations suivantes. Tout 

d'abord, on sait que pour tout zc Z, l'application s» v k(z,s) est continue 

et que pour tout sc G, l'application z » v k(z,s) est mesurable, il en 

résulte que v f c est une application mesurable : Z a G - C (cf. MACKEY [l], 
+ 0 0 

lemœe 9.2) et il en est de même de l'application : (z,s) H - E v (z,s)=f (s). 
k=l k z 

On a d'autre part 

/|g(s)|ds / |f2(s)|dy(2) v< / |g(s)| a l U I r u | ) d s « +  

b z G k=l 

d'après (3.45)). 

Si S est un élément quelconque de C*(G), il existe une suite (g ) 
j °n'n*JN 

dans L (G) telle que lim ||S-g || = 0, d foù 

<S,u> = lim <gn,u> = lim / <g n,f 2> d u ( z ) . or, pour tout z f Z , 

Ta 

l i œ < 8 n » f z > = < S ' f z > " D ' a u t r e part, soit A un majorant de l'ensemble des 

L L G J L - On a : | <g n,f z>| 4 A | | f z | | x< A | J T | Ç k(,)j |r,k(z)|jet ce majorant 

est integrable d'après (3.41). 
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L'application du théorème de Lebesgue donne lim / <g ,f > dy(z) • 
Z n z 

F <S,f > dy(z), ce qui est le résultat (ii) annoncé. 

D'après le résultat (ii), on a donc, pour tout S f C * ( G ) : 

l<S,u > k / | < S , f > | d v i ( z ) v< | | S | | f | | f ||dy(z) 
Z Z 

c.a.d. |<S,u>| * | | S | I J I|TJI d y ( z ) . 
Z Z ' 

d'où ||u|| « f | | T I L d y ( z ) . 
Z z 

+ 0 0 

Soit ( Ç k ) et ( n k ) telles que u(s) = I <it ( s ) Ç k | n k > et 

4 » k = 1 

!|u|| - Z I Ç - l l n . 1 ( 2 . 9 ) ; on a vu en ( 3 . 4 6 ) que : 
k=l k * 

j f l l T j l , dy ( z ) « z l 5 k l h k | • 

On en déduit que, grâce à ce choix particulier des suites (£, ) et ) 

on obtient un champ T tel que : ||u|| = J ||T || dy(z). C.Q.F.D. 
Z z 1 

REMARQUES. 1 ) - On peut généraliser ce résultat au cas d'une décomposition 

intégrale en représentations non irréductibles à condition d'abandonner 

le langage des opérateurs à trace (cf. ARSAC [ 2 ] ) 

2) La portée de cet énoncé est limitée par le fait qu'il ne 

permet pas de calculer <u,S> quand S € VN^ (sauf si S €7T(C*(G)) : formule 

(ii)). Ceci provient du fait que l'on ne connaît pas la relation entre V ! ^ 

et VN^ . Au contraire, si G est de type I, cette relation existe. VN est 

z * 
l'intégrale des VN^ ; c'est l'idée de l'énoncé suivant qui traite le cas 

z 
d'un champ constant. 



Sur l'espace de Banach . . . . 

87 

(3.47) PROPOSITION. - Soit (Z,y) un espace borélien, y une mesure 

positive sur Zj X un espace de Hilbert complexe separable. Pour tout 

z t Z j soit T¡z une représentation irréductible de G dans X. Supposons 

que le champ TT soit mesurable relativement au champ constant d'espaces 

de Hilbert défini par (Z,y,X) et soit-n = J ÏÏ dy(z) . Supposons en 

Ç<& Z Z 

outre que VN = J VN dy(z) (ce qui est toujours vrai pour les groupes 
Z 

de type I). Alors les espaces de Banach A^ et L (Z,y, y(X)) sont 

isométriques. De façon plus précise, pour tout T E L* (Z,y, SIX)); il 

existe une unique u €A^ telle que : 

(i) Pour tout sa G 3 u(s) = J tr(TT (s)T )dy( 

Z 2 z 

et l'on a de plus : 
e 

(U) Pour tout S = J Szdy(z) c VN^ 
<u,S> = J tr(T 8 )dy(z) 

Z 2 2 

||u|| = J L|Tz||,dii(z). 

DEMONSTRATION. - Puisque VN = -Sf(X) pour tout z, l'hypothèse 

VN * I V N - r d p ( z ) signifie que VN = L°°(Z,y,i?(X)) . Ainsi, le prédual 

* J Z ''z 7 1 

de VN^ qui s'identifie à A^ , s'identifie aussi à L (Z,y,^"(X)), ce qui 

prouve que ces deux espaces sont isométriques par l'application qui à 

tout T e L 1 (Z,y, ̂"(X)) associe la fonction u C A définissant la même forme 

f* 
linéaire sur VN c.a.d. telle que, pour tout S = J S djj(z) on ait : 

Z 2 

<u,S> = F tr (T S )dy (z) . 
Z 
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Comme il s'agit d'une isométrie, on a de plus : 

llull = / M T J I J dU(z). 
2* 

Enfin, en choisissant S = ir(s) avec scG, on a : 

u(s) - < U , T T ( S ) > = f tr(Tr (s)T )dy(z). 
Z z z 

et cette dernière relation définit u sans ambigüité. 

C.Q.F.D. 

On va maintenant déduire de cet énoncé, par un procédé classique, 

l'énoncé général pour un groupe de type I : 

GROUPES DE TYPE I - RAPPELS. - Soit G un groupe de type I et G l'ensemble 

des classes de représentations irréductibles de G. Pour tout n = 1 , 2 , . . . 

(où * désigne le cardinal du dénombrable) soit G^ l'ensemble des ZCG 

qui sont de dimension n ; on sait que G est muni canoniquement d'une 

structure borélienne standard (d'ailleurs déduite de la topologie de Fell) 

pour laquelle chacun des G^ est borélien. Pour tout n, on désigne par X 

un espace de Hubert fixé de dimension n. 

(3.49) Toute mesure positive y sur G définit un champ mesurable d'espaces 

hilbertiens sur G de façon suivante : pour tout n, soit y (resp. y* ) % 

la mesure sur G (resp. sur G) induite par y (resp. égale à Xî - u où Y ~ 
n G • *G 

n n 

est la fonction caractéristique de G ) ; pour tout zCG soit X * v 
n n z n * 
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un champ de vecteur z x(z) où, pour tout z, x(z) eX , sera dit mesurable 
z 

si sa restriction à G est une application y -mesurable G •> X . On a la 
n n n n 

formule évidente : 

.Xzdy(z) = L (G.y'^X.) © L
2(G,y' 2,X 2) 9 . . . 8 L 2(G,y^ ,X J . 

G 

De plus, chacun des espaces de Hilbert qui figurent dans cette formule est 

séparable, puisque G est standart. 

(3.51)- Il existe un champ z + $ de représentations de G dans X tel 
z z 

que & 2 appartient à la classe z pour tout z. Ce champ est mesurable rela­

tivement au champ d'espaces de Hilbert défini par n'importe quelle mesure 

positive y sur G Dans la suite, on ne se préoccupera que de ce champ 

d'espaces hilbertiens. 

(3.52). Pour toute représentation TT de G dans un espace de Hilbert séparable 

X, il existe une mesure positive y sur G telle que ir soit équivalente à 

J ~ c

z

6 z d y ( z ) o u ' p o u r t 0 u t z» c

2

 e s t un cardinal. On adoptera dans la 

G r* 

suite la notation simplifiée J c zz dy(z). Réciproquement, toute mesure 

y définit une telle représentation à une quasi-équivalence près. Les sous-

espaces L (G.u'^X^ de l'espace de TT sont évidemment invariants par TT donc 

la décomposition ( 3 . 5 0 ) induit une décomposition de ir : ir • ir' &n' 
«® 1 2 » 

où pour tout n, TT' - !.. c zdy1 ( z). 
G n 
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Les mesures y' n étant concentrées sur les sont deux à deux étrangères 

donc les représentations ïï'n sont deux à deux disjointes (DIXMIER [ 2 ] Э 

8.4.7). La représentation TT1 est trivialement équivalente à 

ÏÏ = L с zdy (z) où l'intégrale est relative au champ constant défini n J Q z n 
~ n 

par G , y et X . L'application à ÏÏ , lorsque с = 1 pour tout z, de n n n n z 
la proposition (3.47) va permettre de démontrer le résultat suivant : 

(3.53) THEOREME. - On garde les notations précédentes : soit ÏÏ une 

représentation d'un groupe de type I dans un espace de Hilbert 

séparable, sent y une mesure sur G associée à ÏÏ. Alors, les espaces 

1 ® 

de Banach et L (G,y) sont isométriques. De façon plus précise^ 

1 ~ $ 
pour tout T 6 L (G,y) , il existe un unique u *A^ t e l çue £'on crf̂  • 
(i) pour tout se G, u(s) = Д tr(B (s)T )dy(z). 

G z z 

et Z 'on a de plus : 

(ii) Pour tout ScVN^j il existe un unique UCL°°(Z.y)® 

tel que : 

<u,S> » J- tr(T U )dy(z). 
G 2 Z 

(iii) La correspondance définie en (ii) est une isométrie de VN 
ir 

oo e 
sur L (Z,y) . 

(iv) ||u|| - jl||T J ] ,dy(z). 
G Z ' 
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DEMONSTRATION. - On sait que la représentation GJ = - z dy(z) 
J G 

est quasi- équivalente à TT (DIXMIER [2] 8.4.4). On a donc A^ « A^ . 

On a, comme en (3.52), GO = O U ' + . - . + a ) 1 + . . . + 0 ) ' , où m t = I d u ' (z) 

I n n J G M n 
et ü> 8 8 \- zdy (z) donc A f = A = A = A . . 

n J r n CO U) 7T 7T 
^ n n n n n 

I A /g 
Remarquons d'autre part que si T c L (G,y) et si T désigne sa 

~ . ^ + 0 0 n 

restriction à G n , on a ( G ^ ) et Z H T J ] , = | JT| | f . 
n= 1 

Réciproquement, si (T ) est une suite de champ mesurables telle que, 

1 ~ e + ° ° 
pour tout n, T n« L (G n,y n) , vérifiant de plus I ||T | | < + Œ et si T 

n=l 

désigne le champ d'opérateurs sur G qui coïncide sur chaque G avec 
n 

T on a : 
n 

. a + 0 0 

TCl / C G.y) et ||T|| - Z ||T M . 
n=l 

Or, on peut appliquer à o> la proposition (3.47) car on a 

J e A $ 

~ V N B d y ' n

( 2 ) DIXMIER [2] , 8.4.1) donc VN = J . VN dy (z). 
w n G z a ) n J G S z n 

Ainsi, ^'(G^ y n) est isométrique à A - A , . On en déduit, en utilisant 

1 ~ « N 

( 3 . 1 3 ) et la caractérisation de L (G,y) en fonction des L (G , u ) donnée 
n M n 

ci-dessus, que A^ = A^ est isométrique à L (G,y). D'autre part, on a 

s J " V N B d v ( z ) ( d' aP r è s DIXMIER [2], 8.41) et comme VN « I ? ( X ) 
w G z P_ z 

z 

ceci signifie que VN^ = L°°(G ,u) 9 . Ainsi le dual de l'espace de Banach 

A f f s'identifie d'une part à VN^ , d'autre part a L°°(G,y)®, ce qui prouve 

que ces deux espaces sont isométriques. 
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Il reste à préciser ces isométries : 

1 ~ ® 
A tout T « L (G,y) , on associe d'après ce qui précède la fonction 

u«A définie de la manière suivante : à T, on associe d'abord la 

suite des T comme ci-dessus, puis à chaque T on associe u «A erâre 
n n n 00 6 c 

n 
à (3.47) ; autrement dit : 

(3.54) u n(s) = £ tr(gz(s)Tn(z))dyn(z) = J-tr(3 z(s)T z ) x 5 (s)dy(s). 
G G n n 

Enfin, à la suite (u ) on associe u = u.+u0+...+u où la série 

n 1 l oo 

converge dans B(G), donc uniformément. On en déduit : 

u(s) * U j(s)+u 2(s)+.. .+U T O (S) . 

donc, d'après (3.54) : 

u(s) * L tr(6As)T) dy(z). 
G 

ce qui démontre (i) et (iv) (car on sait que la correspondance ainsi 

définie est une isométrie), 

Soit maintenant S C VN , on lui associe U*L (G,y) = VN tel aue 
" Cl) ^ 

S et U définissent la même forme linéaire sur A = A : 
ÏÏ 0) 

<u,S> * <u,U> . 

Dans cette formule, <u,U> est calculé dans la dualité (A ,VN ), donc 
U) G) * 

d'après (3.13) on a : 

i 
<u,U> » ^...U^ +...+< u ,U'> 

1 1 00 00 

où U f s U n x ^ o ù < u j » u ' ] > * • • < u

0 0 > U o o > s o n t c a l c u l é s dans les dualités 
n 

( V > V V >• 0 n a ensuite : <u n,U' n> = <u n,U n> où U r désigne le champ 
n n 
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sur G défini par restriction de U et où le crochet < u ,U > est calculé 
n n n 

dans la dualité (A^ ) c ^ qui donne finalement : 
n n 

' V V = f~ tr(T n( 2)U n(z)dy n(z)
 s/-tr(T zU z ) x - (z)dy(z) 

G n G n 

d'où l'on déduit (ii) et (iii) (car on sait déjà que la correspondance 

ainsi définie est une isométrie). C.Q.F.D. 

(3.55) COROLLAIRE 1 : THEOREME DE BOCHNER. - Soit G un groupe de type I. 

1) Pour toute u €B(G)j il existe une mesure positive y sur G et un 

champ d'opérateurs T €L (G,y) tels que : 

u(s) = L tr(& (s)T )dy(z) 
G 

2) Pour toute mesure positive y sur G et tcwt TCL^G.y)® vérifiant 

u(s) =/~tr(6 z(z)T z)dy(z) , on a ||u|| = ||T || d U(z). 

G Q Z I 

3; Soit (y,T) et (y',T') deux couples vérifiant les conditions de 1). 

Supposons de plus que l'on ait T ¿ 0 y-pp et T 1 t o y'pp; alors 
z z 

les mesures y et y' sont équivalentes. Soit h y' -mesurable telle 

que y ~ hy' ; on a alors V = h(z)T y'pp. 
z z 

DEMONSTRATION. - Soit u«B(G), soit TT une représentation telle que 

u(s) - <TT(s)£ |n> avec ( Ç , n ) c X ï ï « X (par exemple, la représentation 

universelle de G). En remplaçant par le sous-espace stable engendré 
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par les ir(s)Ç où s « G , on se ramène au cas où est séparable. On 

obtient alors 1 ) en appliquant le théorème précédent. 

Soit (y,T) tel que u(s) = J - tr(B (s)T ) dy(z) avec T«L ](G,u)*. 
G 

f 
Soit TT = J ^ zdy(z) ; alors, d'après le théorème précédent, on a u c A 

' G * 

et ||u|| - A | | T || dy(z) d'où 2 ) . 

' G Z 1 

Soit (y',T') un autre couple vérifiant les même*conditions et 

TT' - Jî z dy'(z). On a uCA^+A^, = et TT + TT' s'effectue dans 

X^ G X^, qui est séparable comme X^ et X^ t. Soit v la mesure positive 

sur G associée à TTGTT' • Comme TT et ÏÏ' sont des sous-représentations de 

TrGrr' , les mesures y et y' sont de base V (DIXMIER [ 2 ] 8 . 4 , 5 ) : il existe 

f et f V-mesurables telles que y = fv et y' 55 f'v d'où : 

u(s) - J. tr[Bz(s)(f(z)T2))du(z) = Utr[B 2(s)(f'(z)T' z)]dv(z) d'où 
G W G 

cfaprèsle théorème précédent, puisque f(z)T z€L (G,v) et f ' (z)T' eL (G,v)* • 

f(z)T * f'(z)T' vP.p. 
z z 

d'où f(*)||Tz||, » V{z)\\Vz\\x vp.p. 

On a donc l'égalité de mesures : 

||Tz||If(z)dv(z) - ||T'z||1f'(z)dv(z) 

ca.d. MTjljdvCz) - ||T'J|, du'(z). 
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Si l'on suppose de plus T t 0 y-p.p et T' ï 0 y'-pp la mesure u 
z z ^ 

est équivalente à I I T J I J dy(z) et la mesure y' est équivalente à 

UT'JIJ dy'(z). D'après l'égalité précédente, ces deux mesures sont 

donc équivalentes; On a plus précisément dy(z) « h(z) dy'(z) où 

M T ' J I , 

h ^ " Ti TT" ^ o n s a l t p a r hyP° t h èse que | |T | L # 0 ypp. donc 

II T

Z I I 1 Z 

- — est défini y.pp et, ce qui revient au même, y'pp). On en déduit 
L L I . L L , 

grâce aux égalités obtenues ru cours du calcul : h(z) « f *( z) PPP* ou y'pp 

d'où T' = h(z)T c.q.f.d. 

Z z 

REMARQUE. - Les résultats (3.53) et (3.55) constituent une généralisation 

au cas des groupes de type I de la théorie de la transformation de Fourier 

inverse dans les groupes abéliens, la fonction u(s) = f~tr(B (s)T ) dy(z) 
G ^ "̂ 

étant la "transformée de Fourier inverse" du couple ( T,y) où T L ^ G . u ) * 

(intuitivement c'est la transformée de Fourier inverse de la "mesure 

vectorielle bornée" de densité T par rapport à y). Comme dans le cas abélien, 

on peut caractériser B^ : 

(3.56) COROLLAIRE 2. - Soit ÏÏ une représentation unitaire continue d'un 

groupe de type I. Alors B^ est l'ensemble des "transformées de Fourier 

inverses" des couples (T,v) où v est une mesure positive à support 

contenu dans celui de TT et où T € L ' ( G , V ) * . 
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DEMONSTRATION. - Rappelons que le support S de ÏÏ est par définition 

l'ensemble des représentations irréductibles faiblement contenues dans 

C'est un fermé de G qui coïncide, lorsque l'espace de ÏÏ est séparable, 

avec le support de toute mesure associée à ÏÏ (FELL [2] , th. 3.3), 

Soit V une mesure positive sur G telle que supp vcS. Soit u) «^g dv(s) 
G 2 

on a suppco = suppv c S donc u) est faiblement contenue dans ÏÏ ce qui implique 

1 ~ 9 
l'inclusion A^c B^ ; d'après (3.53), pour tout T £L (G,v) , la transforage 

de Fourier inverse de (T,v) appartient à A , donc à B . 
K K 0) ïï 

Réciproquement soit ucB^, et soit ai comme en (3.41) une représentation 

dans un Hilbert séparable, faiblement contenue dans ÏÏ et telle que 

u(s) » < U > ( S ) £ | T I > ; soit v une mesure positive sur G associée à co et soit 

a)' - I -6, dv(z). 

On a suppv • suppwcS, d'autre part uc A^ et A^ * A^, donc u est bien 

de la forme annoncée, c.q.f.d. 

REMARQUE. - On sait que l'ensemble des B^ est en bijection avec l'ensemble 

des fermés de G par l'application qui à tout B^ associe le support de ir 

(cf. EYMARD [l], 1.2.4). L'énoncé précédent permet de définir directement 

l'espace à partir du fermé correspondant de G. 
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