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FACTORISATION DES POLYNOMES A COEFFICIENTS
DANS UN CORPS FINI

par Simon AGOU

Cet article donne un algorithme permettant de déterminer le produit
de tous les polynCmes irré&ductibles, de mémes degrés, qui divisent un
polyndme donné 3 une indéterminée a coefficients dans un corps fini.

Une fois ce produit déterminé, une méthode est indiquée pour expliciter

effectivement les polyndmes irréductibles qui le composent.

1. NOTATIONS ET CONVENTIONS UTILISEES.,

Fq dénote le corps fini 3 q = ps éléments, oll p est un entier premier
£(X) = aan + ...+ a_ désigne un polyndme monique (an=l) de Fq[X], de
degré n.

Si m est un entier tel que | < m < n, on définit les polynOmes oi(x)
par 1'égalité suivante, dans Fq[X][Y] :

m-1

i
T (r-x%) = y" - o‘l(X)Ym_l - ..o (X).
1=0
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Factorisation des polyndmes 2 coefficients dans un corps fini

Pour tout entier j tel que O £ j < m~!, on considére les polyndmes

n (r1+.-o+rm-l)! j I“ r
T (X)) =a. + I al( z T ; (Zr _)o, ...0™;
£,m,] J k=m r +2r, +...+ mr_ = k-j Lpiee Ty’ g=0 271 m °’
I 2 m
enfin, on pose
A =pgcd (7 (X)),
f,m 0< i< m-l f,m,]
e o désigne 1'ensemble des polyndmes moniques irréductibles de degrés m
de (Fq[X] , divisant £.
2. RESULTATS,
THEOREME. - S7 f(X) est un polyndme monique sans racines multiples de
F [X], on a
q qm
pgecd (Af m,X -X) = m fi'
? f.el
1 f,m
Si If o= @ , on fait la convention usuelle sur le produit.
COROLLAIRE. = 5S¢ f(X) est un polyndme monique de qu[X] sans racines
multiples, on a
n k
£X) = T pgecd (A X -0,

k=1

3. PREUVES,

Nous établissons tout d'abord le lemme suivant :
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Factorisation des polyn8mes 2 coefficients dans un corps fini

LEMME 1. - Avec les notations de | on a :

m—1 f
f(X) = L T (X)) X7,
j=0 f,m)J
En effet, posons :
£(X) X<
v = f(Xq) et v = qu pour keN
f,m . k,m . ‘
. qm-l : m=1
f(X ) xk9
On a alors
(3.1) Vf,m= ) ak Vk,m .

k=0

Pour j entier, 0 £ j <m-l , on a, en utilisant les propriétés des détermi-

nants

|:Vm-l ,m’ """ ’Vk,m’ T ’Vo,m]

k vm_l,m,...,vj,m,...,vo’i]

\ Vm—l ,m’Vf,m’Vo,m:l
(3.2/ v =

m—1,m’ j,m’vo,m] k=0

[ =]

a

n v I ' cesyV
a4+ T & L m_]’m: ’ k,m’ ’

o,m |
j k(v A

j’m,...,vo’m ]

k=m -1,m’"’

Mais, pour k > m, compte tenu des résultats établis dans 1., o0nala

congruence
Kk m—-1 . m-]
(3.3) Y*= .zo Y, Y modulo ((Y-X)(Y-x%)...(v-x% ),
J=
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Factorisation des polyn8mes 2 coefficients dans un corps fini

avec Y, . = z

k . ', !
»J r]+2r2+. . .+mrm=k-3 1 m t

Compte tenu de (3.3) on a, pour k > m ,
m-|

(3.4) V = I Y v .
k,m % =0 k,2 R,m

Par conséquent, pour 0 < J < m-1 , (3.2) fournit

\) 1o ] n
(3.5) m1,m 0 ,m a. + T

..Vf seeesV
= a Y, . =T .
[ Vm_l’m,...,V. ""’Vo,uq J k=m k 'k,J f,m,;

(xX).

Par suite il est clair, par les formmules de Cramer, que :

=1

. m
f’m’j(X)YJ modulo ((Y-X) (Y-xD)...(x-x% ).

m-1
(3.6) £(Y)= r w
j=0

I1 résulte finalement de (3.6) que :
m-1
3.7 £X, =¥ 7

. (X) .X3,
j=0 ?

f,m,

ce qui établit le lemme 1.

En particulier, (3.7) montre que Af n divise f.
bl

LEMME 2. - 57 £(X) n'a que des racines simples et siﬁk o ¢ Fq, alors

A est un produit de polyndmes moniques, irréductibles sur Fé,

f,m
distincts, de degrés au moins égaux 4 m et divisant f(X).
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Factorisation des polyndmes 2 coefficients dans un corps fini

Si & est une racine de A& q dans la clSture algébrique F% de Fp ,
?

on a par la formule (3.6)
m-1
£(Y) = 0 modulo ((Y-0)(Y-8%)...(¥-8%9 ).
Comme, par hypothése, f(X) n'a que des racines simples, il en résulte

que le polynOme minimal de 6 sur Fq est de degré >

m et divise f(X),

puisqu'il divise Af,m .
m

PREUVE DU THEOREME. - Le lemme 2 et le fait que X3 - X est le produit de

tous les polynOmes moniques et irréductibles de wq[x] dont les degrés
m

divisent m, montrent que p g ¢ d (Af ;X3 - X) divise I
,m f..
f.el i
m i f,m
i = . q - = =
Si If,m @ ,alorspgececd (Af’m,x X) it 1.
f.e1
1 f,m
Si If,m # @, soient f. € If,m et £ une racine de f. dans qu. La
relation (3.5) montre que
0
ﬂf’m’j(i) = 0, puisque vf’m(g) = E pour 0 < j < m~1.
0
m
Ainsi I fi divise p g c d (Af ;xq -X) ; d'ol le théoréme
¥ S e
1 t4

puisque ces polynOmes sont moniques.

On peut remarquer que

m
deg(pgcd (A, ;X% -X)
Card(If m) = 2

m
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Factorisation des polyn8mes 2 coefficients dans un corps fini

PREUVE DU COROLLAIRE. - C'est une conséquence du théoréme, puisque les

facteurs irréductibles de f ont des degrés < n.

4, REMARQUES

1/ Si g est un polyndme monique de Fq[X] tel que g'(X) # 0 , on

peut appliquer le th&oréme et son corollaire au polyndme.

£(X) = £ ,
pgcd(gsg")

puis éventuellement poursuivre par la méthode de Lagrange.

Supposons f sans racines multiples,

1"/ Soit g un polyndme monique de degré m ; pour que g divise les

. pour j=0,...,m-1) il faut et il suffit que gel .
] f,m

TTf,m
n
2/ si £=3x% - X, alors A 0 est le produit de tous les polyndmes

Xq -X,n

moniques irr@ductibles de Fq[X] de degrés n.
L'algorithme proposé fait abstraction a priori de la connaissance des divi-
seurs de l'entier n.

3/ Si f(X) est un polyndme monique de FqEX] , on a

pgecd(£,4 ) = il £, .

x3 -x,n £ €%
4/ Enfin soit £(X) = aan +o.0t a_ un polyndme monique de Fq[X] de
degré n. Supposons qu'il soit le produit de h (h > 1) polyndmes irréductibleg

distincts de degrés m 2 1.
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Factorisation des polyn8mes 2 coefficients dans un corps fini

Soit alors S le systéme de m équations, aux inconnues Opsees0 »

a coefficients dans Fq » défini par les m relations :

n (rI+...+rm-l)! j T, ro
a; + I al z (Zrx _Jo ..o =0,
' kem r,+2r +...+mr =k-j r,'...r_! t=0
1 2 m 1 m

pour les entiers j € [O,...,m—]].

Avec l'hypothése faite sur f(X), il est clair que S posséde h solu-
tions et h seulement dans (Fq)m , puisque le systéme S exprime que le reste

de la division euclidienne de £f(X) par le polyndme ) cr])(m.-l ee. =0

est nul.

I1 en résulte qu'en substituant aux inconnues Oyseees0p » les q
éléments de Fq , donc au plus aprés qm essais, on obtiendra les h solutions
du systéme S, ce qui fournira ainsi la factorisation effective de f(X), sur
Fq en produit de polyndmes irréductibles.

Compte tenu des remarques 1,2,3,4, du paragraphe 4, et éventuellement
par applications réitérées de celles-ci, il s'ensuit que l'on peut ainsi

factoriser tout polyndme 3 coefficients dans un corps fini.

5. EXEMPLE.,
Soit f£(X) = x® + X+ %+ X+ +X+ 1 polynGme de FZ[X]'
4
on vérifie que X% = X(£(X)).

Prenons m = 4, et calculons les Te 4 5 pour j =0,1,2,3.
’ L

69



Factorisation des polyn8mes 3 coefficients dans un corps fini

On a :
|l = 1+0,+0 0 +030 +06_0, +og +020 o +020 +02 s
£,4,0 4 1 14 34 14 1274727474
3 2.2 4 2 3
i = o
£.4,1 ]+03+0]O3+ 4+0]03+03+0104+0204+0103+010203+0203+0 o
_ 3.2 4 o2e03s 2.2
"f,4,2 = 02+0]02+03+0]02+0103+0104+0 o +G 0, +05+ 03+03+o 0,
~ 2 4625 452 Se 524020
nf,4’3 = 1+01+ol+02+o] 010, +05+0,+07+0,05+0 193 >
avec 0, = X + X2+t 58, g, = X2+ x° + x%+ %%+ x10 4 x12 ,
e e | R R L |
3 4
On a con(f) ozzc(f) ozio(f) o, = 1(f)
1 1 ? 2 ’ 3 ’ 4
Par suite :
Te 4,01+ 0+ 0y +og+00, (),
Tg,4,1 - 02 F 0)03 7 003 + 010,05 (B),
Tt,4,2 - O SO
"f,4,3 = 0103 (£).
Mais 1 + cl + 02 + 03 + 0102 =0 (f) et 02 = 0 (£) ; donc nf,&,l 20 (f),
et "f,4,3 = 0(f).
Ainsi Af 4 = f.f est donc le produit de deux polyndmes du 4&me degréa
irréductibles sur EZ. Pour les déterminer écrivons le systéme S :
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Factorisation des polyndmes 2 coefficients dans un corps fini

1 + 0104 + 0204 + 0304 + 010204 =
S i +04+0'10'3+010203+0203+O'204=0
1 +O'4+ +0103 =0

Ce systéme a deux solutions et deux seulement dans (Fz)a.

En effet S est équivalent 3 :

Q
+
Q
[}
Q
0
o

S'

Q
Q
(]
(@]
Q
]

Ainsi £(X) = (XHx+1) (xX*+x3+1).
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