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ALGEBRES ET NOYAUX DE CONVOLUTION SUR
LE DUAL SPHERIQUE D'UN GROUPE DE

LIE SEMI-SIMPLE, NON COMPACT ET DE RANG 1.
par M. MIZONY

INTRODUCTION, — Dans un article précédent [7], nous avons vu que la
transformation de Fourier sphérique, définie pour un couple de Gelfand
(G,K), permet de munir d'une structure d'algébre de convolution, d'une
part 1'espace M](Z) des mesures bornées sur le dual sphérique Z=Z(G,K)
et, d'autre part, l'espace Ll(Z,u) des fonctions intégrables dans Z pour
la mesure de Plancherel Uu.

Nous allons expliciter ce produit de convolution dans le cas ol
G est un groupe de Lie semi-simple, non compact et de rang ! ayant pour
décomposition d'lIwasava KAN. Pour cela, nous montrons que ce produit de
convolution est défini par un noyau dont on calculera une expression
lorsque G est SL(2,R) ou SL(2,C). Nous terminerons en formulant une

question & propos d'un "laplacien" sur Z.
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1. NOTATIONS ET RAPPELS, Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, n

non compact, de centre fini et de rang l. On note G = KA _K une décompo-
sition de Cartan de G. Le sous—groupe compact K est maximal. On identifie

R, a8 A, au moyen d'une exponentielle. Pour une telle décomposition, une

mesure de Haar sur G peut s'écrire dg = dk wp q (x)dxdk', ou dk est 1la
’

mesure de Haar normalisée de K et ou wp q(x) = ZZQ(shx)p(shZX)q avec
20 = p+2q (cf. [8] § 8.1.3).
Soit Ap q la partie radiale de l'opérateur de Laplace-Beltrami

défini sur G/K ; comme opérateur sur R_ , on peut &crire

_ ! d d
AP,q T w (x) dx (mP:q (x) dx )
Psq
= %%2 + (pcoth x + 2qcoth 2x) %;
. . 2 2
Pour tout re R+ , Solt ¢p q (r,x) la solution de A f=- (r"+p " )f telle
L bl
que f(o) = | et que f soit paire
- ptir p=ir  p+q+l 2 - .
Alors ¢p’q(r,x) 2F]( 5 » 5 5 ; sh x) , ol 2F](a,b,c,z)

désigne la fonction hypergéométrique [4] . D'autre part, si Zp q désigne

1'ensemble des fonctions sphériques zonales de type positif qui sont

associées 3 la premiére série principale des représentations de G, on a

Zp,q = {x ».¢p,q (r,x) | r cR, }.
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L'algébre commutative LI(G)h (formée des fonctions intégrables sur
G et bi-invariantes par K) s'identifie & 1'algébre LI(R+,m q(x)dx).
’

1
Dans L (R+,wp q(x)dx), le produit de convolution est donné par un noyau
’

symétrique Kp q(x,y,z) qui exprime la formule d'addition des fonctions
’ oo

sphériques ¢p q(r,.) : ¢p q(r,x)d)p’q(r,y) = !. K

s ’ ’ ’
(o}

d
> q(x,y,2)¢p’q(r,2)wp q(z) z

(un calcul explicite de ce noyau se trouve dans [5]).

Dans toute la suite, nous omettrons l'indique p,q s'il n'en résulte

aucune ambiguité.

) . - .
Pour tout fel (R ,w(x)dx), soit £ sa transformée de Fourier sur Z,
+CD

définie par £(¢(r,.)) = f f(x)¢(r,x)w(x)dx ; on notera F(o(r,.)) = ?(r),
(o]
pour tout reR+.

Sur Z, identifié a R+ , nous avons une mesure de Plancherel u telle
que la transformation de Fourier se prolonge en un isomorphisme isométrique
2 ..

de L (R+,w(x)dx) sur L2(R+,du(r)). Cette mesure de Plancherel est définie

1 - .
par du(r) = 7f‘c(r)[ 2dr, oi c(r) = cp q(r) est la fonction de Harish-Chandra
b

p=irn,. +q+]
r +c(r) = 2 F(lr)r(Eff__)

On a alors la formule d'inversion,

priryn,p . 1 i
r(—i——ar(4 oyt E_.)

i
valable pour tout f GL.(R4,u(x)dx)n [LZ(R+,w(x)dx)]' %

00

f(x) = %? f f(r) ¢(r,x)lc(r)|-2dr.
)
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2. L'ALGEBRE DE CONVOLUTION L'®,, le(x)|ar).

On sait ([7], 1.3) que LI(R+,Ic(r)|—2dr) est une algébre de
convolution isomorphe par la transformation inverse de Fourier 3 1'algébre
(pour le produit ordinaire des fonctions) des fonctions continues :

2

L (R+, w(x)dx) » L2(R+,w(x)dx). Et ce produit est ainsi défini :

pour f,gelj(R+,[c(r)l_2dr),on a

o0

_1J -2 X
frg(r) = 7 ) drl %(f)g(s)lc(s)| ds, od 6r¢68

est la mesure bornée sur R+, transformée de Fourier de ¢(r,.) ¢(s,.).

PROPOSITION. - Pour tous nombres réels positife r et s, la mesure éfnés
est définte par une fonction intégrable pour la mesure de Plancherel,
la fonetion t » a(r,s,t)(= 2, q(r,s,t)), ou

a(r,s,t) = f ¢(r,xd(s,x)$(t,x) w(x)dx, pour tout teR, .
(o]

Pour montrer que Gr‘ss est défini par une fonction, il suffit de
montrer que X ¢ (r,x)¢(s,x) est un élément de [LZ(R+,w(x)dx)]‘2 ; mais
comme elle est de type positif, cela revient 3 montrer que x = ¢(r,x)d(s,x)
est de carré intégrable pour la mesure w(x)dx.

Or, quand x est grand, |¢(r,x)| est équivalent i (shzx)— %
d'aprés [9] ( §2,3,2, (9)) et ]w(x)l est équivalent 3 (shx)zg ainsi
x » ¢(r,x)p(s,x) est de carré intégrable pour w(x)dx. Donc la mesure 5:’53

est définie par une fonction de L]0R+,|c(r)]—2dr), soit t = a(r,s,t).
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D'autre part, comme x ~ ¢(r,x)d(s,x)¢(t,x) est intégrable pour
la mesure w(x)dx, on a donc le résultat wvoulu.
REMARQUE. - Ce noyau a(r,s,t) exprime simplement la décomposition du
produit tensoriel de deux représentations irréductibles de la premiére
série principale d'un tel groupe de Lie en intégrale de représentations
de cette série principale. Plus précisément,il exprime une formule d'addition
des fonctions sphériques zonales, considérées comme fonctions du paramétre ,

l1.e, pour tout xeR+ s reR+, seR+ s

00

22
o (r,x)¢p(s,x) = %ﬁ f a(r,s,t)p(t,x)|c(e)] = dt.

[¢)

3, CALCUL DU NOYAU a(r,s,t) POUR LE CROUPE G = S L(2,R).

Pour le groupe hyperbolique, nous avons p=1, q=o0, donc p = % , w(x) = 2shx

et ¢(r,x) = 2F1(%_+ %E , %-- %E s 1 -shzx), ce qui est une des expressions
de la fonction de Legendre P1 (chx) (cf. [9], p.127, formule (20)).
-§+ir

Enfin,on a ]c(r)[—2 = Tr th Tr.

PROPOSITION. - Pour 1’,s,tc(R+ y O a

a(r,s,t)= §§ chrr chrs chﬂtlr(%-+%(r+s+t))]2|F(%'+ %('r+5+t))’2:
T

1 i 2 1 1 2
x[P(Z-+ 7{r-s+t))| |T(Z-+ §(r+s-t))] .
Pour calculer a(r,s,t), nous allons procéder suivant la méthode

exposée par Ferreti et Verde [3], en décomposant ¢(r,.)¢(s,.) en intégrale

sur R suivant ¢(t,.).
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Soit r et s G.R.+ , T # s, on a

1 . 1 . 1-chx
¢ (r,x) ',2F1(5+ ir,=ir ; 13 —2——)

. - <= -ir
_ T(-2ir) chx-1 2 1. 1 . Lo 2
R N e oF (7 * i, 3+ drsle2ins 750 )
r (3 -ir)
1 .
r(2ir) chx-1,~ + 1ir 1 . R P
i o S oFy (g + ir, g = dr 5 1=2ir 5 o)
[ (G+ir)
. 1/2+ ir
o [(=2ir) 2 1, 1, .. )
En posant a_(z) = 5— — (7)) oF (7 +ir , 5+ ir ; 1+2ir ST -
Itz - ir)
nous avons ¢(r,x) = ar(chx) + ar(chx).
D'aprés la formule de Burnchnall et Chaundy ([l]), on a
2,1 ., .
T C§+1r+n) F(1+2is+n)
s (ya (zy = LC2E0N(24s) 2 ) o p2Gein) pas2is) .
r s Fz(%n-ir)rz(%-is) z—1 n=z' r(+2ir+n)T (1+2i(x+s)+2n)

T(1+2ir)T (1421 (x+s) +n)

%+is,-2ir-n,-n -2 ’ n )
x [3F2 ] (—l—;) 2Fl (Fi(r+s)+n,d+i(r+s)+n ; 2(1+i(r+s)+n); T_—z_) .

1+2is,%~ir-n

Or , d'aprés le théoréme de Watson ([6], 4, 1,14), on a

1 . .
3F2 (5 + 1s,-2ir-n, n) ) V;T(%j' ir-n) T(1+is)T (1+i(r+s)+n)

.
l+215,§—1r n r(% -ir - %)T(%-— %)T(l+i(r+s) + %)P(1+ % + is)
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i tva g

x ¥

14 is,~2ir-n
.. . . . 2
Ainsi, sl n est 1mpair, on a 3F2 1 =0 .
1+21s, > -ir-n
. . 2 . .
I(-2i ~ T r
En conséquence, a_(z)a (z) = I (-2ir)I(-2is)T(1+2ir)T" (1+is) (231)]+1(r+5)

2
T (_;_ —ir)T2 (%. —iS)I‘z(% +ir)T(1421is)

1% (3 +ir+2n)T (1+2is+20)T (1424 (r+5)+20)T 7 (3 ~ir=2n)[° (141 (r+5)+2n)
X

0 (2n)!I’2(% —n)T(l+Zir+2n)T(1+2i(r+s)+4n)1‘2(% cir-n) T2 (141 (r+8)+n) T2 (1+is+n)

X (]%)2“ JF (1+5(x+8)+2n, 141 (r+)+2n 5 2(1+i (r+8)+2n) ; -]-E—z- ).

2
r (:]2— +ir+2n)l’2(% ~ir-2n) V7 r(% +ir+n)

en tenant compte des faits que 71 = <=3
I (142ir+2n)1" (5 -ir-n) 25" Y P (1+ir+n)
. 2is+2n,,1 .
et que LT{1+2is+2n) = 2 F(E- * isn) , en tenant compte, d'autre part,
r“(1+is+n) Vi T'(1+2is+n)
. . . . 2 . .
que r(22]]~r)r(]+§1:’) = ’2—1 cothrmr et que Fé_%ls)r (]+1S) =21 2 4is cothrs ,
Iz +iolf G -in " (3 -is)T (1+2is)
nous avons : ar(z) as(z) = 4 cothrnr cothns 2—21(r+s) (;%]—)1+1(r+s)"
P 2140 (r+s)+20) T (1421 (r48)+2m) P (- +is4n) (3 +ir+n)
Z 2 2 )2n X
1-2z

(2n)! Fz(—é- —n)F(l+2i(r+s)+4n)FZ(1+i(r+s)+n)F(l+is+n)F(1+ir+n)

X ,F (1+i(r+s)+2n, 1+i (20 5 2(1+i(r+s)+2n) 3 7= ).
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En posant, pour neN, itn = —;— + i(r+s)+2n , nous obtenons alors :
2, 121 . a, (2)
I@rie I -ie) ‘n

. . 1
o I‘(21tn)r(-21tn) (2n)!I’(-2— -n)

-2i (r+s) ‘;:°

n

ar(z)as(z) = —4cothnr cothns 2

MG+ 5 (rrsst DTG + 5 (e-sre DT +ilresee )
3.1 31 23 .1 ’
MG+ 5 (res+e ) TG + S(r-s+e ) T97 + 5 (r+s+e )

1 . i(ty*+r+s)p,l | i 2.1 . 2.1 _ .
I“(?_ + 1(r+s+tn)) 27 n (4 + 5 (r+s+e ) I'GG+ it ) (3 1tn)

or on a - = - et = 4mt_ thmt .
3 i T3 . 1 . o n n
I'Z(Z- + 3 (r+s+tn)) Van (4 + 3 (r+s+tn)) I‘(thn) T( thn)
V3 (-3 oi(r*s—ty)
En écrivant (2:1)' 3 l] sous la forme Tz ( :) z nous obtenons
BRI C Y T 1z —n)r (n+1)
w DVa (2
ar(z)as(z) = —-8cothlTr cothTs z L 2t t:hTTt:n X

n=o T (% —0)T (n+1)

TG+ ) TGy (oot ) T g (herey)

J
3 i 3 i 3 i
TG+ 5 (resve ) TG + 5 (r=s+t ) T + 5 (r+s+e )
. 1 i 1 i

r *%ob PG+ zd TG -7 L

comme —————— = cosT ('E + —;—0‘) , nous pouvons écrire
_3_ 1a m
G + 39
_ 8 chhiir chis > ?'tn Chﬁtn the
ar(z) as(z) = g z 7 a (z) x
T n=o [ (—2- -n) '(n+1) n
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»
-3

~~
|
+
|

= (r+s+t ) T(% - % (—r+s+cn)x1“(% + % (r-s+t ) I‘(% - % (r=s+t_))x

(r+s+tn)) T(% - -j;_- (r+s+tn)).

| -

Considérons la fonction réelle 3 valeurs réelles positives
t b(r,s,t& = chlir chrs chntlf(%-+ % (r+s+t))lzlr(% + % (—r+s+c))l2 v
1 i 2 ] i 2
v |T G +5 (r-s+t)) | IT(Z + 5 (r+s-t)) | .

Soit f(r,s,t) considérée comme fonction de la variable complexe t ; elle
admet des pOles simples aux points suivants :

- (3 +2n)itres 5 to = - (b + 2n)iks-r , t1 = - (3 +2n)itr-s et

t

1
n
4 -(% +2n)i-r-s .
n

t

Soit C% = Rgas(b(r,s,t)) pour ne€lN et j=l,...,4.
t

1 . 1 1 1 1 i 1
T T i o —=(r+g+ - = (r+s+
Alors C i chr chTs chTt T(: 2(r s+t )) ](! 5 (r+s+t’ )) ¥

. . . . _i\Dp b
xr(%ﬁw%€r+s+t;)ﬂ“C% - %(-r+s+t;)ﬂ‘(%-+ %(r-s+tL)X‘(%»- %{r—s+t;)) CH TG+ 0

r(n+1)
On a d'autres formules analogues pour Ci s Ci et Cﬁ .
8 T 11 1
Ainsi a (z) a (z) =— T C t ¢thf't a (2)
r s TT4i nmo D D n t1
n
T 8
=+ I Ré&s(—+ b(r,s,t) t thrt a, (z)).
i 4 t
n=o t1 m

n

f 1 imilai .
On a des formules similaires pour ar(z) a_s(z), a_r(z) as(z) et a_r(z) a_s(z)

Soient x¢R .et z = chx. Lorsque |t| tend vers * ©, avec Im(t) <o et Re(t) # o,

1

b ? ’ I‘: .
nous avons | (r,s,t) t thllt a, (chx)| ]t|3/2elRe(t)‘_x Ta(t)
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- . in .
En remarquant que les pdles aux points - 5 de thTt sont compensés par des
zéros d'ordre supérieur de at(chx), nous obtenons par le théoréme des résidus

appliqué au contour suivant quand R tend vers 1l'infini.

_R - . 2 0 e 2 R
R -r—s# r—s s-r r+s
A
. 0y 2 . .
5i
s . - 2 [ ¢
N -
R T S

j=l,...,4t_]

+ ©
1 8 . , 8
FIT / n—“ b(r,s,t) t thmt at(chx)dt = = Rt?s(Tr—4b(r,s,t)t thnt at(chx))
- ® nelN n

-1 (ar (chx) a (chx)+ a—r (chx)aS (c:l'uc)-h'«x_S (chx)ar (<:hx)+a_r (chx)a_s (chx))

-i ¢(r,x)¢(s,x). Et comme ¢(t,x) = at(chx) + a_t(chx) nous avons

oo
—2-]} f —85- b(r,s,t) 7wt thmt ¢(t,x)dt = ¢(r,x)d(s,x), ce qui signifie que
o
a(r,s,t) = % b(r,s,t) . C.Q.F.D.
i
REMARQUE. - Pour SL(2,R), la transformation de Fourier sphérique est 1» trang-

formation de Mehler. Rappelons que le noyau K(x,y,z) définissant le produit

de convolution sur L](R+,28h x dx) est égal &

10
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o si z¢,f|x—y| s Xty J;
K(x,y,8) =

[2 7 enE2on (072 on (B2 h (X5 ] aitteurs.

. . .. . 2
Ainsi la transformation de Mehler envoit bijectivement L10R+,shxdx)r)(L20R+,shxdx»'
sur L1¢R+,r thTr dr)n (LZGR+,r trTr dr))“2 "en échangeant produits ordinaires

et produits de convolutions'".

L4, LA TRANSFORMATION DE FOURIER SPHERIQUE SUR SL(2,€) ; SUR UN LAPLACIE!N,

Pour SL(2,C), on a p=2, q=0 et donc p =1 ; ainsi on a w(x) = & shzx et

¢(r,x) = 2F](%'+ %‘ s % - %E-; % H —shzx). En utilisant la formule (12)
p. 101 de [9] , nous avons ¢(r,x) = :;g;x . Enfin ]c.(r)l-2 = 212,

P . . 1
Le noyau a(r,s,t) définissant le produit de convolution sur L

(o]
] 2 - < 4 sinrx sinsx sintx
L (R+,r dr) est donc égal 3 a(r,s,t) = ot f Tx dx

e g Il gl
c'est-a-dire a(r,s,t) = TSt (th%(—r+s+t)+ th%(r-s+t)+ th%(r+s-t)-th§(r+s+t))

D'autre part, d'aprés [7], (1.3.10), les applications r » ¢(r,x)

pour tout xeR_ définissent tous les caractéres de l'algébre de Banach
s
. 1
commutative L (R+,r2dr).
Considérons le Laplacien O sur R+ associé a la mesure rzdr,
2
d ,24

0O = y t T dar alors les fonctions r » ¢(r,x) sont fonctions propre
dr

de cet opérateur : [O¢(r,x) = -x2¢(r,x).

11
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Ainsi pour le groupe SL(2,€), les fonctions sphériques zonales,
considérées comme fonctions des deux variables, possédent des propriétés
similaires par rapport a chacune de ses variables.

De maniére plus générale, & partir de la mesure de Plancherel

IC(r)!—2 dr sur le dual d'un groupe de Lie semi-simple de rang! nous pouvons
former un Laplacien O - — 9—-(10 (r)|-2 Q_) ; ce qui nous
P»9q |C (I‘)'—Z dr P»q dr
Psq

conduit 3 poser le probléme suivant résolu pour S1(2,¢)

Pour quels groupes de Lie semi-simples de rang 1, les applications r ~ ¢p q(r’x)
b

sont-elles fonctions propres de Laplacien

_ 2 d_ -2 d
C]P,q - |Cp,q(r)| dr (Icp,q(r)’ dr ?

REMARQUE !. - Pour tout couple d'entiers positifs (p,q), 1'application

r »]Cp q(r)!_2 vérifie les hypothéses de régularité et de convexité qui sont
’

exigées par H. Chebli (cf. [2]) qui, moyennant ces hypothéses, construit un

produit qui donne une structure d'algébre de convolution sur LIGR+,]c(r)|_2dr) ;

Ce produit de convolution est défini par un noyau symétrique qui s'obtient

3 partir des fonctions propres de l'opérateur [jp Q" Mais pour SL(2,R) et

SL(2,C), ce produit de convolution est différent de celui que nous avons
obtenu ; en effet le noyau considéré comme fonction d'une de ses trois variableg

est 3 support compact. Par exemple, pour 1l'opérateur CJP q associé 3 SL(2,C)

b

. d 2 d .

l.e. pour —) + — =, le noyau b(r,s,t) obtenu par Chebli est
dr
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O pour t <|r—sl ou t > r+s

3
b(r,s,t) = pour |r-s|gtgr+s.

(r+s+t) (r+s—t) (r—s+t) (-r+s+t)

4 r3s3t3

Le probléme demande 1'étude des rapports entre les deux produits obtenus sur

L@, || .

REMARQUE 2. -~ Pour le groupe G = SL(2,R), résoudre le prcbléme précédent

revient d savoir si les fonctions rv P (chx) sont fonctions propres
- +ir
2
d2 1 2T d ~ .
de 1'opérateur —5 (7 + ) e » pour tout xeR_ > ot P | désigne
dr sh2mr  ©F FHir
1a fonction de Legendre d'indice - % + ir
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