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MESURE DE HAAR EN ANALYSE NON-STANDARD 

par Denis RICHARD 

L'existence de la mesure de Haar sur un groupe localement compact 

G résulte, selon M. Ha sner [ 7 ] , de celle d'une fonction "content" X (au sens 

K* I 
de P.R. Halm s) qui, à tout compact K,associe X(K) = 0 (TT 1— t) , où K est un 

Ko î 1 

compact fixé et I un voisinage infinitésimal de l'élément neutre e de G. Ce 

"content" est exactement celui défini par A. Parikh [6] et il est donné par 

0 ( , v s ) , o ù V ( K ) est la borne inférieure du nombre des xi permett nt de 

recouvrir K . L'inconvénient de cette méthode est qu'elle ne permet pas 

aisément l'intégration, puisque la mesure de Haar n'est pas comm dément définie 

à partir de X lorsqu'on ne sait pas si X est régulier. Nous procédons autre­

ment en reprenant les notations de [9] et de [lO] et en construisant une 

forme linéaire positive sur l'espace vectoriel C (G) des fonctions réelles, 

à support compact et continues dans G, invariante par les translations à gauche. 

Nous en déduisons un "content" et la mesure de Haar sur G. 
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1. EXISTENCE DE L'INTÉGRALE DE HAAR SUR UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT, 

A - Soit G un groupe topologique localement compact. 

Soit C^CG) l'espace des fonctions réelles, à support compact et 

continues dans G. Soit L + l'ensemble des fonctions positives de C (G). Soit B + 

c 

l'ensemble des fonctions positives, bornées et à support compact, définies sur 

G et non nulles. En reprenant les idées et les notations de A. Weil ( [l] p.34) nous 

savons que, pour deux fonctions f et g(g^o) de B + , il existe un entier positif 

n, n nombres réels strictement positifs c. et n éléments s.CG tels que, pour 

n 

tout x de G, f(x) ^ £ c(g)(s.x). Si (f:g) désigne la borne inférieure de 

i-1 1 

l'ensemble des E c^, où chaque somme est prise pour des c. vérifiant la dernière 
i 

relation écrite, on rappelle (cf. par exemple , [2] p. 357) que lorsque f, fj, f 

et g ï o sont éléments de B + , on a 

(f,+f 2:g) v< (f,:g) + (f 2:g) ; 

pour c > o , (cf:g) = c(f:g); 

si fj £ f 2, alors (fj: g) < (f 2:g) ; 

(£:g) <̂ (f:h)(h:g) et (f:g) > supf / supg ; 
enfin, si f (x) = f(a *x) pour a c G fixe et pour tout x * G , on a l'égalité 

a 

(f :g) s (f:g) ici fondamentale. On rappelle enfin (cf. [l] p. 35) que, si 

f o € B \ on a j^rjj ( f : f 0 ) . 

B - Soit une fonction de B , à support infinitésimal I. 

Soit ho une fonction de B + , à partir de maintenant fixée. 
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Pour toute f € L + , on a (^f*^ >< (f:h©) s et on peut ainsi définir 

(ho:*)* 

une fonctionnelle F, de L dans R* par F,(f) = ( — ) . Le résultat fon-

' ' (ho:*)* 

damental est alors le suivant : 

THEOREME. - La faonctLoYineJLLz dz^inÀA une. Intégrale, du Uacui. 

DEMONSTRATION. Vérifions successivement que 

a) Vf € L + - {oi , F^Cf) > 0 ; 

b) VaeG, F^(f a) = F ^ f ) ; 

c) V c C E , F^Ccf) = c F ^ f ) ; 

d) V f l € L
+ , V f 2 € L

+ , F^(f ] + f 2) = F ^ f j J + F ^ ) . 

Les assertions a ) , b) et c) sont de simples conséquences des réinter­

prétations des propriétés suivantes rappelées en 1 : 

_ J $ HHi s<(f;f0) pour a), 

(f 0:f) (fo:g) 

(f :g) = (f:g) pour b) et (cf:g) = c(f:g) pour c ) . 
a 

+ 

Démontrons d ) . Notons supp(f) le support de chaque fonction f de L . 

Considérons la fonction h de L + dont la restriction à suppCfj+f^) est égale à 1. 

Soit f = fj+f^. Si f = o , nous poserons hj = h^ = 0 et sinon 

h = f. /f, h 9 = f ?/f. Il existe D e IN , des c.€ IR et des s.£l pour 

i £ (l,2,...fu)} tels que l'on ait, pour tout x €G : 
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fjCx) = f(x)h 1(x) £ T c.^Cs.xJh^x). 
i= 1 

Mais si f(x) ^ o et x € K , il existe X q € K pour lequel y(x) = y(xo) . De plus, 

il existe s^ tel que s.xÇl , donc y(x) = y(s^ ) = y(x 0) et hj étant continue, 

h.(x) = h.(s. 1) + n où n est infinitésimal. 

1 1 1 X X 

Par suite, du fait de l'existence de la borne supérieure de 

{n x|x €sJ fi , on a, pour tout x€ I*, hj (x) < hj(s^) + r ^ . 

Posons alors rjj = Sup{iV | i e [ l ,co] } • 

Comme n, est infinitésimal (car n <e pour tout e €(R, implique n • £ e pour 

tout eeR), nj l !est aussi. De ce fait 

OJ _ . 

(f :<bf v< I c j h ( s . ) + n f] 
i=l 1 

et de même 

(f2:(t))* I c i [ h a ( s î } + n 2 ^ • 
i= 1 

Mais ^j + ^2 r 1• D o n c 

co 

(f,:<J>)* + (f2'-<t>f < 1 cjl+nj+nj] . 
i= 1 

Divisons maintenant par (h 0 :<{))* et prenons les parties standards des réels 

finis obtenus ; il vient 

v f i } + v f > = y v f 2 > -

L'inégalité dans l'autre sens s'obtient sans difficulté. 

REMARQUE 1. - La preuve donnée par A. Weil de l'existence de l'intégrale de 

Haar utilise le théorème de Tychonoff auquel il n'est pas ici directement 

fait appel. 
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REMARQUE 2 . - La fonctionnelle ainsi définie sur L + se prolonge à l'ensemble 

des fonctions à valeurs réelles et à support compact de G, comme en [ô]. 

3. MESURE DE HAAR. 
Pour ramener, comme le fait Hausner en [ 2 ] , l'existence de la 

mesure à celle d'un "content" au sens de Halmos, nous considérons y_ et yv 

1 "r-o 
respectivement les fonctions caractéristiques du voisinage infinitésimal I 

et du compact d'intérieur non vide Ko. Soit K un compact quelconque de fonction 
(X K:X X)* n 

caractéristique X T« Considérons ; = X ' (K) . Comme Kc k.Ko pour 

n c N , pour des k, € K , on observe que : 
^ n ^ 

(X K:X X) .< Z ( X k . K e = X x> - n ^ X ^ * • 
1= 1 1 

Par suite X'(K) est fini. Soit A(K) = °X'(K) sa partie standard. 

THEOREME. - L1 application de V ensemble de* compact* de G danA R qui à un 

compact K oAAocie °X'(K) e&t ^inie, non négative, monotone, additive 

et 6ouA-additive et inva/iiante pan. lu VianAlatioM de G. 

Considérons maintenant un ouvert V de G ; si f 4 V indique que 

fcC^CG) et que f ^ Xy > nous savons qu'il existe sur G une mesure de Haar m 

tel que : m(V) = sup{F (f)|f < V}. 

Mais le lemme 9.4.6 de [9] p. 76, prouve que Xy = sup{f|f A V} 

et nous allons montrer la : 
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PROPOSITION, - POUA tout V ouv&it et izlativ ejnznt compact, on a M(V) = °X'(V). 

Il est évident que sup(f : x I ) * i ( X V

: X X ) * > d o n c <l u e m ( v ) S °X ?(V). 

Réciproquement il suffit de montrer que pour tout G € IR + , il existe f< V 

telle que (X v

:Xj)* £ ( f : X I ) *
+ G * Considérons wc|N* tel que 

i-1 

et soit e f = e/o) , une application à support contenu dans V. On sait qu'il 

existe f < V telle que X v

 < f + £ 1 • D ' o u 

(X v:Xx)
4 < ( ( f ^ f ) : X l )

# < ( f : x T / + te/ui^f. 

Mais pour toute famille ( c ) . r. i telle que 
1 1 * L 1 '^J £ 

e/u)(x) < I c.Xj-Cs^) < i = ] c i $ 

i= 1 

on a (e/u>:xT) < l e . 
1 i=l 

Pour a) = (JO1, il vient (e/aKX^* ^ o> e/w = e. C.Q.F.D. 
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