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MESURE DE HAAR EN ANALYSE NON-STANDARD

par Denis RICHARD

L'existence de la mesure de Haar sur un groupe localement compact

G résulte, selon M. Ha sner [7], de celle d'une fonction ''content'" A (au sens

K:1
Ko:1

compact fixé et I un voisinage infinitésimal de 1'élément neutre e de G. Ce

de P.R. Halm s) qui, & tout compact K,associe A(K) = °( ), ot K est un

"content' est exactement celui défini par A. Parikh [6] et 11 est donné par
oﬂ(K) \Y . P

(ZTK—T), ot ¥(K) est la borne inférieure du nombre des xI permett nt de

o

recouvrir K . L'inconvénient de cette méthode est qu'elle ne permet pas
aisément 1'intégration, puisque la mesure de Haar n'est pas comm dement définie
3 partir de A lorsqu'on ne sait pas si A est régulier. Nous procédons autre-
ment en reprenant les notations de [9] et de []O] et en construisant une
forme linéaire positive sur 1'espace vectoriel CC(C) des fonctions réelles,

3 support compact et continues dans G, invariante par les translations & gauche.

Nous en déduisons un '"content'" et la mesure de Haar sur G.
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1, EXISTENCE DE L'INTEGRALE DE HAAR SUR UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT.

A - Soit G un groupe topologique localement compact.

Soit CC(G) 1l'espace des fonctions réelles, 3 support compact et
continues dans G. Soit L+ 1'ensemble des fonctions positives de CC(G). Soit B+
1l'ensemble des fonctions positives, bornées et & support compact,dé&finies sur
G et non nulles. En reprenant les idées et les notations de A. Weil([1]p.34) nous
savons que, pour deux fonctions f et g(g#o) de B+, i1 existe un entier positif

n, n nombres réels strictement positifs c, etn €léments s, € G tels que, pour

.
tout x de G, f(x) € ¥ ci(g)(six). S8i (f:g) désigne la borne inférieure de
i=1
l'ensemble des I c;o ol chaque somme est prise pour des s vérifiant la derniére
i

relation écrite, on rappelle (cf. par exemple , [2] p. 357) que lorsque f, fl’ f2

et g # o sont &léments de B+, on a
(fl+f2:g) € (fy:e) + (£,:8)
pour ¢ 2 o , (cf:g) = c(f:g);
si f] s f2’ alors (fl:g) S (fz:g) ;
(f:g) € (f:h)(h:g) et (f:g) > supf / supg ;
enfin, si fa(x) = f(a_lx) pour a€G fixe et pour tout x&G, on a 1'égalité
(fa:g) = (f:g) ici fondamentale. On rappelle enfin (cf. [1] p. 35) que, si

+ 1 (f:g ) .
fo€B , on a 3 < D) g (£:f5).

’ . . +4 e e ea s
B - Soit ¢ une fonction de B , 4 support infinitésimal I.

. . + 5 . . ..
Soit ho une fonction de B, 3 partir de maintenant fixée.

16



Mesure de Haar en analyse non-standard

+ £:0)" e e
Pour toute fel , on a (~————"— < (f:he), et on peut ainsi définir
(hoid’)‘
. + , ° (f:)" - -
une fonctionnelle F® de L dans R" par Fé(f) = (=———— ) . Le résultat fon

(ho: o)

damental est alors le suivant :

THEOREME. - Lla gonctionnelle F¢ definit une intégrale de Haan.

DEMONSTRATION. Vérifions successivement que

a) Vf et - {0} , F.(£) >0 ;

¢

F¢(f);

c) Ve eR, Fy(ef) = cF¢(f) ;

b) Ya €G, F(b(fa)

+ +
d) Vf]eL , szeL , F¢(f]+f2) = F¢(f1)+F¢(f2).

Les assertions a), b) et c) sont de simples conséquences des réinter-

prétations des propriétés suivantes rappelées en |
1 < (f:g)
(fo:f) (fo:g)

$(f:fs) pour a),

(fa:g) = (f:g) pour b) et (cf:g) = c(f:g) pour c).

N +
Démontrons d). Notons supp(f) le support de chaque fonction f de L .
Considérons la fonction h de LY dont la restriction & supp(fl+f2) est égale 2 1.

Soit f = fl+f2. Si f = o , nous poserons h‘ = h2 =0 et sinon

h] = f]/f, h2 = fz/f. I1 existe welN¥* , des c; € R*et des s; € * pour

i€ {1,2,...,0} tels que 1'on ait, pour tout x €G :
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fl(x) = f(x)h](x) < '51 ci¢(six)h](x).

i
Mais si f(x) # o et xe](“, il existe X, € K pour lequel u(x) = p(xo). De plus,
. . -1 < .
il existe s; tel que six.GI‘ , donc u(x) = u(si ) = u(xe) et hl étant continue,
-1 - . e .
h](x) = h](si ) + n, od nx est infinitésimal.
Par suite, du fait de l'existence de la borne supérieure n; de
] -1 -1 _x < -1
{nx|x €s; ! , on a, pour tout x€ s. 1", h](x) S h](si ) + n -
Posons alors n; = Sup{ni]i c[1,u]}.

Comme n. est infinitésimal (car N, <€ pour tout € €R, implique n; € € pour

tout €€R), n; l'est aussi. De ce fait

w
X -1
(£,:0 & T c.[h (s;) +n']
1=1 1
et de méme
* w -1
() < T c;[n (57 + n)] .
Mais h]+h2 < '. Donc
* # w
. . 1 ]
207+ (0l < T c;[14n]+n5]

Divisons maintenant par (ho:0)* et prenons les parties standards des réels
finis obtenus ; il vient

F (f]) + F¢(f2) < F

6 (f) = F¢(f1+f2).

¢

L'inégalité dans l'autre sens s'obtient sans difficulté.

REMARQUE 1. - La preuve donnée par A. Weil de l'existence de 1'intégrale de
Haar utilise le théoréme de Tychonoff auquel il n'est pas ici directement

fait appel.
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REMARQUE 2. - La fonctionnelle ainsi définie sur LY se prolonge 3 1'ensemble

des fonttions a valeurs réelles et & support compact de G, comme en [6}.

3, MESURE DE HAAR.
Pour ramener, comme le fait Hausner en [21, 1'existence de la
mesure 3 celle d'un "content" au sens de Halmos, nous considérons X1 et Y,
respectivement les fonctions caractéristiques du voisinage infinitésimal I
et du compact d'intérieur non vide Ko. Soit K un compact quelconque de fonction

(XK:XI)‘ n

caractéristique X1 Considérons T ¥ = A'(K). Comme K¢ %:} kiKo pour
Ko™ "I

=]
n€lN, pour des kiGK, on observe que :

v )< ; . * *
(XgiXp) S = (xkiKo Pxp) = oalXg ixg)

]

Par suite A'(K) est fini. Soit A(K) = °X'(K) sa partie standard.

THEOREME. - L'application de £'ensemble des compacts de G dans R qud @ un
compact K associe °X'(K) est {inle, non négative, monotone, additive

et sous-additive et L{nvardiante par Les thanslations de G.

Considérons maintenant un ouvert V de G ; si f 4 V indique que
+
fe Cc(G) et que f ¢ Xy » Dous s@avons qu'il existe sur G une mesure de Haar m
tel que : m(V) = sup{F¢(f)!f { v}

Mais le lemme 9.4.6 de [9] p. 76, prouve que Xy = sup{f|f 4 V}

et nous allons montrer la :
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PROPOSITION. - Pour tout V ouvernt et nelativement compact, on a M(V) = °X' (V).

Il est évident que sup(f:XI)' < (XV:XI)* , donc que m(V) < °A'(V).

. . . £+ . .
Réciproquement il suffit de montrer que pour tout €€R , 11 existe f4V

telle que (XV:XI)* ¢ (f:xI5“+e. Considérons welN* tel que

w
_V-‘C U siI‘ s
i=1

et soit €' = €/w , une application a support contenu dans V. On sait qu'il

existe f £ V telle que ¥, < f+ g'. D'ol

(xV:xI)" < ((f+s'):x1)“ s (f=xI)* + (s/w:xl)'-

Mais pour toute famille {Ci}i€ [l,w] telle que

e/w(x) < lil CiXI(Six) ; i=1 Ci’
« w
on (e/w:XI) gz cge
i=]
Pour w = w', il vient (e/w:xI)‘ gwelw =€. C.Q.F.D.
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