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LES ALGEBRES DE HEYTING-BROUWER

POINT DE RENCONTRE DE PLUSIEURS STRUCTURES

Luisa ITURRIOZ

[- INTRODUCTION, Ayant comme point de départ une critique 3 certains

aspects de la logique classique, plusieurs systémes logiques ont é&té introduits
tout au long de ce si&cle. Nous n'allons retenir ici que deux d'entre eux :
les logiques multivalentes de Lukasiewicz et celles de Post. Elles sont le
fruit de 1'idée sur l'existence de propositions qui ne sont ni vraies ni
fausses.

Les calculs propositionnels n-valents de Lukasiewicz et de Post ont
été introduits indépendamment par ces auteurs, dans le cas n=3 par Lukasiewicz,

en 1920, et en général quelques années plus tard, et en 1921 par Post.

Ces deux systémes propositionnels n'ont pas &té introduits

comme des systémes formalisés, avec axiomes et régles de déduction. Ils ont
été construits au moyen de matrices dites aussi tableaux de vérité. La
prgmiére axiomatique du calcul trivalent de Lukasiewicz est due 3 Wajsberg
- disciple de Lukasiewicz- et date de 1'année 1931. Dans le liv-e de Rosser
et Turquette [23lon peut trouver des axiomatiques pour le cas général et
Slupecki -un autre disciple de Lukasiewicz- en introduisant une nouvelle

fonction, a axiomatisé un systéme qui est fonctionnellement complet,

Cet exposé a éré réalisé pendant que 1'auteur jouissait d’'une bourse du "Consejo Nacional de Investigaciones

Cientificas y Técnicas de la Republica Argentina" et il fut 1'objet d une conférence tenue 2 I’Université de
Lyon-1 le 19 novembre 1975,
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Les algebres de Heyting-Brouwer ...

c'est—-3a-dire que les 33-27 fonctions possibles d'une variable peuvent &tre

définies dans ce calcul 3 partir des axiomes (D(ﬂ et [Zd) .

Comme les matrices considérées dans toutes ces recherches cons-
tituaient certaines structures algébriques, on commenge i appliquer
les méthodes algébriques dans 1'étude de ces logiques. Ainsi en 1940,
Gr. Moisil a introduit la notion d'algébre de Lukasiewicz trivalente et en

1942, P.C. Rosembloom celle d'algébre de Post.

En 1941 Moisil a essayé de généraliser la notion d'algébre de
Lukasiewicz pour le cas général et il a été conduit 3 introduire la
notion d'algébre de Lukasiewicz n-valente. Mais ces structures ne sont
plus fermées par rapport 3 l'implication de Lukasiewicz [2] (elles ne soat
plus matrices pour le calcul n-valent de Lukasiewicz, si n 3} 5). Bien sur,
de ce point de vue elles sont inadéquates, mais leur étude est quand méme
intéressante car elles se sont avérées trés importantes dans le domaine

de la "computation'.

C'est & partir de 1960 que ces deux notions ont été reprises par
Epstein, Traczyk, Dwinger, etc. , dans le cas des algébres de Post et par
Moisil et ses disciples, A. Monteiro et ses disciples, etc. , dans le cas

des algébres de Lukasiewicz.

Nous n'allons pas considérer ici les définitions des algébres de
Lukasiewicz et de Post. Nous nous intéressons seulement 3 certaines pro~
priétés communes 3 ces deux structures. Ainsi Moisil [13 - 196ﬂ a montré
que toute algébre de Lukasiewicz trivalente est une algébre de Heyting,
c'est—-d-dire un treillis (distributif) ayant O et 1 tel que, pour tous x,y, il
existe un plus grand élément z = x=3y tel que xaz ¢y. Ce fait a &ré
utilisé par lui pour chercher une formalisation du calcul propositionnel
trivalent de Lukasiewicz dans laquelle 1'implication intuitionniste joue

un role fondamental.
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Dans le cas général, nous avons montré (9 un résultat similaire. Pour

les algébres de Post, Epstein avait montré qu'elles sont des treillis
distributifs pseudo-complémentés, c'est-3-dire tels que,pour tout x,il
existe un élément 71x tel que xAaz = O quivaut & z¢1x , et Rousseau [24
en 1970 a montré que toute algébre de Post est aussi une algébre de
Heyting. Ce fait lui a permis de donner une axiomatique du calcul n-valent

de Post ayant =) comme connecteur primitif.

D'aprés la dualité existante, soit dans les algébres de Post, soit
dans celles de Lukasiewicz, on peut aussi affirmer qu'elles sont des
algébres de Brouwer. On se pose naturellement la question suivante : quelles
gont les propriétés des algébres de Lukasiewicz ou des algébres de Post
qui dépendent du fait qu'elles sont des algébres de Heyting (spéciales)
et en méme temps des algébres de Brouwer. Cela nous améne A étudier les
algébres que nous appellerons de Heyting-Brouwer. Cette notion n'est pas
nouvelle dans la littérature. Ainsi,en 1946, Mc Kinsey et Tarski [lﬂ ont
remqrqué que, 3 cause de la dualité, il y avait des différences entre
les notions d'algébre de Boole et celle de Brouwer. Ainsi par exemple,
dans une algébre de Boole compléte, les lois
( ar V b o= V (@aab) 5 (@ av A b, = N (avb,)

iel iel iel iel
sont toujours valables, tandis que, dans unealgébre de Brouwer, 1'égalité (2)
est valable, mais pas (1). Par exemple [l, p. 118]'soit C le treillis
distributif complet de tous les sous-ensembles fermés de RZ. Si ¢ représente

le cercle x2 + y2 = | et dk le disque xz*y2 €1 - k-2 , alors

v : Y
cA dk = ¢ tandis que \/ (c Adk) = ¢, L'égalité (2) est valable
k=1 k=]

g 3 - .
car v et A coincident avec les opérations d'ensembles vet /.
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D'autre part D, P, lZéL un treillis complet est unealgébre de Brouwer si

et seulement si (2) est valable.

Mc Kinsey et Tarski Dl, p. 129] ont aussi remarqué que, d'aprés
la dualité, si (B,an,v ,-,0,1) est une algébre de Boole, les systémes

(B,A,v ,=%,0,1) et (B,A,v,,0,1) ot :

X=yy = =X VY et X—y = XA -y

sont respectivement une algébre de Heyting et une algébre de Brouwer. En
tenant compte de ce fait ces auteurs ont donné la définition de " Double
Brouwerian algebra" en remarquant que cette notion semble avoir &été consi-
dérée pour la premiére fois par Skolem dans un article de 1919. Mais ces
auteurs n'ont pas développé cette notion. C'est tout récemment que 1°&tude
de cette structure a été reprise. Ainsi Rauszer [22] a introduit um caleul
propositionnel, appelé de Heyting-Brouwer et a montré que ces structures
(que cet auteur a appelé 'Semi-Boolean algebras') sont 1'outil algébrique
adéquat pour 1'étude d'un tel calcul propositionnel. C'est en vertu de ce
résultat, et du fait que dans la littérature d'autres structures ont &ré
étudiées sous le méme nom, que nous préférons les appeler de Heyting-Brouwer.
Rauszer a €tudié ces structures, qui sont 3 la fois des algébres de Heyting

et des algébres de Brouwer.

D'autre part, l'année derniére,Epstein et Horn [5] ont €tudié en
détail des algébres de Heyting-Brouwer spéciales, qui sont i la base de
la théorie des algébres de Post sans dépendre de la chalne de constantes

uniquement déterminée qui existe dans une telle algébre.

Le but de cet exposé est de donner un panorama de ces Structures
*

en faisant un résumé des travaux cités et en y ajoutant nos Propres ré&sultats

( [7) et [8]).
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I1.DEFINITIONS, Nous allons préciser les notions que nous utiliserons par

1a suite.

2.0. Une alg2bre de Heyting-Brouwer est un systéme (A, A,V ,=p,— ,0,1)
oi (A,A,V,=>,0,1) est une algébre de Heyting et — est une opération
binaire définie sur A satisfaisant & la condition suivante, pour tous

x,y,ZCA :
X — yg¢«2z équivaut 3 x¢yvz.

Du fait qu'une algébre de Heyting est équationnellement définissable
Ds , P 15@], nous remarquons qu'on peut donner une définition équivalente

d'une algébre de Heyting-Brouwer en ne faisant intervenir que des égalités.

Pour abréger, nous parlerons de la H-B-algébre A.
2.1. Tout treillis distributif fini est une H-B-algébre.

2.2 L'exemple le plus simple de H-B-algébre qui n'est pas une algébre

-

de Boole est donné par la chalne T & trois éléments, T = {O,a,l],qui a

comme sous—algébre 1'algébre de Boole B = {O,Q 3 deux éléments.
2.3. Tout ensemble totalement ordonné ayant O et | est une H-B-algébre.
11 suffit de définir les opérations —p et -— de la fagon suivante :

si x¢y alors x=y = ] et x — y =0,

si xyy alors x=py = yet x — y = x .

Ces H-Bralgébres sont dites les chaines . Signalons que les opérations
—set — définies dans les chalnes sont trés spéciales car elles vérifient,

parmi d'autres, les égalités suivantes

D) (x=xpy)v(y=>x) =1 ,

(D' (x=y)Aa(y=x) =0 .
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2.4, Une algébre abstraite (B,U,N,-,I,C) est dite une algébre boolEenne
bi-topologique si (B, U,N ,-) est une algébre de Boole et I et C sont
respectivement un opérateur d'intérieur et de fermeture sur A, tels que

Ia = Cla , Ca = ICa, pour tout a ¢ B.

D'aprés ces propriétés les opérateurs I et C sont dits opérateuns
confugués sur B. Un &lément est dit I-ouvert (C-fermé) si Ia = a(Ca = a).
Ainsi dans toute algébre booléenne bi-topologique un €lément a est I-ouvert
si et seulement si a est C-fermé.

Soit GI(B) l'ensemble des éléments I-ouverts de B. Alors 1'algibre
(G (B),V,N,=», — ,#,B) ol a=pb = I(-avb) et a -~ b = C(aa -b) est
une H-B-algébre. Elle fournit 1'exemple le plus général,car Rauszer [2],24
a montré que toute H-B-algébre est isomorphe 3 une algébre du type GI(B)'QQ

B est une algébre booléenne bi-topologique.

Le calcul propositionnel de Heyting-Brouwer est une extension
du calcul propositionnel intuitionniste qui s'obtient en ajoutant a son
alphabet deux connecteurs, qui sont respectivement le dual de l'implicatioa
et de la négation intuitionnistes [22, p- 240—241]. Les algébres de Heyting-
Brouver jouent, par rapport & ce calcul, le méme rdle que les algébres de

Heyting par rapport au calcul propositionnel intuitionniste.

Dans une H-B-algébre posons

1x = x=0,
rx = l—:- X )
Tnx- I eeeee. WX,

2n

Dans [22, p. 222],nous trouvons une liste de propriétés qui sont

valables dans une H-B-algébre, parmi lesquelles on va retenir quelques-unes -
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Si x¢y, alors 1y gix et rygrx,

xA1lx =0 , xvfix=1,

1= 0, W0 =1, =0 , rO=1,
1x€rx,

AIrx ¢ rex € x € 11 x €107 x,

T(xvy) =1xATYy , C(XAY) =Cxvry,

T(xAY) » Ixviy T(xvy)S Fxaly,
rx A ary = r (x/\y)/
MUx vaIry ¢ A (xyy),
W(x=y) & Irx =11y,

D'aprés ces propriétés,on voit que les opérateurs T (n entier

naturel) sont des applications de A dans A vérifiant les conditions

gsuivantes :
(T1) T D=1,
(T2) Tx «x
n /7
(T3) Tn(x/\y) = Tnx ALy,
(T4) TnTnx R4 Tnx .

Soit B(A) 1l'algébre de Boole des éléments complémentés d'une

H-B-algébre A. Ainsi B(A) = {ch : Ix = \’x}! {ch : T,x = x} .

La notion d'homomorphisme d'une H-B-algébre A dans une autre B

ge définit de la maniére habituelle,

Pour déterminer les images homomorphes d'une H-B-algébre,considérons

1a définition suivante [22, P 223].

2.5. Une partie F d'une H-B-algébre A est dite un 1r-§<ftre si elle vérifie
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F1 - F est un filtre de A,

F2 - si a€F alors T]acF.

2.6. Un 1 -filtre F est dit propre si F#A,

Dans une algébre de Heyting,les filtres coincident avec les parties

de A qui vérifient les conditions

pI- 1¢F,

D2- si a,a=yb<F alors be F. [14, p. 157).

Etant donné un r-filtre F d'une H-B-algébre A, posons a = b
(mod F) pour indiquer que (a=3b)A (b= a) ¢F. La relation ainsi définie
est une congruence sur A et il existe une correspondance biunivoque entre

les congruences d'une H-B-algébre A et les 1r-fi1tres[22, p. 225] .

2.7. Si a est un élément pour lequel il existe un ne¢N tel que T a = a , le
n

filtre principal F(a) engendré par a (c'est-a-dire l'ensemble des &léments

x tels que a ¢ x) est un Ir-filtre et 1'algébre quotient A/F(a) est ume image

homomorphe de A.

2.8. Un 1r-filtre propre M est dit maximal lorsque, pour tout Ir-filtre
F, si MCF, alors F = A.

La famille de tous les ar~filtres propres, ordonnée par inclusiom
est inductive supérieurement, donc chaque ar-filtre propre est contenu dans

un Ir-filtre maximal.

2.9. Un vr-filtre F est dit £{€ @ a si F est un r-filtre maximal parmi
ceux qui ne contiennent pas 1'@lément a de A.

En vertu du lemme de Zorn, on peut montrer qu'étant donnés un w-filtee
F et a#F il existe un ar—-filtre M contenant F et 1ié 3 a.

Une caractérisation des ar-filtres 1liéa 3 un &lément a, au moyen

- 'e . . . . . .
des opérateurs Tn et de 1'implication intuitionniste est la suivante .
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2.10. Pour qu'un qr-filtre F d'une H-B-algébre A soit && 2 a2 , il faut
et il suffit que : (1) aéF

(2) pour tout x*.F, il existe un nelN tel que Tnx-=,acF. Ceci est une
version algébrique du théoréme de la déduction.

En particulier ,

2.11. Pour qu'un Ir-filtre propre M soit maximal, il faut et il suffit

que pour tout x¢M,il existe un neWN tel que 1T _x €M.

2.12. Si M est un Ir-filtre maximal de A, le quotient A' = A/M est une

H-B-algébre telle que si x'¢ A' et x'#1' il existe un nel tel que Tnx' = 0,

En effet soient M un 7r-filtre maximal de A et A'=A/M. Si x'=|xi¢ A’
est tel que x'¥l alors xf M. D'aprés le résultat 2.11,il existe un né€N
tel que 1T x €M} autrement dit ['l'l‘nxl = AT [xl = 1 et 7T x| = Os
L Py ' ' =
d'ou Tnx «MNM Tnx 0.

Dans la théorie des algébres de Heyting,on connait le résultat

suivant 06, p. 53-5{] : si H est une algébre de Heyting, le radical R(H),
c'est-d-dire 1l'intersection de tous les ultrafiltres de H, est constitué
par l'ensemble des &léments denses, autrement dit les &léments x de H tels
que 1x =0, et le quotient H/R(H) est une algébre de Boole isomorphe a
1'algébre de Glivenko des éléments réguliers de H. Ainsi, par exemple si
A est l'algébre de Heyting donnée par
le diagramme fini ci- contre, il existe
un seul ultrafiltre M = {a,b,c,l} et b c
A/M est l'algébre de Boole i deux

é1léments. a2
é1 _1/“
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Dans le cas des H-B-algébres,nous ne savons pas quels sont les
éléments du radical. Nous sommes parvenusd montrer que pour certains cas
particuliers -Stone, finies- le radical de A est réduit a 1'élément umnité,
autrement dit que les algébres sont semi-simples. Mais nous ne savons pas

si dans le cas général les H-B-algébres sont aussi semi-simples.

I1l. LES H-B-ALGEBRES DE STONE.

Parmi les H-B-algébres,nous allons considérer, par la suite, une
classe particuliére, celle constituée par les H-B-algébres dites de Stonme.
Ainsi :

3.1. Une H-B-algébre est dite de Stone si elle satisfait 3 la conditiom

sulvante

(st) ITXVIIx =

Dans ce cas il est bien connu que les égalités
T(xAay) =xvly,
Tx = 1 x

sont valables et on a aussi que,pour tout n¢N, Tn(A) = B(A). L'opérateur
TI vérifie alors la condition T]T,x = Tlx » pour tout x<€ A, c'est-d-dire Tl

est un opérateur d'intérieur sur A.

Si F est un r-filtre d'une H-B-algébre de Stone A et x «F, il
existe un €lément b = T ,x ¢ FNB(A) tel que b ¢x. Les Ir-filtres sont done
des filtres dits stoniens D&, P lSé].

Si F est un W-filtre d'une H-B-algébre de Stone A,alors F*e FARK
est un filtre de B(A) et F = {ch : bg¢x pour un b¢ F'}.
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Inversement, si F'est un filtre de B(A),alors le filtre F engendré

par F* est un 1r-filtre tel que FAB(A) = F*.

Soit ® la famille de tous les Ir-filtres de A et ® celle de tous
les filtres de B(A) , ordonnées par inclusion. L'application ¢ : @@
définie au moyen de 1'égalité ¢(F) = FNAB(A) est un isomorphisme d'ordre

entre @ et B,

En particulier, les éléments maximaux de ces deux familles se
correspondent par ¢ . Dés que l'intersection des ultrafiltres de B(A)

est égale 3 {1} et {1} est aussi un Ir-filtre de A on conclut que R(A) = {i}.

D'ol l'assertion suivante.

3.2. Les H-algébres de Stone sont semi-simples.
Si A est une algébre finie, pour tout x¢A,il existe un ne N tel

que T__.x = Tnx » c'est-d-dire tel que TnxG:B(A). Soit P un entier positif

n+l
tel que TP(A) = B(A). L'opérateur Tp est donc un opérateur d'intérieur sur
A. En suivant le méme chemin,on peut montrer un résultat analogue au

précédent pour les H-B-algébres finies.

3.3. Nous dirons qu'une H-B-algébre de Stone non triviale A est s«mpfe si

les seules images homomorphes de A sont A elle-méme et 1'algébre triviale.
g

3.4. Pour qu'une H-B-algébre de Stone non triviale A soit &impfe, il faut
et il suffit que B(A) = {O,l} .

En effet, supposons que x €A, x #! et T x # 0. Le filtre F(T;x)
engendré par 1'Elément T]x:eB(A) est un 1r-filtre propre et il est donc
contenu dans un Ir-filtre maximal M. Le quotient A/M = A' est une image
homomorphe de A contenant plus d'un élément. D'aprés le résultat 2.12,
1'algébre A' posséde seulement deux éléments O et 1 tels que T,x = x,

tandis que A a au moins trois éléments O,T]x et | dans ces conditions.
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En conséquence,A' ne peut pas 8tre isomorphe 3 A et A n'est pas simple.

Inversement, A ne posséde que deux 1r-filtres A& savoir {l] et A.
En effet, si F est un 1r-filtre tel que F # {1} , soit xeF, x ¥ 1. Donc

T]xc F;mais,d'aprés la condition supposée,Tlx = 0 et alors O€F et F = A,

Remarquons que,si A est une chalne et si x # 1 , on a irx = Q.

D'aprés le résultat que nous venons de rappeler , on peut dire ceci

3.5. Les chalnes non triviales sont donc des algébres simples. En outre
]

d'aprés le résultat 2.12 :

3.6. Si M est un r-filtre maximal d'une H-B-algébre de Stone A, 1'algdbre

quotient A' = A/M est une algébre simple.

En tenant compte du fait que les H-B-algébres de Stone sont semi-
simples et de ce que nous venons de dire, nous pouvons énoncer, d'aprés
un théoréme de Birkhoff [1, P. 140] d'algébre universelle, le théorime

de représentation suivant .

3.6. THEOREME DE REPRESENTATION. . Toute H-B-algébre de Stone non triviale A

est isomorphe & un sous-produit direct d'algébres simples.

En suivant le méme chemin on peut &noncer un résultat analogue

pour les H-B-algdbres finies.

IV, LES H-B-ALGEBRES DOUBLEMENT DE STONE + Une classe particuliére de B-B-
algébre est fournie par les H-B-algébres dites doublement de Stone. Ainsi :

4.1. Les H-B-algébres doublement de Stone sont les H-B-algdbres vérifiamt
les conditions
(S1) Axvnx = l)

(S2) rxaArffx =0
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Pour les H-B-algébres doublement de Stone nous avons encore les

rapports suivants entre les r-filtres maximaux et les filtres premiers.

4.2. Dans une H-B-algébre doublement de Stone, si M est un ar-filtre lié

Q7

a,alors raeM.
En effet, si ra#M,on déduit, d'aprés le résultat 2.10 et des
ra=1frfg =

propriétés indiquées précédemment,que T, Ma=pae M. Mais T

frrfa =rasalors (1) ra=5aeM. En ten;nt compte du fait cl]ue, dans une

algébre de Heyting,on a toujours x vy & (x=ay) =3y, il en résulte que

] =rfava ¢ (Ffa=ma) spa, c'est-3-dire (ragpa)=ma =1 et rampaca.

Or, l'autre inégalité &tant toujours valable,on a donc (2) ra=ga = a,

et de (1) et (2) on tire a&€ M, ce qui est impossible.

4.3. Dans une H-B-algébre doublement de Stone A tout ir-filtre M lié a a
est maximal.

En effet, s'il existait un r-filtre F tel que M&F, on en déduirait,
en raison de la maximalité de M par rapport & a, que ag F et
racM (d'aprés 4.2), Donc ra ¢F et raeMcF; d'oll araara = 0¢F et
F = A.

4.4. Dans une H-B-algébre doublement de Stone tout r-filtre maximal M est

un filtre premier.

En effet, supposons qu'il n'en soit pas ainsi, 11 existerait donc
deux éléments a,b€A tels que avbelM, a{.M, b#M. M étant en particulier
un filtre propre d'un treillis distributif , il existe
un filtre premier P contenant M et qui ne contient pas b. Remarquons que,
d'aprés le résultat 4.2, T aeMgcP car M est unir-filtre maximal ne con-
tenant pas a.

En tenant compte de ce que M est unr-filtre et avbe¢M, on
déduit dr(avb) =1fa v aIrbeMcP et,du fait que P est premier,7raeP ou

b ¢ P. Dans les deux cas,on tire une contradiction,car si Jra€ P,comme fa¢P,
on aurait TraAfa = OGP et,si Irb ¢P, on aurait "rtb¢be P, La démonstra-

tion est ainsi achevée.
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4,5, Dans une H-B-algébre doublement de Stone tout r-filtre maximal
M est un filtre premier minimal.

En effet, le r-filtre maximal M est un ultrafiltre stonien d'um
treillis distributif qui,d'aprés le résultat précédent,est premier;

donc,en vertu de [3, lemme 3.1, p. 136], il est minimal.

Passons maintenant au cas §4{ni{. Si A est une H-B-algébre double-
ment de Stone finie tous les filtres de A sont principaux et tous les
r-filtres sont exactement les filtres principaux engendrés par les
éléments de B(A). En particulier,les ar-filtres maximaux de A sont les
filtres principaux F(b) engendrés par les atomes b de B(A).

On peut déterminer la structure de l'algébre quotient A/F(b) en

fonction de A et 1'élément b B(A). Ainsi, soit

Ay = [xehA : tels que x¢b} .

A, est un idéal de A, donc un sous-treillis de A ayant O et b comme plus
petit et plus grand &lément. Pour tout x¢ A,posons h(x) = xAb. L'appli-
cation h est un homomorphisme de A sur Ab qui laisse inchangés les &lé&ments
de Ab et dont le noyau est le filtre F(b). De plus,Ap est une H-B-algdbre
doublement de Stone isomorphe a A/F(b).

En vertu d'une méthode standard,on montre ainsi que :

4.6. Toute H-B-algébre doublement de Stone fd{nieet non triviale est

isomorphe au produit direct Ab xxAb , ol b],...,bn sont les atomes
1 n
de B(A).

La démonstration consiste & faire correspondre 3 chaque xgA

'élé u =
1'élément (xl,xz,...,xn), ol x, xAbi.
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V. LES H-B-ALGEBRES DOUBLEMENT LINEAIRES.

Nous avons indiqué dans 2.3 que les chalnes sont des exemples de
H-B-algébres spéciales. Nous sommes ainsi amenés 3 considérer les H-B-
algébres qui vérifient les conditions (D) et (D'). Pour 1'égalité (D),
voir le travail de Dummet Lﬂ . Les algébres de Heyting vérifiant la
condition (D) ont été étudiées, sous le nom d'algébres linéaires ou de Ward,
par A. Monteiro [17, lé] et, sous le nom de L-algébre,par Horn [Q . Cette
notion a &té considérée par Moisil [I2] et ces structures jouent un rdle
fondamental dans 1'@tude du calcul propositionnel LC qui a été étudié par

Dummet.

5.1. Ainsi une H-B-algébre est dite doublement £inéaire si elle satisfait

aux conditions (D) et (D').

Rappelons que dans une algébre de Heyting linéaire les conditions
a- (x=3y)v (y=x) = 1,

b- xvy = ((x=3y) =3 y) A ((y=2x)=%x),

c- x=p(yvz) = (x=my) v (x=92),

d= (XA Y)=mhz = (x=92) v (y=02)

gont équivalentes deux 3 deux D7, Hﬂ et, de plus, les algébres de Heyting

linéaires sont en particulier des treillis de Stone.

Dans une H-B-algébre doublement linéaire on a donc les égalités

guivantes
IXVINNIx =1, txafrx =0,
A(xAY) =1xv1y, r(xvy) =rxary,
fix = MNx wx =(rx,
Tx=Tx.
n 1
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On voit ainsi que tous les résultats mentionnés jusqu'd présent
restent valables pour les H-B-algébres doublement de Stone. Mais on a
davantage. Rappelons pour cela une caractérisation des algébres de Heyting

linéaires au moyen de la famille de ses filtres premiers. [17, 18, ‘]

5.2. Pour qu'une algébre de Heyting soit linéaire, il faut et il suffit que
1'ensemble des filtres premiers qui contient un filtre premier soit tota-
lement ordonné par inclusion.
Donc, en faisant intervenir la double linéarité et le résultat 5.2
<,

on peut conclure comme il suit.

5.3. Pour qu'une H-B-algébre A soit doublement linéaire, il faut et il
suffit que 1'ensemble des filtres premiers de A, ordonnée par inclusion'
soit la somme cardinale des chalnes maximales (disjointes).

Si 1'on observe la démonstration de prés, en faisant intervenir um
résultat de Varlet [25, p: 8q , on voit qu'on a besoin en réalité des
conditions (D) et (S2). Ainsi les H-B-algébres doublement linéaires
coincident aves les H-B-algébres qui satisfont aux conditions (D) et (s2).
Elles peuvent étre donc définies comme systémes (A,A,v,= ,[,0,1)
satisfaisant 3 certaines conditons.

Epstein et Horn [5, P. 1981 ont aussi remarqué que ces algébres
peuvent Etre caractérisées de la fagon suivante. Elles sont des treillis
distributifs ayant O et 1 dans lesquels, pour tous x,ye¢A,il existe um
plus grand élément bool&en z = x—»y tel que xAz ¢y et la condition
suivante est satisfaite :

(x—»y) v (y—x) = 1.
L'implication intuitionniste =—3 s'exprime au moyen de 1'égalité :

x=2y = (x—=>y)vy et

rx=f(—x) = -(1—>x) ("-" est le complément).
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D'autre part

5.4, Les algébres quotients A' = A/M, ol A est une H-B-algébre doublement
linéaire et M est un ir-filtre maximal de A, sont des chaines. En effet, du
fait (x=py) v(y=px) = 1¢M et M filtre premier,on a x=9y€M ou
y=h x €M. Alors |x| < |yl ou |yl ¢ix|.

Ce résultat nous permet de montrer .ceci.

5.5. Pour qu'une H-B-algébre doublement linéaire non triviale soit s4mple,

i1 faut et il suffit qu'elle soit une chalne.

En effet, toute chalne, d'aprés le résultat 3.5 est simple.
Supposons que A soit simple et non triviale. Comme A contient plus d'un
élément )il existe, d'aprés 3.2,un w-filtre maximal M. En vertu du
résultat précédent,A/M est une chaine ayant plus d'un élément. L'algébre

A étant simple,on a A ¥ A/M et A est une chalne.

Dans ce cas le théoréme de représentation peut etre amélioré

ainsi.
5.6. Toute H-B-algébre doublement linéaire non triviale est isomorphe
3 un sous—produit direct de chalnes.

En particulier, si A est finie :

5.7. Toute H-B-algébre doublement linéaire f{4{nie et non triviale est

isomorphe 3 un produit direct de chaines.

5.8. Une algébre est dite sous-dinectement inéductible si, pour toute

famille non vide {A }

Jier d'algébres telles que A ©oit isomorphe 3 un

gous—-produit direct A' des {Ai} , 11 existe un indice i¢ I tel que la

projection . : A'— A; ®it un isomorphisme.
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5.9. Les H-B-algébres doublement linéaires sous-directement irréductibles

sont les chalnes.

5.10. Les H-B-algébres doublement linéaires £(bres ont &té &tudiées par
Epstein et Horm [S, P 20ﬂ . Ces auteurs ont montré que les H-B-algébres
doublement linéaires finiment engendrées par un ensemble fini de puissance
n sont finies, et ils ont donné une formule qui exprime, pour chaque n,
le nombre d'éléments de 1'algébre. Ainsi, si n=1, 1'algébre libre a
12 éléments ; si n=2,1'algébre libre posséde 62.208 &léments. Rappelons

’

au passage qu  au contraire, l'algébre de Heyting engendrée librement par

un élément est infinie.

VI, sous-PRODUIT DIPECT DE CHAINES T ET B.

Parmi les chaines/on peut considérer celles données par 1'exemple
2.2. Il est naturel de se demander quelles conditions doit vérifier une
H-B-algébre pour qu'elle soit isomorphe 3@ une sous-algébre d'un produit
direct d'algébres T. Dans le cas des algébres de Heytinglon sait qu'il

faut et il suffit que la condition

(T) (Ax=3y) = (((y=—x) =ny))=9y) = ] ( [10, p. 286] et [19])

soit satisfaite.

6.1. Nous allons considérer par la suite une classe particuliére de B-p-

algébres, constituée par celles qui satisfont 3 1'égalité suivante :

(L) (x==y)v (y=>1rx) =1 [g],

laquelle peut aussi s'écrire :

L") (x=y)v (rx=%1y) = |
car,dans une algdbre de Heyting,on a 1'@galité a=1b = b=31a.
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6.2. Si la condition (L) est vérifiée, les égalités (D) et (S2) le sont
aussi.

En effet, de Irx ¢ x,on déduit y=»Irx ( y==px et
(x=2y) v (y==9X) ¢ (X =ny) v (y=aX).

En outre,en remplagant y par rx dans la condition (L) on obtient
(1) (x=arx)v (Fx=1rx) = 1.

Observons que,dans toute algébre de Heyting,on a
xv ¥ & (x=3y)=y et,du fait que xvrx = l ona l = xvlx & (x== X)=9r x.
On déduit de 13 que x=—rx ¢ rx. L'inégalité opposée étant toujours valable
on a bien 1'égalité

(2) x=rx = rx.

D'autre part,dans toute algébre de Heyting, x=%7x =17x, d'ou

(3) rx=yIrx = Wwx.

De (1), en tenant compte de (2) et (3)/on déduit :
(4) FXvirx= 1.

I1 en résulte Frx ¢rx et rXArrx ¢Irxarx = 0 ce qu'il fallait

démontrer.
Les résultats précédents restent vrais pour ces structures. Mais
on peut encore montrer que
6.3. Si A est une H-B-algébre vérifiant la condition (L), et si F est un
ar -filtre maximal, le quotient A/F est une chalne 3 trois ou deux éléments.

En effet, supposons qu'il existe un ar-filtre maximal F tel que
A/F qui,d'aprés S.Q, est une chalne, posséde au moins quatre éléments.

Cela signifie qu'il existe deux filtres premiers G et H tels que Fc G cH.
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Soient (1) xeG-F et (2) ye H-G. De
y¢x =y et (2), il résulte (3) x=2y eH.
De plus, (4) x#y/G car si (5)

x=%y ¢G,de (1) et (5), on déduit ye G
ce qui contredit (2). Puisque FC G CH
et (4), on a (6) xaby¢ F. Du fait (7)
(x=5y) v(y=%1rx) = 1€F et (6), F
étant un filtre premier, on déduit (8) y=4qrxeFcH. De (2) et (8),d'apris

le modus ponens on déduit (9) rxeH. Or, d'aprés (1) et le résultat 4.2

&
on a (10) rxeF, et,de (9) et (IO)) on conclut IWrxArx = 0€ Het P = A , ce
qui contredit le fait pour H d'Etre premier, donc propre.

On peut donc conclure ceci.

6.4. Pour qu'une H-B-algébre A non triviale vérifiant la condition (L) soit
d4impfe , il faut et il suffit qu'elle soit une chalne 2 trois ou deux &)é&ments-
Le résultat suivant donne une réponse i la question posée plus

haut .

6.5. Pour qu'une H-B-algébre A non triviale soit isomorphe i un sous-
produit direct de sous-algébres de T,il faut et il suffit qu'elle vérifie
la condition (L).

En effet, la condition nécessaire se déduit du fait que 1'Egalicé
(L) est valable dans T et B, donc elle est valable dans tout produit direct
d'algébres T et B et dans toute sous-algébre d'un tel produit.

Pour voir que la condition est aussi suffisante,observons que si A
satisfait 3 la condition (L), elle est doublement linéaire. D'aprés le
théoréme de représentation 3.7, elle est isomorphe & un sous-produit direct

d'algébres simples. La démonstration s'achéve en vertu du résultat précédeat
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En combinant ce fait avec un résultat de Varlet [?6 s P 40@,
on peut conclure que les H-B-algébres satisfaisant 3 la condition (L)
gont des algébres de Lukasiewicz trivalentes. On obtient ainsi une autre

caractérisation de ces derniéres algébres.
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