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MESURES VECTORIELLES ET PARTITIONS CONTINUES DE L'UNITE

par Daniéle BUCCHIONI

Dans cet article, on se propose d'étudier divers espaces de mesures
vectorielles définies sur un espace complétement régulier, en mettant pour
cela 1'accent sur le rdle joué par les partitions continues de l'unité

(en abrégé p.c.u.).

Le premier paragraphe a surtout pour objet 1l'introduction des
principales notions utilisées par la suite ; en particulier, pour un espace
complétement régulier T et un espace localement convexe (en abrégé elc.) E

quelconque, on définit 1'espace MB(T,E) des mesures sur T & valeurs dans E.

Dans les deux paragraphes suivants, on &tudie deux sous-espaces
particuliers de MB(T,E) notés MO(T,E) et Mm(T,E), qui généralisent au cas
vectoriel les espaces Mo(T) et Mm(T) étudiés notamment dans { 2], [12] et
[17], et on montre que ces espaces ont des caractérisations analogues 3
celles du cas scalaire. On peut aussi munir ces deux espaces de topologies

localement convexes qui sont complétes lorsque E est lui-méme complet ;

dans ce cas, on a alors :

M _(T,E) = M_(T) ®E et MU(T,E) = M(T) ® E
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Mesures vectorielles et partitions contimies de 1'unité

Dans les deux derniers paragraphes enfin, on s'intéresse au rdle
joué par les p.c.u. dans 1'étude de ces mesures vectorielles. L'elc R
étant désormais supposé quasi-complet on caractérise tout d'abord la
mesure ; : Cw(T) * E pour que la famille (a(¢i)),5 priori sommable dans
E" pour la topologie O(E",E'), soit en réalité sommable dans E pour toute
p.Cc.u. (¢i). On est ainsi amené & considérer un nouveau sous—espace de
Mﬁ(T,E), noté MB-(T,E), formé des mesures qui vérifient cette propri&té.
On montre que 1'espace MB.(T,E) contient 3 la fois MU(T’E) et 1'espace
des mesures prolongeables au sens de [16] . On établit aussi que les seuls
espaces T pour lesquels on a MB(T,E) = MBo(T,E), pour tout elc E, somnt
les espaces pseudocompacts, et que les seuls elc (quasi-complets) pour
lesquels cette &galité est vérifiée pour tout espace T, sont les elc
exhaustifs. On caractérise enfin les espaces MO(T,E) et Mm(T,E) par les
propriétés de certaines fonctions additives d'ensembles (en abrégé fae) a
valeurs dans E, définies 3 1'aide des p.c.u.. Ceci nous permet de donner
dans le cas particulier ol l'espace T est discret, des représentations
intéressantes des divers espaces de mesures €tudiés. On montre aussi, em
utilisant des résultats classiques simples de la théorie des fae 3 valeurs
vectorielles, que si (an) est unemsuite contenue*dans 1'un de ces espaces
de mesures, et si pour toute feC (T) li suite (un(f)) converge dans E,
et méme dans Eo , vers un élément noté U(f), alors la limite E ainsi obtewms
appartient 3 ce méme espace de mesures. On retrouve ainsi, par des volies
différentes de celles utilisées dans [2] et [12], le fait que les espaces

MO(T) et MQ(T) sont faiblement semi-complets.



Mesures vectorielles et partitions continues de 1'unité

], GENERALITES SUR LES MESURES VECTORIELLES DEFINIES SUR UN ESPACE
COMPLETEMENT REGULIER,

£ . - . - - . ®
Dans ce qui suit, T désigne un espace complétement régulier, C (T)
1'algébre de Banach de ses fonctions réelles continues et bornées, munie
de sa norme uniforme, et E un espace localement convexe qu'on supposera

toujours séparé, sauf mention expresse du contraire.

(1.1) DEFINITION. - On appelle mesure sur T & valeurs dans E toute
application lindaire continue ﬁ : Cm(T) + E . On désigne par
MB(T,E) l'espace de toutes ces mesures. St E = R , on note plus

simplement MB(T)'

Lorsque l'espace T est compact, on retrouve ainsi la notion de
mesure de Radon & valeurs vectorielles étudiée par exemple dans [13] et [16]
Lorsque T est complétement régulier, on sait que CQ(T) est isométriquement
jsomorphe 3 1'algébre C (BT) des fonctions réelles continues sur le compac-
tifié de Stone-Cech BT de T. On voit donc que dans ce cas, l‘'espace MB(T,E)
n'est autre, en fait, que 1'espace des mesures de Radon sur BT 3 valeurs
dans E.

Désignons pax‘é%(BT) la tribu borélienne de BT, engendrée par les

ouverts. On sait, avec le théoréme de Riesz-Alexandroff que les mesures
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scalaires Ue MB(T) s'identifient aux mesures signées sur la tribu Qo(gr)

qui sont intérieurement réguliéres par rapport aux compacts de BT. Dans le

cas ol E est un elc quelconque, on introduit la notion de mesure régultdre

sur Bl en considérant les applications ; :é?o(BT) + E qui sont des wmesures
(dénombrablement additives pour la topologie de E) intérieurement réguligres

par rapport aux compacts de BT, donc telles que, pour tout boréliem A de
fT, on ait

-+ . >
m(A) = lim m(K)
KtA

lorsque K décrit le systéme filtrant croissant des compacts contenus dang A.

En suivant [19] on introduit encore :

(1.2) DEFINITION. - On dit qu'une mesure ﬁcMB(T,E) est prolongeable lorequs
1'application associée W : ¢IT) + E , considérée comme Q valewure

dans le complété de E, est faiblement compacte.

Dans [16] E. THOMAS montre alors que si 1'elc E est quasi-complet,
. . .0 . -
il existe une correspondance bijective entre les mesures uc:MB(T,E) qQui somt
s
prolongeables et les mesures réguliéres m :anBT) + E.
Lorsqu'on fait la théorie des mesures ensemblistes vectorielles,
le théoréme classique d'Orlicz-Pettis assure qu'une fonction d'ensembleg

m: I+ F, définie sur une tribu I, est une mesure pour la topologie de B
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gi et seulement si c'est une mesure pour la topologie faible O(E,E') de E,
autrement dit d&s que x'o = est une mesure scalaire sur I pour chaque

x'¢ E'. La fait que l'espace Cw(T) soit espace de Banach, dont a fortiort
espace de Mackey, fournit alors et de fagon d'ailleurs triviale, 1'équi-

valent suivant du théoréme d'Orlicz-Pettis :

(1.3) PROPOSITION. - Pour qu'une application linéaire ﬁ : C(T) » E soit
une mesure sur T, 1l faut et 71 suffit que l'on ait x' oa‘ MB(T)
pour tout x'€ E'. Et dans ce cas ﬁ est wre mesure pour la topologie

de Mackey T(E,E').

Les paragraphes suivants vont maintenant &tre consacrés a l'étude

de quelques sous—-espaces particuliers de MB(T,E).

2. L'ESPACE M, (T.E),

En suivant par exemple [17], rappelons que Mc(T) est 1l'espace des
formes linéaires u sur CO?T) qui sont O-réguliéres, c'est—-a-dire telles que
pour toute suite (fn) de Cm(T) décroissante et qui converge simplement vers
zéro (en abrégé fn+o), la suite (Xfn)) tende vers zéro. Pour le cas

vectoriel, on introduit
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(2.1) DEFINITION. - Une application lindaire i : C (T) + E est dite
O-régulidre ei pour toute suite (f)) de C7(T) telle que £ ¢+ 0,
la suite (;(fn)) tend vers zéro dans E.
On désigne par M (T,E) l'espace des applications linéaires

o-réguliéres C (T) + E.

REMARQUE. - Notons tout de suite que grdace 3 la proposition (1.3), Mo('[.g)

est un sous-espace vectoriel de MB(T,E).

Avant de donner différentes caractérisations de 1'espace Mo('r,g)
rappelons quelques faits bien connus dans le cas ol E = R. On dit qu'une
famille (ua) de formes linéaires sur Cm(T) est uniformément O-réguliére

o«
[9] , 81 pour toute suite (fn) de C (T) telle que f + 0, la suite (ua(fn))
tend vers zéro, uniformément par rapport a a. Dans [9], on désigne par
L+

la topologie, sur Cm(T), de la convergence uniformé sur les parties unifor—
- - ..~ - . . . o
mément O-réguliéres et on étudie l'elc ainsi obtenu noté Co(T) dans ce qui

. . . e -]
suit. On montre eq particulier que MO(T) est le dual de CO(T) [9] et que

. -, . - m
g est la topologie de Mackey associée 3 la dualité <C (T),MO(T)> [9] []7].
On montre aussi que .%' est égale a4 la topologie stricte Bl introduite par
SENTILLES dans [15], et que 9'0 est la plus fine topologie localement
@ . @ .

convexe J sur C (T) telle que si fn+ 0 dans C (T), la suite (fn) tend wversg

zéro pour la topologie 5’[15] .
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Dans toute cette &tude, on traite CQ(T) en elc et Mo(‘l‘) apparalt comme un
dual topologique ; plus récemment, dans [2] , BERRUYER et IVOL ont abordé
le probléme différemment en traitant Cw(T) en espace compactologique et en
faisant apparaitre MU(T) comme un dual compactologique. Pour cela, on
considére sur Cw(T) la compactologie, notée .}E(T), formée des parties T(fn)
de cw('r), ol (fn) est une suite équicontinue, uniformément bornée qui
converge simplement vers zéro. On note CO:(T) 1'espace compactologique
(c"(r) _;a('l‘)) ainsi obtenu. La question est maintenant de savoir si dans le
cas vectoriel, ces différents points de vue sont conciliables. Auparavant,

i1 convient de fixer quelque peu les notationms.

HOTATION. - Etant donnés un espace vectoriel compactologique convexe ¥

(en abrégé e.c.c.) et un e.l.c. E, rappelons qu'une application linéaire
¢ : X+ E est dite compactologique si la restriction de ¢ aux "compacts"
de & est continue. Dans ce qui suit, nous désignerons par H(Z,E) 1l'espace
des applications linaires compactologiques ¥+ E muni de la topologie de

1a convergence uniforme sur les "compacts" de ¥.

On a un exemple important d'un tel espace si on prend pour ¥ le
dual F' d'un elc F que 1'on munit de la compactologie, dite équicontinue,
ol les "compacts' sont les disques &quicontinus faiblement fermés (donc

faiblement compacts) de F. En particulier, si E = R, il découle immédiatement
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du théoréme de complétion de Grothendieck que H(Z,R) = H(F',R) s'identifie
au complété i:‘ de F. Soulignons encore que l'espace H(F',E) est noté F ¢ &
dans [IA] et que nous adoptons la notation H(Z,E) de préférence a la
notation L(&,E) utilisée dans [5} afin d'éviter tout risque de confusion,
lorsque & est le dual d'un espace de Banach F, avec 1'espace L(F',E) des
opérateurs continus de l'espace de Banach F' dans E. Notons enfin pour
terminer que si E et F sont deux elc complets tels que E ou F vérifie la

propriété d'approximation, alors [5] .

-]
H(F',E) = F ® E .

Nous sommes maintenant en mesure de donner une premiére caractépi-

sation de 1l'espace MO(T,E).

(2.2) PROPOSITION. - Pour wne application linéatire Y c°°('r) + E les
assertions suitvantes sont équivalentes :
a) U est o-réguliére ;
b) 1 est scalairement o-réguliére, c¢'est-d-dire x' o | appartient
a MO(T) pour tout x'eE'.
e) 1 est continue de CZ(T) dans E.

d) U appartient @ WH(C,(T),E).
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PREUVE. -

a)==pb) est immédiat.

b) == c) se déduit du fait que Cw(T) est espace de Mackey.

c)=+d) : il suffit de remarquer que sur les "compacts" dlef(T), la
topologie 38 coincide avec 1la topologie de la convergence simple [2].
d)==ba) est immédiat compte tenu du fait que si fn¢ 0 dans Cw('l‘), la partie

H= f(fn) appartient EJéZ(T).

On a déja noté que MO(T) peut s'obtenir comme dual compactologique
de 1'ecc C:(T); ce qui permet de munir cet espace de la topologie de la
convergence uniforme sur les compacts H dlef(T). L'elc M (T) = H(C:(T) R)
ainsi obtenu est complet et de plus, son dual avec sa compactologie équi-
continue est précisément 1'ecc C:(T) [5] . Si de la méme fagon, on place sur

1'espace MG(T,E) la topologie de la convergence uniforme sur les parties

g dej:('l'), de la proposition (2.2) on déduit alors :
[+ ]
M (T,E) = H(C,(T),E) = H[MO(T)',E]

Comme 1l'elc M;(T) vérifie la propriété d'approximation [2] » ON a grace aux

remarques précédentes :

(2.3) COROLLAIRE. -~ Pour tout ele complet E, on a

MO(T,E) = Mo('l‘) ¢ E.
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Puisque 1'espace MO(T) est une bande dans 1'espace de Riesg

P . ¢ . - ->
MB(T) [2], on vérifie aisément, lorsque E est un espace normé et Y CQCT) <k

. . + . - . )
une mesure dominée, que . appartient & MO(T,E) S1 et seulement si sa Jariatis
varﬁ appartient & MO(T). Pour terminer, étudions, dans le cas ol E est um
espace de Banach, les relations qui existent entre les &léments de M _(T,R)

g
. . >

et les mesures ensemblistes. Pour cela, rappelons que sim : T + E est une
mesure (ensembliste) sur la tribu £, on peut définir la semi-variatiom

|m| de m en posant

@] (&) = sup|[za; B (A))]|

pour tout AeI, ol la borne supérieure est prise lorsque (Ai) décrit 1'ensemhle

des familles finies disjointes d'éléments Ai de T contenus dans A et od

Iail & 1. On a alors, de maniére &vidente :
*) |B[(A) = Sup  |x'om|(A).
I[x"] <3

Grdce a cette remarque et 3 la proposition (2.2) , on montre facilememt Que
)

comme dans le cas scalaire [1] [17] , on a :

(2.4) PROPOSITION. - Soit E wn espace de Banach. Il existe une correspondans
bijective entre :
a) les mesures prolongeables ﬁ : C7(T) + E qui sont o-régulidres.
b) lee mesures réguliéres m : RBo(RT) + E qui vérifient |$|(z) -Q

pour tout noyau Z de BT disjoint de T
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Soit #a(T) la tribu de Baire de T, c'est-d-dire la tribu engendrée

par les noyaux de T. On sait que M (T) s'identifie aussi i 1'espace ca[#a(T)]

des mesures sur #a(T) [17] . De méme, dans le cas vectoriel :

(2.5) PROPOSITION. - Soit E un espace de Banach. Il existe une correspondance

bijective entre :

a) les mesures prolongeables -ﬁ appartenant 4 MO(T,E).

b) les mesures m 1 Ra(T) + E.

-+
PREUVE. - Si U est un &lément de MU(T,E), pour tout x'€¢ E', la mesure

> . -~ * -
scalaire x'ol appartient 3 MO(T), donc est associée 3 une mesure m_, surBa(T).

On définit alors o : Ra(T) + (E')* en posant
> -+
@(a),x'> = m, (&) = f1, d(x' o)

pour tout x'€E' et tout A¢%@a(T). Montrons qu'en fait ;(A) appartient 3 E
c'est-3-dire, puisque E est espace de Banach, que la restriction de ;(A) a
1a boule unité B' de E' est continue pour la topologie o(E',E). Or, si
"i + 0 dans Bc', , la suite généralisée (x'i .ﬁ) tend vers zéro dans HB(T)
pour la topologie étroite o(MB(T), Cm(T)). Comme la mesure 1-: est prolongeable
1a famille K = {x'i oa}i. qui est contenue dans MO(T), est faiblement rela-
tivement compacte dans l'espace de Banach MB(T) * Cm(’l’)'; elle est donc aussi

faiblement compactedans l'espace de Banach MO(T), topologisé par la norme de

HB(T)-
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[+ <]
Ainsi sur K la topologie &troite 9(M (T),C (T)) colncide avec la topologie
faible de 1'espace de Banach MO(T), donc la suite généralisée (x'i .-ﬁ).
tend faiblement vers zéro dans l'espace de Banach MO(T). On en déduit em

particulier que, pour tout AZ%a(T) on a :
. (S ' >
<w(a),x'> = f1,dx' W) >0 .

L'application ; :@a(T) * E ainsi construite est additive ; de ples,
pour tout x'€E', x' o m est une mesure ; m est donc une mesure d'aprés le
théoréme d'Orlicz-Pettis. Réciproquement, considérons une mesure ;; :Ba(T) ~t
et désignons par Ba(T) l'espace de Banach des fonctions Baire-mesurables et
bornées sur T. Par intégration, ; définit un opérateur u : B:(T) + E et

la restriction ﬁ'de u i CQ(T) est un élément de MB(T,E). De plus, comme :
est une mesure, la famille K = {x'oﬁ}x,‘ g est faiblement relativement
compacte dans ca[@a(T)] , donc, en identifiant les espaces de Banach
ca[@a('l‘)] et M (T), la famille {x',ﬁ}x,ca. est faiblement relativement
compacte dans l'espace de Banach MO(T) et a fortiori dans 1'espace de Bamach
MB(T). Il en résulte que la mesure 1-: est prolongeable. Pour terminer, i}
suffit de remarquer que pour tout x'€E', x'.ﬁ appartient 3 MU(T) et de

conclure avec (2.2).
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3, L'esPacE M(T,E)

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser au cas vectoriel 1'é&tude
de l'espace Mw(T) développée par ROME dans [12]. Pour cela, on place sur
c"(T) la compactologie, notéejfw(T) oujfp, formée des parties H de c®(T)
équicontinues et uniformément bornées, chacune de ces parties &tant munie
de la topologie de la convergence simple sur T. On notera encore c®(T)
1'espace compactologique convexe (€™(T),#7(T)) ainsi obtenu. Rappelons que
" (T) est le dual compactologique de c™(T) [12]. Pour un elc E quelconque,

on a:

(3.1) DEFINITION. - On désigne par M”(T,E) 1'ensemble des applications

linéaires 11 : CT(T) » E dont les pestrictiom aux parties BeX  (T)

sont continues.

REMARQUE. - Puisque 1l'on a trivialement Ha(T)ec H(T),, il est clair que

¥ (T,E) est un sous—espace vectoriel de Mo(T,E).

Rappelons encore [12] qu'on munit habituellement 1'espace M (T) de
1a topologie de la convergence uniforme sur les parties He FZ(T) ; on obtient

ainsi un elc complet dont le dual, avec sa compactologie équicontinue, est

1'ecc c”(T) et dont le dual fort Mw(T)é est 1'espace de Banach C™(T).

63



Mesures vectorielles et partitions contimies de 1'unité

De la méme fagon, plagons sur Mm(T,E) la topologie de la convergence umi-
forme sur les parties He #~(T) ; avec les notations du paragraphe 2 on a

alors les égalités :
M®(T,E) = H(C™(T),E) = H(M (T)',E)

[ ]
Comme l'elc M (T) vérifie la propriété d'approximation [12] » on en dé&duit

comme en (2.3) :

(3.2) PROPOSITION. - Pour tout elc complet E, on a :

~

M (T,E) = M(T) ®E

Rappelons qu'ad tout ecc régulier 4, on peut associer, de fagon
canonique, un elc (séparé) noté c¢Z , en plagant sur & 1la topologie
localement convexe la plus fine rendant continues les injections K -+ &
lorsque K décrit la famille des "compacts" de Z [6]. De plus, le dual de
1'elc €& ainsi obtenu est &gal au dual compactologique T"de ¥ et les
parties équicontinues K de (€%)' sont exactement les parties K relativemamt
compactes dans ¥* = H(Z,R). En particulier, la topologie de ZTC™(T) est 14
topologie de la convergence uniforme sur les parties (ou sur les disques)
relativement compactes de M7(T). Comme dans 1l'elc Mm(T), toute partie
faiblement relativement compacte est relativement compacte [12], la topologie
de C™(T) coincide en fait avec la topologie de la convergence unifor‘. ser

les disques faiblement relativement compacts de M7(T), c'est-3~dire avee la
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[+ o] oo » .
topologie de Mackey T(C (T),M (T)). On en déduit, comme en (2.2), un
résultat qui fait le lien entre les mesures vectorielles appartenant i

)(”(T,E), et les mesures scalaires.

(3.3) PROPOSITION. - Pour wne application linéaire ﬁ : C(T) + E, les
asgertions suitvantes sont équivalentes :
a) 3 appartient ¢ M (T,E).
b) Pour tout x'e E', x' o | appartient @ M°(T).

e) ﬁ est continue de ¢C (T) dans E.

(3.4) COROLLAIRE. - Pour qu'une application linéaire linéaire | : C(T) + E
appartienme @ M TT,E) 71 faut et i1 suffit que pour tout suite
généralisée (£,) de CT(T) équicontinue et telle que £,4 0, la

suite généralisée (:(fi)) tende vers zéro dans E.

PREUVE. - La condition est évidemment nécessaire. Elle est suffisante grace
3 la proposition (3.3) et au fait que cette condition caractérise les

éléments de Mw(T) [2].

Notons enfin pour terminer que 1'espace Mm(T) étant une bande dans
1'espace de Riesz MB(T) [)2], on voit facilement que, lorsque E est un espace

-+ o -+ o
normé et W : C (T) * E une mesure dominée, U appartient 3 M (T,E) si et

: 3 . -+ . Qo
seulement 81 sa variation var J appartient 3 M (T).
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4, LE ROLE DES PARTITIONS CONTINUES DE L'UNITE,

Rappelons qu'on appelle partition continue de l'unité (en abrégé
o
. - t=2q 2
p.c.u.) sur T, toute famille ¢ (¢>i)i€I d'éléments de C (T) telle que
0$¢i$l, z ¢i = ] et telle que la famille (Supp ¢i) des supports des ¢;
icl
soit localement finie dans T. Notons que si V est &lément de MB(T), la

' oo . . s
famille (\)(¢,i)) appartient 3 £ (I), car on a, pour toute partie finie J

de I :

Ilveepl s T v = vCz o < vl

ie€J ieJ ieJ
. R -> [
Considérons maintenant une mesure W : C (T) + E 3 valeurs dans um
elc quelconque E. Pour toute p.c.u. (¢,), il est clair que la famille
-
(u(¢i)) est scalairement sommable dans E. Un probléme se pose alors, qui
est de savoir si cette famille est sommable dans E, ou ce qui revient au mbme
d'aprés le th&oréme d'Orlicz-Pettis, si elle est faiblement sowmable dams E.

On montrera dans ce qui suit que ce n'est pas le cas en général ; toutefois

on a

(4.1) PROPOSITION. - Soit i : C (T)— E une mesure. Pour toute p.c.u. (¢.),
: i
la famlle (E(¢i)) est sommable dans E", pour la topologie faidble

o(E",E'). De plus, si B désigne la boule unité de Cm(T), on a

> =
L w(e;) e u@),
i€l
on 1'adhérence est prise dans E" pour la topologie G(E",E').
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PREUVE. - Fixons la p.c.u. ¢ = (¢.). 1 et désignons par X

' . .
iie 1 application

¢

de E' dans R définie par :

X, (x') = T <(¢.),x'> ,
¢ i€l 1

ce qui a un sens d'aprés la remarque précédente. L'application X, est
1inéaire, de plus :
' . >
x¢(x ) = lim I <U(¢i)1x'>
J ieJ

ol la limite est prise lorsque J décrit le systéme filtrant croissant des

parties finies de I. On a donc :

%, (x| = Llim]| 2 G(9.),x">| = lim|<i( T 0:),x">| .
J ieJ 1 J ieJ

->
Or la partie B = u(A) est un disque borné complétant de E et comme T b; < 1,

ieJ
on en déduit :

%y < [lx? |1 = sup|<x,x'>]
x€B

Ceci prouve que la forme linéaire x¢ est continue lorsqu'on place sur E' la
topologie de la convergence uniforme sur les disques bornés complétants de
E ; a fortiori, X¢ est continue sur le dual fort Eé de E, donc X¢ est un
élément de E" qui est &gal i la somme (pour la topologie G(E",E')) de la
famille (ﬁ(¢i)). Enfin, la deuxiéme assertion provient du fait que pour la

topologie 0(E",E'), on a :

Xy = lim I §i(¢,) = Limi( I ¢,)
J ieJ J ieJ

et que, pour chaque partie J, ¥ ¢, appartient i A.
ieJ
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REMARQUE. - Un raisonnement analogue montre que si ﬁ appartient a Mg(T,R),

pour toute p.cC.u. (¢i) et tout &lément n = (ni) de lw(I), la famille

iel
-+
(ni u(¢i)) est sommable dans E" pour la topologie o(E",E'). De méme, si

||ﬁ|| £ 1, on a encore :

.2 n; u(¢i) € u() ,
1el

ol 1'adhérence est prise pour la topologie o(E",E'). Pour chaque p.c.u.

¢ = (¢i), on peut donc définir une application 'I‘¢ : lm(I) + E" en posant :

T, = I g UG

iel
et il est clair que cette application est continue pour les topologies
o(tw,ll) et 0(E",E'). Par ailleurs, on peut associer 3 la p.c.u. ¢ = 4.)
i

une autre application S¢ : lm(l) =+ E en posant :

- -+
S¢(n) - u(iflni ¢i)-

On obtient 13 un opérateur continu de 1'espace de Banach lm(I) dans E. Omn

peut noter que les applications T¢ et S¢ coincident sur le sous-espace

vectoriel formé des familles 3 support fini.

La donnée de la p.c.u, ¢ = (¢i) détermine également deux fonctions
additives d'ensembles (en abrégé fae) sur la tribu P(I) des parties de I
]

d'une part, la fae m

¢

L = ) ,
ieL

: P(1I) * E" définie par :

¢

qui est une fae bornée dans E; ’
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et d'autre part, la fae 9¢ : #(1) * E définie par :

<>
e¢(L) =u( I ¢i),
iel
qui est une fae bornée dans E.
On vérifie aisément, de plus, que pour tout elc F, il existe un
jsomorphisme entre 1'espace L(27(I),F) des opérateurs continus u : 27(I) + F
-
et 1'espace des fae m : P(I) * F a valeurs dans un disque borné complétant
->
de F. A une telle fae m, on associe l'opérateur u tel que u(lL) = E(L) pour
toute partie L de I. On peut noter que la fae 6¢ (resp. m¢) qee nous venomns
de définir sur la tribu £(I), est 3 valeurs dans la partie E(A) (resp. ﬁ(A)).
qui est un disque borné complétant de E (resp. de Eg ). La fae 6¢ (resp. m¢)

s'identifie donc 3 un opérateur continu lm(I) + E (resp. 2“(1) - E; ), et

i1 est facile de voir que cet opérateur n'est autre que S¢ (resp. T¢).

On suppose maintenant que l'elc E est quasi-complet. Dans ce qui
guit, on se propose de caractériser la mesure a : Cm(T) + E pour que la
famille (ﬁ(¢i)) soit sommable dans E, pour toute p.c.u. ¢ = (¢i). Avec les
remarques précédentes om voit que cela revient en fait 3 caractériser la

.’ -
mesure U pour que, pour toute p.c.u. ¢, la fae bornée m, (ou 1'opérateur T

5 )

¢

soit 3 valeurs dans E, plutdt que dans E".

NOTATIONS. - Soit ¢ = (¢i) une p.c.u. Pour toute partie LCI et tout &lément

n- (ﬂi) € 27(1), on pose :

U, = 0¢. et Y= T . 6.
L e L et

qui sont évidemment des fonctions éléments de CQ(T).
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Rappelons enfin qu'une fae 6 définie sur un anneau & de parties
d'un ensemble §!, & valeurs dans un elc E, est dite 2xhaustive [ll] si
pour toute suite disjointe (An) d'éléments de &, la suite (O(An)) tend vers
zéro dans E.
Cela étant, on a maintenant le théoréme suivant :
(4.2) THEOREME. - Soit E un elec quasi-complet. Pour toute mesure 'ﬁ : c.(r) -
les assertions suivantes sont équivalentes :
. -+
a) Pour toute p.c.u. ($:), la famille (u(¢i)) est sommable dams E.
b) Pour toute p.c.u. (¢;), la suite généralisée (ﬁ(¢)i)) tend vere
c) Pour toute p.c.u. dénombrable (¢ ) , la suite (ﬁ(%)) tend vers
. ->
d) Pour toute p.c.u. (¢;), la famille (u(wJ))J finie est relativemec
compacte dans E.
R s
d') Pour toute p.c.u. ($;), la famille MWWy finies €8t faible-
ment relativement compacte dans E.
e) Pour toute p.c.u. ¢ = (d)i) R T¢ est un opérateur compact de
£7°(1) dans E.
e') Pour toute p.c.u. ¢ = (¢’i)’ T¢ est un opérateur faiblement
compact de 27(1) dans E.
f) Pour toute p.c.u. ¢ = (¢i), la fae 6¢ est exhaustive sur la teids
2(D).
f') Pour toute p.c.u. ¢ = (¢i) , la fae 6¢ est exhaustive sur 1'cus®
F (1) des partiee finies de 1.
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PREUVE. - Elle s'obtient selon le schéma :

b= ¢

/

d &< ; ——fr'&—=r
d'é: e'vT—— e
a)=d). Fixons la p.c.u. ¢ = (¢i). Pour tout voisinage de zéro V dans E,
il existe une partie finie P de I, telle que, pour toute partie finie J de I

disjointe de P, on ait

->
) u(¢i)e v,
ieJ

c'est-d-dire, avec les notations utilisées,

-
u(wJ) €V,
En particulier, si J est une partie finie quelconque de I, on a :

B e w0 + v .

On en déduit l'existence d'une partie finie M de E telle que :
HWpeM+y

pour toute partie finie J de I. Il en résulte que la famille {ﬁ(w )}

I7°J tinie
est précompacte dans E, donc relativement compacte puisque E est quasi-complet.
d)= d') est immédiat.

d*)=s a) Il suffit de montrer que la somme de la famille (ﬁ(d&i)), qui existe

dans E" pour la topologie o(E",E'), est en fait un &lément de E.
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Or on a :

Do) = lim I fie) = lim  T(wp,
i€ L J finie i€J J finie

ot 1a limite est prise pour la topologie O(E",E'). Comme la suite généraliske
> .

(U(‘PJ))J finie St faiblement relativement compacte dans E, elle a une

valeur d'adhérence faible dans E qui est nécessairement sa limite faible

z §(¢.). Donc, I ﬁ(¢i) appartient 3 E, ce qui suffit.
ijexr ! icl

a)=ye) Comme la famille (;(¢i)) est sommable dans E, l'application

Ty (ni) - iil ng ﬁ(¢i) est d valeurs dans E et est continue pour les
topologies O(Rw,ll) et O(E,E'). Soit N est un élément de 27(1) tel que
lnil = ] pour tout i ; pour toute partie finie J de I désignons par JI
(resp. J2) 1'ensemble des indices i¢J tels que n, = +I (resp. n; = -1).

Alors on a

In u.) = u@, ) - uw, ).
ieJ i i Jl J2

Donc

I, e e2 Liuwp) ).

i€J J finie

En passant 3 la limite, on obtient

T, «2 Hdlw,) } .

J finie
Or la boule unité A~ de 2”(1) est 1'enveloppe disquée fermée pour la topo-
logie o(lm,ll) des points N tels que Ini| = 1. Il en résulte que la partie
T¢(Aw) est contenue dans 2 I{(H(WJ))J}. Comme on a déja prouvé a)=s d), et

comme E est quasi-complet, cette enveloppe disquée est une partie compacte ¢e

E, donc '1’¢ est un opérateur compact.
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(4.3) LEMME (o). - Sotent E wn espace de Banach et B sa boule wnité.
S7 une partie H de E est telle que pour tout €> o , 1l existe
une partie K fatblement compacte dans E telle que ¥ 8oit contenue

dans K + €B, alors H est fatblement relativement compacte.

On est maintenant en mesure d'établir :

(4.4) THEOREME. - Soit E wn ele quasi-complet et soit 3 une mesure
C(T) * E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) la mesure U vérifie l'une des conditions équivalentes du
théoréme (4.2),
b) pour toute p.c.u. (¢;) 1 'opérateur S¢ : 27(1) + E est faiblement
compact,
¢) la mesure | transforme les parties H eH"(T) en parttes fai-

blement relativement compactes de E.

d) pour toute p.c.u. (¢;), la famlle (ﬁ(wL))L « P(1) °°t fatblement

relativement compacte.

PREUVE. - a)=>b) s'obtient en utilisant la condition f) du théoréme (4.2)

et la remarque précédant 1'énoncé du lemme (4.3).

b)=pc) soit H] un élément de J?w(T) que 1'on peut supposer disqué

et contenu dans le boule unité A de c™(T). Grice 2 [12] , on sait que pour
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tout €0, il existe une p.c.u. ¢ = (¢i) et des points tie T tels que 1l'onm ait :

||f = .2 f(ti)(bill £ e
1€l
pour toute felﬂ . Désignons par H la partie ﬁ(Hl). Comme la famille

(£(t;)); ; est contenue dans la boule unité de 2°(I), pour toute fel , il

existe d'aprés b) une partie K faiblement compacte dans E telle que :

HCK + en(A).
En définitive, comme la partie ﬁ(A) est bornée dans E, pour tout ¢>0 et tout
voisinage disqué de zéro V dans E, il existe une partie faiblement compacte
K de E telle que l'on ait :

HCK + ¢V,
Si on désigne par Ey, 1'espace vectoriel engendré par V muni de la semi-norms
jauge de V et par E; 1'espace de Banach associé, grice au lemme (4.3) om weit
que pour chaque V, la projection ﬁ; de H dans l'espace E; est faiblement
relativement compacte. Comme le complété E de E est la limite Projective
des E;, on en déduit que 1'adhérence H de H dans £ est faiblement compacte.
Mais, comme H est bornée, la partie H est en fait contenue dans E puisque
cet espace est quasi-complet, donc H est faiblement relativement compacte dam

c)m d)==pa) est immédiat grace a (4.2.4').

Désignons par MB'(T,E) le sous-espace vectoriel de MB(T,E) formé

des mesures ;) qui vérifient les conditions &quivalentes de (4.2) et (4.4).
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On obtient 13 un nouvel espace de mesures qui est fermé dans MB(T,E). pour
1a topologie de la convergence uniforme sur A. Le résultat qui suit permet

de mieux situer cet espace MB-(T,E) parmi les espaces de mesures déja

étudiés :

(4.5) COROLLAIRE. - a) MO(T,E) est un sous—espace vectoriel de MB.(T,E).

b) Toute mesure prolongeable B cX(T) +E appartient @ M,»(T,E).

R

. -’ w .
PREUVE. - a) soit U : C (T)** E une mesure O-réguliére ; montrons que la
condition c) de (4.2) est satisfaite : si (¢n) est une p.c.u. et si on pose
£ = L ¢k , alors (fn) est une suite décroissante de CQ(T) qui converge

n
k3n
simplement vers zéro. La suite (ﬁ(fn)) tend donc vers zéro et on déduit
<>

aisément de 13 que la suite (u(¢n)) converge aussi vers zéro.

. * . - * ©o

b) Si la mesure u est prolongeable, 1'application y : C (T) = E

est faiblement compacte et la condition d') de (4.2) est alors satisfaite.

L'étude qui suit a pour but d'établir sous quelles conditions les
deux espaces MB(T,E) et MB.(T,E) coincident. D'une fagon plus précise, on

résout les deux problémes suivants :

1) caractériser les espaces complétement réguliers T pour lesquels

on a MB(T.E) = MBC(T,E) pour tout elc quasi-complet E,
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2) caractériser les elc quasi-complets E pour lesquels on a

MB(T,E) = )‘B. (T,E) pour tout espace complétement régulier T.

(4.6) PROPOSITION. - Pour un espace T complétement régulier, les assertitoms
sutvantes sont équivalentes :
a) l'espace T est pseudocompact,
. nd 0
b) pour tout elec quasi-complet E , toute mesure u : C (T) + E
appartient 4 Mo (T,E),
e) pour tout espace de Banach E, toute mesure ﬁ : C(T) + E

appartient Q MBD (T,E).

PREUVE. - a)==b) : soit T un espace pseudocompact ; toute p.c.u. sur T

est nécessairement finiedonc les conditions de (4.2) sont satisfaites par

toute mesure }.

b)=#h c) est immédiat.

c)=%a) : Prenons en particulier pour E l'espace de Banach C°°('r) et pour 'ﬁ

1'identité. Montrons que T est pseudocompact. Sinon il existe une suite

localement finie d'ouverts disjoints non vides (Un)nzl. . Fixons x € Un et,

pour chaque n, soit ¢ une fonction continue telle que og¢ <1, ¢_(x_)=i

n'n

et Supp ¢, <U . La fonction y_ = n§l¢n est continue et telle que o<y <1,

de sorte qu'en posant ¢, = 1= on obtient une p.c.u. dénombrable ()
o o n’n

320
mettant en défaut la condition (4.2.c¢).
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En suivant [}6], rappelons qu'un elc E est dit fatblement f-complet
si toute mesure 3 valeurs dans E est prolongeable. Grace au corollaire (4.5),
on voit que, si l'elc quasi-complet E est faiblement I-complet, on a 1'égalité
HB(T,E) = MBG(T,E) pour tout espace complétement régulier T. Toutefois,

ja réciproque est fausse en général. Pour le voir, on introduit encore

(&4.7) DEFINITION. - Un elc E est dit exhaustif st pour tout espace mesurable

(Q,Z), ol T est une tribu, toute fae bormée m : T + E est exhaustive

On peut donner une définition &quivalente des elc exhaustifssous la forme

suivante :

"L'elc est dit exhaustif si pour toute fae bornée m : #(N) - E,
1a suite (m({n})) tend vers zéro dans E."
En effet, si 1'elc E est exhaustif en ce sens, et sim : L~ E

est une fae bornée sur une tribu I , pour toute suite disjointe (An) de T on
peut définir une fae bornée ;]:gP(N) + E en posant :
m () = B DA,
Alors ﬁlAn) - 3,({n}). ce qui suffit,
Pour une &tude plus approfondie des elc exhaustifs, on peut par
exemple se référer i [f] et [8] . Notons simplement qu'on peut montrer, en

gtilisant un résultat de ROSENTHAL [13] , qu'un espace de Banach E est exhaustif

. . 13 - @
gi et seulement si E ne contient aucun sous-espace isomorphe a £ .
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De plus, si un elc quasi-complet E est faiblement I-complet, il est exhaustif :
toutefois 1'espace de Banach <, est exhaustif, mais il n'est évidemment pas

faiblement I-complet. On a alors :

(4.8) PROPOSITION. - Pour qun elc quasi-complet E, les assertioms sutvantesg
sont équivalentes :
a) E est exhaustif.
b) Toute mesure ; : Cw(T)'* E appartient 4 MB.(T,E).
¢) Pour tout ensemble 1, tout opérateur continu de % (1) dans E
est faiblement compact.

d) Tout opérateur continu de 2 (N) dems E est faiblement compact.

PREUVE. - a)=5b) est évident avec la condition (4.2f) et la définitiom .7
b)=>c) Pour l'espace discret I on a 2“(1) - Cm(I), et la boule unité de
R.m(I) appartient & .)(f’w(I) il suffit donc d'utiliser (4.4.c).
c)=3d) est évident.
-
d)=pa) soit m : P(N)*>> E une fae bornée : il lui correspond un opérateur
. @ ~+ ©
continu u : £ (N) * E donc une mesure y : C (N) + E. Cette mesure 'ﬁ est
prolongeable d'aprés d), donc appartient a MBQ(T,E)- Or la suite ¢ = l{n}
n

est une p.c.u. dénombrable sur 1l'espace discret N, de sorte que

n({n}) = T4 ) + o d'aprés (4.2.c).
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REMARQUE. - On peut noter, d'aprés d), qu'un elc quasi~complet et exhaustif

ae contient pas de sous-espace isomorphe 2 lw(N).

On a déja noté que toute mesure O-réguliére E : CT(T) - E, et a
fortiori tout élément_de Mw(T,E), vérifie les conditions équivalentes du
théoréme (4.2). L'étude qui précéde montre de plus que les espaces HO(T,E)
et u“('r,l!) sont en général strictement plus petits que l'espace MB.(T.E) H
i1 suffit par exemple de considérer, pour un espace T non pseudc compact et
un elc E exhaustif, une mesure ﬁ : Cm(T)* E qui ne soit pas O-réguliére.
pans ce qui suit, on se propose donc de caractériser, d 1'aide des p.c.u.,

+
les mesures U appartenant soit a MO(T,E) soit i Mm(T,E).

(4.9) THEOREME. - Soit E wun elc quasi-complet. Pour toute mesure b:Cc(T) »~ E
les assertions sutvantes sont équivalentes :
a) -ﬁ appartient Q MO(T,E).
b) powr toute p.c.u. dénombrable (¢n), om a j(l) = fﬁ(«&n).

¢) pour toute p.c.u. ¢ = (¢i), la fae 6¢ : L+ -ﬁ( z d)i) est wne
isL
mesure sur la tribu P(1).

d) pour toute p.c.u. dénombrable (¢n) les opérateurs T¢ et Sd:

cotneident sur 2~ N).

n

PREUVE. - a)==3b) En posant fn = E ¢k , on obtient une suite (fn) de C(T),

telle que fn‘t } ; comme la mesure -1: est o-réguliére, on a :

U = lim p(E) =
n n

o™8

MCRE
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b)=yc) Soit (Ln)n>1 une suite de parties de I deux 3 deux disjointes.

Posons L, = I\Igan , puis wn = Ln, pour n> 0. Alors (wn)n>o est une p.c.s.

dénombrable, d'ol avec b) :

n) = IRW) = L6 (L).
n2o n n>0¢ n
Comme on a ﬁ(l)-e(x)-e(L°)+e(U L),

¢ ¢ ¢ n»l n
On en déduit aisément 1'égalité :

e Ln) = I 8 (Ln)'

o(a31 ¢

n21
ce qui suffit.
c)=>d) Avec ¢), les opérateurs S¢ et '1‘¢ coincident sur les fonctionsg
lLelw(N) ; de plus la mesure E est déja un élément de MB.(T,E), done T
est un opérateur continu de 2°°(N) dans E. Comme l'opérateur S¢ est lui
aussi continu de Rm(N) dans E, pour conclure il suffit d'utiliser le faje que
la famille (IL)Le Pa) est totale dans l'espace de Banach !,m(N).
d)=pb) est immédiat.
b)==>a) soit (fn) une suite de Cm(T) telle que fn+ O. On peut aisément
supposer f, = ]. Fixons €>0 et posons g, " fn V g et hn =g~ €. Pour tout
point xe T, il existe un entier N telle que fN(x) < % ; donc aussi, par
continuité, un voisinage V de x tel que fN(t)<e » pour tout t€V. On a alors,
h (t) = o pour tout t eV et tout n2N, donc la suite (Supph) des supports
dés h_ est localement finie. On a, de plus, hn+ o et hl = l-e . Alors 1a

suite ¢ = 7°o (hn - hn+l) est une p.c.u. de sorte que :
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)

n n+l
1 . -
- ITS- lim ﬁ:(h]) - U(hn)]
n =+ o

= d() - = lim ) .

n + ®
On en déduit que la suite (ﬁ(hn)) tend vers zéro dans E. Or, on a
-+ -+ .
o0& fn - hn <¢, de sorte que, pour tout n, u(fn) - u(hn) appartient a
a‘:(A). I1 est facile de voir alors que la suite (-ﬁ(fn)) converge aussi vers

géro, ce qui suffit.

(4.10) THEOREME. - Soit E un elc quasi-complet. Pour une mesure -ﬁ: (1) » E,
les assertiong suivantes sont équivalentes :
-> . [
a) u appartient @ M (T,E).

b) Pour toute p.c.u. ((¢i)i , on a -ﬁ(l) - Z \7(¢i)-
1

e) Pour toute p.c.u. ¢ = (¢

) les opérateurs S¢ et T, cofncident

i’iel ° ¢

sur 27(I).

d) Pour toute p.c.u. ¢ = (4;). la fac e¢ sL+p( T ¢i) est une
isL

mesure atomique sur la tribu P(I).

PREUVE. - a)==b) est immédiat, puisque la famille { T ¢.}

i i’y finie appartient
ax"m.
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b)==$d). Fixons une partie L de I et posons L = L U {x}. On définit une p.c.u.

¢ = (9'))

v . .. _— -
;)jeq ©n posant ) { ¢i , si iel, et ¢, i S

\ ) .
I\L ifL 1

On a alors E(l) = 9¢(I \L) + 9¢(L) et, avec b), on a aussi
> -+ .
K1) = 6¢(I\L) + 2 U(¢i) = 9¢(I\L) + I 9¢({1}).
ielL i€l
On en déduit 6,(L) = . 6,({i}) . cC.qQ.F.D.
¢ . ¢
i€l
L'assertion d)=%c) se déduit, comme dans la preuve de (4.9), du fait que
S¢ et T¢ sont des opérateurs continus de lm(I) dans E et colncident sur la

famille (I ) qui est totale dans l'espace de Banach lm(I).

VLed(1

Montrons enfin que c)==a). Fixons une partiellejfm(T), disquée et contenue
-]

dans la boule unité A de C (T). D'aprés [12], pour tout €>0 , il existe une

p.c.u. ¢ = (¢i), et des points ti €T tels que

e - = £ei) ;)] <€
iel

pour toute f € H. Soit (fa) une sulte généralisée contenue dans H qui converge

simplement vers zéro ; on pose alors ﬁa a (fa(ti))ieI et on a

H(Ey) - 8,(7) e end) ,

¢

c'est-a~-dire, avec c)

ﬁ(fa) - T, e Ny,

Or la famille (ﬁ&) converge simplement vers zéro dans 27(I) ; comme elle

est bornée, donc équicontinue dans £ (I), elle converge en fait vers O pour
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pour la topologie 0(£w(1),2l(1)), donc la suite généralisée (T¢(ﬁa))a tend
vers O dans E pour la topologie O(E,E'). Mais, avec c) la mesure ﬁ vérifie

1a condition (4.2.a) ; donc l'opérateur T, est compact. Comme on a

¢
| ﬁixll £ 1, la famille (T¢(ﬁa)) est relativement compacte dans E ; elle

’

converge donc en fait vers O pour la topologie de E. On déduit aisément de

132 que la suite généralisée (E(fa)) converge aussi vers zéro dans E, puisque

1a partie ;(A) est bornée dans E.

EXEMPLE. — ETUDE DU CAS PARTICULIER OU T = I EST DISCRET.

Lorsque I est un espace discret, il existe sur I une p.c.u. parti-
culiérement intéressante qui est la famille (l{i}).cI ; dans ce qui suit,
nous la désignerons par ¢, - De plus, 1'espace c”(I) est 1'espace de Banach
t”(x) ; donc toute mesure ﬁ : Cm(I) + E s'identifie 3 un opérateur 25(1) » E

et il est facile de voir que cet opérateur est l'opérateur S

¢

o
p-C-U. ¢o . En définitive, 1'isomorphisme entre les espaces MB(I,E), L(27(1),E)

associé i la

et ba(#(1),E) consiste 3 identifier la mesure E , 1'opérateur S, et la

¢

[o]

pornée 6¢ . Le résultat qui suit a pour but d'étudier cet isomorphisme
o

lorsqu’'on le restreint 3 divers sous—espaces de MB(I,E).

fae

BOTATIONS. - Soient E et F des elc ; on désigne par KO(E,F) 1'espace des

opérateurs faiblement compucts de E dans F; et pour une tribu I, on note

ex(I,E) (resp. ca(L,E)) l'espace des fae exhaustives (resp. des mesures) de I

dans E.
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(4.11) PROPOSITION. ~ a) Soit E un ele quasi-complet. A w1 isomorphisme prée

on a les égalités :
Mg (1,E) = K (£ (D),E) = ex[2(1),E]

b) L'espace M_(I,E) s'identifie a l'espace ca[2(1),E] ou encore 4
l'espace des opérateurs u : 27(1) + E dont la restriction Q la boule
wunité de lm(I) est faiblement (ou simplement) continue pour les
suttes.
e) L'espace Mm(I,E) = H(lm(I),E) s'identifie d l'espace des mesures

atomques (1) =+ E.

PREUVE. - a) est une conséquence immédiate des remarques précédentes et des
théorémes (4.2) et (4.4). Notons en particulier que, dans ce cas, Mé‘(l,z )
est aussi l'espace des mesures prolongeables Cw(I) + E.

b) Il suffit de prouver que si, la mesure ﬁ : Cw(I) + E est telle
que la fae 6cb associée soit une mesure sur P(I), alors y appartient 3
MO(I,E). Soito(ﬁn)n une suite décroissante qui converge simplement versg Q
dans lw(I). Pour chaque n, la fonction ﬁn est représentée par la famille
")

(n i

; n
je1 €t ©0 peut supposer que pour tout n et pour tout i, on a n;< 1.
Fixons un voisinage de z&ro V dans E ; si A désigne la boule unité de LD,
-* . I3
comme U(A) est un borné de E, il existe €>0 tel que la partie eﬁ(A) soit
P ] . I3 .

contenue dans V. On désigne alors par I l'ensemble des indices 1€l tels
que n? &€ et on construit, par récurrence, la suite (L&\en posant L

n-1 .
L =1NU L,.
n n 1 k

'-I'.t
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1 est clair que 1'on obtient ainsi une partition de I et on a, pour chaque n,

m<es+ & I
k2n+! k
T
On adonc N =¢€ + Z 1 s
LI

ol g€ A, et, de plus, u( E I, ) = 8¢ (U L)= ¢

(5]
L o k>n+l k k2n+1 ¢o

(L)
Ken+l Sk k

puisque, par hypothése, 6¢o est une mesure. Comme la famille (6¢°(Lk))k est

gommable dans E, il existe un entier n tel que, pour tout n2n_ on ait

BOY = eli(g) + I

8, (LLYEV + V ,
k2n+1 ¢o k

ce qui entraine le résultat.

. - . . P s
c¢) Il suffit 13 aussi de prouver que si la fac B8, associée a p est

¢
o
une mesure atomique sur (1), alors ﬁ appartient 3 Mm(I,E). Mais, 8¢
(e}
g'identifie 3 la famille (6¢ ({ih)) = (ﬁ(l{i})) qui est sommable dans E.
°

I1 en résulte que chaque famille (niﬁ({i})), gl elm(I), est sommable dans E.

L'opérateur T¢ est donc & valeurs dans E et coincide avec S¢ puisqu'il
o o

. oo
coincide avec S¢ sur les fonctions ll.‘l (I). Alors S

(o] ¢ ’

o
o(zo,zl)-continue sur la boule unité de £7(I), c'est-a-dire que ji est bien

donc , est

+ Y

slément de M (I,E).

5. APPLICATIONS A DES THEOREMES DE CONVERGENCE SIMPLE.
Considérons une suite (ﬁn) dans MB(T,E) telle que, pour toute f ¢ CQ(T).

-
1a suite (un(f)) converge dans E ; si pour toute £, on pose E(f) = lim ﬁn(f),
n
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on déduit immédiatement du théoréme de Banach-Steinhaus que 1'applicatiom
-+ oo

U : C (T) * E ainsi construite est encore un é€lément de MB(T,E). On peut

se demander si on a des résultats analogues lorsqu'on remplace MB(T,E) par
les divers sous-espaces introduits précédemment. La réponse est positive et

elle est liée a des questions de convergence simple de suites de fae bornées

3 valeurs vectorielles. On a, en effet :

(5.1) PROPOSITION. - Soit E un ele quasi-complet et soit (in) wne sutte
de MB¢(T,E) ( resp. M _(T,E) ; M (T,E)) telle que, pour toute feC (T))
la suite (Un(f)) converge dane E. (et méme seulement dams E ) vers
o]
- -+ . .
un élément noté u(f). Alors u appartient 4 MB.(T,E) (resp. MU(T’E);

M (T,E)).

PREUVE. - L'assertion concernant 1'espace MBO(T,E) se déduit immédiatement
de la caractérisation de cet espace donnée dans (4.2.f) et du théoréme de
Brooks-Jewett sur les limites simples de suites de fae exhaustives [A] .
Pour 1'espace M_(T,E), on procéde de méme en utilisant (4.9) et le théorime
de Nikodym~. Supposons maintenant que la suite (ﬁn) soit dans MQ(T,E) et
fixons x'€ E', Pour toute p.c.u. ¢ = (¢i), désignons par eg (resp. 8,) 1la
. - g -
fae #(I) + R associée 3 la mesure x' o M (resp. x' ou). Pour toute partie
. n L. .
L de I, on a alors e¢(L) = lim 6¢(L) ; donc, avec le théoréme de Nikodym,

n

.. . n _ '
6¢ est déja une mesure scalaire sur 9X(I). De plus, chaque e¢ étant une mesurt
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atomique, il existe une partie dénombrable N de I telle que eg({i}) =0
pour tout,i.lN et pour tout entier n. On en déduit que 9¢(M) = o pour toute
partie M de 1 disjointe de N.

Pour toute partie L de I, on a donc

8,(L) = 6, (LAN) = 8.({il)y = £ 8,({i}H ,
¢ ¢ ieLnN¢ icL¢

puisque la partie LNAN est dénombrable. La mesure e¢ est atomique sur P(I).
En appliquant (4.10), on en déduit que la mesure scalaire x'o ﬁ appartient

a MQ(T). Pour conclure, il suffit d'appliquer (3.3).

Ce résultat permet de retrouver les propriétés des espaces MO(T)
” » -~ . - - . - .
et M (T) relatives 3 la semi-complétude faible, qui sont établies dans [2]
et [12] par des techniques différentes :

(5.2) COROLLAIRE. - Les espaces M (T) et M (T) sont fatblement semi-complets.

En fait la proposition (5.1) permet de montrer beaucoup plus ;

on a le résultat suivant ;

(5.3) THEOREME. - Pour tout elc quasi-complet et fatblement semi-complet

a0
les ele M (T,E) et M (T,E) sont faiblement semi-complets.
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PREUVE. - Faisons la pour Mm(T,E) en remarquant qu'elle est identique pour
M5(T,E) en remplagant la compactologie‘xom par la compactologie in: .
L'espace Mw(T,E) est déjd un sous—elc dense dans 1'espace complet

Mm(T,ﬁ) = Mm(T) 3 8, puisque l'on a Mm(T) ] ECMm(T,E). Ainsi le dual
Mw(T,E)' s'identifie 3 1'espace des applications intégrales de M“(T)

dans E' = (ﬁ)', de sorte que, pour tout élément ZG:Mw(T,E)', il existe une
partie Ht:)fp(T) , une partie K équicontinue faiblement compacte dans E° et

une probabilité A sur le compact H % K, telles que

(#) Z = ffu - £ 0 x' dA(E,x")

Soit alors une suite de Cauchy faible (in) dans 1'espace M™(T,E).
Pour chaque fc.Cw(T) , la suite (ﬁn(f)) est faiblement de Cauchy dans E.
Elle est donc faiblement convergente d'aprés 1'hypothése sur E. D'aprés (5.1)
il existe donc un élémenti:cMm(T,E) tel que ﬁn(f) > ﬁ(f) faiblement dang E,
pour toute feC (T). TI1 s'agit d'en déduire que 1'on a aussi <ﬁn,z> - 4,2
pour tout Z€ Mm(T,E)'. En remplagant la suite (ﬁn) par la suite (ﬁn-ﬁ). on

-
se raméne a supposer U = O. Mais la représentation (#) permet d'écrire

<@ ,z> = ff <h(£),x'> dA(£,x")
n H x K n

-
et 1'on a maintenant <un(f),x'> * O pour tout couple (f,x')€H x K. Si 1'ca
->
remarque que la suite (un) est nécessairement bornée dans 1'espace ﬁa(r,;).
. . . *
on voit qu'il existe une constante M > 0 telle que |<un(f),x'> | < M pour

tout n et tout couple (f,x') € H x K.
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» -’ . . .
Alors le résultat cherché, a savoir <un,Z> + 0, s'obtient par application

du théoréme de convergence dominée de Legesgue.
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