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МИсяйош du 
Mpeftemeset de 
ЫЖЬетавфЮ 

Lfc» 1975 1.12-3 

SUR UN RESULTAT DE P. REVESZ ET UN RESULTAT DE A- RENYI 

par Alain VILLENEUVE 

О - INTRODUCTION. 

Dans un premier article [b] , P. REVESZ, utilisant un résultat de 
A.N. KOLMOGOROV sur les mesures parfaites, prouve le théorème suivant. 

THEOREME 1 • - Soit ( C n ) n ^ j une suite de variablesaléatoires définies 

sur un espace probabilisé (ft,$,P). Désignons la fonction de répar­

tition conjointe de Ç . , • . . , £ n par 

1) F

n

( x p * * - » x

n ) " P(Ç|«!f*»Ç n < * n) (a - 1,2,...). 

En outre, soit (C^n>l 8Utte de variables aléatoires 

indépendantes telles que 

2) P(Çj < x) - P(Çt < x) - F
(i)(x)(i-1,2,...). 

Nous supposons que les conditions suivantes sont vérifiées. 

A) Il existe deux suites de nombres réels (A ) et (B ) v . 

n n & I П П 3> 1 

(lim В • et une fonction de répartition F(x) telles que 

3; lim P (-Ц- 2- - A n < x) - F(x) 
П > • » * П П 

en chaque point de continuité de la fonction de répartition F(x) • 
B) Pour chaque e>0 il existe 6 - 5 ( e ) > 0 tel que, si 

[х\г) »у[1)).--.,[х^1),у^1))(1-1,2,...,г) est un système 

quelconque d9intervalles et si 
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Sur un résultat de P. Revee et un résultat de A. Renyi 

a lore 

é Pf» ( i ) <: E < v ( i > x ( i ) < С < v ( i ) ) < G 

Soue c?e8 conditions, an a 
Çl*---*Çn 

4^ lim P( g - A n < x) « F(x) en chaque point de 
n n 

continuité de la fonction de répartition F(x). 

Dans un deuxième article [б] , P. REVESZ donne un autre théorème dont 
la conclusion, identique à celle du théorème 1 , se déduit d'une hypothèse 

plus faible grace à un important résultat de A. RENYI ( [ 4 ] p. 2 2 2 ) . 

THEOREME 2 . - Les hypothèses étant identiques à celles du théorème 1 

noue supposons que lez conditions suivantes sont vérifiées : 

A9) identique à la condition A du théorème 1. 

Bf) Il existe une suite de nombres réels б tels que pour un 
système quelconque d'intervalles [aj ,bj), •. • [ a

n»
b

n)/ îee relations 

l p <*i«« i < b i V W ' p ( a i ^ i < b i • • • W * n - i < b

n - i > " p < V * o b J 

* e » p ( W b i • — ' V i ^ n - ^ V i ) p ( V 
0 0 2 

sont vérifiées avec EZj 6 < + » * 

Sous ces conditions) on a encore 

lim Р ( - Ц u - A n<x) - F(x), 
n + • • n 
en chaque point de continuité de la fonction de répartition P(x). 
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Sur un réffiltat de P. Rêves et un résultat de A. Reoyi 

Nous nous proposons ici de montrer que la méthode utilisée par 

P. REVESZ pour la preuve du théorème 2 s'applique dans le cadre du 

théorème 1 (et uniquement dans le cadre du théorème 1) quand la condition B 

est remplacée par la condition suivante B* de [5] p. 139 

Condition B*,-: H existe une constante C>o telle que^pour tout système 

d'intervalles tx 1 fy.),.•., Cx ,y ). on ait 
i l n n ' 

P(x,<Ç,< y , . . . . . x n < Ç n < y n K < C P(x , .<C, < y,)---P ( * n < Ç n < y n ) . 

En conclusion, nous donnons du théorème I (et du théorème 2) un 

corollaire qui généralise un résultat de A. Renyi ( [ 4 ] p. 224) sur 

lfabsence de convergence en probabilité dans certains cas de convergence 

en loi. 

J - REMARQUE SUR LE THEOREME 1. 

Donnons d'abord une forme plus générale du letune 1 proposé par 

F. REVESZ dans [ 5 ] p. 1 3 7 • 

LEMME . - Soient (ft,̂ ,y) un espace mesuré et S. un anneau contenu dans 

if. On suppose que la mesure y est finie et que la o-algèbre 

coïncide avec le plus petit o-armeau contenant 3t. Soit (v ) . 

une suite de mesures finies sur (fl,ir ) ayant la propriété suivante : 

pour chaque £>0,il existe 6 - 6(e) tel que, si R e& et y(R)<6 , 

alors vn(R)^e pour tout n>l. Alors les mesures v (n-1 f2f...) sont 

uniformément absolument continues par rapport à \i%avec le même 

module de continuité 6 (e ) . 

PREUVE- - Il suffit d'adapter la preuve de P. REVESZ en montrant que, 

pour tout 0 0 , la classent des sous-ensembles A de ft qui vérifient 

p(A)*« ou y(A)<6 et vn(A)«e pour tout n£l, est une classe monotone 

contenant l 1 anneau Si , donc coïncide avecSP. 

Reprenons ensuite les notations utilisées pour le théorème 2 par 

p. REVESZ ( (ô] p. 126) en introduisant l'espace de représentation 
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Sur un résultat de P. Revetz et un résultat de A, Renyi 

(jj ,

)j^ ,,y), où fi1 - R 0 0 • S x- e 8 t l'ensemble produit tel que 
i-1 

X. -IR ( i - 1 , 2 , . . . ) , i^1 - ® « " # . la cralgèbre produit telle que 
1 R i-1 1 

soit la tribu des ensembles boréliens de IR pour i « 1,2,,.% 

i R 
et y - • y . est la mesure produit telle que y.(A) • J dF (x) 

i-1 1 A 

pour tout A € If et pour tout i - 1 , 2 , . . . • 

La suite (Ç'^^i des variables aléatoires indépendantes corres­

pondant à la suite ( Ç p j ^ j e 8 t définie par 

Ç[(x1 ,x 2 > •..) - xi ( i - 1 , 2 , . . . ) et, comme on a bien y(Ç'jOO-F^ (*)^ 

les deux processus (£*). . et (Ç*-). . définis respectivement sur 

(îî,I/ ,P) et (îî'tîf 1 »y) ont la même distribution. 

Si ( v n ) n > j est la suite des mesures définies sur (ft', par : 

v m 

1 oo (D 
v 2 - v ( 2 ) C ( y £) où v

( 2 )(A) - / / A d F 2 ( X j , x 2 ) pour AC^, • 5^. 

V - v ( n ) * ( • y.) où V ( n )(A) -/.../ dF n(x l f... txJ pour 
i-n+1 A 

A < • JP. .En posant v(C) • v (C) pour tout cylindre C d'ordre n 
• « x n 1-1 

de y*, par extension nous définissons sur (ft', la mesure v 

correspondant à la distribution du processus (Ç-).^, % c'est-à-dire que 

le processus c o n 8îdéré comme défini sur (fi', j jP ' ,v ) a la même 

distribution que le processus (Ç«).^, défini sur (ft,5^»P). En outre 

si Si est l'anneau des unions finies de cylindres deux à deux disjointe 

de iiP', lim V (R) • v(R) pour tout R e # , car pour tout cylindre C 
n-M<» 

d'ordre n de ̂ ', on a : 

V(C) - vn(C) - v n +,(C) « ... 
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Sur un résultat de P. Revesz et un résultat de A. Renyi 

Nous montrons maintenant que, pour tout élément S de ty% , la 

suite ( v

n(
s)) n >i converge dans R. En effet^pour tout RfS on a : 

|Vn(S) - V S ) ! < | V n ( S ) " V n ( R ) l +
 1 V R ) ~V R ) l +

 IV R )- Vm ( S ) l 
quels que soient n - 1 , 2 , . . . et m - 1 , 2 , . . . • Puisque l'anneau & 

engendre la a-algèbre T, il est dense dans T (cf. HALMOS [ 2 ] p. 56) 

pour la mesure y, etj pour un e>0 donné, il existe R^€ A tel que 

y(SAR£) < fi< | > . -| 

Il résulte alors de la condition B*du théorème 1 et du lenane que 

V k (SARe)<y et, en particulier, que |vk(S)-vk(Re>|<| pour tout k»d. Puisque 

lim v

n (
R

e ) "
 V ( R

£ ) existe, il existe un entier n > 1 tel que, si n^n et 

• i n o ' ' W " W ' 4 e t ' p a r s u i t e ' |v n(S)-v m(S)|<e. D'où le 
résultat, puisque R est complet. 

Alors, si on pose v(S) - lia\>n(S) pour tout S € f ' , il résulte 

du théorème de VITALI-HAHN-SAKS ( [ 3 ] p. 298) que v est une mesure sur 

absolument continue par rapport à y,car chaque V Q est absolu­

ment continue par rapport à y (condition B du lemme 1). 

En outre,puisque v et v coïncident sur l'anneau elles coïncident 

,ur^'. En particulier lim v (S) - v(S) pour tout S « <P et v est absolument 
n-M-00 

continue par rapport à |t. Le résultat du théorème I est alors conséquence du 

théorème de A. RENYI ( [4] p. 222) que P. REVESZ utilise pour la preuve du 

théorème 2 [6] . 
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REMARQUE. - La preuve précédente permet d'obtenir l'absolue continuité de 

v par rapport à y en considérant v comme limite simple d'une suite de 

mesures absolument continues par rapport à y . Ce n'est pas la façon la plus 

brève bien sur, car un simple lemme de prolongement (voir [5] p. 137) suffit 

pour l'obtenir à partir de la condition B. 

Mais cela met en évidence les limites de cette méthode que P. REVESZ 

essaye d'utiliser dans le cadre du théorème 2 (voir ci-dessous). 

2 - REMARQUE SUR LE THEOREME 2, 

Les notations étant les mêmes que précédemment, P. REVESZ ( [ô] p % 127) 

montre, pour établir le théorème 2, que 

(5) lim Sup | ̂ n(A) - v(A)| « 0 ; on a donc en particulier 

lim v (A) « v(A) pour tout A € îf ' . Or la condition B' du théorème 2 
n-H-°° n 

implique que chaque est absolument continue par rapport à y. Il 

résulte donc de nouveau du théorème de VITALI-HAHN-SAKS ( [ 3 ] p. 298) que 

dv 

la suite (J-JJ) n > 1 des densités des V N par rapport à y est équicontiuue, 

c'est-à-dire que les mesures v^(n»l,2,•..) sont uniformément absolument 

continues par rapport à y . Et, en particulier, la condition B du thëorèsM 

1 apparaît comme une conséquence des hypothèses du théorème 2. 

Ou alors l'assertion (5) est inexacte, ce qui confirmerait la 

remarque de J.H. ABBOTT et R.J. BLUM [l] prétendant que, sous les 

hypothèses du théorème 2, v n'est pas en général absolument continue 

par rapport à y. 

3 - SUR UN THEOREME DE A. RENYI. 

Dans [4] p. 224, A. RENYI obtient le résultat suivant comne cons€~ 

quence d'une étude sur les suites mélangeantes : si la distribution F(*) 

n'est pas dégénérée, la suite 
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Sur un résultat de P. Revetz et un résultat de A. Renyi 

— B n̂ n̂ l n e c o n v e r S e pas en probabilité (stochastiquement). 
n 

Nous montrons ci-dessous ce résultat pour la suite (—- - - A ) 
B n n£I ' 
n 

à l'aide d'une preuve élémentaire qui n'utilise pas directement l'étude 

des suites mélangeantes. 

THEOREME. - Sous les hypothèses du théorème 1, si la distribution F(x) 

n9est pas dégénérée, la suite 
£1*--- + Çn 

( g - A

n ) n > i n e converge pas en probabilité. 
n 

Pour la preuve, nous avons besoin du lenane suivant sur la convergence 

presque sure. 

LBtfE. - Si (n k ) et ( n f

k ) sont deux processus, respectivement sur 

<ft, 9\P) et (îî1, y» fp»^ ayant la même distribution et, si 

P-p.s 

\ ^ J alors il existe une variable aléatoire n sur 

(«'^'.P') telle que n ' k

? t ~ P ' s > n' . 

La preuve du lemme est immédiate à partir de la condition nécessaire 

et suffisante suivante : pour qu'une suite de variables aléatoires 

converge presque sûrement il faut et il suffit qu'elle soit presque 

gurenent de Cauchy. 

PREUVE DU THEOREME (ab absurdo) . - Ç n désignant pour tout n>l la 

variable aléatoire g- - A r , si la suite ( C ^ , converge en 

probabilité vers une variable aléatoire Ç définie sur (fi,y,P)f il 

existe une sous-suite ^ ) k ^ , de la suite ( C n ) n > , convergeant P-

presque sûrement vers Ç . 
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Puisque les processus (£ n) n >j
 e t ^ ' n ^ i o n t l a m ^ m e distribution, 

donc aussi les processus (ç ) >̂j et (5'« )|c>j °û 

Ç 1 • — - ^ - A (kBl,2,•••)> il résulte du lemme que la suite 

\ \ \ 

(Ç ,^)^ >j converge v-presque sûrement vers une variable aléatoire ç 1 

définie sur (Q\ 

La distribution de Ç 1 a pour fonction de répartition F(x)y car le 

convergence presque sure implique la convergence en loi. 

En outre, si désigne la tribu queue de la suite (£' ) t ; 
» s n n̂ l 

Ç 1 est y* -mesurable car, (B ). . tendant vers +«o(lim B »+a>) 
" u ^ 1 ^ n 

pour tout entier n£l , la suite 

m m+1 
( B ~ An, \>A 

"k * m 

converge v-presque sûrement vers ç' (en fait ç' est ̂ -mesurable, avec 

if£ tribu trace de $f¿ sur un événement v-presque certain de 5^f, mais 

cela ne change rien pour la fin de la démonstration). 

Puisque les variables aléatoires Çf

n(n£l) sont mutuellement indé­

pendantes pour la probabilité y, il résulte de la loi du tout ou rien de 

Kolmogorov que la tribu $f¿ est y-(O-l), c'est-à-dire équivalente à le 

tribu {0,fi'} pour la mesure y. Alors, puisque v est absolument continue 

par rapport à y(voir la preuve du théorème 1 au paragraphe l), la tribu 

if' est v-(O-l) (donc aussi y" ) et, ç 1 étant ? f -mesurable 
OO OD 00 

(oui/^ -mesurable), la mesure image de v par Ç! est dégénérée et le con­

tradiction puisque la fonction de répartition de cette mesure est P(x)% 
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REMARQUE 1. - Le théorème précédent serait encore valide sous des 

hypothèses assurant seulement l'absolue continuité de V Œ par rapport 

à Vm* c'est-à-dire assurant l'égalité V œ - \i^9 où et sont les 

restrictions respectives de v et \i à & • 
00 

Suivant la remarque de J.H. ABBOTT et RJ. BLUM [l] p. 260, c'est le cas 

sous les hypothèses du théorème 2 énoncé en introduction. 

REMARQUE 2. - La conclusion pour la suite (— - - A ) 
B n n̂.1 
n 

fce qui constitue le résultat de A. RENYI [ 4 ] p. 224) est incluse dans le 

théorème précédent. Toutefois une nouvelle preuve de ce seul résultat 

peut être obtenue en simplifiant la preuve ci-dessus, car alors l'espace 

de représentation (ft', îf% ,v) et le lenme ne sont plus nécessaires. 
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