ALAIN VILLENEUVE
Sur un résultat de P. Revesz et un résultat de A. Renyi

Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1975, tome 12, fascicule 3
,p-1-9

<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1975__12_3_1_0>

© Université de Lyon, 1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications du Département de mathématiques de Lyon » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pé-
nale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PDML_1975__12_3_1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Publications du

Dépasrtement de
Mathémstiques
Lyos 1975 t.12-3

SUR UN RESULTAT DE P. REVESZ ET UN RESULTAT DE A. RENYI

par Alain VILLENEUVE

0 - INTRODUCTION.

Dans un premier article [5] ,» P. REVESZ, utilisant un résultat de

A.N. KOLMOGOROV sur les mesures parfaites, prouve le th&oréme suivant.

THEOREME 1. - Soit (En)n 5 | wne suite de variables aléatoires définies
sur un espace probabilisé (R,8,P). Désignons la fonction de répar—
tition conjointe de 51,...,En par

1) Fn(xl,...,xn) - P(El<xl,...,£n < xn) (ne=1,2,...).

En outre, soit (E:)nn wne suite de variables aléatoires

tndépendantes tellee que

2) B(E} <) = B(E, < x = F D@ (im=1,2,..0).

Nous supposons que les conditions suivantes sont vérifiées.
A) Il existe deux suites de nombres réels (A ) 5 €t ()
(lim B = +9 et une fonction de répartition F(x) telles que
n o

] El+...+§
3) lim P (———2_- A < x) = F(x)
n— to By n . e

en chaque point de continuité de la fonction de répartition F(x).
B) Powr cl.zaque €>0 71 existe § = §(€)>0 tel que, st
[?fl) ,yfl)),...,[xﬁl),yél))(i-l,z,...,r) est un systéme

quelconque d'intervalles et 8t

n>1



Sur un résultat de P. Revem et un résultat de A, Renyi

r . . . .
P (xfl) £ El < yl(l))...P(x(l) LE < y‘(ll)) < 6,

1=] n n

alors
r " . . N
oraD ey oy x D cg <y () <,

Sous ces conditions, on a
. Eyteeetey
4) :1113 - P(—Bn-—— - A, < x) =F(x) en chaque point de

continuité de la fonction de répartition F(x).

Dans un deuxiéme article [6] » P. REVESZ donne un autre théoréme domt
la conclusion, identique 3 celle du théoréme 1, se déduit d'une hypothige
plus faible grdce & un important résultat de A. RENYI ([4] p. 222).

THEOREME 2. - Les hypothéses étant identiques A celles du théoreme 1
nous supposons que les conditions suivantes gont vérifides :
A') identique Q la condition A du théoréme 1.
B') Il existe une suite de nombres réels (Sn tels que pour un
systéme quelconque d'intervalles [aI N 10 FRp [an,bn), les relations

|PCay<Ey<by,en,a €8 b )-Pla B <b,enia (€8 (<b e P(a <t b)Y

6 P(a,<E <b,...,a S <b _)P(a <E_ b))

(-
sont vérifiées avec nz-ﬂ § i <4

Sous ces conditiona,on a encore

EI’IOI*E

lim P(—f5—— - A <x) = F(x),
o

n++ o n

en chaque point de continuité de la fonction de répartition F(x).
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Nous nous proposons ici de montrer que la méthode utilisée par
P. REVESZ pour la preuve du théoréme 2 s'applique dans le cadre du
théoréme | (et uniquement dans le cadre du théoréme 1) quand la condition B

est remplacée par la condition suivante B* de (5] p. 139

Condition B%.: Il existe une constante C» o telle que, pour tout systéme

d'intervalles [x],yl),..., [xn’yn)) on ait

P(Xl‘51< YyseeesX $8 ¢¥)&C P(x, €8 <)o P(x €& <y ).

En conclusion, nous donnons du théoréme | (et du théoréme 2) un
corollaire qui généralise un résultat de A. Renyi ([10] p. 224) sur
1'absence de convergence en probabilité dans certains cas de convergence
en loi.

! - REMARQUE SUR LE TYWEOREME 1.
Donnons d'abord une forme plus générale du lemme | proposé par
P. REVESZ dams [S] p. 137.

LEMME . - Soient (2,5,u) wn espace mesurd et R un anmeau contenu dans
¥. on suppose que la mesure u est finie et que la o-algebre
coincide avec le plus petit o—anneau contenant . Soit (I I
wne suite de mesures finies swr (0,%) ayant la propriété sutivante :
pour chaque €>0,11 existe § = §(e) tel que, 8i R€R et u(R)<6 ,
alors vn(R)se pour tout n2l. Alors les mesures vn(n-l 225¢4+.) 80Nt
wriformément absolument continues par rapport @ uavec le méme
module de continutté 6(g).

PREUVE. - Il suffit d'adapter la preuve de P. REVESZ en montrant que,

pour tout €0, la classeM des sous-ensembles A de R qui vérifient

p(A)28 ou H(A)<S et V,(A)SE pour tout n2l, est une classe monotone

contenant 1'anneau & , donc coincide avec ¥.

Reprenons ensuite les notations utilisées pour le théoréme 2 par

P. REVESZ ([6] p. 126) en introduisant 1'espace de représentation
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(Q'»f"u)’ ot Q' =R® = f Xi est l'ensemble produit tel que
i=]

[-
xi =R (i=1,2,...), P = R o™ ® ‘(fi la g-algébre produit telle que

im]
yi = QR soit la tribu des ensembles boréliens de R pour i = 1,2,...
° : (1)
etuys= © u; est la mesure produit telle que ui(A) = dF (x)
i=] A
pour tout redet pour tout i=1,2,... .
: '
La suite (f 451
pondant 3 la suite (g;)

des variables aléatoires indépendantes corres—
iyl est définie par

£:(x,,x ) = x, (i=1,2 ) et, comme on a bien (r' x)-F(i)

i 1?8200 i 9y 0o ’ u£i< (x).

les deux processus (E;.)bl et (g'i) définis respectivement sur
.

iyl
«,¥.,p) et ',9 ',u) ont la méme distribution.

Si (\)u)n>l est la suite des mesures définies sur (Q', ¢') par :

v
l- u.
v, = v(z)o( ° ui) ol \J(z)(A) -ffAsz(xl,xz) pour Ae.(’l ] ?2.
i=3
(n) % ~ ., (n)
vV =V © (® u.) ot v (A = J... dFP_ (X, 500,
n jen+i * ¢ f fA n' ¥l *n) pour

n
ACG® ?i . En posant Vv(C) = vn(C) pour tout cylindre C d'ordre n
i=l

de jP', par extension nous définissons sur (', ') la mesure Vv

-

correspondant 3 la distribution du processus (Ei)i>l

considéré comme défini sur (Q', $',v) a la méme

» c'est~d~dire que

le processus (E;'i)i)’l

digtribution que le processus (Ei)i>l défini sur (Q, ¥,P). En outre,
red
si £ est 1'anneau des unions finies de cylindres deux a deux disjoints

de ', lim v_(R) = V(R) pour tout Re X, car pour tout cylindre C
n-++co n

d'ordre n de ¥', on a :

v(C) = \)n(C) =y (C) = ...

n+l
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Nous montrons maintenant que, pour tout &lément S de ¥, 1a

suite (\)n(S))n>l converge dans R. En effet pour tout Re€R on a :

v (s) - v s)lslv (s)-v_®[+|v R)-v ®R)|+]v_(R)-v (8)]

quels que soient n = 1,2,... et m = 1,2,... . Puisque 1'anneau &
engendre la O-algébre 3', il est dense dans ¥' (cf. HALMOS [2] p. 56)

pour la mesure M, et)pour un €>0 donné, il existe Ree X tel que
€ £
< Eya £t
U(SARE) 8¢ 3 ) 3C
I1 résulte alors de la condition B®*du théoréme | et du lemme que

€ . . € .
v (SAR€)<-3- et, en particulier, que |\)k(S)-\)k(R€)|<-§ pour tout k>4, Puisque

1lim vn(Re) = \)(Re) existe, il existe un entier no)l tel que, si nyn et
o v (R ) - € . v -
m2n V(R - v (R)|¢5 et, par suite, |v (S)-v (S)|<e. D'od le

résultat, puisque R est complet.

Alors, si on pose V(S) = lim\)n(S) pour tout S € ?', il résulte
du théoréme de VITALI-HAHN-SAKS ( [3] p. 298) que V est une mesure sur
(Q',y') absolument continue par rapport a U, car chaque v, est absolu-

ment continue par rapport 3 Y (condition B du lemme 1).

En outre,puisque Vv et UV coincident sur l'anneau R, elles coincident

gsur &'. En particulier lim \)n(S) = v(S) pour tout S €P' et v est absolument
doman o ]

continue par rapport d . Le résultat du théoréme | est alors conséquence du
théoréme de A, RENYI ( [4] p. 222) que P. REVESZ utilise pour la preuve du
théoréme 2 [6].
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REMARQUE. - La preuve précédente permet d'obtenir 1'absolue continuité& de

V par rapport & U en considérant v comme limite simple d'une suite de
mesures absolument continues par rapport 3 u. Ce n'est pas la fagon la plus
bréve bien siir, car un simple lemme de prolongement (voir [S]p. 137) suffic
pour 1l'obtenir 3 partir de la condition B.

Mais cela met en évidence les limites de cette méthode que P. REVESZ

essaye d'utiliser dans le cadre du th&oréme 2 (voir ci-dessous).

2 - REMARQUE SUR LE THEOREME 2.

Les notations étant les mémes que précédemment, P. REVESZ ([6] p. 127)

montre, pour établir le théoréme 2, que

(s) 1lim Sup | vn(A) - v(A)| = 0 ;on a donc en particulier
m+e Aed

lim vn(A) = V(A) pour tout A € ', Or la condition B' du théoréme 2
n++o

implique que chaque v, est absolument continue par rapport i u. Il
résulte donc de nouveau du théoréme de VITALI-HAHN-SAKS ([3] P 298) que

dv
. n o, = - . -
la suite (E—E) n>1 des densités des Vv, Par rapport a U est eéquicontinge,

c'est-3-dire que les mesures vn(n-l,Z,...) sont uniformément absolument
continues par rapport d u. Et, en particulier, la condition B du théorame

| apparalt comme une conséquence des hypothéses du théoréme 2.

Ou alors l'assertion (5) est inexacte, ce qui confirmerait 1la
remarque de J.H. ABBOTT et R.J. BLUM [1] prétendant que, sous les
hypothéses du théoréme 2, v n'est pas en général absolument continue

par rapport & u.

3 - SUR UN THEOREME DE A. RENYI.

Dans [4] p. 224, A. RENYI obtient le résultat suivant comme consé-
quence d'une étude sur les suites mélangeantes : si la distribution F(x)

n'est pas dégénérée, la suite
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Ee. .+ &
!l B_a)

B n’ n2\
n

ne converge pas en probabilité (stochastiquement).
£ +...+E
1 D _A)

B n’'n2l
n

Nous montrons ci-dessous ce résultat pour la suite (

a2 1'aide d'une preuve &lémentaire qui n'utilise pas directement 1'étude

des suites mélangeantes.

THEOREME. - Sous les hypothéses du théoréme 1, st la distribution F(x)

n'est pag dégénérée, la suite
|+o . R 4 n v
( 5, - An)n?l ne converge pas en probabilité.

Pour la preuve, nous avons besoin du lemme suivant sur la convergence

presque siire.

LEME. - St (n) et (n'k) sont deux processus, respectivement sur

®,9,p) et (', 9" ,p') ayant la méme distribution et, et

P-p.s . . . .
nk———-» N , alors 1l existe wne vartable aléatoire n  sur

P'-p.s.
@', 9" ,P') telle que n'k—p—v n' .
La preuve du lemme est immédiate 3 partir de la condition nécessaire
et suffisante suivante : pour qu'une suite de variables aléatoires
converge presque siirement il faut et il suffit qu'elle soit presque

sirement de Cauchy.

PREUVE DU THEOREME (ab absurdo) . - Cn désignant pour tout n»! la

E . +...4E
. - . 1 n . .
variable aléatoire Bn - An’ si la suite (Cn)nal converge en
probabilité vers une variable aléatoire [ définie sur (Q, ¥,P), il

existe une sous-suite (an)k>l de la suite (ct;)n>l convergeant P-

presque sirement vers I .
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Puisque les processus (§ ) et (') ont la méme distributi
n’n3l n'n>1 oun,

N ] ~
donc aussi les processus (f )kal et (g ﬂk)kzl ou
Elte . *E'
' = _B____k - A_ (k=1,2,...), il résulte du lemme que la suite
T Ty

' ))k>l converge v-presque siirement vers une variable aléatoire '
v
définie sur (Q', ¥',v).

La distribution de {' a pour fonction de répartition F(x), car la

convergence presque sire implique la convergence en loi.

En outre, si 9’; dégigne la tribu queue de la suite (g'n)n>l )
r’ad
' est ¥' -mesurable car, (B_ ) tendant vers +w(lim B_=+w)
® mye k! NOU
pour tout entier m>l , la suite
1 ] 1
AN A *‘---‘*Enk
( B ™ A ok
n m

converge V-presque surement vers §' (en fait 7' est Yg-mesurable, avec

" . ) Py - . .
#" tribu trace de ¥! sur un événement v-presque certain de ¥', mais

cela ne change rien pour la fin de la démonstration).

Puisque les variables aléatoires E'n(nal) sont mutuellement iudé&-
pendantes pour la probabilité& u, il résulte de la loi du tout ou rien de
Kolmogorov que la tribu ! est u-(0-1), c'est-a-dire &quivalente a 1a
tribu {@,Q'} pour la mesure u. Alors, puisque v est absolument continue
par rapport 3 p(voir la preuve du théoréme ! au paragraphe 1), la triby
9; est v-(0-1) (donc aussi 9; ) et, ;' étant 9’; -mesurable
(ouf/; -mesurable), la mesure image de v par [' est dégénérée et la con-

tradiction puisque la fonction de répartition de cette mesure est F(x).
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REMARQUE 1. - Le théoréme précédent serait encore valide sous des
hypothéses assurant seulement 1'absolue continuité de v_ par rapport
a WM, c'est-a-dire assurant 1'&galité v = u_, ol Vv_ et u_ sont les
restrictions respectives de v et U éfw .
Suivant la remarque de J.H. ABBOTT et RJ. BLUM [1] p. 260, c'est le cas
sous les hypothéses du théoréme 2 énoncé en introduction.
5‘;+...+E; s

Bn n’n2l
e qui constitue le résultat de A. RENYI [4] p. 224) est incluse dans le

théoréme précédent. Toutefois une nouvelle preuve de ce seul résultat

REMARQUE 2. - La conclusion pour la suite (

peut étre obtenue en simplifiant la preuve ci-dessus, car alors 1'espace

de représentation Q', #',v) et le lemme ne sont plus nécessaires.
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