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THEOREME D'ASCOLI ET APPLICATION AUX
GROUPES TOPOLOGIQUES LOCALEMENT COMPACTS
EN ANALYSE NON STANDARD

par Christine CHARRETTON et Denis RICHARD

Deux démonstrations du théoreéme d'Ascoli figurent dans [2], lorsque les
espaces E et F sont compacts et en [3] pour le cas métrique. Nous en donnerons
ici une généralisation par une preuve non standard lorsque E est localement
compact et F uniforme quelconque. Nous utiliserons ce résultat pour prouver

que le dual d'un groupe localement compact 1l'est aussi. Les fondements logiques

et les notations sont ceux de [1], [2], [4] .

1. DEFINITIONS.
Soient E un espace topologique et F un espace uniforme, dont ® est 1le
filtre des entourages. On note W(A,V) [g] (ou encore WA,V[g]) l'ensemble des
,Pplications f de E dans F telleg que pour tout x€ ACE, (f(x),g(x))eV avec
veB. L'uniformité B est définie par la relation d'équivalence u = Nuc(B)
sur PPx F* (cf. [l]). On définit par leurs monades différentes structures

eniformes sur ¥ = ¥ (£,F)
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i) La structure uniforme de la convergence simple
b= (5,8 € (B9 1 ¥x €E (£(),8(x)e 1)

i1) la structure uniforme de la convergence uniforme
b= () e @ xd)* + VxeEX(E(,e(0) e u)

iii) la structure uniforme de la convergence compacte

u, = {(f,8) e % <" : YxeUK*, K compacte de E, (£(x),g(x)) ¢ u}

REMARQUES.
1.1) Si E est localement compact U K* = qs(E)
1.2) Si E est compact, My = Mo

1.3) Dans tous les cas, il est évident que M, CH.Clg relation qui classifie

les uniformités correspondantes.

2. PROPRIETES DE $(E,F).
Soit @(E,F) 1'espace des fonctions continues de 1'espace topologique

E vers 1'espace uniforme (F,43).

LEMME 2.1 (N.St).-Soit ge‘ﬁ. St feuu(g) alors g € 8(E,F) 81 et seulement

st °f=g.

PREUVE. - La définition de °f [cf [2], P- 115] suppose que f(u(x))cu(f(x))
]
avec des notations évidentes. Soit x'e u(x) ; comme (f,g)e_uu, (£(x),g(x)) et

(£(x"),g(x"')) sont dans p. Par suite (g(x),g(x'))eun (resp. (f(x).f(x'))¢u)
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implique (£(x),f(x"))¢cn, (resp. (8(x),g(x") e 1), c.q.f.d.

LEMME 2.2 (N.St). - 87 f¢ H (@ € E,F)  pour wn ge 4(E,F), alors

f(u(x))c u(f(x)) (Z.e. °f existe).

PREUVE. - Montrons que g(u(x))c H(g(x)) pour tout x de E. Soit B un entourage
-1 3 - “
quelconque de F, et V = Vv ¢ @ » tel que V'¢ B. L'hypothése feuu(g)h € (E,F)
*
implique qu'il existe h¢ 6(E,F)n W(E,V) [g] » Donc (h(x),g(x))evV pour tout
3

* & 3¢
x €EY . Comme (£(x),h(x")) ¢ u pour tout x'g u(x), on a (8(x),g(x"))eVopoV e VEB".

Finalement g(M(x))c u(g(x)) et f(u(x))e H(f(x)).

REMARQUE. - On note ay passage que $(E,F) est fermé dans‘ﬁ muni de 1'unifor-
mité définie par My
COROLLAIRE 2.3 (N.St). - g7 g est localement compact, fe uc(g)f\ @‘(E,F) pour

w ged | alors FUE) c MEW)) (ie. °f oavote).

PREUVE. ~ Pour tout Xo € E, considérons K, voisinage compact de xo,. On a
1 @NF D = n Fn
d'aprés une remarque faite en 1,2,
Par suite (lemme 2.2), f,K*(u(x)/\K")cu(f(x)). Or u(xe)NK™* = u(xe), d'oll le

résultat.

REMARQUE. - L'interprétation Standard de ce résultat est que e(E,F) est

fermé dansﬁmuni de 1'uniformits définie par Mo o lorsque F est localement

compact.
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3. EQUICONTINUITE ET RESULTATS LA CONCERNANT.
Soit H un sous—ensemble de 0;; la concurrence au sens de Robinson
(c£. [2]) de la relationm :
"Pour un Ve$, il existe Uc'v; tel que, pour tout f de H, (f(xo),f(u))cv n
(ou Vo désigne le filtre des vgisinages du point X, de E), qui exprime

o]

l'équicontinuité de H en X s permet d'en donner une définition norn standard :

(£) Juuel] (VEeR* (£(x)).Ew)cw.
(o]

LEMME 3.1.- Soit H une partie équicontinue en X de #(E,F) et g une fonction

standard. ST u_(g)n H' ¢ ¢ , alors Hu{g} est équicontinue en X

PREUVE.-Soit U® 1le voisinage de la condition d'équicontinuité () satisfaive
en X par H.
Puisque us(g)f\ " + ¢ , tout voisinmage interme de g pour la topologie de
la convergence simple rencontre H¥* . Il t ainsli de W
g p e en es i de x,I*[g] nwa,I‘[al

oi x €I* , I* un entourage infinitésimal de P 11 existe

hed® AW glnw

< .I* [g] et,par suite, (g(x),g(x)) ¢ I*uoI%y ;
o’

" e g . .
H ulg} vérifie donc la condition (g) en x .

REMARQUE .~ Si us(g)f\H $ ¢, g est continue.

LEMME 3.2 (St). - Soit H un ensemble équicontinu de ¥ (E,F) alors
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M, N (EH)* = Hsf\(HtH)* . T.e. Les structures wniformes de la conver—

gence unt forme cofncident sur H.

PREUVE. - On a d&ja vu que UCC us . Reste 3 montrer que uSnH'xH“C ucn H%H®.

Soit V quelconque de 8. Puisque H est équicontinu sur E :

¥V x ¢K (compact de E) BUXC’U'XI Vy eUx VieH (f(y),fx))eV

On peut donc recouvrir K par des Ux , donc par des Ux en nombre fini et

ne N i i
“ - U Ux .
i=| i

Soit yeK*; il existe i e [l,nJ tel que yve U;' et,par suite, pour tout

1
(h,h') de usn(HxH)*, on a :

(h(y)’h(xi)) et (h'(y),h'(xi)) sont dans V",
(h(xi),h'(xi)) € ¥ puisque (h,h')¢ Mg o

gone (h(¥),h' (M) e Vxusv*e (v3)*,

Cela étant vrai pour tout Vde ®» , on a (h(y),h'(y))ew - C.Q.F.D.

LEMME 3.3. - St E est localement compact, et si H est une partie de f(E,F) satis—-
faisant &) en X, on a l'égalité us(g)nn" = uc(g)nu*,

pour tout ge‘f.

_ . X _ P o, 2 . .
PREUVE. - Si u_(g)NH 0 , 1'égalité est vraie puisque . (8) cu ().
si us(g)f\ B* ¢ o, B Hu{gl est &quicontinue d'aprés le lemme 3.1 et, par

suite, uc(g)f\H" = u (gNH'* ; d'od u ()N H* = us(g)nH‘.
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COROLLAIRE 3.4, ~ I'm ensemble équicontinu.a méme fermeture dans ‘f, qu'il

ccit muni de l'wniformité définte par U, ou de celle définie par Uy

3.5 THEOREME D'ASCOLI. - Soit E un espace localement compact et F un espace
unt forme séparé et H un ensemble équicontinu. Les propositions sutvantes
sont équivalentes :

1) si he H* alors il existe °h pour la topologie engendrée par u.
our &
2) H" vérifie la condition (&) et {h(x) : he H*} Cqs(F)

pour tout xeE.

PREUVE. - 1=s2 .
. . o .
Scit heH* , puisque h existe h(u(xo))cu(h(xo)) pour tout X standard
]
et par suite h(I )Cu(h(xo)) . Si I* est un voisinage infinitésimal de x
()
ry - e . s .. (o}
H” vérifie bien la condition (?,) en X . Pour tout x, €E h(xo)e u( h(xo)) .
ce qui démontre la deuxiéme partie de 2).
2=1.
€ b éfini M =
Pour he€H™® on peut définir fed oneE f(xo) P, avec h(xo)cu(l’o)‘
On a donc (h,f)(us , donc us(f)f\ H* # ¢ ; d'od 1'on tire que f est continge
d'aprés la remarque de 3.1 et d'aprés 33.qe us(f)f\ HY = uc(f)nﬂ‘ , ce

qui permet d'écrire h(u(xo))cu(h(xo)), ceci prouve l'existence de

°h fef. [2] p. 115].
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4. APPLICATIONS AUX GROUPES TOPOLOGIQUES.

~
Soient G un groupe localement compact et soit G = Hom(G,I) le groupe
topologique des morphismes continus dans le tore T. Pour démontrer que ¢

est localement compact sans utiliser la mesure, nous utiliserons la forme

particuliére prise par le théoréme d'Ascoli dans les hypothé&ses présentes :

4.1. THEOREME. - Pour HCG, les propositions suivantes sont équivalentes :
1) B* vérifie (§);
2) pour tout h de H* , °h existe;

3) H est relativement compact dans G pour la topologie engendrée par
1uniformté définie par M.

PREUVE. - 1) et 2) sont équivalentes d'aprés 3.5.

2=33 : 1'existence de °h pour tout h ¢H* et le fait que °heG permettent

de déduire que h est quasi standard.

o A
3=32 : on montre que he uc(ho) et ho = "h avec hoe G.
&4.2. THEOREME. - G est Localement compact.

) _
PREUVE .

Soit H(K,V) = {Y€6 : Y(K)CV} pour un voisinage compact de O dans G

(1) Bous remercions Monsieur Braconnier d'avoir bien voulu nous communiquer

ope démonstration standard de ce théoréme sans utilisation de la mesure.
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et un voisinage compact V de | dans T défini par

{ei(ank") s - g -a'<a<a'€%}

vV = 5

Montrons que H*(K,V) vérifie (%)

Soit Vk ={zeT: zke vV} ; u(l) étant un groupe dans T* et V &tant
compact, pour tout k &K et chk"t » 11 existe ne u(i) tel que (xn)koe V.
)
Par suite x er p(l). Pour tout h de H*(K,V), h(I®)c h(k*)cV".
o

D'aprés les deux remarques précédentes, pour tout entier k) on a h(I')cV‘:cvku(n.

d'ol 1'on tire h(I*)c NV u(l) = p(l).

keN K

Par suite,H"(K,V) vérifie (t:), qui équivaut 3 H relativement compact d'aprés

4.1. Donc 3 G localement compact.
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