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SOLUTION D'UN PROBLEME DE R. HAYDON

Par Michel TALAGRAND

Désignons par A la mesure de Lebesgue de R par K. 1'ensemble de Cantor,
par m la mesure canonique de K. R. Haydon a posé le probléme suivant (N
Soit X un sous compact de K. Si m(X)>O,avons-nous A(X+X)>0 ? Le résultat

suivant apporte une réponse positive :

THEOREME. - Sott X un sous-ensemble analytique de K. Alors on q
) A(X+X) 22(2m(X)-1)3

12) A(X+K) 2> 2m(X),

COROLLAIRE. - Sotent X et Y deux sous—ensembles cnalytiques de K, tels que

m(X)m(Y) >0. Alors on a aqussi A(X+Y) > O.

Déduisons le corollaire du théoréme. On peut tout d'abord supposer X et
P PP

Y compacts. Un raisonnement classique montre alors qu'il existe un sous-compact

g——

(1) Je tiens 2 remercier ici Monsieur le Professeur G. CHOQUET d'avoir porté ce probldme 2 ma connaissance.
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K' de K, homothétique 3 K et un sous—compact K" = K'+h de K, tels que

m(XnK')>% m(K') et m(Yr\K")>% w(K"). On a :

A(X+Y) = A(X+Y-h) > A(XaK'+(Y-h)NK') 2A(Xn(Y-h)nK' + Xn(Y~h)nK"')

2m (XN(Y-h)NK"')
mn(K")

> 2m(K") ( -1 >0,

1'avant derniére inégalité se déduisant du théoréme par homothétie.

Prouvons maintenant le théoréme. Nous allons tout d'abord étudier

1'opération somme dans KxK.

soit kK = (J 1" , ol " désigne 1l'intervalle [ u,u+l'] et oi 14
n Ty ¢ u 30 n
n

désigne 1l'ensemble des nombres qui s'écrivent en base 3 sous la forme

e {0,2} .

O,al an , avec Q@

k

I1 est connu que K = C} Kn' On a :

n

I u+v u+v
u

7 7 °

1.

+ I: = [u+v, u+v+23] = 2[ ih

L'intérét de cette &criture réside dans le fait que,contrairement i uty
»

. g . u+v PR .
il est aisé d'exprimer —5— en base 3. Plus précisément, si u =

o, +£
——— + ———
v = O,B] Bn on a EEX = O,Yl Y, avec Y =——E§—E , Soit :

e —————
o’al un et

Y, = O si et seulement si o = B = 0

Yy = I si et seulement si a, = 2, Bk =0 ou o = 0, B, =2 ,

k k

Y = 2 si et seulement si o, =B = 2.
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Désignant par a’;n 1'ensemble des nombres de la forme 1:1—1 ot Osk<3" ,
3
P, L. +
on voit que chaque Elément w de @n peut s'écrire sous la forme 32_" , avec

u et v dans ’\Ln et ceci exactement de 2P maniéres, ol p désigne le nombre
de A qui apparaissent dans l'@criture de x en base 3.
Prouvons la premidre assertion du théoréme. On peut supposer X compact.
n

posons X_= _J 1 .onaX=0) X , donc %+X = (Y (X +X).
Max=g U S nn'n

u
(puisque les Xn sont compacts). Il nous suffit ainsi de prouver que,pour

chaque n, on a )\(Xn+Xn)>12(2m(X)"1). Fixons n. Soit E l'ensemble des nombres

w de Qn tels que l'intervalle 2[w,w+l—n] ne soit pas contenu dans Xn+xn s
3

et soit N le cardinal de E. Nous allons montrer que N est majoré par

n c . . .
zgn(l-m()()) = 2«x3ym(X"), ce qui suffira. Soit F 1'ensemble des nombres u
de ’u'n’ tels que 1'intervalle IE soit contenu dans X§ » et soit K le cardinal

n AP .
de F. On a Kg 2 m(XC) . Ainsi, 1l va nous suffire de prouver que N<2(-g-)nl(.

Soit P une partie de {o,1,...,n} de cardinal p. Soit:ﬁ,‘Pn le sous—ensemble
de SDn constitue des nombres w = mn avec y; = 1 si et seulement si i
est dans P. Les ensembles fDi constituent une partition de $n' Nous allons
sontrer que E :‘)i posséde au plus 2]_pr é€léments. Supposons p # 0. Pour
chaque élément w de 5\)31 soit s, = {u e’u,,n s 3v eun ; 2w = u+v}. Lorsque w
parcourt ﬂ)i les ensembles Sw sont disjoints, et chacun d'eux posséde 2P

é#léments, comme il a &té vu plus haut. Supposons que w soit dans ﬂ)ﬁ(‘.i.
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Quel que soit u dans Sw,l'un des €léments u et 2w-u est dans F. L'ensemble s"
se partitionne en 2p_l paires (u,w-u) et checune d'elles rencontre F. Ainsi
card(Sw(\FkZP-l. Les ensembles Sw étant disjoints, ceci montre que
card@inE) £ ZL—pK. On voit aisément que card(&‘.‘g NE) ¢ K ¢2K. On a donc
n
card(E) ¢ ‘[_;_CE x21—pK = 2K (l-ﬁ—;-)n = 2K(%)n, ce qui termine la preuve
p=
de la premiére assertion.
La deuxiéme se prouve de fagon trés similaire. Avec des notations
calquées sur les précédentes,on se raméne 3 prouver que N ¢ (%)D'K. Pour ce
faire il suffit d'établir que card@in E) ¢ 2-pK,ce qui se fait en remarquamt

. P .
que si w est dans $n NE, alors F contient Sw.
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