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CONTRIBUTION A L'ANALYSE HARMONIQUE SPHERIQUE

par Michel MIZONY

INTRODUCTION.

On sait que l'utilisation des représentations unitaires des groupes
localement compacts et d'algdbres formées i 1'aide de ces représentations cons-
titue un puissant moyen d'investigation de ces groupes. Pour beaucoup d'entre
eux, la description de ces représentations et algébres fait intervenir des
fonctions sphériques. L'&tude qui suit concerne la généralisation de la trans-
formation de Fourier classique pour les groupes commutatifs au cas de groupes
pon commutatifs, au moyen des fonctions sphériques.

Soient G un groupe localement compact, K un sous-groupe compact de G
et X un caractére (de dimension 1) de K, tels que 1'algébre LI(G)X des fonctions
intégrables sur G ét de classe X soit commutative. En désignant par A(G)X le
sous—espace de l'aigébre de Fourigt A(G), formé des fonctions de classe X, on
montre que AG)X = LZ(G)XI LZ(G)X. Pour obtenir ce résultat, on étudie la transfor-
mation de Fourier sphérique : si 1'on désigne par Z l'ensemble des fonctions
sphériques de classe Y et de type positif et par C'(G)X 1'adhérence de L‘(G)X

dans 1'algébre C*(G), on montre que la transformation de Fourier se prolonge en
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un isomorphisme isométrique de C*(G)X sur 1'algébre %°(Z) des fonctions conti-
nues sur Z et nulles 3 1'infini. On voit, en méme temps, que Z s'identifie au
spectre de C*(G)X, donc & une partie du dual de G, et que la transformation de
Fourier se prolonge en un isomorphisme isométrique de 1'espace de Banach B(G)X
formé des fonctions de classe y de 1'algébre de Fourier-Stieltjés B(G), sur
1'espace M](Z) des mesures bornées sur Z. En notant y la mesure de Plancherel-
Godement sur Z, on montre que A(G)X s'identifie & Ll(Z,u) par transformation
de Fourier ; c'est ainsi que 1l'on obtient une formule d'inversion de Fourier,
étendant celle que 1'on connait dans le cas oli G est commutatif ; ceci géné-
ralise un résultat connu selon lequel, pour un groupe de Lie G semi-simple,
connexe et dont le centre est fini, la formule d'inversion de Fourier est
définie sur un espace partout dense de LZ(G)X .

En particulier, lorsque x = 1, les espaces de Fourier que l'on vient
d'introduire et que 1'on note dans ce cas A(G)® et B(G)® , sont des algébres
pour le produit ordinaire des fonctions. Par transport de structure, l'espace
MI(Z) est ainsi une algébre pour un produit, noté * et appelé produit de
convolution, et L](Z,du) est un idéal de M](Z). En introduisant la notion de
translations généralisées, on obtient des propriétés de ces algébres, similaireg
3 celles des algébres de convolution d'un groupe commutatif. Puis, en intro-
duisant la notion de caractére de Z, dont la définition est inspirée de celle
déja donnée dans le cas d'un hypergoupe (Dunkl [3]), on obtient un théoréme d;
dualité permettant d'identifier 1'espace des doubles classes K\G/K 3 1'espace

~

Z des caractéres de 2.
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A la fin de la premiére partie de ce travail, on étudie le support de
la mesure de Plancherel-Godement, dont les propriétés sont liées i la notion
d'amenabilité. Ainsi, on montre que, pour que le support de la mesure de
Plancherel-Godement soit Z tout entier, il faut et il suffit que le groupe
G soit amenable ; on obtient ainsi de nouveaux critéres d'amenabilité..Certains
résultats restent valables lorsque y est un caractére quelconque de dimension
1 de K ; en fait ce paragraphe est rédigé dans ce cadre plus large.

Dans la deuxiéme partie, en appliquant les résultats présentés dans
la premiére, on compléte les résultats connus sur la transformation de Fourier
centrale sur les groupes G tels que le sous—-groupe I(G) des automorphismes
intérieurs soit relativement compact dans le groupe Aut(G) de tous les auto-
wmorphismes de G. Pour cela, on montre d'abord, en reprenant une idée de Mosak
Mosak [15] » que l'analyse harmonique centrale sur de tels groupes est un cas
particulier de 1'analyse harmonique sphérique. Puis on étend les résultats
ainsi obtenus 3@ une classe plus large de groupes, ceux dont toutes les classes
d'éléments conjugués sont relativement compactes dans G, et on donne une nouvelle
démonstration du fait, établi par Leptin []2] que ces groupes sont amenables.

Enfin, on a tenté d'expliciter les résultats précédents dans le cas
du groupe des déplacements du plan. On montre en particulier, dans ce cas, que
le produit de convolution de deux mesures de Dirac est en général une fonction

intégrable.
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1. ANALYSE HARMONIQUE SPHERIQUE
(1.1) Rappels et propriétés élémentaires.

Dans ce qui suit, on désigne par G un groupe localement compact unimo-
dulaire, par K un sous-groupe compact de G et par X un homomorphisme contimy
de K dans U (c'est-a-dire un caractére de dimension 1 de K) ; le groupe KzK

opére a gauche dans G par ((k,k'),x)i— ka'—l.

(1.1.1) On désigne par dx une mesure de Haar sur G, par dk la mesure de Haar

normalisée de K et par ex la mesure sur G, image de la mesure X(k) dk sur K

par l'injection canonique. Le support de ex est K et on a exn eX =g et
€ =e_ .
X X
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(1.1.2) Soit M(G) 1'espace des mesures complexes sur G. Si peM(G); on note
Ux la mesure €X¢11*€X. Soit f une fonction localement intégrable dans G

(pour la mesure de Haar), identifiée 3 la mesure fdx ; alors £X est la fonction

fee et on a
Ex + X
£X(x) = /. X(k) £(kxk")x(k") dk dk', mour presque tout x ¢G.
KxK
Lorsque ¥ est le caractére trivial X = 1 on notera pi la mesure
£X,

ux et £9 1a fonction

(1.1.3) D'aprés (l.1.1), uw ux est un projecteur de M(G) et on a ﬁX =X,

(1.1.4) Soit E 1'un des espaces complexes iﬁt(G) (espace des fonctions complexes
continues et a support compact définies sur G), ﬂim(G) (espace des fonctions
complexes continues et nulles i 1'infini dans G), B(G) (espace des fonctions
complexes continues) ou Lp(G) (I ¢p ¢x) ; alors EXCE et f - fx est ainsi un

projecteur de E.

EX est 1'ensemble des fe€E telles que f(kxk') = X(K)E(x)x(k') pour tout
k, k'éK et presque tout x €G. (i.e. les f €E multiplicatives pour l'action de

Ks K dans G, avec (k,k') » x(kk'—]) pour multiplicateur).

(1.1.5) Soit E 1'un des espaces de Banach ¥ (G) ou LP(c) ; pour les normes

usuelles f £X est un Projecteur de norme | s'il n'est pas nul.
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De plus, f £X est un projecteur orthogonal de L?'(G).

(1.1.6) Soient p,q des exposants conjugués, chp(G) (resp. feLw(G)) et
geLq(G) (resp. chl(G)) ;s on a alors £X ggx = (fX« g)x = (f» gX)X. En
particulier ¥ (G)X et L](G)X sont des algébres de convolution (involutives

pour £ HF). De méme, on a LZ(G)X#LZ(G)X cdiw(G)x.

(1.1.7) Soient C'(G)l'algébre stellaire enveloppante de L](G) et C'(G)X
1'adhérence dans C*(G) de LI(G)X ; c'est une algébre stellaire pour la norme

induite par C*(G).

(1.1.8) Soit 7 une représentation de G dans un espace hilbertien H, soient

E,neH et u la fonction : x» < 7 (x)§|n >. Pour tout x¢G on a

Xx) = f X < mlaxkHE[n > X&) dk dk' = SUOLICOHLICRLE
KsK -

(1.1.9) Soit P(G) l'ensemble des fonctions continues de type positif sur G.
Four f ¢ 36(G) on a (f ,t‘-‘SX = exnfdgﬁex = (Exrf) . (e;\:f) ce qui montre
que P(G)xc P(G) (inclusion que 1'on obtient directement par (1.1.8)).

Soit B(G) le sous-espace vectoriel de 9 (G) engendré par P(G) ; on a done
B(G)Xc B(G).

B(G) est aussi l'ensemble des fonctions u définies dans (1.1.8)
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Soit ue B(G) ; il existe une représentation unitaire T de G dans un
espace hilbertien H et h, h'e H_tels que u(x) = (r(x).h|h"') ; on pose
||“|| = inf(lhllh'l) » OU inf est &étendu & l'ensemble des T telles que
u(x) = (ﬁ(x)hlh') . ou v ||u|| est une norme sur B(G) ; et il existe une
représentation T et h,h'€ H vérifiant la condition ci-dessus et telle que
||u|| = |n||h'| . Pour cette norme et pour le produit ordinaire des fonctions,
B(G) est une algébre de Banach commutative et unifére. De plus, B(G) s'iden-
tifie, en tant qu'espace de Banach, au dual de C*(G).

D'aprés (1.1.2), on a [[uX|| € ||u]| . Donc u »»uX est un projecteur

continu de B(G) ; B(G)X est un sous-espace vectoriel fermé de B(G).

(1.1.10). PROPOSITION. - () Le dual de 1'espace de Banach C"(G)X est

1'espace de Banach B(G)X.
(i) Le dual de 1'espace de Banach L](G)x (muni

de la norme induite par Ll(G)) est l'espace de Banach L°°(G)X (muni de

la norme induite par L (G)).
La démonstration repose sur le lemme suivant.

LEE. - Soit E un espace normé et P un projecteur non nul de E tel que
|Ipl] € 1. Alors le transposé °P de P est un projecteur de 1'espace de

Banach E' dual de E, et tP(E') g8'identifie isométriquement & 1'espace

de Banach P(E)' dual de P(E).
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PREUVE. - Puisque P n'est pas nul, on a ||P|| = 1. L'application transposée

de P est un projecteur car (tP)2 = t(P2) = 'p. D'autre part, on a KertP-(P(E))*
(cf. N. Bourbaki, chap. IV, § 4, n®l). Et d'aprés le méme ouvrage (chap. 1v,

§ 5, prop. 10, N. Bourbaki, FEspaces vectoriels topologiques), E'/(P(I-:p))'l
s'identifie 3 P(E) . Or E'/P(E)* = E'/KertP s'identifie a tP(E') puisque tp
est un projecteur de norme |, En effet, soit Q la bijection de E'/Ker'P sur

'P(E') déduite de ‘P par passage au quotient. On a ||Q|] < |itP||, donc

[1e@) |} € ||x|] pour tout % ¢E'/Ker‘P. D'autre part, si x = x + KertP, on
sait que ||x|| = tinf [|x+z||. En faisant z = tP(x)—x, on trouve

P(z)=0
Hxl] < l|tP(x)!| , c'est-a-dire ||x|| < ||Q(*)|| ; ainsi Q est une isométrie.

Pour montrer la premiére partie de la proposition, considérons Ll(c)
muni de la norme induite par celle de C¥*(G). Appliquons le lemme en prenant
pour projecteur P : f wy £X ; alors le résultat est obtenu si 1'on montre que
’P est le projecteur f —» £X dans B(G), pour la dualité définie pour tout

fe LI(G) et tout u € B(G) par

cu,fr= f f(x-])u(x)dx.
G

Or,pour u ¢B(G) et chl(G), on a <ux,f > = <u,fX> . Ainsi (i) est démontr&,

On démontre de méme (ii) en utilisant la dualité entre Ll(G) et Lm(c)
. . 1 -
définie p0urtxch(G) et feL (G) pa w,f> = f f(x I)u(x)dx et en remarquant

. G
que, pour uelL (G) et fe LI(G), on a <ux,f>= <u,fx7~
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(1.1.11) Soit A(G) 1'algébre de Fourier de G. A(G) est 1'adhérence du sous-
espace engendré par ¥ (G) » M(G) dans 1'algébre normée B(G). C'est un idéal

de B(G) et A(G) n LZ(G) est partout dense dans A(G) qui est égal a LZ(G)-LZ(G).
I1 en résulte que A(G)X est un sous-espace vectoriel de A(G) contenant

12X * 12(e)X.
(1.1.12) PROPOSITION. - LZ(G)Xx LZ(G)X est partout dense dans A(G)X.

A(G)N LZ(G) est dense dans A(G) ; par suite, A(G)Xr\Lz(G) est dense
dans A(G)X. Soit fe A(G)Xr1 L2(G) sonaf=gxhotg, he‘Lz(G). Soit
. . . 2 .
(“i)ie 1 une approximation de 1l'unité dans % (G). Dans L (G), on a 1§p
(ui' g) = g. Comme lluif g»h - gx h|‘ < |Iuik g - g||2||h]|2, on a

lim (uip g+h) = f dans A(G). Donc f = fx=1im(uif g« h)X = 1im u? «(g « h)X.
I I I

On a ainsi montré que f est adhérent 3 Dﬁ(G)X4=L2(G)X donc 3 LZ(G)Xi LZ(G)X.

ponc LZ(G)Xa L?'(G)X est dense dans A(G)%Xn LZ(G) et, par suite, dans A(G)~X.

REMARQUE. - En faft, on montrera 1'égalite LZ(G)X*-LZ(G)X = A(G)x . Lorsque

1'algébre de convolution Ll(G)X est commutative.

(1.2) Fonetions sphériques.

On conserve les hypothéses et notations de (1.1). On suppose en outre,
que 1'algébre de convolution I (6)X (ou, ce qui revient au méme , L'(G)X) est

cmtative .
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(1.2.1) On dit qu'une fonction non nulle ¢ e @(G)X est sphérique (relativement i
3 yx) si 1'on a, pour tous x, yeG,
~1
(1 6(x) 8(y) = [ olkxk 'y) dk.
K

Tout caractére non nul de 1'algébre L](G)X est de la forme
frr | £(x) ¢(x-l) dx, oi ¢ est une fonction sphérique bornée.

G
(1.2.2) Soit Z = Z(G,K,%) l'ensemble des fonctions sphériques (relativement
3 x) de type positif. Z est l'ensemble des fonctions non nules de P(G)X
vérifiant 1'équation (1) de (1.2.1). Z est encore l'ensemble des points extré-

maux non nuls du cone des fonctions de type positif de la boule unité de B(G)X.

Z est également l'ensemble des fonctions de type positif dont la repré-
sentation continue unitaire associée est irréductible et dont la restriction
de cette représentation 3 K contient au moins une fois la représentation X 3
(en fait, cette représentation restreinte 3 K contient Y exactement une fois).
De plus, la correspondance entre Z et ces classes de représentations est

bijective.

(1.2.3) EXEMPLES. - a) Soit G un groupe localement compact, produit semj-
direct d'un sous-groupe distingué et commutatif N de G par un sous-groupe
compact K de G. Alors pour tout caractére ¥ de K, OL(G)X est commutative et

$# {0} (cf. [26], t.1, 6.1.1.6 et 4.5.2.1).
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b) Soit G un groupe de Lie connexe, semi-simple et dont le centre est
fini, et soit K un sous—groupe compact maximal de G ; pour tout caractére
x de K, j&(G)X est commutative et # {o} (cf. [26], t.l, 6.1.1.6 et 4.5.1.11).

c¢) Soit G un groupe localement compact tel que l'ensemble I(G) des
automorphismes intérieurs de G soit relativement compact dans le groupe
Aut(G) des automorphismes de G, muni de la topologie usuelle. Soit I = 16,
soit G' = G« I le produit semi-direct de G par I défini par
(x,a) (y,8) = (xa(y),oB), pour (x,a),(y,B) €G). I est un sous-groupe compact de
G' et LI(G)“ est commutative. Nous reviendrons sur cet exemple.

d) Soit § un corps p-adique localement compact et tel que le corps
résiduel soit de caracté@ristique impaire ; soit U 1'anneau des entiers de Q.
Soit G = GL(2,Q) et K = GL(2,U) ; K est un sous—-groupe compact maximal de G
et pour tout caractére de K, L](G)X est commutative. ([19]). Pour d'autres

exemples, voir [24] et [21] .

. ] LA - .
(1.2.4) Soit £€L (X et ez ; soit £(¢) = [ £(x)¢(x ')dx. On obtient
~ G
une fonction complexe f définie sur Z, appelée la transformée de Fourier, de
~ -

-~

£ et on a fsg=1f g pour f, chl(G)X etf=§pour fc—Ll(G)X.
(1.2.5) Munissons Z de la topologie de la convergence compacte sur G ; Z

est un espace localement compact et cette topologie coincide avec la topologie

induife par oL©G), L' (@) sur 17(0).
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~
Pour tout f¢€ L](G)X on a fc’x,w(Z) ; et L](G)x est partout dense dans

’,\{,w(Z) muni de la topologie de la convergence uniforme sur Z. On a le

théoréme suivant (théoréme de Plancherel) (voir [6] pour la démonstration).

(1.2.6) PROPOSITION.~ Il existe une unique mesure du sur Z telle que la trans for
mation de Fourier de ’J{,(G)X dans ’J{,w(Z) se prolonge en w: isomorphisme
teométrigue de LZ(G)X sur Lz(Z,du) tel que pour tout f,geLz(G)X

[ 0 200 dx = [ £(0) £(6) du@)
G z

De plus, pour toute fonction £ combinaison linéaire de fonctiorns de
P@*a L), ona terz,am et 10 = [ )60 au4) powr tout
z

xeG.

(1.2.7) Soit MI(Z) 1'espace des mesures bornées sur Z, c'est-a-dire 1l'espace
de Banach dual topologique de 5{;«’(2). L2(Z,du) est un sous—espace fermé de
M (2).
Soit © : Ml(Z) — %(G) 1'application v = 8(V) , od 8(v) (x) = f¢(x)dv(e?
Z
Pour tout veM](Z); e(v) € g(G)X. L'application © est la transposée de
la transformation de Fourier considérée comme application de LI(G)X dans

% "(2). En effet, pour tout £¢ L' ()X, ona [ £(x)6(W)(x Dax= [ E@a o).
G Z

Comme la transformation de Fouriar est continue et 3 image dense, sa transposée

6 est faiblement continue et injective.
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Pour tout ¢¢Z, on a 6(6¢) = ¢ ot &

ponc © envoie bijectivement les points extrémaux du convexe formé des mesures

6 est la mesure de Dirac au point ¢.

positives de la boule unité de MI(Z) sur les points extrémaux du convexe des
fonctions de type positif de la boule unité de B(G)X, d'aprés (1.2.2). Comme
ces deux convexes sont faiblements compacts, on déduit du théoréme de Krein-
Milman qu'ils sont homéomorphes par © ; il en résulte que 6 est surjective

car.B(G)X est engendré algébriquement par P(G)X.

(1.2.8) PROPOSITION. - (7) La transformation de Fourder se prolonge er. un
igomorphisme isométrique de l'algébre stellaire c*G)X sur ¥°(2).

(iZ) © est un isomorphisme isométrique de 1'espace

de Banach M' (Z) sur 1'espace de Banach B(G)X.

Soit feLl(G)X et ||f|L sa norme dans C'(G) ; on a
Hell, =supl]<u, £/ ue B@X et |[u|| €1} 3 supl|<6,£5]/ ez} = ||£]]

La transformation de Fourier se prolonge donc en un morphisme d'algébres
stellaires de c*)X dans m?(Z). Ce morphisme est 3 image dense donc surjectif

et 1'application transposée 6 étant une bijection, il est injectif ; c'est

donc une isométrie (Dixmier 1.8.3). Par suite © est une isométrie.

On obtient ainsi :

(1.2.9) COROLLAIRE. - L'espace topologique Z s'identifie au spectre de
c“e)X.
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I1 suffit pour cela de remarquer que la transformation de Fourier entre

c' (G)X et kw(Z) est la transformation de Gelfand, car le spectre de C'(G)X

OO . .
s'identifie au spectre de % (2), qui est l'ensemble des mesures de Dirac enm

chaque ¢€ Z.

REMARQUE. - Soit & le dual de G, alors Z est une partie de G et, d'aprés
[2] , 13.5.2 , 2.7.5 , et 3.4.11, la topologie sur Z est celle induite par

celle de G.

(1.2.10) PROPOSITION. - (%) La transformation de Fourier de "M (G)X # X(G)X

o0
dans 'K (Z) se prolonge en wn isomorphisme isométrique de A(G)X sup

LI(Z,du), qut coincide avec 6—1.

(i1) on a A(G)X LZ(G)Xl LZ(G)X et pour tout fe A(G)X

#

ora eIl = int(llg| |l Inl],/f = gsh 5 g, hel?(@)%) ;5 e plus, la

borme inférieure est atteinte.
2 A A ~ o
LEMME. - Pour tout g, heL“(G)X , on a g heL](Z,du) et gvh = 68(g h).

. 2 - A bl P
Soit g et hel (G)X ; d'aprés (1.2.6), g et h€L2(Z,du) donc g hGLl(Z,w}
Soit g, (resp. hn) , gndC(G) (resp. hnc X (G)) telle que lim g, = & dans
2 .
L (G)x (resp. lim hn = h dans LZ(G)X). g, * hne A(G)Xr\Ll(G) ; donc

g, ¢ h (%) = £ 8,4 b (8) 6(x) du(e) d'aprés (1.2.6), = fz 8, () B ()6 (x)ax

d'aprés (1.2.4), pour tout x €G.
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Oor g, " hn converge uniformément vers g« h ; donc

g4 1) = lin IZ 2, (Oh_ (9o 0duce) = fZ BORGI$ O car § B
converge Vers g fl dans Ll(Z,du), d'aprés 1'inégalité de Holder.

Aingi g+ h = e(é ﬁ) et le lemme est démontré.

-~ A~

i) Soit g et th(G)X » posons f = g«¢h ; on a E’ = g h d'aprés (1.2.4),
(

~

donc EGLI(Z,du) et £ = G(E) d'aprés le lemme ; ainsi f

€70 e [lel] = |[E]],.
Par suite, la transformation de Fourier se prolonge en une isométrie de
1'adhérence dans B(G)X de M(G)X 4y(G)X sur une partie de L](Z,du). Or d'aprés
(1.1.12) 1'adhérence dans B(G)* de ol (G)XM((G)X est A(G)X. D'autre part, soit

u € Ll(Z,du) ; solent v et we L2(Z,du) tels u = vw et soit f=gdheL2(G)X¢L2(G)X
ot g = v et h= w. Alors d'aprés le lemme f = 8(u). Avec les notations du lemme,
1'image de f par le prolongement de la transformation de Fourier est égale 3

lim gnl' hn = lrilm §n %n = é?l = u. Ainsi ce prolongement est surjectif et coincide
a:ec 9-1-

Pour tout ueB(G)X » nous noterons u la fonction e_l(u).

(ii) Nous avons vu dans (i) que pour tout ue Ll(Z,du), 8(u) eLz(G)Xn L2(G)x
2
donc A(G)X = LZ(G)X*L OW Comme, pour tout fe A(C)X, on a
[1£l] < inf{||gH2HhH2 /f = gan et g, heLz(G)X} » 11 ne reste plus qu'a

montrer 1'inégalité en sens inverse.

soit £€A@X , fell(z,am; alors £ = w , o3 u(e) = V|7 )] et

£(¢) A .
(¢) = ——=——— vpour tout ¢ tel que £(¢) # 0 et u(d) = v(¢) = 0 ailleurs.
v VIZ@)l
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1/2
1

g et h tels que § = u et h = v, on a ge€ L2(G)X, heLZ(G)X et f = g« h. Alors

A 1/2 .
et |1vll, = 11}[1}/% . soient

or u,vel®(z,d) et on a ||ul], = ||E]]
1], = Hell,lInll, = [1£]] 5 donc |1£]| = inf{]]g]|,]|n]],] gf = geh et

g, heLz(G)X} et la borne inférieure est atteinte.

(1.2.11) (BR\OLLAIRE. ) (formule d'inversion de Fourier). - Soit IX(G) = AG) Xnr'e
i) 1X(G) est partout dense dans Nz
17) Pour tout f’eIX(G), on a §(¢) = [ f(x)&?;) dx pour tout ¢€ 2.

et f£(x) = f E(x) £(E) du(E) pour sout, xe G

Z
En effet, soit v eM](Z) telle que, pour tout ueIX(G) , on ait
f G(tb) dv(d) = o ; c'est-a-dire <G,\)> = 0, ou encore <u,8(V)> = o d'aprés
Z
(1.2.8). Ainsi dans la dualité entre Ll(G)X et L7 (6)X , nous avons <u,8(V)> = o
pour tout uch(G) ; or A(G)Xr\L](G) est dense dans LI(G)X , car A(G)n Ll(c)
o~

est dense dans L'(G) pour la norme [ ] !Il ; ainsi, Vv = o ; donc IX(G) est

[ o]
partout dense dans Y (Z).

(ii) est une conséquence directe de (1.2.10). Ce corollaire complate le

théoréme de Plancherel (1.2.6),.

REMARQUE . - Lorsque G est un groupe de Lie connexe semi-simple et de centre
fini, Harish-Chandra puis Helgason [9] et Gangolli [5] ont montré la validies

de cette formule d'inversion pour un sous-espace partout dense dans Lz(c)h .
]
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c'est le sous-espace noté Ic(G) des fonctions indéfiniment dérivables de?((G)H
Or, d'aprés (4\ 3.26, IC(G)CA(G)H ; donc IC(G)c I18(G). Ainsi, ce corollaire
généralise ce résultat en donnant une réponse positive au probléme posé par
farish-Chandra (existe-t-il un sous-espace partout dense dans LZ(G)h tel

que 1'on ait sur cet espace une formule d'inversion de Fourier ?) méme

lorsque G n'est pas un groupe de Lie connexe, semi-simple et dont le centre
est fini.

(1.3) Les algébres de convolution MI(Z) et L](Z,du).

On conserve les notations et les hypothéses de (1.2).

(1.3.1) Soit o€ P(G) tel que tlall = 0(e) = 1. Soit le produit défini dans B(G)

par (f,8) = f £ g =£g0 ; on a [[f

Qw

gll < |1£]]l |lgl|. Ainsi B(G) est une
algdbre de Banach pour ce produit que nous noterons BG(G) ; cette algébre BC(G)
est isomorphe 3 B(G) si 0 est inversible dans B(G). A(G) est un idéal fermé

de BU(G) que nous noterons AO(G).

(1.3.2) Soit OGP(G)X tel que o(e) 1. L'espace B(G)X est une sous—algeébre de
Bo(c) et A(G)X un idéal de B(G)X $ nous noterons BO(G)X et AO(G)X ces algebres

de Banach. BO(G)X est unitaire et a pour unité 1/0 si 0 est inversible dans B(G).
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EXEMPLE. - Soit ¥ un caractére de K qui se prolonge en un caractére X. de G,
nous prendrons O = Yo ; en particulier, si X = 1, nous prendrons 0 = 1 et

nous noterons B(G)® et A(G)™ 1les algébres BO(G)X et AU(G)X.

(1.3.3) DEFINITION. - On appellera produit de comvolution sur M'(z) 1'image

par la transformation de Fourier du produit de BO(G)X .
Ce produit est parfaitement défini d'aprés (1.2.8).

. . 1 -
REMARQUE. - Muni de ce produit, M (Z) est une algébre de Banach commutative
isomorphe et isométrique 3 BO(G)X et LI(Z,du) est un idéal fermé de Ml(z).
MI(Z) est unitaire si 0est inversible dans B(G) ce que nous supposerons toujours

dans la suite.

. l
NOTATIONS. - Soient v,v'€ M (Z) ; nous noterons Vv s V' le produit de convolutios

Py . . /\ -
de v par Vv'. Par définition v . v = 8(v)e(v')d = 8 ](G(V) 6 e(v")).

(1.3.4) Soit $¢Z ; soit R () : M'(2) -ﬂ:Ml(Z) 1'application v—»Rc(q:)[\)]-e‘l(e(v);'g
. | . . -
et soit D0(¢) : M (2) > MI(Z) 1'application v*Do(¢)[vq =0 1(e(\))ccp) - 5¢,v (par

définition du produit de convolution).
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Do(¢) et RO(¢) sont des opérateurs linéaires. Ils sont bornés par ! car

g_(¢) V]Il = |lew)ao]] < [lew)|]
|2, i B(G)X B

= ||v|] et de meéme
X

llpo(¢)[v]|\< llv[| . Ces opérateurs laissent stable LI(Z,du).

Pour feL'(Z,du), on pose R_(6)[£] = R_(&)[f au] . Si £ = G avec

ucA(G)X f\Ll(G), on a :

R WEIW = [ umoa e Hoe Hax = ww)=6, 6 (£).
o) e d oU

R N
On a de méme Dc(qp)[f] (Y) = wod ()= 8, %EW).
Lm(Z) est le dual de Ll(Z,du) ; pour tout ¢ €2, soient u(d) le transposé
de Do(¢) et v(¢) le transposé de Rc(¢)' Les opérateurs u(¢) et v(¢) sont
pornés par | sur Lm(Z).

LEME 1. - Soit £eAG L (0) et gea@)X . Alors 8 (fag) = 07 (f) 67 (g).

Ce lemme est immédiat par le calcul.

[s0)
Montrons que sur L (Z)f\Ll(Z,du) les opérateurs u(¢d) et Rc(¢) sont égaux.

Soit £€L (2)N L (z,d). on a R (¢)[£] = o~ (e(£)0s), donc <R (¢)[f],e> =

‘r 8 (6(£)06) () g(¥) du(y) = A pour tout g ¢L'(2). D'autre part, on a
A
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<u(¢) [f],g> = <f,D0(d>) [g]> pour tout chl(Z), donc <u(¢) ff],g> =

f £Q) e'l(e(g)om(w)du(w) = B.
YA

Pour montrer que A = B , il suffit de montrer 1'€galité des intégrales Dpos
Ty o . i : n
tout gel (G)Xn A(c)r, qui est partout dense dans L (Z). Soit g = V€L‘(G)XAA(G)X:

AN
on a 0 (¢)[g] (@) = wodW) , donc B = [ £QWIWIWIAUW).
Z

D'autre part A = J 0 (816)o0) W) gWau) = [ 7' (@(£)36) WFW)du(w)
Z Z

donc d'aprés le lemme A = f 9—1(6(f)6_<-t # w)(Y)du(P). Ainsi par définition de
Z

6 et en utilisant le fait que e(f)?tjé * weA(G)XILl(G)XCA(G)X , on a

A= (8(£)T6 + w)(e) = (8(E) » wog)(e) = [ 67'(8(f) « woo(W)du(w) ; ainsi
Z

) A
a= | fwwdw) = B.

Z

1 o«
Z2)n L (2) , 1'opé Inci -

Sur L (Z)n L (Z) , 1l'opérateur u(d) coincide donc avec R (¢), de méme

v(¢) coincide avec D_(¢). Nous noterons donc u(¢) par R _(4) et v(4) par D 4)
c o fof .
Nous avons ainsi la propriété suivante : pour tout feLl(Z,du) et tout

g€L7(2) , on a <R ()[g],£> = <g,D_(0)[£]> et <D (¢)[g] ,£> = <g,R ($)[£]>.

REMARQUE 1. - Si g € X (2) alors R_(6)[e] (¥) = %eby (@) et 0,0 gl @) =

(%63) W), car A(G)Xn L' (G) est dense dans "} (Z).
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REMARQUE 2. - Si X =1 et Z est un groupe pour la multiplication ordinaire

des fonctions, alors D(¢) [£](y) = f(q;_llp) et R(¢) [E](y) = £(¢y) pour tout

554(”(2) et pour tout ¢,peZ.

LEMME 2. - Pour tout g e’}{oo(z) > U'application (psy) = § sdw(g) est continue

$
sur ZxZ.

Si gem alors % . %(g) = fu(x)o(x_1)¢>(x_’)¢(x-l)dx
G
od u est tel que 4 = g. Si (¢»y) converge vers (Yo ,Po) pour la topologie de
la convergence compacte alors il en est de méme pour ¢y qui converge vers ®o Yo

car |le]l <1 et [l &1 ;5 done 6¢’8 6w(g) converge vers 6¢)o N éwokg)

(e ] /\
Si ge'lf (Z) , alors il existe une suite 8, dans A(C)Xr\ LI(G), telle que

lim |ley - gllo = 0. 0na f8, 56 ¢o) - 85 % Sy Islle-g |1, . donc 1a

n

fonction (¢,y) » ‘5¢ % %(g) est limite uniforme de la suite de fonctions
$

continues (¢,)) » o5 Gw(gn).

Ce lemme est ainsi établi et nous pouvons alors démontrer la proposition

suivante.

(1.3.5) PROPOSITION. - (Z) Pour tout v,v’e M](Z) et tout f e K (2), on a

vEv(E) = { fz R (9) [£] Wrav(s)av' (p) = fz J'Z<s¢ €8, (£)dv($)dv' (§)

81



Contribution 2 1'analyse harmonique sphérique

(i1) Pour tout £, f'e Ll(Z,du) et presque tout del, on a
£8£(0) = fz D (¥ [E]() £ (Wauw) = J'Z 8y & EOE' Wdu) .
(1) Soient \),\)'eMl(Z) et soit f = 4 , avec uf_”f(G)X ; d'aprés (1.2.8) on a

vevie) = [ v eav@® = [ umema Her) x ot Hdx
Z G

- [ [ s HaverweaHav o hax -
G Z 2

J‘ffu(x)o(x»(x)w(x Ydx dv(e) dv'(y) = ff R_(¢) [£] (W) dv(e)dv' (y).
Z 2

Or, comme |R0(¢)[f](1b)| < ”fllm d'aprés (1.3.4),

f e J.z fz R0(¢) [f] (0)dv(d)dv'(P) existe et est continue sur df"(z). Comme

S\
X ()X est partout dense dans %7(z), (i) est démontré.

.. . . . ] 1 1
(ii) En particulier, soient veM (Z) et fe¢L (Z,du) ; alors \)é fe L (Z,dy),

car Ll(Z,du) est-un idéal de M‘(Z) et donc, pour tout ge’!Cm(Z), on a

fz g(UIv & £()du) = v ¥ i(g) = f; }; Rc(d))[g] ) £()du(y)dv(¢) d'apres

Or, d'aprés (1.3.4), on a fz Rc(q;) [g] @) f@du@) = f g(w)DO((b)[f] (W) duty).
Z

On a ainsi :
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ve @ = [ [ s @ [flMauwavs) - J s f p @) [£] wravie))
z 2 z z

du(y) ; on a donc Vv f; £) f DU((b) [f] (U)dv(d) pour presque tout Y €Z.

p/

En particulier, pour v = f eLl(Z,du), on obtient (ii).

COROLLAIRE. 1. - Sott X = 1 ; supposons que Z sott un groupe pour lac rulti-

plication ordinaire des fonctions. I est un groupe localement corpact.
De plus :
(1) La mesure de Plancherel est une mesure de Haar ;

(11) Le produitt de convolution dans Ml (2) est le produit de convolution

ordinaire.

(i) pour tout ¢ € Z et pour tout xeG lo(x)] = 1 car ]¢_1(x)¢(x)] = 1]

et |¢(x)| L1 et |¢)-l(x)| < 1. Soit ue H(Z), u = gavec f@A(G)X° donc,

H

pour tout vez, f u(pd)du(e) = f(e)w—(_e—) = f(e) = f u(¢)du(d). (ii) est
Z Z
évident.

COROLLAIRE 2. - Soit X = 1 et supposons que G est compact : pour tcut ¢ et

n(¢,E,0)d
peZ, onad(xP(x) = I _— £ E(x), ot d, est la dimension
Eez Y% % &

de la représentation e associde & & et n(¢,E,P) est la rultiplicité

de la représentation Te dans ﬂd)wrw s la somme est finie et

n(4,E,0)d n(#,E,0)d
z _—'—§= 1. Done &, » §, = I "'_d‘_—"dJ §,.
gez 4, 4 A T

Ce résultat est immédiat 3 partir des relations d'orthogonalité dans L? (G )N,
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(1.3.7) PROPOSITION. - (Z) Pour tout ¢ €Z et pour tout f (-L](Z,du).

[ ry(® [elvyaney = ff(w>du<w) = J oo [Elwanw.
Z Z Z

(i7) Supposons que X se prolonge en wun caractére wnitaire ¥, de G
alors ¢ "= X 20 est une involution sur Z telle que

.[ £($au(d) = j £($)du(d) pour tout fGLl(Z,du).
z Z

TN

(i) Soit £ = & €M(G)X »¥x(e)X alors

P —
J Ry ) v = J Soeydau) = wodte) = ule) = S £W)duy) pour
YA Z Z
/\

tout ¢¢ Z. Coume ‘.\{(G)X * }C(G)X est partout dense dans Ll(Z,du) et que

-‘0(¢) est un opérateur continu de L](Z,dU) , on obtient ainsi (i).

/\ _
(ii) Soit £ = & €)X ¢ X(O)X ; alors £(¢% = 402 &)

= J atox 0% mds = 0E©®), car wx 2e X @ + X (&% . Donc
G

/N /N
J t@an) = [ 3@ ao) = L EE@ano) - wlio) = ue)
A Z Z

= fz f(d)du(¢). Or 1l'application f = G(f))(2 est un opérateur continu de
LI(Z,dU), donc (ii) est démontré.

REMARQUE (& propos des hypergroupes). - Nous avons montré que 1'espace 2
des fonctions sphériques est un espace localement compact tel que 1l'ensemble

de ses mesures bornées posséde une structure d’'algébre et tel qu'il existe une
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mesure invariante par les translations généralisées R$(¢) et Do(¢). Ainsi nous
obtenons un espace vérifiant des propriétés trés proches de celles d'un
#-hypergroupe au sens de [3] » ou d'un hypergroupe commutatif au sens de

[20] . Mais en général, Z n'est ni un #-hypergroupe ni un hypergroupe commu-
tatif, par exemple lorsque le groupe G n'est pas amenable ; nous précisons

ce point plus loin.

«1.3.8) Jusqu'au paragraphe (1.3.10) inclus, nous supposons Z dénombrable i

1'ipfini.
Cette hypothése est réalisée par exemple si G est séparchle.

Soit 8B(Z) 1'ensemble des fonctions complexes continues et bormées sur

LEMME 1. - Pour tous, v, v'e M'(Z) et tout ge 63(2) on a

V£ Vi(g) = /; fz 5¢ 5 Gw(g) dv(d)dv' (¥)

. 1 . .
Soient v, V'e M (Z) et soit g € g;(Z). D'aprés les hypothéses sur Z, il

R o«
existe une suite g, de X (Z) telle que g = lim g, Pour la topologie de con-
n
vergence compacte sur ‘ZB(Z) et telle que Ilgnll°° < ||g|]m . On en déduit que

v Ve - .£ B(E) 4 4 V) (®) - im fz 8 (E)A(v % V') (E)
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= lim f f 6 (g) dv(¢)dv' ()

n

or lim §.3 8,(g) = & « 8, (2) et |<3¢; Gw(gn)l < gt <elly

n g

Le théoréme de Lebesgue permet donc d'affirmer le résultat.

LEMME 2. - Pour tout g € 8 (Z), la fonetion (¢,0) 6¢, 6 (g) est séparément

continue sur 27 .

Ce lemme, indépen dant du fait que Z soit dénombrable 3 1'infini, est

un cas particulier du théoréme III. 5 1°) de [20] .

PROPOSITION. - Pour tout ge 85(2), et pour tout ¢e 2, la foretion Rc(é)[gﬂ
est presque partout égale 4 la fonction continue et bornée

I1 nous suffit de montrer que les fonctions Rc(¢)[g] et U r 5¢ » éw(g)

//\0 ‘

définissent la meme forme linéaire sur Ll(Z,du). Soit donec fe A(G)X Ll(c)‘

alors <RO(¢)[g],f > = <g,DO(¢)[f]> = <g,6¢ ; f> ; donc en appliquant 1le
lemme 1 on a <R_(9)[g],£> = fz [z 8, % 8,(8) £ €, (M) du(v) =

f 6 ’ 5 (g)f( ) du(p).

Ainsi <Ro(¢)[gl.f> =<y %; §,(8),f>.

(1.3.9) DEFINITION. - On appelle caractére de Z toute fonetior corplexe &
contirue et >crmée dans I et qui vérifie
R, () [0] (0) = ¢(4) ®{0) pour tout ¢, W€z, oit R (6)[0] (W) est définte
par R () [0] W) = 6,26, (9) = fcp(g)ds 5, (E) (@apres 1.3.8).
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Cette définition est due a Dunkl {3) , & qui nous renvoyons pour les
propriétés €lémentaires. En particulier si & est un caractére de Z, alors
|18}l < 1 et & est un caractére de Z.

Soit Z l'ensemble des caractéres de Z ; munissons Z de la topologie
Y ) ] a
de la convergence compacte. Soit Z 1l'espace topologique quotient de Z par

1a relation d'équivalente " ¢1 et ¢2 sont égales dans Lw(Z,du)".

(1.3.10). On suppose que X = 1 et 0 = 1, de sorte que 1l'involution sur Z
est 1'application ¢~ b .

PROPOSITION. - () Pour qu'une fonction ¢ continue et bormée sur 7, appartienne

a %, il faut et il suffit que 1l'appliention de Ll(Z,du) dans €, définie
par £\ J;°(¢)f(¢) du(4) s Sott un caractére de 1l'algébre Ll (z,qu).

(i1) Les espaces 2, K\G/K, X(A(G)D ) et x(Ll(z,du)) sont homéomorphes
et le diagramme suivant est commutatif :

K\G/K v 5 X(A(G) )
V U'
z Y%L (z,am)
V'

U : K\G/K » X(A(G)V) est définie par U(x)(v) = v(x) o x€K\G/K et veA(G)%;
Vv : K\G/K » z est définie par V(x)($) = ¢(x) pour tout ¢ €Z.

U' : X(A(G) ~» X(Ll(z,du)) est définie par u(X) = Xo® pour tout
X & MAG)").

v ;7. xe! (z du)) est définie par V'(®)(f) = f¢(¢)f(¢)du(¢), o
uz et feL (Z,du).
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Soit ve A(G)®; la fonction v prend une valeur constante sur toute double
classe KxK = x, ce qui justifie la définition de U, et nous noterons abusivement
v(x) cette valeur. Pour tout x € K\G/K 1'application U(x) : A(G)Y> € définie
dans 1'énoncé est évidemment un caractére de A(G)B et, comme A(G)® sépare les
points de k\G/K, car A(G) sépare les compacts de G, (cf. [4] , 3.2), 1'appli-
cation U est injective. Par conséquent, d'aprés [17] (3.2.4), elle induit un
homéomorphisme de K\G/K sur U(K\G/K) et U(K\G/K) est fermé dans X(A(G)® ). 11
ne reste plus qu'i montrer que U est surjectif. Soit yeX(A(G)® ) et soit
I = Ker(x) ; soit I" l'ensemble des fe¢A(G) tels que pour tout geA(G), on ait
(fg)8 €I, c'est un idéal fermé de A(G). On a I*NA(G)T =1 car I1*h A(G)D est
un idéal fermé de A(G)® dont on voit facilement qu'il contient I et n'est pas
identique 3 A(G) ; on en déduit que I est un idéal propre de A(G), par
conséquent (cf. [4], 3.38), il existe a€¢G tel que, pour tout f€I* , on ait

f(a) = 0 ; donc Ker(x) cKer(a) et ainsi x = U(a).

U' est un homéomorphisme de X(A(G)T) sur X(LI(Z,du)) car ® est un
. - 1 <
isomorphisme isométrique de 1'algébre L (Z,du) sur l'algébre A(G)® d'apres
(1.2.10).

Montrer que V est une application continue de K\G/K dans E, revient i
montrer que l'application Vl, définie par Vl(k) (¢) = ¢(x) pour tout xe€ R\G/X
et pour tout e Z,Aest continue de K\G/K dans Z. Montrcoe d'abord que V](i)
est un élément de Z : comme l'application ¢ » ¢(X) est continue sur Z et coume
le(x)] € 1 pour tout ¢ 2 , alors V,(x) est une fonction continue et bornge

sur Z. D'autre part, on a R(¢) [V](i)](w) = <6¢' 6’1’ ’ V](fc)> = /ZVl(i) (E)d(6¢¢6‘)
- f E()A(8#8,) (B) = 6(V(x) d'apres(1.2.7) ; ainsi R(®) [V) G0] W) =
Z

Vl(;() €)) V‘(i) () ; donc V]('x) ¢z ; ainsi V(i)e‘i. Pour montrer que Vl est
continue, il suffit de montrer que si x tend vers Xo. dans G, alors Vl({;) tend

vers Vl(i) uniformément sur tout compact M de Z, c'est-a-dire que ¢(x) tend
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-

vers ¢(xo) uniformément par rapport 3 ¢¢ M. Or les fonctions xI> ¢(x), ol
éc M sont équicontinues d'aprés le théoréme d'Ascoli. Ainsi V] est continue

et par suite V.

Pour tout ¢C§, V'(®) est par définition une forme linéaire sur
L‘ (Z,du) . Montrons que V'(®9) est multiplicative : soient f,ge L](Z,du) alors
V' (®)(feg) =<f£4g,> , ainsi, d'apres (1.3.8), lemme 1, on a
V' (@) (£4g) = .é j;6¢* 5,(9)E£(6) du(®) g(¥) du(y) e, par définition de 9,

on a V'@ (feg) = S [ 0(4) €0) £(6) du(®) gW)au(@) = <f,0><g, o =
Z 1

v (®)(£) V' ($)(g). V' est donc une application bien définie qui est injective
car ich(Z,du). Le fait que V' est continue s'&tablit facilement.

Pour montrer que le diagramme est commutatif, il suffit de montrer que,
pour tout fé¢ L](Z,du) et pour tout x¢ K\G/K , on a U's U(k)(f) = V'oV(x) (f) ;
or, U'oUX)(£) = U(X)(8(f)) = 6(f)(x) = f £($)d(x) du(¢) et d'autre part,

Z

VI = [ VR ©0) £6) daud) = [ 6 £(8) du(d).
Z A

Le diagramme étant commutatif, V's V = U’, U est une bijection, donc V
est injective et V' surjective. Ainsi V' est une bijection continue donc
- ~ -1 .. .
v ! est ouverte. Il en résulte que V = V' ', U' , U est une bijection ouverte

donc un homéomorphisme puisque V est continue.

La proposition est ainsi complétement é&tablie.
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(1.3.11) Sur le support de la mesure de Plancherel.

Soit px la représentation de C'(G)X obtenue en restreignant la repré&-
sentation réguliére p de c*G) a C‘(G)X, puis en prenant la sous-représenta=-
tion définie par le sous—espace stable LZ(G)X. On a :

c* () ———»$(L (G)X), soit C'X(G) = pX(C (G)X) ; ainsi le spectre de C* (G)
s'identifie 3 un fermé de 2 = X(C (G)X) D'autre part, soit Z le suppgrt

de la mesure de Plancherel sur Z ; d'aprés le théoréme de Plancherel-Godement
(cf. [6] ), Zp est l'ensemble des ¢ ¢Z tels que |f(d>)| H'px(f)”l pour
tout f&L (G)X ; ainsi en munissant Z]J de la topologie induite par celle de

Z , on peut montrer la proposition suivante

PROPOSITION. - Zu 8'identifie topologiquement a X(C* (G))
O

Soit g€ K(C* (6)) ; pour fe L@ X on a |E@)] < |]10X(®)]]] done tez,.
o

Inversement soit ¢€Zu alors |{(¢)l X3 ll]px(f)lll pour tout chl(G)X donc ¢

PR o 1
définit un caractére de L (G)x donc un caractére de pX(Ll(G)X) qui se prolonge
en un caractére de C'X(G).

o]
REMARQUE. - Lorsque G est un groupe métrisable et séparable, ce résultat est
une conséquence du théoréme (15.9.2) des ‘\Eléments d'analyse", tome 2, de

J. Dieudonné. (théoréme qui reste valable sans ces hypothéses sur G).

Soit og X la représentation induite sur G par la représentation X (de
?

dimension 1) de K. Soit C.p (€*(G)X). Les algébres stellaires C* (c)X
K,X DK’X
et C'X(G) sont isométriques. En effet, l'espace de la représentation Pk .y @8t
0 [y
X X
L (G) E)( , ainsi, pour tout fer! (G)", 1'opérateur p"(f) se déduit de pK (£)

par restriction et en utilisant le fait que si f€L (G)X et ch (G)s €
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X

alors f2g = f»g" ; ainsi, pour tout fe‘Ll(G)X on a ,][px(f)]|l=]||pK y(f)lll

ar prolongement, C* (G)X est isométrique 3 C* (G).
Donc p P pK X
s X P

Avec les notations de f&], soit Bp le sous-espace de B(G) dual de pK X(C'(G))

K,x
et soit B (G)X celui formé des ueB (G) tels que uX =y ; alors d'apreés
o}
K’X K’X
le lemme (1.1.10), Bp (6)X est le dual de C * (G). Ainsi, nous obtenons le
K, X K,x

corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. - La transformation de Fourier se prolonge d'une part en un Zso-
morphisme de 1l'algébre stellaire C; ()X sur 1'algébre ﬂ?(zu) et, d'autre
K,x
part, en un isomorphisme tsométrique d'espaces de Banach de Bo ©)X sur
m! @) K. X

REMARQUE. - En conséquence, Ml(Zu) est une sous-alnébte de MI(Z) et L](Z,du)
est un idéal de Ml(Zu) lorsque y = 1.

Soit p la représentation réguliére gauche de G; soit CB(G)X la C*-algébre

p(C'(G)X) et soit Bp(G)X 1'ensemble des éléments ué‘Bp(G) tels que uX = u.
COROLLAIRE 2. - [es espaces BC G)X et Bp(G)X sont égaux, les algébres
K, x

stellaires C; (6)X et C‘;(G)X sont isométriques et ZU s'identifie au
K,x

spectre de CS(G)X .
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Montrons la premiére assertion ; les deux autres en découlent, B (G)x
engencré algébriquement par P (G)X , c'est~d-dire par les limites utufot-es
sur tout compactde G,d'élements appartenant a P(G)Xr\ H(G). Soit ue P(G)Xn ¥ (G).

alors u = fxg avec f,g€L (G)X d'aprés (1.2.10), donc uch (G)Xn’.‘ﬁ.(c).
K, X
Comme 1'application u*= Exeu est continue dans B(G) (muni de la topologie
de la convergence compacte) puisque EX est une mesure bornée 3 support compact

on a P 6)X = P (6)X . Ainsi B (€)X = B (G)X.
DK’X P pK-X P

Ainsi, lorsque ¢¢ Zu, la représentation unitaire irréductible L associde

i ¢ est dans le dual réduit <z G. Précisons ce point lorsque y = 1.

(1.3.12) PROPOSITION. - Les assertions sutvantes sont équivalentes :
(1)G est amenable ;
(1) ¢* (&)Y =C*(6)7 5
(122)Z = 2, 3
(iv) te Z (ou 1| désigne la fonction sphérique triviale) ;

u
(v)il existe ¢¢& ZU tel que 1 Supp(d 165).

¢

Par définition de 1'amenabilité de G (par exemple C*(G) = CS‘(G), ou
encore IeBp(G) et d'aprés (1.3.11) les conditions (i), (ii) et (iii) sont
équivalentes. D'autre part, on a (iii) =2 (iv) = (v). Montrons alors que
(v) = (iv) =(i).

(v) = (iv). Soit ¢>CZU tel que leSupp(%aG&)), ceci signifie que pour feA(2)
tel que f » o et £(1) » o, f f(E)d(%*G&,)(E) = R($) (£]1(¢) > o ; pour un tel f,
Z
ona [ R®[£](E)a(E) > o (car $¢2,) ou [ £(E)du(E) > o, par invariance
YA YA
de la mesure de Plancherel ; mais ceci veut dire exactement que 1¢€ Zu.

(iv) =5 {) : si 1€ 2 alors | J; £(x)dx| <[|p(E)|| pour tout £eL'(G) |, ainai

1€ Bp(G)"' et donc l¢ Bp(G) ce qui signifie que G est amenable.
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REMARQUE 1. - Si Z est un =~hypergroupe [3] ou si Z est un hypergroupe commu-
tatif [20] (ce qui est réalisé par exemple si G est compact), on a la propriété
suivante : pour tout ¢€Z, on a lg Supp(%lé—), ce qui signifie, en particulier,

¢

que G est amenable.

REMARQUE 2. - Soit ¢€ Z. Dire que 1€Supp(6¢¥ 66) €quivaut 3 dire que la repré-
sentation triviale de G est faiblement contenue dans la représentation

'; 0"4, (ceci se montre 3 partir du théoréme de Plancherel-Godement). Par
suite, si 1rqb est de dimension finie, on a l¢ Supp((Scbn 6&)) (cf. 2] ) Si pour

tout ¢€ Z, on a dim (1r¢) < ®, alors G est amenable et les assertions de la

proposition sont &quivalentes 3 la suivante :

(vi) pour tout $peZ, on q leSupp(G(b: &),
¢

Les remarques 1 et 2 conduisent 3 la conjecture suivante :

Pour que G soit amenable, il faut et il suffit que, pour tout

¢z, on ait le Supp(dd,* 5&)).

2. ANALYSE HARMONIQUE CENTRALE.

(2.1) Rappels et propriétés élémentaires.

(2.2.1) Dans ce qui suit, on désigne Par G un groupe localement compact. On
a les définitions suivantes.

(i) c‘[IN] si G posséde un voisinage de 1'unité compact et invariant par le
groupe I1(G) des automorphismes intérieurs de G,

(ii) ce[SIN] si G posséde un systéme fondamental de voisinages de 1'unité
jnvariants par I(G).

(iii) GC[F C] si toutes les classes d'éléments conjugués dans G sont relativement

compactes.
(iv) ce[FIA] si I(G) est relativement compact dans le groupe topologique
Aut(G). On note I 1'adhérence de I(G) dans Au((G).
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(v) Ge [MOOR.E] si toutes les représentations unitaires irréductibles de G

sont de dimension finie.

On a les relations suivantes entre ces différentes classes de groupes
(avec abus de notations) : [FIA] = [FC} N [SIN] q [FC] C [IN] et [MOOREJC[SIQ Cfn
De plus, si G & [IN] , G est unimodulaire. (cf. [8] et [18] ).

(2.1.2) Soit G un groupe localement compact wnimodulaire. Désignons par F 1'yn
des espaces X (G), X™G) , €(G), LP(G), P(G), B(G) ou A(G). On note F"
1'ensemble des f¢ F tels que pour tout wxeI(G), on ait foa = f presque partout.
Donc F¥ est 1'ensemble des éléments centraux de F. On note C*(G)¥ 1'adhérence
de L](G)* dans C*(G).

Soit P](G)' 1'ensemble des fe P(G)¥ tels que f(e) £ 1 et soit E(G)
1'ensemble des points extrémaux non nuls de P](G)* . On munit E(G) de 1la topo-
logie de la convergence compacte sur G. Soit C 1'ensemble des classes de repré-
sentations unitaires irréductibles de G. Pour G € [MOORE], soit ¥(G) 1'ensemble
des caract@res normalisés de G; alors X(G) est homéomorphe & E(G) pour la

topologie sur X(G) transportée par la bijection canonique entre X (G) et a)_

(2.1.3) Soit Ge[FIA] et soit da la mesure de Haar normaliséessur I. Pour toute
fonction f continue sur G, soit £# définie pour tout x €G par f*(x)= ff(u(l))*‘

L'application f ~» £¥ est définie par prolongement sur Lp, pour lg¢ p<oo]_:

PROPOSITION. - (%) Soit G un groupe localement compact urimodulcire, alops
L](G)# (respectivement X (G)¥) est le centre de l'clgétre L](G)
(respectivement ¥ (G)).

(i2) Soit Ge [FIA| ; alors fm £* est wn projecteur de L'(G) (resp.

R (6),L26)) sur L' (6 (resp. X (6)¥ , L2(GF) tel que (£¥g) = (Fag
f’i g’ pour tout f,geLl(G). De plus, cette application se prolonge en
un projecteur de C' (G) sur c*(Gy* possédant les mémes propriétés.
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Ce sont les propositions (1.1) 3 (1.5) de [15}

(2.1.4) Pour tout $cP(O)* tel que ¢(e) = 1, soit 6(f) = [ £(x)¢(x)dx,
G
défini pour tout ch](G)

PROPOSITION. - Soit G € [FIA] les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ¢&E(G) ;

(i72) ¢(x) o(y) = f d(a(x)y)do pour tout x, y¢G ;
I

(i1i) ¢(fag) = 6(£) ¢(g) pour tout £, ge L' (@)¥
C'est la proposition (4.4) de [15]

(2.1.5) Soit X(LI(G)*) (respectivement X(C *(G)*)) 1'ensemble des idéaux maximaux
réguliers de Ll(G)* (respectivement c* (G)* ), muni de la topologie spectrale

usuelle.

PROPOSITION . - Soit Ge [FC] . Alors E(G) est homéomorphe d x(Ll(G)*).
{(resp. X(C*(G)*)) par l'application ¢mKer(d) = {chl(G)‘lcb(f) = o}

(resp. ¢ Ker(d) ). Atnsi E(G) est un espace localement corpact.

C'est la proposition (4.8) de [lﬂ (c¢f. aussi [16} ).

(2.1.6) Soit G un groupe localement compact unimodulaire. Pour tout f € L' (c)® ,

soit f définie sur E(G) par £(¢) = ff(x)d)(x)dx (¢¢ E(G)) . On appelle f

N\ ~
1a transformee de Fourier de f et pour tous f, g& L] (G) ,onafwsg=1f.g et

on a f = f De plus, si Ge [FC], onate ) (E(G)) et L (G)* est partout dense
dans 1 (E(G)). D'autre part, si G€ [SIN] fr f est injective.
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PROPOSITION (théoréme de Plancherel). - Soit G¢ [FCl Il existe une unique
mesure positive du sur E(G), appelée mesure de Plancherel, telle que
pour tout fe€ LI(G)# N P(G), on ait fe LI(E(G),du) et

£(x) = f( ) ?(¢)¢(x)du(¢>) pour tout x€ G; De plus, pour tout
E(G

f,chl(G)'n LZ(G), on a

[t emax= [ f@) 2@ aue).
G E(G)

Ce sont les propositions 4 et 5 de [10] .

(2.1.7) PROPOSITION. - Soit G un groupe Localement compact unimodulaire.
Alors B(G)' est une sous-algébre fermée de B(G). Si Ge [FIA} »l'appli-
cation £ v % est un projecteur continu de B(G) sur B(G)et B(G)*
est le dual de C*(G)¥.

Pour montrer cette proposition, il suffit de prouver que, lorsque G((FIA]‘
et lorsque f€ B(G) , on a £%B(G). Ainsi (cf. [4] , 2.1.iii), il suffit de
montrer que, pour tout ge'x(c) tel que ||g| |* £ 1 (o0 ||g|| désigne la norme

de g dans c*G)), on a lf g(x)f‘*(x)dxls “f“B(G) - Or
G

'fg(x)f"(x)dx = j g¥(x)f(x)dx. Ainsi en utilisant le fait que f o f® ege un

pPojecteur de C* (é), on a le résultat. Le fait que B(G)’A‘r soit le dual de

C*(G) est une conséquence du lemme (1.1.10).

(2.2) Ou l'analyse harmonique centrale devient un cas particulier de l'anaylse
sphérique.

Sauf mention explicite du contraire, on suppose dans ce paragraphe que
Ge[FIA) .
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(2.2.1) Soit Ge[FIA| ; soit G' = G x I le produit semi-direct de G par I,
S

Ainsi défini pour tous (x,0),(y,B)e G« , (x,a)(y,B) = (xa(y),a). G est un sous-
groupe distingué de G' et I est un sous-groupe compact de G'. De plus, dx d est
upne mesure de Haar sur G'.

Soit h 1 G (6) —» B(G") 1'application f ~ h(f), ot h(f) est défini

par h(f)(x,0) = f£(x) pour tout (x,a) ¢ G'.

si £ e X (G), onah(f)c (") ; si £e (GF alors h(f) est bi-
invariante par rapport 3 I ; si fe P(G), on a h(f)eP(G') ; h est une appli-
cation linéaire multiplicative de %(G) dans é(G'). Soit F un espace de

fonctions définies sur G', soit F9 1'ensemble des fonctions de F biinvariantes

par rapport 2 I.

(2.2.2) PROPOSITION. - Soit G € [FIA} + Alors (cf. (2.2.1)),
(Z7) h est wne application linéaire bijective, multiplicative pour le
produtt de convolution et le produit ordinaire de X (©6)¥ swr (G .
(ii) h se prolonge en un isomorphisme isométrique (d'algébres de Banach)
de Ll(G)#: sur LI(G')la , et en un isomorphisme tsométricue (d'espaces
hilbertiens) de LZ(G)#' sur L2(G')q .
(1i2) h se prolonge en wun isomorphisme(d'algébres steliaires) de
¢’ sur C*(G')Y et hoest wn isomorphisme isométrique (d'algébres
de Banach).de B(G)¥ sur B(G')Y

(i) est évident. Comme pour tout f EK(G)"* , ona \\f “l = {{h(f) } :
et |lf||2 = "h(f)” 2 (ii) est démontré.

D'aprés (ii).h se prolonge en un morphisme bijectif de C'(GY¥ sur

c® (G')" : c'est donc une isométrie. Et ainsi d'aprés (2.1.7) et (1.1.10), h

est une isométrie de B(G)* sur B(G')Y .
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REMARQUE. - L'algébre Ll(G)ﬁ étant commutative, L](G')h est une algébre
commutative. On peut donc appliquer les résultats du premier chapitre. Dans
la suite on note Z l'ensemble des fonctions sphériques (zonales) de type

positif de G' par rapport i I et du' la mesure de Plancherel sur Z.

(2.2.3) COROLLAIRE. - Soit Gc‘[FIA] Alors avec les notations de (2.2.1),
(1) h est un isomorphisme isométrique de ACY* sur A(G)R et
AG¥ = 2@ . L2G* .
(71) h est un homéomorphisme de E(G) sur Z et L](E(G),du) est i1somé-—
triquement isomorphe d L](Z,du').
(21%) LZ(E(G),du) est isomorphe 4 L2(Z,du').

(1) découle immédiatement de (2.2.2) ((ii) et (iii)) et de (1.2.10),(11)‘

D'autre part, h est une bijection de E(G) sur Z d'aprés (1.2.2) et
(2.1.2). Et h est un homéomorphisme de E(G) sur Z d'aprés (2.2.2) (iii).
En remarquant que, pour tout fc.P(G)r\L](G)¥ , on a h(f)e-P(G')r\Ll(G')h et
£(¢) = R(£) (h(¢)) pour tout ¢ € E(G), on voit que L' (E(G),dy) s'identifie &
Ll(Z,du) d'aprés (2.1.6) et (1.2.6). On en déduit (iii) par ces mémes propo-
sitions (2.1.6) et (1.2.6).

REMARQUE. - Les propositions (2.2.2) et (2.2.3) montrent que l'analyse
harmonique centrale sur un groupe GG‘[FIA& est un cas particulier de l'analysg

harmonique sphérique. On obtient ainsi les résultats suivants.

(2.2.4) Soit(:e[FIA] et soit MI(E(G)) 1'espace des mesures bornées sur E(G)

1 . . . .
Pour tout veéM (E(G)), soit 8(v) la fonction définie par

e(v)(x) = f ¢ (x)dv(¢) (xe€G).
E(G)
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PROPOSITION. - La transformation de Fourier de L](G)"f dans 5?(E(G)) se
prolonge ern un isomorphisme de C*(Gf‘ sur ﬂka(G)) ; 8 en est la

transposée ; ainst © est une Tsométrie de M](E(G)) sur B(G)* .
Cette proposition découle de (2.2.2},(2.1.7) et (1.2.8).

(2.2.5) D'aprés (2.2.4), MI(E(G)) est une algébre par transport de structure ;

pour v et v'e MI(E(G)), on notera v# Vv' le produit appelé produtt de ccrvolution.
.1 P 1

Pour ce produit, LI(E(G),du) est un 1déal fermé de M (E(G)).

Pour ¢ € E(G), soit R(¢) : MI(E(G))~ﬁ M](E(G)) 1'application
.—l -
v+ R@[V] =86 (8(M9).
R($¢) est un opérateur continu de norme <1 de MI(E(G)), qui laisse stable

L‘(E(G),du). Pour tout ¢ ¢ E(G), on note 6, la mesure de Dirac au point ¢.

¢
PROPOSITION. - (i) Pour tous v, V'e M (E(G)) et tout £ € W (E(S)), o a
vevie) = [ [ R [F]waverav' @y =
E(G) E(G)
=L S sy e s, Daver®).
E(G) E(G)

(i1) Pour tous f,f'¢ L](E(G),d}b et presque tout ¢¢ E(G), or a

gt @ =S D[ @) £ Wauw) = 8, % (O WAL ().
E(G) E(G)

Ceci est une conséquence de (1.3.5).

(2.2.6) Soit @B(E(G)) 1'espace des fonctions complexes condinues et bornées

sur E(G). On suppose que E(G) est dénombrable & 1'infini.
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Pour tout &E(G), soit R(¢) l'opérateur défini sur L (E(G)) par duvalité avec
l'opérateur R($) défini sur LI(E(G),du). Comme en (1.3.8) on montre que,
pour tout g € ﬁB(E(G)), R(¢)[g1 est presque partout égale i la fonction

continue et bornée Y+ §, s § (g). On identifie ces fonctioms.

¢ v
Soit é?E) 1'ensemble des fonctions ¢ € eB(E(G)) telles que
R(ONOKD) = &) ¢(P) pour tout ¢,p€ E(G). On munit é?&) de la topologie de
la convergence compacte. Soit G/I l'espace des classes d'éléments conjugués
de G, muni de la topologie quotient. Soient X(L](E(G),du)) et X(A(Gf’) les
spectres des algébres L](E(G),du) et A(G)* , munis de leur topologie spectrale.

Comme conséquence de (1.3.10) on obtient le résultat suivant.

N
(2.2.7) PROPOSITION. - Les espaces E(G), G/I, X(A(GI) et X(L'(E(G),ew)) some

homéomorphes entre eur par les applications canoniques.

D'aprés (1.3.10), il suffit de montrer que le support de | est E(G)

tout entier, Or ceci résulte d'aprés (1.3.12) du lemme suivant, démontré,

dans 12 , dont nous allons donner une autre démonstration.

LEMME. - Soit G¢ [FC]. Alors G est amenable.

D'aprés le théoréme de structure de G ( [lé],th. 3 D); il existe un
sous-groupe de G compact, distingué K et tel que G/K = V«D, ol V est commu-
tatif et D est un groupe discret tel que D€ [FC]. D'apres [8] (prop. 3.13) il
existe un sous—-groupe Dl’ périodique et distingué dans E, tel que D/D] soit
commutatif. Ainsi G est amenable si Dl est aménable en utilisant le fait que
les groupes compacts et les groupes commutatifs sont aménables et le fait que
si un sous-groupe distingué d'un groupe localement compact et le groupe quotiest

correspondant sont aménables, alors le groupe est aménable.
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Montrons qu'un groupe G discret, périodique et appartenant i [FC] est
aménable.

D'aprés [8] (prop. 3.15), chaque élément de G appartient 3 un sous-groupe
distingué et fini de G. Soit L 1l'ensemble des sous—groupes distingués et finis
de G. S5i G, et G,¢ L, alors GG, = {x]xz/xlc G, et x,€ G,JeL ; par suite G
est 1a réunion directe (au sens de (7]) des éléments de L. Comme tout groupe

fini est ménable, G est aménable (cf. [7] prop (1.2.7)).

Le lemme est ainsi démontré.

(2.2.8) PROPOSITION. - Soit Ge [FC‘) Il existe un sous-groupe G de G cormpact,
distingué, tel que G/GSC[FIA-) y que B(G)g‘|= soit 1somorphe et isométrique
a B(G/Gs)" et que E(G) sott homéomorphe a E(G/G).

(i) Soit Gs 1'intersection de tous les voisinages de 1l'élément neutre,
jovariants par les automorphismes intérieurs de G. D'aprés [81 (th. 2.5), Gy
est un sous—groupe compact et distingué de G tel que G/Gse [SIN} si GG[IN:\-
Comme Ge[FC], G/GSC[FIA]. D'autre part, d'apréds [ 10} , on a GS = {xeG/cb(x) =1

pour tout ¢ ¢ E(G) .

. . 1 .
(ii) Soit M (G)=w le centre de 1l'algébre Ml(G) ; soit ¢¢ P(G)*tel que
é#(e) = 1, alors d'aprés [10] » on a 1'équivalence suivante :

e E@& Yuer' @©% , Vxeo, [ oGyduy) = 6G0 S 6(y)du(y). Dans la
G G

démonstration de (_12] » le fait que G soit aménable est utilisé.

(iii) Soit p : B(G) = B(G/GS) 1'application fem £° , ol £5(x) = j f (sx)ds
G

s
et ds est la mesurede Haar normalisée sur GS. D'aprés [4], 2.26, p est un iso-

sorphisme isométrique de B(G)® sur B(G/Gs) ot B(G)S est 1'ensemble des éléments
de B(G) invariants par rapport i Gs'
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1 .
(iv) D'aprés (ii), on a E:(G)cB(G)S car dse M (G)* ; par suite, on a
P(G)’ C P(G)S. Soit u GB(G)S ; les propriétés ucB(G)‘ et ue B(G/Gs)’ sont

équivalentes. Mais alors E(G) et (E(G/G)) s'identifient par p, d'aprés (iii).

(v) Montrons que B(G)‘c B(G)s. Tout d'abord, soit ue B(G) ; pour que
ueB(G)" , 11 faut et il suffit que, pour tout a &I(G) et tout x€G,

u(a(x)) = u(x) ; posons W = uo0 . Si u€B(G), u s'écrit de maniére unique

u = u; ;u-l- + i(u; - u;), ol uT . u? ’ u; , ugé P(G), avec u;—u]_ = u;_ﬁ' et
u, = -u—-z-til- ,Ilu]u = u: (e) + u-l-(e) et \\u2H = u;(e) + u;(e). Soit uG-B(G)*;
pour tout a ¢I(G), on a u = o = u:a - u;a + i(u;_a-u;a) et, par unicité, on a
u:a = u: , u;a = u; , u;a = uI » Uy = u; pour tout oe I(G). Ainsi u; .

u; . u; et u; sont dans P(G)‘"’ , donc dans P(G)S ; d'ol ue B(G)s.

Donc, d'aprés (iii),b est un isomorphisme isométrique de B(G)* sur B(G/G )*
s

En vertu de cette proposition, on peut étendre les résultats obtenus

3 tout groupe GG[FC} . En particulier :

(2.2.9) PROPOSITION. - Soit Gé [FC] ,
(i) la transformation de Fourier s'étend en wn <isomorphisme de C*(G)™"
sur HO(E(G)) , de BGY sur M (E(®) et de a6T¥ sur L'(E(G),au).
(11) En conséquence, on c un produtt de convolution sur MI(E(G)) et sur

MI(E(G),duﬁ qui vérifie les propriétés énoncés en (2.2.8).

Cette proposition provient de (2.2.8), (2.2.4),(2.2.5), et (2.1.6).
(2.2.10) Remarques sur l'analyse harmonique centrale.

On sait (cf. [8] th. 2.6), que, pour que GG[SIN] » 11 faut et il suffic

qu’'il existe une approximation de 1'unité formée d'éléments de P(G)*n’k(c) et

. . o
que, pour que G € [IN] , i1 faut et il suffit que P(G) n X (G) # 0.
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Si G4 [IN] , l'analyse harmonique centrale de G n'offre donc que peu
d'intéreét. Si GE[SIN] , 11 est possible d'espérer des résultats comparables

i ceux obtenus pour G C[FIA] . Examinons la classe [MOORE} .

D'aprés [21, on sait que, si Gc-[MOORE] R 6 est homéomorphe 3 E(G), car G
est le type I. D'autre part, comme G est .amenable, on a une masure de Plancherel
u sur E, donc sur E(G), de support égal 3 E(G) et un théorémd de Plancherel
pour les fonctions centrales. Mais E(G) est un espace localement quasi-compact.,
On montre (cf. [lé\, th. 5.2) que, si G va8rifie le deuxiéme axiome de dénom-
brabilité, E(G) n'est localement compact que si(;E[FC] . Donc, si Ge€ [MOORH
et G¢ [FIA.} (exemple : G = lRXS(Z/ZZ)), E(G) n'est pas homéomorphe i X(C*(Gf’#)
et, par suite, la transformation de Fourier ne se prolonge pas en une isométrie

de c*(CfF sur K (EG)).

REMARQUE. - Soit Ge€ [FIA)A[MOORE]. Alors E(G) est homfomorphe i G et
E(G) est un¥-hypergroupe au sens de [3}. Par suite, d'aprés 1'unicité (3 une
constante prds) de la mesure invariante sur un s« ~hypergroupe {31, prop 3.2)
1a mesure de Plancherel est 1'unique mesure "laissant invariant le produit
de Kronecker” au sens de [Zﬂ . Cecl généralise le résultat de Tatsuuma [23)

qui a établi cette propriété d'unicité pour les groupes compacts.

(2.2.11) Un exemple : L'algébre de convelutior du grcupe dee déplacements du
plan. '

Nous utilisons les notations et résultats donnés par Vilenkin [25].

Soit G =¥ (2) le groupe des déplacements du plan. G est produit semi-
direct G = NK du groupe N = Rz des translations du plan par le groupe
g = $80(2.R) des rotations ; pour (x,a) et (x,0')¢ G, on a (x,a)(x",a') =
(x+a(x'),a+a') ol a(x') = (cosa _Sina) (X'), si on écrit x' =<xi\ et si a
sino  cosa xé x.)

LY

-

et a' désignent les angles des rotations.
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» P
Le dual K de K n'est autre que 7 et tout caractére X,¢ K se définit par
-in Q - ~ . .
Xn(a) = e ™% Le caractere X, se prolonge en un caractére de dimension un

ina

de G, noté encore X, et défini par xn(x,a) = e ", Toutes les autres repré&-

sentations unitaires irréductibles de G peuvent s'exprimer sous la forme

2 < .
(Tir ;s L7(U,d8)) pour tout reR: » O d6 est la mesure de Haar normalisée sur
U ; elles sont précisément définies par :

eir I xn cos(6-0)

Tir(x’a) f(e) = f(e—a).

Toutes les algébres Ll(G) sont commutatives ; désignons par Zn

1'ensemble des fonctions sphériques de classe X _ et de type positif. Soit J

. ' - .1 f2m ix cos 6 o
la fonction de Bessel d'ordre zéro, (Jo(x) T [o e d e).

Vilenkin [25] montre que Z, = {¢s ¢ (x,0) & o G|zl xe R} . Or on a

Xa

X .
Ll(c) =X, Ll((;) 0 _ Xq Ll(c)h ; ainsi 2 = {cbs : (x,a) o-be"lmJo(S"xll)lSGR’}.

Pour tout n¢ Z, l'espace Zn est homéomorphe i IR+ et on
1 Xq 1 -in a
L'(G) " = {fe L (G) |f(x,0) = ¢( x e .

ou cbéLl (R+ , T dr) }.

.. - ) . cer = - 1
Ainsi 1'algébre L (G) s'identifie & 1'algébre L m+,r dr) munie dy
produit défini par :

.p® 27
fag(t) = f (-21—1r f f (Vtz-l rz-l» 2rt cos 6)d 8) g(r) r dr
(0] 0

ce produit s'écrit encore :
t+r

fig(t) = f (Z- ‘r sf(s) ds ) g(r)r dr.
o T 4e°r? - (s2-t2-r?)?
it-n| r (s™-t=r")

Pour faciliter 1l'&criture, posons pour t et ry0 :
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(4t2r2 - (sz—t:2 2)2) 1/2 si | t-rjes e t4r ,

a(t,r) (s) =

o Al

ailleurs.

1 '
Pour t et r >0, on a a(t,r)el (R, ,sds) et, ainsi,

©o [ o]
(1) faug(t) = f (J a(t,r) (s) f(s) s ds) g(r) rdr.
0
La transformation de Fourier, appelée dans ce cae transformation de
Bessel, peut se définir comme il suit. Pour ch (]R+, r dr) et pour ¢ GZ
(teR, ), on a f(¢ ) = J‘ f(r) J (tr) r dr. En remarquant que, pour
0

fe Ll@+,r dr)nLZ(R+,r dr), on a €5L2m+,r dr) et HE 2 = "f"2 , ON en

en déduit que la mesure de Plancherel sur Zn identifié 3 R, est du(r) = r dr.

Par suite le produit de convolution sur Zn est donné par la formule (1).

Soient ¢t et ¢s€Zn 3 calculons §, % 8, | que nous noterons Gt w §

N

pour tous t, sC€R_ . D'aprés la formule de multiplication de 1la fonction de
Bessel suivante :

S

t+s

2 . Jo(r) r dr o

Jo(t) JO(B) =T = j a(t,s)(r)Jo(r)r dr,
It-slv 4t2 s2 - (rz-t:z-sz)2 0

On obtient :
Gt ) és(f) - ‘ a(t,s) (r) £(r) r dr, pour tout t, seR_ et tout feX " )
0

+ ’
(o]

en &crivant que ¢t(x) d)s(X) = f a(t,s) (r)¢r(x) r dr.
0
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Cette derniére formule signifie en outre que pour tous t, seR_ ,
- 1 .- 1
ona X, ¢t ¢s c A(G)Xn , car a(t,s)e L 0R+,r dr), mais Xn¢t¢s¢L (R+,r dr)

Enfin A(G)Xn est 1'image par la transformation de Bessel de Ll(lR+,r dr)

ou encore l'ensemble des f#g, exprimés par la formule (lb), pour £, g¢ LZ(R*.: ar

Nous étudierons, dans un autre travail, les algébres de convolution
du groupe SL(2,R), en utilisant les techniques et résultats de Vilenkin [2q .

Takahaski [22) et Pukansky [i6) .
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